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Una hoja del tratado astronémico
Almagesto.

Oy

La astronomia fue utilizada por las civilizaciones anti-
guas para predecir los periodos de abundancia de la
caza, la siembra o la llegada del invierno.

El matematico greco-egipcio Claudio Ptolomeo (siglo I1)
realizo, en el tratado astrondmico Almagesto, una des-
cripcion matematica del sistema geocéntrico (en el cual
los planetas giran alrededor de la Tierra). Uno de sus
aportes a la matematica fue un teorema sobre cuadri-
lateros ciclicos, en el que se utilizan propiedades impor-
tantes de angulo inscrito.

A

La trigonometria, que estudia la relacion entre los

lados y angulos de un triangulo, se desarrollo por SerfuEile
los estudios astrondmicos. Los matematicos hin-

dues Varahamihira (siglo VI) y Brahmagupta (siglo

VII) formularon varias propiedades trigonométricas ° \ i
utilizando la semicuerda (un tridngulo inscrito en

el circulo con un lado como didmetro del circulo) y C

los cuadrilateros ciclicos que tienen como base el
estudio de los angulos inscritos.

El dngulo inscrito ABC es recto.
Por medio de esta construccion se
obtuvieron relaciones importantes.

En los contenidos a desarrollar se abordara desde la definicién hasta el teorema del angu-
lo inscrito, que establece una relacion con el angulo central. Estudiaras la construccion de
rectas tangentes sobre |a circunferencia, asi como la definicion del angulo semiinscritoy la
relacion entre cuerdas y arcos de circunferencia.



1.1 Elementos de la circunferencia

I Escribe el nombre que reciben los elementos dibujados en la siguiente circunferencia:

S N
Segmentos. Arco.

El segmento que va del centro a La parte de la circunferencia
un punto de la circunferencia se delimitada por dos puntos en
llama radio. ella se llama arco.

Recta.

El segmento que va de un pun-
to de la circunferencia a otro y . .
L La recta que toca la circunferencia
pasa por el centro se llama dia-
en un punto se llama tangente.
metro.
El segmento que va de un punto El punto donde la recta tangente

toca la circunferencia se llama:
punto de tangencia.

de la circunferencia a otro se llama
cuerda.

- J

‘ El radio al punto de tangencia es per-
Los elementos de la circunferencia son: pendicular a la tangente en ese punto.

e Los segmentos: radio, didmetro y cuerda
e Las rectas: tangente
e El arco de la circunferencia

1. Escribe el nombre de los elementos senalados en cada circunferencia:

a)@ b) @ C) @ d) @ e) @
2. Responde las siguientes preguntas:

a) ¢Cual es el nombre del elemento que es % del didmetro?

b) éCudl es el nombre de la cuerda de mayor longitud de una circunferencia?

c) ¢Como es la recta tangente y el radio al punto de tangencia de una circunferencia?

d) Al colocar dos puntos sobre la circunferencia, é cuantos arcos se forman?



1.2 Definicion y medida de angulos inscritos

P Realiza el dibujo en una hoja de papel y mide el ¥BPA desplazando el punto P a diferentes lugares de la
circunferencia. Compara la medida de «<BPA con la medida del <BOA.

‘/P—b

‘ El dngulo BOA se llama
angulo central, porque su
vértice es el centro de la

circunferencia.

80° Observa que el <(BPA y el

<BOA comparten el mismo
B arco AB.

A

S Utilizando regla y compas para hacer el dibujo y desplazar el punto P en la circunferencia, se tienen los
siguientes casos:

Caso 1: Caso 2: ‘

Utlllzando transportador se mide el<«BPA en Ios 3 casos.

Caso 3:

En los tres casos la medida del <BPA = 40°.
Y el <BOA = 2<%BPA 0 bien el <BPA = %qBOA.

-

Subtender el mismo arco

C , .. , . . . . . significa compartir el mis-
Los angulos cuyo vértice esta en la circunferencia se llaman: angulos inscritos. | 5 2rc0.

En una circunferencia se cumple que la medida del angulo central que subtiende el mismo arco que cual-
quier angulo inscrito, es el doble de la medida de cualquier angulo inscrito que subtienda el mismo arco.

Determina la medida de un angulo inscrito a una circunferencia cuyo angulo central correspondiente al
mismo arco mide 160°. Utiliza un esquema como en el Problema inicial.



1.3 Angulo inscrito, parte 1

P Demuestra que el ¥BOA = 2«BPA cuando el centro queda en algun lado del ABPA.

El diametro es la cuerda que pasa
por el centro de la circunferencia.

A

S

S

Entonces, ¥OPA = %PAO (a lados iguales se oponen angulos iguales).
Por otra parte «BOA = <OPA + <PAO («xBOA es dngulo exterior del AAOP).

Por lo tanto, <BOA = 2<x0PA. Como XOPA = «BPA.

En el AAOP: OP = OA (son radios de la circunferencia).

Entonces, ¥BOA = 2XBPA.

C En los angulos inscritos cuyo lado coincide con el didmetro de la circunferencia se cumple que la medi-
da del angulo central que subtiende el mismo arco es el doble de la medida del angulo inscrito.

@Determina el valor de x para cada caso.

a)

ve)

P

o

Como «BOA = 2BPA.
Como «BOA = 2BPA.

_1
Por lo tanto, x = 2(30°) = 60°. Entonces, <BPA = > <BOA

Por lo tanto, x = %Oo =60°.

Determina el valor de x para cada caso.

a)

b) A c) d) A
LAl N
’ > B ] A\
B Ax b i
5 '




1.4 Angulo inscrito, parte 2

P

Demuestra que el <BOA = 2«BPA cuando el centro esta dentro del <BPA.

S -

Se traza el diametro QP.
LQOA = 2xQPAy «BOQ = 2xBPO (por lo visto en la clase 3).

Sumando ambas igualdades:
LQOA + ¥BOQ = 2«xQPA + 2xBPQ = 2(xQPA + <BPQ).

Por lo tanto, <BOA = 2<xBPA.

.
C En los angulos inscritos que tiene en el interior el dngulo central, que subtiende el mismo arco, también
se cumple que la medida del angulo central es el doble de la medida del angulo inscrito.

@Determina el valor de x para cada caso.

a) b)
P A Como «BOA = 2«BPA.
Como <BOA = 2xBPA.
B ' Entonces <BPA = -~ «BOA.
Por lo tanto, x = 2(35°) = 70°. 2
’ B Por lo tanto x = 2% = 75°
\ 2 '
P
A
Determina el valor de x para cada caso.
b) A c)

DN

>




1.5 Teorema del angulo inscrito

P

Demuestra que el <BOA = 24BPA cuando el centro esta fuera del <BPA.

S Se traza el diametro QP. A
<XAOQ = 2<APQy «BOQ = 2«BPQ (por lo visto en la clase 3).
Como «BOA = «BOQ - <AO0Q.
Entonces, <BOA = 2xBPQ — 2<APQ = 2(«xBPQ — <APQ) = 2«XBPA.
L Por lo tanto, <BOA = 2<«BPA. )

C En una circunferencia, para cualquier angulo inscrito se cumple que la medida del angulo central es el
doble de la medida del angulo inscrito que subtiende el mismo arco.

Ademas los angulos inscritos que subtienden el mismo arco tienen igual medida.

Este resultado se conoce como
El teorema del angulo inscrito.

®Determina el valor de x para cada caso.

a) b) Como <BOA = 24BPA.
180° _ 1
; Como <BOA = 2<BPA. A Entonces, <BPA = > ABOA.
M- 0 180° _ oo
p <g‘ Por lo tanto, x = 2(33°) = 66°. . Por lo tanto, x ==2==190".
A P El angulo inscrito a la semi-
circunferencia mide 90°.
Determina el valor de x, y y z para cada caso.
a) b) B c) d) A
/ Q
N ‘l 2( 0]
P
m ’ A R Q”
p~<Z] B D
A P B



1. Determina el valor de x para cada c

d)

F>PE

2. Determina el valor de x y de y segun cada caso

R,




1.7 Arcos congruentes

P €D = AB.

Compara la medida del <BPA con el <DPC en la siguiente figura si

P
.7 — . Ty .z
La notacidn AB, significa la porcién de
arco comprendida entre el punto Ay el
punto B.

S Se construyen los angulos <BOAy «DOC. P
IBOA = «DOC (6[3 = AB por hipdtesis). / \
ABPA = % ABOAyY «DPC= % «DOC (por angulo inscrito). C ',V N>
D “ B

Por lo tanto, <BPA = «DPC.

- A J

C En una circunferencia los dngulos inscritos, que subtienden arcos de igual medida, tienen igual medida.

También se cumple que si dos angulos inscritos son de igual medida, entonces los arcos que subtienden
también son de igual medida.

®Determina el valor de x y y para cada caso donde CD = AB.

C Ny 80

A

Como «<BOA = 2<xBPA.
Como «BOA = xDOC.
Por lo tanto, x = 2(35°) = 70°.

Por otra parte, <BOA = <DOC.

Entonces, y = <DPC = «BPA =35°.

Determina el valor de x y y para cada caso. Considera AB = CD.

b) B c) B

/
<



1. Determina el valor de x y 'y para cada caso. Considera AB = CD.

a) AB=0CD b) AB = CD c) AB =8¢ d)

2. Enlas siguientes circunferencias, determina los arcos que sean de igual medida.

a) <ADF = «CEB b) «FOE = 2xCDB y «BDC = <ADG
D
C
B
E
FA

3. Determina el valor de x y y si en la siguiente 4. En la siguiente figura ABCDE es un pentago-

figura los puntos A, B, C, D, E, F dividen la no regular, se trazan las diagonales AD y BE.

circunferencia en 6 arcos iguales. Determina la medida de <BFA.

D C C
D B
E B
F A E A



2.1 Construccion de tangentes a una circunferencia

P

S

Dada la siguiente circunferencia y el punto P, construye con regla y compas las rectas que pasan por el
punto P y son tangentes a la circunferencia.

Tomando el punto medio del segmento PO, denotado por Q.
Se traza la circunferencia con centro Q y radio QO.

Se marcan los puntos A y B donde se intersectan las circun-
ferencias.

Entonces, <OAP = xPBO = 90° (ambos subtienden un arco
de 180°).

) La recta perpendicular al radio en un pun-
Por lo tanto, las rectas PA y PB son tangentes a la circunfe- to de la circunferencia es la tangente a la

rencia de centro O. circunferencia.

Utilizando los resultados de angulo inscrito se pueden construir las rectas que pasan por un punto Py
tangentes a una circunferencia dada siguiendo los pasos de la solucién.

1. Dibuja otra circunferencia y otro punto P fuera de dicha circunferencia, diferentes a los del inicio de
la clase y construye las tangentes a la circunferencia que pasen por el punto P.

2. Con base al ejercicio de la clase responde: . .
Puedes aplicar congruencia

de triangulos para justificar tu
a) éSon iguales los segmento PAy PB? respuesta.

b) éPor qué?



2.2 Cuerdas y arcos de la circunferencia

En la siguiente figura AB = CD. Compara la longitud de las cuerdas AB y CD.
B

S Trazando los radios OA, OB, OCy OD. 8

<«BOA = «DOC (porque AB = CD). Para aplicar el criterio de

C
\ congruencia LAL es nece-
OA = 0B =0C = 0D (son radios de la circunferencia). A sario que dos lados y el
D

angulo entre ellos sean

Entonces, ABOA = ADOC (por criterio LAL). congruentes.

Por lo tanto, AB = CD (por la congruencia).
.

C

En una circunferencia si la medida de dos arcos es igual, entonces la medida de las cuerdas que sub-
tienden esos arcos es igual.

®En la siguiente figura AB = CD. Compara la longitud de los arcos KE y ETD
B

B
Trazando los radios OA, OB, OCy OD. \
C C
A Entonces, ABOA = ADOC (por criterio LLL). A
Luego, <BOA = xDOC (por la congruencia).

~ ~— , .
Por lo tanto, AB = CD (el angulo central es igual).

(W)

Los puntos A, B, C, D, E, F dividen la circunferencia en 6 arcos iguales. Clasifica las figuras que se forman
uniendo los puntos indicados en cada literal. Observa el ejemplo:

D ¢ a) ABC BA = BC(porque/B-B‘= éE).
R. ABC es un triangulo isésceles.
E B

b) ABDE c) ACE d) ACD

F A e) ABCDEF f) DEF g) ABCD



2.3 Aplicacion con semejanza de triangulos

P En la siguiente figura determina si se cumple que el AAED ~ ABEC.

B
A
C
D
S En la figura <XAED = «<BEC (son opuestos por el vértice). B
A . o

¥IDBC = ¥DAC (subtienden el mismo arco). C Para aplicar el criterio

AA solo es necesario

que dos angulos sean
Pero <EBC = <DBCy «DAE = «<DAC. congruentes.
Por lo tanto, AAED ~ ABEC (por criterio AA). D

S

C Para determinar semejanza entre tridngulos es necesario observar los angulos inscritos que subtienden
el mismo arco.

En la siguiente figura determina la medida del segmento ED.

B
Como AAED ~ ABEC.
A Cuando dos tridngulos son
C ED _ AE semejantes, la razén en-
Entonces, — = —. ’
EC BE tre sus lados homdlogos se
AE 5 mantiene constante.
Porlo tanto, ED=ECx — =6x — =7.5.
BE 4
D ED=7.5cm
1. Determina x en las siguientes figuras: 2. En la siguiente figura determina qué condiciones

son necesarias para que AACP ~ ADPB.

B

A

D P

¢Es necesario algo mas?



2.4 Paralelismo

P En la siguiente figura AB = CD. Determina si los segmentos AD y BC son paralelos o secantes.

B
C
A
D
S Trazando la cuerda AC. B
> 7~ C
Entonces, <BCA = <DAC (dado que AB = CD). A

Por lo tanto, BC || AD (los angulos alternos internos son iguales).
D

S

C En una circunferencia, si se tienen dos arcos de igual medida, entonces las cuerdas determinadas por
el inicio de un arco y el final del otro son paralelas.

— — . . .
Compara los arcos AB y CD de la circunferencia, si BC || AD.

B B
Trazando la cuerda AC.

A <BCA = «DAC (angulos alternos internos).

— fany 7 . .
Por lo tanto, AB = CD (teorema del dngulo inscrito).

D Este resultado es el reciproco
del ejercicio inicial.

Determina cuales de los literales siguientes son condiciones suficientes para que 4 puntos consecutivos
A, B, C, D en una circunferencia cumplan que al unirlos hay al menos un par de cuerdas paralelas.

a) AC = AD b) <DBC = <BDA c) CB = DA d) CB = AD

e) AB=BC f) <ACD = <ADB g) AC=BD h) AABC = ADCB



2.5 Cuatro puntos en una circunferencia

P Considerando <ABC = <APC y que ambos dngulos comparten el segmento AC. P P

Demuestra que los puntos A, B, Cy P estdn en una misma circunferencia. B "){

C\/A

S

Opcidén 1
B P

CVA
En este caso:

<ABC = <APC.

Por lo tanto, A, B, Cy
P deben estar en una
misma circunferencia.

El punto P tiene 3 opciones, sobre, dentro o fuera la circunferencia.

Opcién 2

Trazando XAP'C, se tiene que
XABC = <AP'C < <APC
Dado que XAPC = <xAP'C+ «xP'CP

Por lo tanto, <ABC < <APC.

Opcién 3

P
B
C\_/A

Trazando XAP'C, se tiene que
<ABC = XAP'C > <XAPC.
Dado que <AP'C=<APC+ «PCP'.

Por lo tanto, <ABC > <APC.

~

C Si dos angulos iguales, ademas comparten un segmento en sus aberturas, entonces los cuatro puntos
estdn sobre una misma circunferencia.

Determina el valor de x y y.

Como <CAB = «CDB y ambos comparten el segmento CB, entonces A, B, C,
D estdn sobre una misma circunferencia.

Se debe cumplir que <BCA = <BDA, entonces x = 66°.
Y ademas se debe cumplir que <CBD = «<CAD, entonces y = 60°.




2.6 Angulo semiinscrito

P

Compara la medida de <ABP con «BOA en la siguiente figura.

B
P
A
S Se traza el didmetro QB.
Entonces, <AOQ = 2%ABO (teorema del angulo inscrito).
0
También, <AOQ = 180° — <BOA (angulo suplementario). Q B
Luego 2 < ABO = 180° — XBOA, es decir, <ABO = 90° —‘132& . lp
A

Por lo tanto, <PBA = <IBZOA , 0 bien ¥BOA = 2xPBA (por angulo complementario, ya que PB L BO).

-

C El dngulo formado por una tangente y una cuerda de la circunferencia se llama: angulo semiinscrito.

En una circunferencia la medida de un angulo semiinscrito, es igual a la mitad de la medida del angulo
central, que subtiende el mismo arco que la cuerda.

®Determina el valor de x para cada caso.

5 Como «BOA = 24PBA. Como «PBA = % ABOA.

Por lo tanto, x = 2(53°) = 106°. Por lo tanto, x =%8°= 69°.

Determina el valor de x para cada caso:

a) A b)




1. Dibuja una circunferencia y un punto P fuera de ella, construye con regla y compas las tangentes a la
circunferencia que pasan por el punto P.

2. Los puntos A, B, C, D, E, F, G dividen la circunferencia en 7 arcos iguales. Clasifica las figuras que se
forman uniendo los puntos indicados en cada literal.

D
E C
a) ABC b) ACDF c) ADG d) ABCDEFG
F B
G A

3. En la siguiente figura A, B, C, D estan en una circunferencia. Responde:

B
a) éCémo son los dngulos XEAB y XEDC?
b) éCémo son los dngulos XABE y XACD? ¢ Por qué?
C
A c) éCémo son los tridngulos AABE y ADCE? ¢Por qué?
D

4. Determina cuales de los literales siguientes son condiciones suficientes para que 4 puntos conse-
cutivos A, B, C, D en una circunferencia cumplan que al unirlos haya al menos un par de cuerdas
paralelas.

a) AC = BD b) %CAB = %CDB c) AC=AD d) AABC ~ ACDA

Determina el valor de x 0 y, segun corresponda.

b) c)

B

P
A
r)
A
H A
a
Alf

N__/®
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