Unidad 4. Funciones reales

Competencia de la unidad

Identificar los elementos y caracteristicas de las funciones cuadraticas, cubicas de la forma f(x) = ax?,
racionales e irracionales, haciendo uso de tablas de valores y de sus graficas para resolver proble-
mas sobre monotonia y situaciones de la vida cotidiana, e interpretar graficamente la solucion de una

desigualdad cuadratica.

( Tercer ciclo )

Unidad 6: Proporcionalidad

directa e inversa (7°)

¢ Proporcionalidad directa

® Proporcionalidad inversa

¢ Aplicacion de la proporcio-
nalidad

Unidad 3: Funcion lineal (8°)

¢ Funcion lineal

e Funcion lineal y ecuacién
de primer grado con dos
incégnitas

e Aplicacion de la funcién
lineal

Unidad 4: Funcién cuadratica
de laformay =ax?+c (9°)

e Funciony = ax?

e Funcidny=ax’+c

Relacion y desarrollo

Primer afio de
bachillerato

Unidad 4: Funciones reales
e Definicidon de funcidn
¢ Funcidn cuadratica

e Aplicaciones de la funcidn
cuadratica
Otras funciones
Practica en GeoGebra

Unidad 5: Resolucion de

triangulos oblicuangulos

e Razones trigonométricas
de dngulos agudos

e Razones trigonométricas
de dngulos no agudos

e Resolucién de tridngulos
oblicudngulos

Segundo aino de
bachillerato

Unidad 4: Funciones tras-

cendentales |

e Potencia y raiz n-ésima

e Funcionesy ecuaciones
exponenciales

Unidad 5: Funciones tras-
cendentales Il

e Funcion biyectiva e inversa
e Funcion logaritmica

e Funciones trigonométricas
® Practica en GeoGebra
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Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases

1 1. Notacion de funciones

1. Definicion de funcién 1 2. Grafica de una funcion
1 3. Dominio y rango de una funcion
1 1. Desplazamiento vertical
1 2. Funcién de la forma f(x) = a(x - h)?, h >0
1 3. Funcion de la forma f(x) = a(x— h)}, h <0
1 4. Funcién de la forma f(x) = a(x — h)? + k, parte 1
1 5. Funcion de la forma f(x) = a(x — h)? + k, parte 2

2. Funcidn cuadratica
1 6. Funcion de la forma f(x) = ax? + bx
1 7. Funcidén de la forma flx) = x>+ bx + ¢
1 8. Funcidn de la forma f(x) = ax? + bx + ¢
1 9. Condiciones iniciales
2 10. Practica lo aprendido
1 Prueba de las lecciones 1y 2
1 1. Monotonia

3. Aplicaciones de la funcién

cuadratica

1 2. Variacion: valor maximo o minimo

®




Leccion Horas Clases

1 3. Aplicacién: valor maximo

1 4. Aplicacién: valor minimo

1 5. Interseccion de la grafica de una funcién cuadratica con
el ejey

1 6. Interseccion de la grafica de una funcién cuadrdtica con
el eje x

1 7. Desigualdad cuadratica ax*+ bx+c¢ >0, a > 0, parte 1

1 9. Desigualdad cuadratica ax?+ bx+¢<0,a >0

1 10. Desigualdad cuadratica, a <0

1 11. Cuadro de variacion, parte 1

1 12. Cuadro de variacion, parte 2

1 13. Practica lo aprendido

1 1. Funcién flx) = x3

1 2. Funcion flx) =ax®, a >0

4. Otras funciones 1 3. Funcion flx) =—ax?,a >0
1 4. Funcion flx) = % y sus desplazamientos
1 5. Gréfica de la funcién h(x) = % +q
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Leccion Horas Clases

1 6. Grafica de la funcion flx) = Zﬁ:g
1 7. Funcién irracional f{x) = aVx
1 8. Funcioén irracional f{x) = Vax
1 9. Practica lo aprendido
1 10. Problemas de la unidad
1 1. Generalidades
5. Practica en GeoGebra 1 2. Desplazamientos verticales
1 3. Desplazamientos horizontales
1 Prueba de las lecciones 3y 4
2 Prueba del segundo periodo

40 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de las lecciones 3 y 4 + prueba del segundo periodo



Puntos esenciales de cada leccidn

Leccion 1: Definicion de funcion

En esta leccidn se introduce la notacidn f(x) para funciones, las definiciones de dominio y rango de una
funcidn y la prueba de la recta vertical para determinar si una linea corresponde a la grafica de una
funcién.

Leccion 2: Funcidn cuadratica

La leccién comienza con un repaso de los desplazamientos verticales de funciones lineales y cuadra-
ticas de la forma f(x) = ax? + ¢ vistos en octavo y noveno grado. Luego de ello, se verifica la relacién
entre los elementos (grafica, dominio y rango) de f(x) = ax? y los de la funcién g(x) = a(x — h)* + k,
usando desplazamientos horizontales y verticales. Este proceso se realiza paulatinamente, deduciendo
primero los desplazamientos horizontales y después hacer combinaciones de desplazamientos. Final-
mente se estudia la forma general de la ecuacion de una funcién cuadratica, y el método de completar
cuadrados para expresarla en la forma a(x — h)? + k.

Leccidn 3: Aplicaciones de la funcidn cuadratica

Una vez estudiadas las generalidades de la funcidn cuadratica (grafica, dominio y rango), en esta lec-
cion se utilizan las caracteristicas de la misma para resolver problemas sobre monotonia, calculo de
valores minimo o maximo y desigualdades cuadraticas. En este ultimo se interpreta la solucidn de la
desigualdad usando la grafica de una funcién cuadratica, y luego se resuelven mediante el cuadro de
variacion.

Leccion 4: Otras funciones

8 |

En esta leccion se utilizan tablas de valores para graficar de las funciones f(x) = ax?, f(x) =

’

7

flx) = aVx y fix) = Vax y a partir de estas deducir el dominio y el rango de cada una de ellas. Ademas,

se grafican las funciones f(x) = % + q como desplazamientos verticales y horizontales de la funcion
glx) = %; por otra parte, se grafica la funcion f(x) = 2£+2

cx+d

k
al transformarla en la forma f(x) = T +q.
Leccion 5: Practica en GeoGebra
En esta leccidn se utiliza el software matematico GeoGebra para realizar gréficas de funciones, despla-
zamientos horizontales o verticales y la construccidn de las graficas de funciones a partir de un conjun-
to de puntos de la forma (x, f(x)).
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Definicion de funcion

1.1 Notacion de funciones

Problema inicial
Encuentra el valor de y correspondiente al valor de x en cada funcidn si:

a)y=5x—-1; x=-3 b)y=4x2;x=% c)y=x72+5;x=10
Solucién
En cada caso debe sustituirse el valor de x para encontrar y:
_ a1V _ (100
a)  y=5(-3)-1 b y=4(3) o y=r+s
=-15-1 _ (2 _ 100
16 = 4(4) ==+ 5
=1 =55
El valor correspondiente a x=-3 El valor correspondiente a x = % El valor correspondiente a
esy=-—16. esy=1. x=10esy=55.
Definicion
Dados dos conjuntos A y B, se llama funcion de A en B a la ~ N

correspondencia que asigna a cada elemento x del conjunto A un | Y2 se han estudiado dos funciones
especificas: la funcion lineal flx) =ax+ by

Unico elemento y del conjunto B. Para denotar una funciéon de A . 5 ;

X ) la funcién f(x) = ax? + c¢. Ambas funciones
en B se escribe f: A — B, al elemento x de A se le llama variable | ;1 4o R en R, pues los valores de x
independiente o preimagen; mientras que el elemento y de B |y y son nimeros reales. Las funciones
se llama variable dependiente o imagen. Cuando se trata con | también pueden nombrarse utilizando
funciones, la variable y se escribe como f(x) y se lee “f de x”. otras letras, por ejemplo, g(x) o A(x).

Dado un valor particular x = m, para encontrar el valor de f(m) se sustituye x por m en la ecuacién de la
funcion f.

Ejemplo
Encuentra el valor de f{x) en cada caso: f(x) NO significa f multiplicado
a)flx)=—2x+7; x=-5 b) flx) = 332 +2 ; x =2 Zgrxx, sino la funcién fevaluada

Deben sustituirse los valores de x en la ecuacién de la funcidn, segun sea el caso. En el primer literal,
el valor de la funcién evaluada en x = =5 se representa por f(—5); mientras que en el segundo literal, el
valor de la funcién evaluada en x = 2 se representa por f(2).

a)fl-5)=—-2(-5)+7 ' b) f(2) =3(2)2+2
=10+7 =3(4)+2
=17 | =14
Por lo tanto, f(-5) = 17. i Por lo tanto, f(2) = 14.

>
Problemasu
1. En cada caso encuentra el valor de f(x), si x toma el valor dado:

a)flx)=x+4; x=0 b) flx)=4x-6; x=1 c)f(x)=—§+1;x=6
d) flx)=—5x% x=3 e)flx)=x>+4; x=-1 f)f(x)=—x72—2;x=2

2. Dada la funcién lineal f(x) = 2x — 3, éicual debe ser el valor de x para que f{x) = 5?

3. Dada la funcién f(x) = 4x? + 5, écudles deben ser los valores de x para que f(x) = 11?

188




Indicador de logro

1.1 Calcula el valor de f(x) usando la ecuacién de la funcion y el valor de x.

Pccuencio

En Tercer Ciclo, la ecuacion de una funcidn se es-
cribia de laformay=ax+ boy=ax?+c. Enesta
clase se introduce la notacién f(x) para funciones;
se utilizan también g(x) o h(x) en los casos donde
se mencionan dos o mas funciones, la definicién
(general) de una funcién y las variables indepen-

diente y dependiente.

\_

N

Esta clase es para que los estudiantes se familia-
ricen con la notacién de funciones y con evaluar
una funcién en un valor dado. Las funciones uti-
lizadas en el bloque de Problemas corresponden
a funciones lineales o cuadraticas de la forma
flx) = ax? + ¢, ambas estudiadas en octavo y nove-
no grado, respectivamente.

Posibles dificultades

Verificar que los estudiantes escriben correctamente al momento de evaluar una funcion en un valor
especifico. Recordarles que f{x) no significa f multiplicado por x.

Solucién de problemas:

1a) El valor de la funcién evaluada en x = 0 se repre-
senta por f{0). Se sustituye x = 0 en la ecuacion

de la funcién:
fl0)=0+4

=4
Luego, f(0) = 4.

1c) Se sustituye x = 6 en la ecuacidn de la funcion:
fi6) =~ 5(6) +1
=-2+1
-1

Luego, f(6) = -1.

1e) Se sustituye x = —1 en la ecuacion de la funcion:
fi-1)=(-1)+4
=1+4
=5
Luego, f(-1) = 5.

2. Como f(x) = 2x—3 entonces 2x—3 = 5. Se resuelve
esta ecuacién de primer grado con una incégnita:
2x—3=5
2x=8
x=4
Por lo tanto, el valor de x debe ser igual a 4 para
que se cumpla f(x) = 5.

®

1b) El valor de la funcién evaluada en x = 1 se repre-
senta por f{1). Se sustituye x = 1 en la ecuacion

de la funcién:
fl1)=4(1)-6

-2

Luego, f(1) = -2.

1d) Se sustituye x = 3 en la ecuacidn de la funcion:
f(3) ==5(3)

5(9)

45

Luego, f(3) = —45.

1f) Se sustituye x = 2 en la ecuacidn de la funcion:
f2) == 3(2) -2

1
- 2(4)-2

-4
Luego, f(2) =-4.

3. Como f(x) = 4x*> + 5 entonces 4x? + 5 = 11. Se re-

suelve esta ecuacidn cuadratica:
4x>+5=11

4x? =6

/3
=+ [=
X=zx )

Por lo tanto, los valores de x deben ser igual a
3 3
Fo-i
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1.2 Grafica de una funcion

Problema inicial
Dadas las funciones f{x) = — 2x y g(x) = 2x%

1. Elabora la grafica de cada una de ellas. La grafica de f es una linea recta mientras que la de g es una parabola.

2. Traza lineas rectas verticales en cada grafica. ¢ Cuantas veces cortan las rectas verticales a las graficas

defyg?
3. Si se continlan trazando rectas verticales, ¢ cudntas veces cortaran a las graficas de las funciones fy g?
.7 y
Solucién y = fix)
1. La funcién f es una funcién lineal y su grafica es una linea recta que 4
pasa por el origen. A partir de este, si x aumenta una unidad (es decir,
x = 1) entonces f{x) disminuye 2. La grafica de f(x) = —2x se presenta a 2 -10
la derecha. -1
5 (1,+2)
y
¥ =8(x) R
La grafica de la funcidn g es una parabola con vértice en el origen. 6 /
Para graficarla se buscan otros dos puntos a la izquierda y derecha del \ 5 /
vértice: si x =—1 entonces g(-1) = 2(-1)? = 2 y el punto (-1, 2) pertenece \ ) /
a la parabola de g; de igual forma si x = 1 entonces g(1) = 2(1)>= 2 y el \ N /
punto (1, 2) pertenece a la parabola. La gréfica de g(x) = 2x? se presenta 3
a la derecha. 12t 2 (1,2)
\l/ .
-2 -1 0 1

2. En cada grafica se han trazado tres rectas verticales. Cada una de ellas corta a la grafica de f o g, segun
sea el caso, en un Unico punto: y

<
1]

y 8(x)
y=/lx) \ 6 /

-
7

N w
| —
o

(N

—
»

~

1
N\
S

w




3. Sin importar la cantidad de rectas verticales que se tracen, cada una de ellas cortara a la gréfica de la
funcién f o g (segln sea el caso) en un Unico punto.

Conclusién
Una linea trazada en el plano cartesiano, cuyos valores de x se encuentran en un intervalo I, corresponde a
la grafica de una funcidn si toda recta vertical trazada en el intervalo I corta a la linea en un Unico punto. A
esta manera de reconocer graficas de funciones se le conoce como prueba de la recta vertical.

Esto ocurre debido a la definicion misma de funcion, a cada elemento x le corresponde un Unico elemento
y. Las rectas verticales trazadas en cada grafica representan un valor especifico para x, si esta recta corta
a la grafica de una funcién en un Unico punto, entonces esto indica que para ese valor de x hay un Unico
valor para f(x) o g(x).

Problemas
Utilizando la prueba de la recta vertical determina, en cada caso, si la linea representa la grafica de una
funcidn (no es necesario encontrar la ecuacion de la funcion):

a) b)

S
?
S
?

d)

S
?
S

/
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Indicador de logro

1.2 Utiliza la prueba de la recta vertical para identificar graficas de funciones.

Materiales

Plano cartesiano dibujado sobre un pliego de pa- En esta clase se establece el método denominado
pel bond para elaborar las graficas de las funcio- "prueba de la recta vertical" para analizar si una li-
nes del Problema inicial en la pizarra (puede fo- nea trazada en el plano cartesiano corresponde a
rrar una tabla de madera con papel bond y luego la grafica de una funcidn. Se parte de la definicidn
con plastico o cinta ancha transparente, y dibujar de funcion para establecer por qué este método
una cuadricula con plumoén permanente; este re- es efectivo para reconocer graficas de funciones.
curso le servira en las clases que involucran grafi- Se pueden entregar fotocopias del plano cartesia-
cas); metro o escuadra de madera. ) kno para elaborar la gréfica de la funcidn. )
Proposito

En grados anteriores solo se estudiaron funciones lineales (cuya grafica es una linea recta) o cuadraticas

de la forma f(x) = ax? + ¢ (cuya grafica es una parabola). Observe que, en el bloque de Problemas, las

graficas corresponden no solo a las ya conocidas sino también a funciones cubicas, racionales y a la de

una circunferencia. No se pretende que los estudiantes sepan la ecuacién de la funcidn, sino reconocer
kgré\ficas de funciones. )
Solucidn de problemas:

a) Se trazan rectas verticales para verificar si cortan b) Se trazan rectas verticales para verificar si cortan

a lalinea en un solo punto: alalinea en un solo punto:
Y Y

N

Por lo tanto, la grafica corresponde a una funcion. Por lo tanto, la grafica corresponde a una funcion.
¢) Utilizando la prueba de la recta vertical: d) Utilizando la prueba de la recta vertical:
1 1 1 y 1 1 1 y
P :
Por lo tanto, la grafica corresponde a una funcién. La recta corta a la linea en dos puntos. Por tanto,

no corresponde a la grafica de una funcion.

®
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1.3 Dominio y rango de una funcion*®

Problema inicial
Utilizando la ecuacidn y la grafica de la funcion f{x) = 3x2 responde lo siguiente:
1. ¢Para qué valores de x estd definida f{x)?
2. ¢Cudles son todos los posibles valores para f{x)?

Solucién
La grafica de la funcidon es una parabola abierta hacia arriba con vértice en
(0, 0) como se muestra en la figura de la derecha.

¥ = flx)
2

1. En la ecuacidn de la funcidn f{x) = 3x?, la variable independiente x puede
tomar el valor de cualquier nimero real y siempre sera posible encontrar
su correspondiente f{x). Por lo tanto, f(x) estd definida para cualquier
numero real que tome el valor de x.

2. En la grafica de la funcidn, el valor mas pequefio que toma la variable de-
pendiente y = f{x) ocurre cuando x = 0. A medida que x aumenta o dismi-
nuye, el valor de f{x) siempre aumentard (esto lo refleja el hecho de que
la pardbola se abre hacia arriba). Por lo tanto, los valores posibles para
fix) son los nimeros reales mayores o iguales a 0, es decir, los niumeros
pertenecientes al intervalo [0, oo[.

Definicién
El dominio de una funcion f se denota por Dy y es el conjunto de todos los nimeros x para los cuales f(x)
esta definida. El rango de una funcidn f se denota por Ry y es el conjunto de todos los posibles valores para

flx).

En el caso de las funciones lineales, tanto el dominio como el rango son el conjunto de los niUmeros reales,
es decir R. Mientras que para funciones de la forma f{(x) = ax? el dominio es R y el rango depende del valor
de a:

1. Si a > 0 entonces R;= [0, oo|.

2. Sia < 0 entonces Ry = |-, 0].

hd
Problemasw
1. Encuentra el dominio y el rango de cada una de las siguientes funciones:

a) flx) = Tx+4 b) flx) = 10z + 3 o) fix)=—x-5
d) flx) = e) flx) = 2x? f) flx) = — %
g) flx) =—3x h) flx) = 3x? i) flx) = — 242

y

2. La grafica de una funcidn se presenta en la figura de la derecha. Utilizando
Unicamente este recurso, ¢cudl es el dominio y el rango de la funcion?

@

/
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Indicador de logro

1.3 Encuentra el dominio y rango de funciones lineales y de la forma f(x) = ax? utilizando la ecuacion de la

funcion.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar la grafica
de la funcién del Problema inicial; plano cartesia-
no con la grafica del numeral 2 del bloque de Pro-
blemas para colocarlo en la pizarra.

N J

En Tercer Ciclo solamente se estudiaron las ecua-
ciones y graficas de las funciones lineales y cua-
dréticas de la forma f(x) = ax? + c. En esta clase
se definen, de manera general, los nimeros que
conforman el dominio o el rango de una funcién.
Se utilizan ademas las notaciones Dy y Ry para am-
bos conjuntos.

_ J

Proposito

indica qué repuesta puede dar a cada pregunta.

En el numeral 1 del bloque de Problemas, los estudiantes deben identificar en cada caso qué tipo de fun-
cion es (lineal o cuadrdtica) y, usando lo establecido en la Definicion, determinar el dominio y el rango;
no es necesario que grafiquen la funcién de cada literal. Si las preguntas son muy complejas, el docente

Solucién de problemas:

1a) La funcién f(x) = %x + 4 es una funcion lineal (es
de la forma f(x) =ax+ b, con a = % y b = 4). Por
lo tanto, Dy = Ry R; = R.

1c) Similar a los literales anteriores, la funcidn
f(x) = —x — 5 es una funcidn lineal. Por lo tanto,
Df=RyR;=R.

le) La funcion flx) = 2x? también es de la forma
flx) =ax?, cona =2, Luego, Dy =Rycomoa >0
entonces Ry = [0, oo.

1g) Similar al literal 1f) , en la funcién f(x) = =342,
a=-3.Asi,Df =RyRs=]-,0].

1b) La funcidn f(x) = —10x + 3 es una funcion lineal
(esdelaformaf(x)=ax+b,cona=-10y b = 3).
Por lo tanto, D = Ry Ry = R.

1d) La funcidn f(x) = x? es de la forma f(x) = ax?, con
a = 1. Luego, Df = Ry como a > 0 entonces
R = [0, oof.

1f) La funcion f{x) = —x? también es de la forma
flx) = ax? cona=-1. Asi, D =Ry comoa <0
entonces Ry = |-oo, 0].

1h) Similar al literal 1e), en la funcién f(x) = 3«2,
a=3.Asi,Df=RyR;=[0, oo.

1i) Similar al literal 1f) , en la funcion f(x) = —2x?, a = -2, Asi, D; = Ry R; = ]—o0, 0].

2. Sea f(x) la funcidn cuya gréfica estad dada. Al observarla se verifica que "inicia" en
el origen, o sea, el punto (0, 0). A medida que el valor de x aumenta entonces el
valor de y también aumenta. Por lo tanto, Dy = [0, oo y R; = [0, oo].

o



Funcion cuadratica

e N
2.1 Desplazamiento vertical

Problema inicial
Utilizando la gréfica de la funcidn f{x) = 2x? realiza lo siguiente:

[
iN
[e)

—

1. Grafica las funciones g(x) = 2x? + 3 y h(x) = 2x? — 2. ¢Cual es el dominio y el
rango en cada una?

«

La grafica de g(x) corresponde a un
desplazamiento de 3 unidades hacia
arriba de la gréfica de f. ¢Hacia donde
serd el desplazamiento de h?

—
—
//
IR N R
\\\

2. Explica qué le ocurre a la gréfica de f para obtener las graficas de gy h.

N

x
-2 -10 1 2
Solucién J ;
1. Para graficar g(x) = 2x2 + 3 se desplaza verticalmente la grafica de f(x) = 2x2 tres \ﬁ 10 ”
unidades hacia arriba (ver figura de la derecha). \ 9 /
Es decir, si el vértice de la gréafica de fes (0, 0) entonces el de g serd (0, 3); si los \\ 7 /I
puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la parabola de f entonces los puntos (-1, 5) \ 6 /
y (1, 5) pertenecen a la grafica de g. \‘ 5 ‘/
De la grafica de la funcidn se deduce que: D, = Ry R, =[3, o]. \+3a“ j3
Z 3
x
y -2 -1 9 1 2
AP -2

Mientras que para graficar h(x) = 2x? — 2 se desplaza verticalmente la grafica de
f(x) = 2x? dos unidades hacia abajo.

L
N X
——

T
y a
|

Es decir, si el vértice de la grafica de f es (0, 0) entonces el de A serd (0, —2); si los
puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la parabola de f entonces los puntos (-1, 0) y
(1, 0) pertenecen a la gréfica de h.

—
—
»ooWw &
—~
o — T

—
-—
™

De la gréfica de la funcion se deduce que: D, = Ry Ry = [-2, oo].

‘
-

<
i

@ )
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2. Utilizando f(x) = 2x%
a) la gréfica de la funcion g(x) = 2x* + 3 se obtiene desplazando verticalmente hacia arriba tres unidades
la gréfica de f(x) = 2x?;

b) la gréfica de la funcién A(x) = 2x? — 2 se obtiene desplazando verticalmente hacia abajo dos unidades
la grafica de f(x) = 222

Definicion
Dada una funcidn f{x) y un nimero real k diferente de cero, la grafica de la funcién g(x) = f(x) + k es un
desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de £, y: si k > 0 entonces la grafica se desplaza hacia
arriba, y si k < 0 entonces la grafica se desplaza hacia abajo.

Si f(x) = ax? entonces la gréfica de g(x) = ax? + k es una parabola con vértice en (0, k), y:
1. Si a > 0 entonces Ry = [k, oo].
2. Sia < 0 entonces Ry = |-, k].

Problemas.f
Para cada caso y utilizando la gréfica de la funcidn f{x), grafica la funcién g(x) y encuentra su dominio y
rango:
aflx)=x y glx)=x+1 b) flx)=-2x y glx)=-2x-3
Y ¥ =flx) y=flx) Y
X X
3 -2 1 1 -3 -2 -1 o[\ 1
oflx)=xy glx)=x*+2 d) flx)=-x* y glx)=-x*-3
y=flx) y y
s x
\ / NI
. /A A
-3 - -1 0 1
y=flx)
S




Indicador de logro

2.1 Elabora la gréfica y encuentra el dominio y el rango de las funciones g(x) = ax + b o f{x) = ax? + ¢, usando

desplazamientos verticales.

Plano cartesiano dibujado en papel bond con la
grafica de la funcién del Problema inicial para
colocarlo en la pizarra (puede utilizarse también
para resolver el bloque de Problemas); metro o
escuadra de madera.

N AN

Secuencia

Los desplazamientos verticales se estudiaron en
los contenidos de funcidn lineal y funcion cuadra-
tica de la forma f(x) = ax? + ¢ en Tercer Ciclo. En
esta clase se repasan dichos desplazamientos y se
agrega la determinacién del dominio y del rango
de la funciodn.

Posibles dificultades

Si los estudiantes no recuerdan cdmo realizar los desplazamientos verticales puede comenzar con la
Definicidn y desarrollar el Problema inicial como ejemplo.

Solucién de problemas:

a) Se desplaza la gréfica de f una unidad vertical-

mente hacia arriba para obtener la grafica de g:
Y

[ y=2lk)
3 &) v = flx)

/rl
> X

Luego, D,=RyR;=R.

c) Se desplaza la grafica de f dos unidades vertical-
mente hacia arriba para obtener la grafica de g:
Y y=g(x)

¥ =flx)

+2

+2

~N

Luego, Dg=RyRg=[2, ool.

b) Se desplaza la grafica de f tres unidades vertical-
mente hacia abajo para obtener la gréfica de g:

y=flx) Y

7~

y=28(x)

Luego, D,=RyRs=R.

d) Se desplaza la grafica de f tres unidades vertical-
mente hacia abajo para obtener la gréfica de g:

¥ = flx)
Luego, D;=RyRg =]

Sugerencia metodoldgica
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2.2 Funcion de la forma f(x) = a(x - h)’ , h>0

Problema inicial
Utilizando la grafica de la funcidn f(x) = 2x? realiza lo siguiente:
1. Completa la tabla y grafica la funcién g(x) = 2(x — 1)*

x | 3| -2]|-1 0 1 2 3

La grafica de g
flx)| 18 | 8 2 0 2 8 18 es una parabola.

g(x)

2. iCudles son las coordenadas del vértice de la grafica de g? éCual es
el dominio y rango de g?
3. ¢Cémo se debe desplazar la gréfica de f para obtener la de g?

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera: ¥ =flx) Y y=8(x)

x | 3| -2|-1 0 1 2 3 7

fixy| 18| 8 | 2 | o | 2| 8 | 18
glx)| 32 ~18 =8 |2 [0 [*2 |8

se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente g(x)
es igual al valor de f{x — 1). Por ejemplo, si x = 0:
8(0)=f(0-1) !
= f(-1) R e P S e
=2 ~
La grafica de g se muestra a la derecha.

+1 +1

2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (1, 0), D, = Ry R; =[O, oof.

3. La grafica de f(x) = 2x? se desplazd una unidad horizontalmente hacia la derecha para obtener la grafica
de g(x) =2(x — 1)~

Conclusién
Sean f(x) = ax?, donde a es cualquier nimero real diferente de cero, y A > 0. La grafica de la funcion:
8(x) = flx — h) = a(x - h)?
es un desplazamiento horizontal de & unidades hacia la derecha de la grafica de f. El vértice de la parabola
es(h,0),D;,=RYy:
1.Sia > 0 entonces R, = [0, oo|. 2.Sia < 0 entonces R, = |-00, 0].

Problemas;
Utilizando la grafica de f(x), grafica la funcidn g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:
a) flx) = x; glx) = (x — 2)? b) flx) = —x; g(x) = —(x — 1)
c) flx) = 2x%; g(x) = 2(x — 2)? d) flx) = -2x%; g(x) = —2(x - 3)?

G

®



Indicador de logro

2.2 Grafica y encuentra el dominio y rango de la funcién g(x) = a(x — h)? para A > 0 usando desplazamien-

tos horizontales de f(x) = ax?.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver los
numerales 1 y 3 del Problema inicial (puede uti-
lizarse en la resolucién del bloque de Problemas).

N

AN

@

imilar a cuando se realizaron los desplazamien-
tos verticales, se utiliza la grafica de f(x) = ax?
y tablas de valores para obtener la grafica de la
funcion g(x) = flx — h) = a(x — h)? e identificar el
desplazamiento horizontal de f; en este caso, el
numero A es positivo.

/

Solucién de problemas:
a) Se desplaza la gréfica de f(x) = x? dos unidades
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) = (x — 2)%

y=fle) Y
+2 9 +2,
¥ =g(x)
8
7
6
+2| +2
3
2
1
& +2 J
S To 103 3 4 X
V.

Las coordenadas del vértice son (2, 0), D =Ry
Rg = [0, oo|.

c) Se desplaza la grafica de f(x) = 2x? dos unidades
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) = 2(x — 2).

y=flx) Y y=g(x)
+2| +2
7
6
5
4
3
2
1
) of +i=2 3 1 X

Las coordenadas del vértice son (2, 0), D; = Ry
Rg =[O, oof.

&

b) Se desplaza la grafica de f(x) = —x? una unidad
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) = —(x —1)%

3~
+1

+1

v =g(x)

Las coordenadas del vértice son (1, 0), D= Ry
Rg =]-o0, 0].

d) Se desplaza la grafica de f(x) = —2x? tres unidades
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) = -2(x — 3)%

™

i~

-3 -2 -1 1 2 /3\4 5

+3 +3

¥ =flx) ¥ =8x)
Las coordenadas del vértice son (3, 0), D; = Ry
Rg = ]_Ool 0]'

Sugerencia metodoldgica
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2.3 Funcion de la forma f(x) = a(x-h)}, h<0

Problema inicial

Utilizando la grafica de la funcion f(x) = 2x? realiza lo siguiente: y=f) X

1. Completa la tabla y grafica la funcidn g(x) = 2(x + 1)

x |3 |-2|-1] 0 1 2 3

La gréfica de g
fix)| 18 | 8 2 0 2 8 | 18 es una parabola.

8lx)

2. ¢Cudles son las coordenadas del vértice de la gréfica de g? éCual es
el dominio y rango de g?

X
3. ¢Como se debe desplazar la grafica de f para obtener la de g? S e A A A
k
Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:
a & y=flx) y y=8k)
x | -3 |-2|-1 0 1 2 3
fx)| 18] 8 | 2| 0| 2| 8|18
glx)| 8% 2| o*] 2| 8°| 18] 32
se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente
g(x) es igual al valor de f(x + 1). Por ejemplo, si x = 0:
8(0)=f(0+1)
= fl) ) e
=2 3 -2 -17lof 1 2 3
La gréfica de g se muestra a la derecha.
2. Las coordenadas del vértice de la gréfica de g son (-1, 0), D, = Ry R, = [0, +oo].
” , . . . La ecuacion de la funcién g
3. La grafica de f(x) = 2x? se desplazé una unidad horizontalmente hacia la también puede escribirse
izquierda para obtener la grafica de g(x) = 2(x + 1) como g(x) = 2[x— (-1)]~
Conclusién

Sean f(x) = ax? donde a es cualquier niumero real diferente de cero, y A < 0. La gréfica de la funcién:
8(x) = flx = h) = a(x - h)?
es un desplazamiento horizontal de & unidades hacia la izquierda de |a gréfica de f. El vértice de la parabola
es(h,0),Dy=Ry:
1. Si @ > 0 entonces R, = [0, . 2.Sia < 0 entonces Ry = |-, 0].

Problemas,\:
Utilizando la grafica de f(x), grafica la funcién g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:
a) flx) = 2%; glx) = (x +2)? b) flx) = —«?; glx) = —(x + 1)
c) flx) = 2x%; g(x) = 2(x + 2) d) flx) = =2x7; glx) = —2(x + 3)*

200




Indicador de logro

2.3 Grafica y encuentra el dominio y el rango de la funcién g(x) = a(x — h)? para h < 0 usando desplaza-

mientos horizontales de f(x) = ax?.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver los
numerales 1 y 3 del Problema inicial (puede uti-
lizarse en la resolucién del bloque de Problemas).

iccioncin

\_ J

N J

En esta clase se utiliza la grafica de f(x) = ax? y
tablas de valores para obtener la grafica de la fun-
cion g(x) = flx — h) = a(x — h)?* e identificar el des-
plazamiento horizontal de f cuando el nimero A
es negativo.

Solucién de problemas:
a) Se desplaza la grafica de f(x) = x? dos unidades ho-
rizontalmente hacia la izquierda para obtener la
grafica de g(x) = (x + 2)%

¥y=fx)

<N

1

Las coordenadas del vértice son (-2, 0), Ds =Ry
Re= [0, Oo[

c) Se desplaza la grafica de f(x) = 2x? dos unidades
horizontalmente hacia la izquierda para obtener
la grafica de g(x) = 2(x + 2)%

v = g(x) Y y=flx)
2 N
7
4
3
2
1
. 2 N
% 3 2 10| 12 3 ¥
A 4

Las coordenadas del vértice son (-2, 0), D, =Ry
Re= [01 OO[

D

b) Se desplaza la grafica de f(x) = —x? dos unidades
horizontalmente hacia la izquierda para obtener
la grafica de g(x) = —(x + 1)

-1 -1

¥y =g(x) -7 y-=flx)

-1 -1

A 4

Las coordenadas del vértice son (-1, 0), D; =Ry
Rg = ]-o0, 0].

d) Se desplaza la grafica de f(x) = —2x? tres unidades
horizontalmente hacia la izquierda para obtener
la gréfica de g(x) = -2(x + 3).

y=g(x)

|, ¥ = f(x)

Las coordenadas del vértice son (=3, 0), D, =Ry
Rg= ]_Ool O]'

Sugerencia metodoldgica
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2.4 Funcion de la forma f(x) = a(x — h)? + k, parte 1

Problema inicial

Utilizando la gréfica de la funcién f{x) = 2(x — 1) realiza lo siguiente:

f
1. Grafica las funciones g,(x) = 2(x — 1) + 3y g,(x) = 2(x — 1) — 4. Describe
cdmo se debe desplazar la grafica de f para obtener cada gréfica.
La grafica de g(x) = f(x) + k es un desplazamiento vertical de
k unidades de la grafica de f, hacia arriba si k es positivo y
hacia abajo si k es negativo.
2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango en cada caso. 1
> X
-1 0 1 2 3
L J
Solucién 7
1. Ambas funciones son de la forma f(x) + k, es decir, son desplazamientos
verticales de k unidades.
En el caso de g,(x) = 2(x — 1)* + 3, k = 3 y por tanto la grafica de f se
desplaza tres unidades verticalmente hacia arriba. La pardbola en color
celeste de |a figura de la derecha corresponde a la grafica de g,.
En el caso de g,(x) = 2(x — 1)>— 4, k = —4 y por tanto la gréfica de f se
desplaza cuatro unidades verticalmente hacia abajo. La pardbola en color
rojo de la figura de la derecha corresponde a la grafica de g,.
2. Las coordenadas del vértice de la gréfica de la funcion g, son (1, 3) y ade- 1
mas Dg,= Ry Rg.=[3, oo]. k x
-1 L 2 3
Mientras que las coordenadas del vértice de la gréfica de la funcion g,son _\i
(1,-4) y ademds D, = Ry R, = [-4, oo]. =2
-3
-4
Conclusién )

Sean f(x) = a(x — h)? donde a y h son nimeros reales cualesquiera, y a es diferente de cero. La grafica de

la funcion: g(x) - a(x _ h)z +k

donde k es un nimero real, es un desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de f. Si k > 0 el
desplazamiento es hacia arriba, y si k < 0 el desplazamiento es hacia abajo. El vértice de la parabola de g
es(h, k), D;=Ry:

1. Sia > 0 entonces R, = [k, ool. 2.Sia <0 entonces R = [-0, k].

*
Problemasm
Utilizando la gréfica de f(x), grafica la funcidén g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = (x—2)%; glx) = (x —2)*+3 b) flx) = —(x - 1)%; glox) = —(x - 1)>+ 2
c) flx) = 2(x + 2); g(x) = 2(x + 2)* -1 d) flx) ==2(x + 3); g(x) = —2(x + 3)* -4

@
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Indicador de logro

2.4 Grafica y encuentra el dominio y el rango de la funcién g(x) = a(x — h)? + k usando desplazamientos

verticales de f(x) = a(x — h)>.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 1 del Problema inicial (puede utilizarse en
la resolucion del bloque de Problemas).

N

iccioncin

En esta clase, se parte de la grafica de una funcién
cuadratica de la forma f(x) = a(x — h)? para trazar
la de g(x) = a(x— h)?*+ k usando los desplazamien-
tos verticales vistos en la clase 2.1 y determinar
sus elementos: vértice, dominio y rango.

k

J

Propésito

Las graficas de la funcion f de los literales del bloque de Problemas ya han sido trazadas en las clases 2.2 y
2.3 por tanto los estudiantes pueden retomarlas directamente. Esta clase les ayudara para identificar que
pueden realizar desplazamientos horizontales y verticales a la vez.

Solucidn de problemas:
a) Se desplaza la grafica de f(x) = (x — 2)? tres uni-
dades verticalmente hacia arriba para obtener la
grafica de g(x) = (x — 2)* + 3:

52 =8 |y = flx)

N

=N W B

10 1234'x

2

Las coordenadas del vértice son (2, 3), D; = Ry
Rg =3, oo|.

c) La grafica de g queda como sigue:

J= gl) ¥ 3 flx)

3
2

N\

Sk & B\, /1o 1 %
-1
A 4

Las coordenadas del vértice son (-2, -1), Ds=Ry
Rg = [_1, 00[,

b) Se desplaza la grafica de f(x) = —(x — 1)? dos uni-
dades verticalmente hacia arriba para obtener la
grafica de g(x) = —(x —1)*+ 2:

y=glx)

b y=fla)
Las coordenadas del vértice son (1, 2), D; = Ry

R = ]—o0, 2].

d) La grafica de g queda como sigue:

-5

y=fx)

Y =g(x) 4
Las coordenadas del vértice son (-3, —4), Dg=Ry
Rg = ]_Oo, _4].

Sugerencia metodoldgica
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2.5 Funcion de la forma f{(x) = a(x — h)* + k, parte 2

Problema inicial
Utilizando la grafica de la funcidn f{x) = —2x? realiza lo siguiente:

1. Grafica la funcidn g(x) = —2(x — 3)> — 1. Describe cdmo se debe
desplazar la grafica de f para obtener g.

2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango
de la funcién g.

Solucién
1. La funcién g es de la forma f{x — h) + k, es decir, combina des-

plazamientos tanto horizontales como verticales. En este caso,
h=3yk=-1:

Primero se desplaza la gréfica de f tres unidades horizontal-
mente hacia la derecha, luego se desplaza una unidad vertical-
mente hacia abajo. La grafica de g corresponde a la pardbola
en color azul de la figura de la derecha.

2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (3,-1) y ade-
mas Dg = Ry Ry = ]—00, —1].

Conclusién

y=1lx)
[
LY \
L \
L) \
NARER
¥ =flx) y=8(x)

Dada una funcién f(x) = ax?, donde a es un niumero real diferente de cero. La grafica de la funcion:

gx)=alx—h)?+k

es una parabola que resulta de desplazar h unidades horizontalmente y k unidades verticalmente la grafica

de f. El vértice de la gréafica de g es (h, k), Ds= R y:

1. Si @ > 0 entonces R, = [k, oo[.

*
Problemas‘

2.Sia < 0 entonces Rg = |-, kJ.

Para cada caso, traza la gréafica de f(x) y a partir de esta elabora la gréfica de g(x). Encuentra las coordenadas

del vértice, el dominio y rango de g:

a) flx) =x%; g(x) = (x +1)* + 2
c) flx) =3x% glx) =3(x—2)*+1

b) flx) =—x?; g(x) =—(x +3)*-3
d) flx) = = 3x%; g(x)

—3(x-4)2 -2
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Indicador de logro

2.5 Grafica y encuentra el dominio y el rango de la funcién g(x) = a(x — h)? + k usando desplazamientos

horizontales y verticales de f(x) = ax?.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 1 del Problema inicial (puede utilizarse en
la resolucion del bloque de Problemas).

Se combinan desplazamientos horizontales y ver-
ticales para trazar la grafica de una funcién cua-
drética de la forma g(x) = a(x — h)? + k a partir de

la de f(x) = ax?.

Solucién de problemas:
a)En este caso, h = -1y k = 2, la grafica de f se
desplaza una unidad horizontalmente hacia la iz-
quierda y dos verticalmente hacia arriba para ob-
tener lade g:

T~

y=8(x) v = flx)

NN W H U1 O I 0 O

a3 oA 12 3 ¥
~

Las coordenadas del vértice son (-1, 2), D= Ry
Rg =[2, oo].

c) En este caso, h =2y k= 1; la grafica de f se despla-
za dos unidades horizontalmente hacia la derecha
y una verticalmente hacia arriba para obtener la
de g:

y=Ax) Y ¥ =8(x)
9
8
7
6
5
4
3 +2 i+l
2
N +1
<—2—10 +i=2 3 4 > X
A "4

Las coordenadas del vértice son (2, 1), D, =Ry
Rg=[1, ool.

D

b) En este caso, h = -3 y k = —3; la gréfica de f se
desplaza tres unidades horizontalmente hacia la
izquierda y tres verticalmente hacia abajo para
obtener la de g:

6 y-=£(x)

v

Las coordenadas del vértice son (-3, -3), Dg=Ry
Rg = ]-00, -3].

d) En este caso, h =4y k=-2, la gréfica de f se despla-
za cuatro unidades horizontalmente hacia la dere-
cha y dos verticalmente hacia abajo para obtener
ladeg:

N
e M | N
T2 -1 12 3 5 6 X
1 =2
2
-3 +4
-4 -
¥ = flx)
-5
6 YEg(x)
-7
-8
=9
N

Las coordenadas del vértice son (4, -2), Do =Ry
Re = ]—OO, _2]'

Sugerencia metodoldgica
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2.6 Funcidn de la forma f{x) = ax? + bx*

Problema inicial

Traza la grafica y encuentra el dominio y rango de las siguientes funciones:
Completa los cuadrados en las

a) flx) =x?—6x b) g(x) =—2x>—4x ecuaciones de cada funcién.
Solucién
a) Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcién f: y y = fx)
a2 6)>_ ()’ ]
flx) = 6x+(2) (2) \ I
=(x?—6x+3%)-32 Lol 1 2 3 4 x
= (x-3)2-32 \\ //
=(x—3)*-9 3
w3 MA /
La funcién fes de la forma a(x — h)? + k: D;= R, Ry= [-9, o[ y su grafica .
es una parabola abierta hacia arriba con vértice en (3, —9) como lo .
muestra la figura de la derecha. . \ /
flx) = (x — 3)> = 9 es un desplazamiento de 3 unidades _:
horizontalmente a la derecha y 9 unidades vertical- i
mente hacia abajo de la grafica de A(x) = x2.
Yy
b) De forma similar, se completa el cuadrado enla ecuacion dela funcién g: A
g(x) =—2(x? + 2x)
=2 x2+2x+(%)2—(§)2] 4 3 P -1 2 T2 %
==2[x>+2x+12-17 / N \
=—2((x +1)2-1] // ; \\
=-2(x+1)*+2 [ -4 \
La funciéon g es de la forma a(x — h)? + k: Dg = R, Rg = [-0, 2] y su :
grafica es una parabola abierta hacia abajo con vértice en (-1, 2) como _
lo muestra la figura de la derecha. I \
y=8(x)

g(x) ==2(x + 1) + 2 es un desplazamiento de 1 unidad
horizontalmente a la izquierda y 2 unidades verticalmen-
te hacia arriba de la grafica de A(x) = —2x2%

En resumen

Dada una funcion de la forma f(x) = ax? + bx, esta puede llevarse a la forma a(x — h)? + k completando
cuadrados en la ecuacion de la funcién fy su grafica es una pardbola, abierta hacia arriba sia > 0 o abierta
hacia abajo si a < 0.

>
Problema&w
Completa los cuadrados en cada caso para trazar la gréafica de f, y encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcidn:

a) flx) =x*—4x b) flx) =—x? + 2x c) flx) = 3x% + 6x

@ )




Indicador de logro

2.6 Completa cuadrados en la ecuacion de la funcidn f(x) = ax? + bx para trazar su grafica y encontrar su
dominio y rango.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel En esta clase se comienzan a trabajar funciones
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra- cuadraticas cuya ecuacidn esta expresada en su
ficas de las funciones del Problema inicial (puede forma general. Si los estudiantes tienen muchas
utilizarse en la resolucion del bloque de Proble- dificultades para resolver el Problema inicial, el
mas). docente debe desarrollar e ir explicando paso a
Y ) Kpaso la Solucién. )

Propésito

En la clase sdlo se trabajan con funciones cuya ecuacion es de la forma ax? + bx, esto para facilitar los
calculos al momento de completar cuadrados. En las clases 2.7 y 2.8 se agregan a las ecuaciones el tér-
mino independiente.

Solucidn de problemas:

y\
) ) . y = flx)
a) Se completa el cuadrado en la ecuacidn de la funcion f(x) = x? — 4x:
5 4\2  [4)\2 }
flx) =x?—4x + (E) - (5) La grafica de y = x? se desplaza 2 uni-
5 5 5 dades horizontalmente a la derecha 'y
=(x*—4x+2%) =2 4 verticalmente hacia abajo para ob- —_ —x
=(x-2)*-4 tener la gréfica de f(x) = (x— 2)>— 4. )
Asi, flx) = (x — 2)? — 4; su grafica es una parabola abierta hacia arriba con :z
vértice en (2, —4), D;= R, Ry = [-4, oo|. 3
y\
b) Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcion f(x) = — x? + 2x: .
— 2
flx) = = (x* — 2x) , , La gréfica de y = —x? se desplaza una T2 a1 1 3 4 X
=— [xZ —2x+ (l) ] - (3) unidad horizontalmente a la derecha
2 2 y una verticalmente hacia arriba para 2
=—(x*-2x+1)+1? obtener la grafica de f{x) = —(x—1)> + 1. -3
- _ —1\2 -4
= (x 1) +1 . y:f(x)
Luego, f(x) =— (x—1)*+ 1; su grafica es una parabola abierta hacia abajo con %
vértice en (1, 1), Dy= R, Ry = ]—o0, 1]. -7
c) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcion f(x) = 3x? + 6x: X 5= )
flx) = 3(x* + 2x)
X 2\2 7\2 La gréafica de y = 3x” se desplaza una 2
= 3[x +2x + (5) ] - (E) unidad horizontalmente a la izquierda 1
=3(x2+2x+12) -3 y 3 verticalmente hacia abajo para ob- — Ny
(x X ) tener la gréfica de f(x) = 3(x + 1) - 3. P !
=3(x+1)*-3
Luego, f(x) = 3(x + 1)>— 3; su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-1, -3), Dy= R, Ry = [-3, oo[. g

@ Sugerencia metodolégica
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2.7 Funcién de la forma f(x) = x*+ bx + ¢

Problema inicial
Traza la grafica y encuentra el vértice, el dominio y rango de la funcién:

Completa el cuadrado en la

f(x) =x2—4x +09. ecuacion de f.
Solucién
Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcion f: y=x y y=fx)
f(x)_[x 4x+(2 2) +9 | o i
= (P —4x+27)-22+9 ! \, i //
= (x=2)2-4+9 ; Bﬁ a
= (x—2)2+5 ‘ 5 {
1 o‘\ 1
luego la funcién f se ha reescrito en la forma (x — h)* + k: Dy = R, 7 \ ' /
Ry =[5, o[ y su grafica es una parabola abierta hacia arriba con vértice '.‘ 6 ’,'
en (2, 5) como lo muestra la figura de la derecha. & 5 T
flx) = (x—2)? + 5 es un desplazamiento de 2 unidades horizontalmente a '\‘ ’ ."'
la derechay 5 unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = x2. N
N £ X
-3 2 -10 1

En resumen

Dada una funcién de la forma f(x) = x* + bx + ¢, esta puede llevarse a la forma (x — &)? + k completando
cuadrados en la ecuacion de la funcion fy su gréfica es una parabola, abierta hacia arriba.

Problemas 7

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y el rango de la funcién:

a)filx)=x*+2x-2 b) flx)=x*+4x +5
Yy y =a? Y y = a?
Vol / | . /
\ e 1 1 © 1
v, / \ , i
\ 1 ! 1
‘\ 2 l’ ‘l 6 "
‘\ ~ Il ‘\ 7 "
1 . I 1 c 1
‘\ ‘ ll \ l’
1 4
‘\\L Ill \ N 1
-5 -4 13 -2-10| 1 2 x v /
=1 \ 2 7
AY I
2 \ 1 4
\\ 'I
3 X
5 -4 -32-10 2
o) flx)=x*—6x+7 d) flx)=x*—8x +18
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2.7 Completa cuadrados en la ecuacion de la funcién f(x) = x? + bx + ¢ para trazar su grafica y encontrar su

dominio y rango.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar la grafica
de la funcién del Problema inicial (puede utilizar-
se en la resolucion del bloque de Problemas).

En las ecuaciones de las funciones presentadas en
la clase se agrega el término independiente; ade-
mas, en todas ellas el coeficiente de la variable x?
es igual a 1, para facilitar los calculos.

Solucién de problemas:

a) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la
funcién f(x) = 2% + 2x - 2.
2 2
fio) = [+ 2+ (3] - (3) -2

=(?+2x+1%)-1-2

=(x+1)°-3
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-1, -3), Dy= R, Ry = [-3, oo].

y=flx) 4

¢) Completando el cuadrado:
flx) = [x2 —6x + (3)2] - (3)2 +7
2 2
=(x*—-6x+3?)-9+7
=(x-3)*-2
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (3, -2), D;= R, Ry =[-2, oo].

b)Se completa el cuadrado en la ecuacién de la
funcién f(x) = x* + 4x + 5:

o[ vs0+ )3+
=(x*+4x+2°) -4 +5
=(x+2)0+1
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-2, 1), =R, Ry=[1, oo[.
y=fla) J yEx

1
1
T
1
]
1
1
L
1
1
1
1
I
+
1

-5 -4 32-10] 1 2 3
|

d) Completando el cuadrado:
2 2
flx) = [x2 - 8x+ (%) ] - (%) +18
=(x*—8x+4%)—16+18
=(x—4)+2
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (4, 2), Ds=R, Ry =[2, oo].

BN W s U N ®
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2.8 Funcidn de la forma f(x) = ax*+ bx + ¢

Problema inicial

Traza la grafica y encuentra las coordenadas del vértice, el dominio
y rango de la funcion:
flx) =—2x*—12x — 16.

Completa el cuadrado en la
ecuacion de la funcion f.

Solucién

Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcion f;

¥ <2

flx) =-2[x? + 6x] — 16
e §-9]
=—2[x?+6x +32—3%] - 16 A

-5
==2[(x+3)?-9]-16

=—2(x+3)2+18-16
=—2(x+3)+2

luego, la funcion f se ha reescrito en la forma a(x — h)? + k: Df= R,
Rs = ]-o0, 2] y su grafica es una parabola abierta hacia abajo con
vértice en (-3, 2) como lo muestra la figura de la derecha.

¥ =flx)

La funcién f(x) = —2(x + 3)? + 2 es un desplazamiento de 3 unidades horizontalmente a la izquierda y 2
unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = —2x2.

Definicién

La funcidn de la forma f{x) = ax?+ bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales cualesquiera y a es diferente
de cero se llama funcién cuadratica.

Una funcién cuadratica también puede escribirse en la forma a(x — h)? + k completando el cuadrado en la
ecuacion de la funcién [y, por tanto, su gréfica es una parabola con vértice en el punto (A, k) que se abre
hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo si a < 0.

El dominio de una funcidn cuadratica siempre es igual al conjunto de los nimeros reales (R) y el rango
dependera del valor de a y de la segunda coordenada del vértice (A, k) de la grafica de la funcion:

1. Si a > 0 entonces R, = [k, oo. 2.Sia < 0entonces R, = |-, kJ.

*
Problemasw

D

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra ademas las coordenadas del
vértice, el dominio y el rango de la funcidn:

a) flx)=—x?>+8x—13 b) flx) =3x%+ 12x + 11
c) flx) = 2x2 - 20x + 44 d)f(x)=—%x2+x+%
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2.8 Completa cuadrados en la ecuacién de la funcidon f(x) = ax? + bx + ¢ para trazar su grafica y encontrar

su dominio y rango.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra-
fica de la funcién del Problema inicial (puede uti-
lizarse en la resolucién del bloque de Problemas).

Se continuda con funciones cuadraticas cuyas ecua-
ciones poseen término independiente. La diferen-

cia con la clase 2.7 es que en esta, el coeficiente
de la variable x? es diferente de 1.

Posibles dificultades

Verificar los procesos de los estudiantes al completar cuadrados; si tienen dificultades con los calculos
pueden realizarlos paso a paso para no olvidar algun término.

Solucidn de problemas:
a) Se completa el cuadrado en la ecuacién de la

funcion f(x) = —x? + 8x — 13:
flx) =—(x*-8x)—13
= —[x2 —-8x+ (%)2 - (%)2] -13
=—(x*—8x+4?)+4*-13
=—(x—4)+3
Su grafica es una parabola abierta hacia abajo con
vértice en (4, 3), D;= R, Ry = |-, 3].

c) Al completar el cuadrado en la ecuacién se ob-
tiene f(x) = 2(x—5)?— 6. La grafica es una pardbola
abierta hacia arriba, con vértice en (5, -6), D;= R,
Rf= [—6, OO[

Y v=fla)

L.

10 1 2 314 5 6 [7 7
-1

—2-
=3

=N

-4
-
-6

b)Se completa el cuadrado en la ecuacién de la
funcién f(x) = 3x% + 12x + 11:
flx) =3(x? + 4x) + 11
4 2 4 2
:3[x2+4x+(5) _(?) ] +11
=3(x?+4x+2%)—3(2%)+11
=3(x+2)°-1
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-2, -1), D;= R, Ry = [-1, oo[.
flx)

y= Y y=3x7

e
o/
\i-
vl

-4 —3@'—10 1 2

d) Al completar el cuadrado enla ecuacion se obtiene
flx) = - %(x — 1) + 2. La grafica es una parabola
abierta hacia abajo, con vértice en (1, 2), Ds = R,

Ry =]-0, 2]. y

AN,

3 240 1 2 3\ 4 5

y=iflx)f—2
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2.9 Condiciones iniciales

Problema inicial
Encuentra la ecuacion de la funcién cuadratica f en cada caso:
1. El vértice de la grafica de f es (4, 5) y pasa por el punto (2, =7).
2. fes de la forma ax? + bx y la grafica pasa por los puntos (-1, —10) y (-4, —16).

Solucién
1. Las condiciones iniciales indican las coordenadas del vértice de la grafica de f, por tanto, es conveniente
escribir la ecuacion en la forma:

flx)=alx-h)2+k - (1)
sustituyendo los valores de Ay k en (1), se tiene:
flx) =alx—4)*+5

ahora, si la grafica pasa por el punto (2, —7) entonces cuando x =2, f(2) =—7. Se sustituye en la ecuacion
anterior y se despeja el valor de a:

~7=a(2-4)*+5
~7=4a+5
-12=4a flx) = =3(x — 4)* + 5 también
-3=a puede escribirse como:
Por lo tanto, la ecuacién de la funcién es f(x) = — 3(x — 4)* + 5. flx) = =327 + 24x - 43.

2. Las condiciones iniciales indican que f{x) = ax? + bx. Si la grafica de f pasa por el punto (-1, —10), entonces
cuando x = -1, f[-1) = —10. Se sustituyen estos valores y se despeja a en la forma de la funcion:
-10=a(-1)*+ b(-1)
-10=a-b
-10+b=a (2)

de forma similar, cuando x = —4, f(—4) = —16. Se sustituyen estos valores, incluyendo el de a encontrado

en (2), y se despeja el valor de b: 16 = a(-4) + b(-a)

-16=(b-10)16-4b
-16=16b-160-4b
144 =12b
12=0
Luego, a = 2 y la ecuacion de la funcion es f{x) = 2x? + 12x.

En resumen
Si f es una funcién cuadrdtica, entonces su ecuacion puede escribirse en la forma a(x — h)? + k o
ax? + bx + c. Si en las condiciones iniciales se proporcionan las coordenadas del vértice de la grafica de f
entonces conviene escribirla en la forma a(x — h)? +k.

Problemas.\:
1. Encuentra la ecuacion de la funcién cuadratica f en cada caso:
a) el vértice de la grafica de f es (-2, 1) y pasa por el punto (0, 5);
b) el vértice de la grafica de fes (3, —6) y pasa por el punto (4, -8);
c) fes de la forma ax? + bx y su gréfica pasa por los puntos (8, 0) y (2, —12).

2. Encuentra la ecuacion de una funcidn cuadratica f'si su grafica pasa por los puntos (=2, 8), (0, 2) y (2, 4).
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2.9 Encuentra la ecuacién de una funcion cuadratica que satisface determinadas condiciones.

Posibles dificultades

Conocidas las formas que puede tener la ecua- Recuerde a los estudiantes que, si bien pueden
cion de una funcidn cuadratica, en esta clase se utilizar cualquiera de las formas para la ecuacion
plantean problemas donde los estudiantes deben de una funcién cuadratica, dependera de las
encontrar la ecuacion de la funcidn que satisface condiciones del problema el escoger una de ellas.
determinadas condiciones. De preferencia, deben utilizar la forma para la
cual eviten el resolver sistemas de una ecuacion
S D kcuadré\t'ica y otra lineal. )

Solucién de problemas:

1a) Como en el enunciado del problema se proporcionan las coordenadas del vértice entonces se escribe
la ecuacidn de la funcién f en la forma a(x — h)? + k, o sea, f(x) = a(x — h)? + k. Al sustituir los valores de
h=-2yk=1setiene f(x) = a(x + 2)* + 1; luego, si la grafica pasa por (0, 5) entonces f(0) = 5:
a(0+2)*+1=5
a(4)+1=5
da =4
a=1
Por lo tanto, f(x) = (x + 2)? + 1.

1b) Similar a 1a), f(x) = a(x — h)? + k; al sustituir los valores de & = 3 y k = —6 se tiene f(x) = a(x — 3)*— 6. Luego,
si la grafica pasa por (4, —8) entonces f(4) = -8:
a(d-3)2-6=-8
a(l)-6=-8
a=-2
Por lo tanto, f{x) =—2(x—3)?—6.

1c) En este caso, f(x) = ax? + bx; ademas, si la grafica pasa por (8, 0) y (2,-12) entonces f(8) =0y f(2) =—12. Se
sustituyen estos valores y se resuelve el sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas:
a(8)*+b(8)=0 =>8a+b=0 =>b=-8a
a(2)’+b(2)=-12 22a+b=-6 =22a-8a=-6 =2-6a=—6 =2a=1
Luego, b =-8y f(x) = x> — 8x.

2. En el enunciado no se indican las coordenadas del vértice, solo se sabe que la grafica de la funcidn pasa
por los puntos (=2, 8), (0, 2) y (2, 4). Sea f(x) = ax? + bx + ¢, entonces f(0) = 2; o sea:
a(0)?+b(0)+c=2=>c=2
y flx) = ax? + bx + 2. Se sustituyen los valores f(—-2) = 8 y f(2) = 4, y se resuelve el sistema de dos ecuaciones

de primer grado con dos incégnitas:
al(-2)*+b(-2)+2=8 =>4a=2b=6

a(2)’+b(2)+2=4 >4a0+2b=2 Recomendar a los estudiantes
8a =8 que comiencen evaluando el
a=1 punto (0, 2).

Luego, b=-1y flx) =x>—x+2.

@ Sugerencia metodolégica



2.10 Practica lo aprendido ~

Utilizando la grafica de f traza la grafica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango
en cada caso:

a) flx) =x* y glx)=x?+3 b) flx) =—x y glx) =—x7+2

y = flx) Yy y

Vo ;
\ / x
\ ] -

®

4
—

k- N U £ u a
'
~

x [l
\

3 -2-10
¥ =flx)
) flx)=2x* y glx) =2x*-1 d) flx) =—2x* y g(x)=-2x*-3
y=flx) Y Yy

4
®

\
\ s
\l,
\

- N W E y a
—
—
—T

1
=T

¥ =flx)
e) flx) =3x* y g(x) =3(x - 4)? f) flx) =—2x* y glx) =-2(x - 1)?

Yy y=flx) Yy

\
\
|
\
\

1
J ]
J
Jo
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2.10 Resuelve problemas correspondientes a funciones cuadraticas.

Solucidn de problemas:

a)

)

e)

Se desplaza la gréfica de f(x) = x? tres unidades
verticalmente hacia arriba para obtener la grafi-
cade g(x) =x*+ 3:

¥ =flx) Y y=gx)

8
7
6
5
4

A
2

1

> X

3 2-10 1 2 3

Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (0, 3), Do=RyR;=[3, .

Se desplaza la grafica de f(x) = 2x? una unidad
verticalmente hacia abajo para obtener la grafi-
cade g(x) =2x*>-1:

y=fxpy
. y = 8(x)
6
5
4
3
2
1
[ 3 —2—1&71 3 X

Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (OI _1)1 Dg =R y Rg = [_1l OO[

La grafica de f(x) = 3x? se desplaza cuatro unida-
des horizontalmente hacia la derecha:

Y y=flx) ¥ =g(x)
8
7
6
5
%
3
2
1
¥ —1({ 1 2 3=4 5 x

Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (4,0), Dg=RyR; =0, oo].

b)

d)

f)

D

Se desplaza la gréfica de f(x) = — x? dos unidades
verticalmente hacia arriba para obtener la grafi-
cade g(x) =—x%+2:

=|g(x)

y=flx)
Las coordenadas del vértice de la gréfica de g
son (0, 2), Dg=RyRg =]-0, 2].

Se desplaza la grafica de f(x) = —2x? tres unida-
des verticalmente hacia abajo para obtener la
grafica de g(x) = —2x* - 3:

y=flx) e olx)
Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (Ol _3)1 Dg =R y Rg = ]_ool _3]
La grafica de f(x) = —2x? se desplaza una unidad
horizontalmente hacia la derecha:

y=g(x)

3= flx) !
Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (1,0), Dg=Ry R, =]-00, 0].
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2.11 Practica lo aprendido

1. Utilizando la grafica de f traza la grafica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el

rango en cada caso:

a) flx) =3x% y g(x) = 3(x +2)
y

y = flx)

|
LT
\
\ Y
V)

00

-4 -3 =2 -10 1 x
o) flx) =2y glx) = (x—4)*+2
y ¥ =flx)
\
\ /
\l |, /
\ o/
-2 -10 4 X

2. Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el

dominio y el rango de la funcién:

a) flx) =—3x? + 6x
d) flx)=x>—2x+2
g) flx)=—x*-4x-7

3. Encuentra la ecuacion de la funcién cuadratica f si:

b) flx) =—2x* y glx) =—2(x +2)

X W N

[o T

-x’y glx)=—(x+1)°+3

b) fix) = 5x? + 10x
e)flx)=x?+2x+2
h) flx) = 2x> - 12x + 13

c) flx) =—x*—dx
f) flx) = x*— 10x + 23
i) flx) =—3x2—6x+2

a) la grafica de f tiene vértice en (0, 0) y pasa por el punto (2, 2);

b) la gréfica de f tiene vértice en (0, —1) y pasa por el punto (-1, =3);

c) la gréfica de f tiene vértice en (3, 0) y pasa por el punto (2, 4);

d) la gréfica de f tiene vértice en (2, —5) y pasa por el punto (4, 3);

e) f es de la forma ax? + bx y su grafica pasa por los puntos (2, 0) y (-1, 3);

f) fes de la forma ax? + bx y su grafica pasa por los puntos (1, —4) y (4, 8);

g) la gréfica de f pasa por los puntos (-2, 3), (0,-3) y (1, 0).
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2.11 Resuelve problemas correspondientes a funciones cuadraticas.

Solucidn de problemas:
la) =g Yy y=flx)
Vértice: (-2, 0)
D;=R
Re= [0, OO[

= N W B U1 O

-4 -3 -2:—1 0 1 2
o)  y=flx) ¥
Vértice: (4, 2)

Re=1[2, o[

YE8(x)

NoW R G W o

123'4sx

2-10
R

2a) f(x) =—3(x—1)>+ 3; vértice en
(1, 3), Df=R, Rf=]—o, 3].

2d) f(x) = (x — 1)* + 1; vértice en
(1, 1), Df= ]R, Rf: [1, 00[

2g) flx) = —(x + 2)* = 3; vértice en
(_21 _3)r Df= RI Rf= ]—OO’ _3]

3a) Como el vértice es (0, 0) entonces f(x) = ax?, Si
pasa por (2, 2) entonces f(2) = 2:
1

a(2)2=2=>4a=2=a=3

Luego, f(x) = %xz.
3c) flx) = alx — 3)?, ademas f(2) = 4, es decir:
al2-3P=4>a=4
Luego, f(x) = 4(x —3)%
3e) f(x) = ax® + bx; ademas f(2) =0y f(-1) = 3:
a(2)’+b(2)=0 =2a+b=0
a(-1?+b(-1)=3= a-b=3
Al resolver el sistema se tienea =1y b =-2, lue-
go, flx) = x* - 2x.

3g) flx)=2x>+x-3

B

2b) f(x) = 5(x + 1)? = 5; vértice en
(-1,-5), D;=R, Ry =[-5, oo].

2e) f(x) = (x + 1) + 1; vértice en
(—1, 1), Df= ]R, Rf= [1, 00[

2h) f(x) = 2(x — 3)?> = 5; vértice en
(31 _5)1 sz ]RI Rf= [_5’ OO[

1b) Y
-4 3 —:—1 1 2 x
_2 Vértice: (=2, 0)
3 Dg = ]:R
Re = ]—oo, 0]
¥ =glx) = = flx)
-8
1d) y
3
A\z il Vértice: (-1, 3)
1 = —
B 2 —‘O 1 2 3 x Dg B R
-t Rg=]-, 3]

y[= fx)

2¢) f(x) = —(x + 2)? + 4; vértice en
(-2, 4),Ds=R, Ry=]-00, 4].

2f) flx) = (x — 5)> — 2, vértice en
(5, —2), Df= R, Rf= [—2, 00[

2i) f(x)=-3(x+ 1)?+5; vértice en
(_11 5)r Df= Rr Rf= ]—OO, 5]

Los estudiantes deben elaborar la grafica

en cada literal del problema 2.

3b) Como el vértice es (0, —1) entonces f(x) = ax?— 1.
Si f(-1) = -3 entonces:
a(-1))-1=-3>a=-2

Luego, flx) =—2x*—1.

3d) f(x) = a(x — 2)>-5; ademas f(4) = 3, o sea:
a(4-2)-5=3=>4a=8=>a=2
Luego, f(x) = 2(x — 2)*> - 5.
3f) f(x) = ax? + bx; ademas f(1) =—4 y f(4) = 8:

a(l)?*+b6(1)=—4= a+b=-4
a(4)*+b(4)=8 =>4a+b=2

Al resolver el sistema se tiene a =2y b =-6; lue-
go, flx) = 2x* — 6x.
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Aplicaciones de la funcidn cuadratica

-~

Problema inicial

3.1 Monotonia

Dadas las funciones cuadrdaticas f(x) = 2(x — 1)>— 5y g(x) =—2(x — 1)> + 5 responde lo siguiente:
1.Si—1 < x < 1, {entre cudles nimeros se encuentran f(x) y g(x)?

Utiliza las gréficas de .
2.Si1 < x < 3, éentre cudles nimeros se encuentra f(x) y g(x)? g fve

D

Definicién

Solucién

1. Se trazan las graficas de las funciones para poder determinar los valores de f(x) y g(x): la pardbola de f
es abierta hacia arriba con vértice en (1, —5); mientras que la parabola de g es abierta hacia abajo con
vértice en (1, 5). En ambas graficas, sobre el eje x se ha sombreado en verde el intervalo [-1, 1] de los
valores que toma x. y y = flx)

En g: a medida que x
aumenta de -1 a 1, g(x)
aumenta de g(-1) =-3 a

g(1) =5.

En f: a medida que x
aumenta de -1 a 1, f(x)
disminuye de f(-1) =3 a
f(1) =-5.

Luego, -5 < f(x) < 3. Luego, -3 < g(x) < 5.

s . . - y=8lx)
2. Nuevamente, utilizando las graficas de las funciones se concluye lo siguiente:

Yy y=flx)

N

En g: a medida que x
aumenta de 1 a 3, g(x)
disminuye de g(1) =5 a

, —— X
g(3)=-3. -1 (1) 2 \l

Luego, -3 < g(x) < 5.

En f: a medida que x
aumenta de 1 a 3, f(x)
aumenta de f(1) = -5 a

f3) =3.

FUH N A SN S

Luego, -5 < f(x) < 3.

¥y =g(x)

Una funcidn fes creciente en un intervalo [x,, x,] sia medida que x aumenta de x,

a x, entonces f{x) aumenta de f(x,) a f(x,), es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,] | Unafuncién es monétona

con m < n entonces f{m) < f(n). Por otro lado f es decreciente en un intervalo | " [*y X2] si es creciente
. . . o decreciente en el inter-

[x,, x,] sia medida que x aumenta de x, a x, entonces f(x) disminuye de f{x,) a f(x,), valo

es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,] con m < n entonces f{m) > f(n).

b d
Problemasm

Para cada caso, determina si la funcidn f es creciente o decreciente en el intervalo dado; escribe el intervalo
donde se encuentran los valores de f{(x):

a)flx)=(x-5)%5<x<7 b) flx)=—2x*+3;0<x <2
) flx)=—3(x-3)>-1;2<x<3 d)flx)=(x+2)2+3;,-5<x<-3
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Indicador de logro

3.1 Determina la monotonia de una funcién cuadratica en un intervalo dado y encuentra el rango de valo-

res para f(x).

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra-
ficas de las funciones del Problema inicial (puede
utilizarse en la resolucion del bloque de Proble-
mas).

En esta clase se analiza la monotonia de una fun-

cién cuadratica en un intervalo dado. En el Pro-
blema inicial y en el bloque de Problemas el valor
de h del vértice (h, k) no pertenece al intervalo
dado o es uno de sus extremos, por lo cual la fun-
cion es mondtona en dicho intervalo.

\ I\ J
Solucidn de problemas:
a) Se traza la grafica de f(x) = (x — 5)% b) Se traza la grafica de f(x) = — 2x? + 3:
y 3
T ¥ =flx)
8
7 2
; y=fx)f ,
5 NEECREC =3 B PR

N W

T 0 7 8 9 %

N

a4
1 2 3 4 5 6
y

Si x aumenta de 5 a 7 entonces f{x) aumenta de 0
a 4. Asi, f(x) es creciente en [5, 7] y 0 < f(x) < 4.

c) Se traza la gréfica de f(x) =—3(x —3)* - 1:
Y

N

Mo 1
—

=2
-3

-4

v = flx)

W

Si x aumenta de 2 a 3 entonces f{x) aumenta de
—4 a —1. Por lo tanto, f(x) es creciente en [2, 3] y
—4 < flx) < -1.

D

Si x aumenta de 0 a 2 entonces f(x) disminuye de
3 a 5. Por lo tanto, f(x) es decreciente en [0, 2] y
-5 < flx) <3.

d) Se traza la gréfica de f(x) = (x + 2)> + 3:
Y

~~

12
11
10

y=flx)

»—‘Nw.Jm\\:oouo

X

7 -6-5-4-3-2-10 1 2 3
N

Si x aumenta de -5 a -3 entonces f(x) disminuye
de 12 a 4. Luego, f(x) es decreciente en [-5, 3] y
4 < fix) <12.

Sugerencia metodoldgica
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3.2 Variacion: valor maximo o minimo

Problema inicial
Dadas las funciones cuadraticas f(x) = (x — 1) — 4 y g(x) = —x? — 4x — 1 responde lo siguiente:
1.Si—1 < x < 2, {entre cuales nimeros se encuentra f(x)?

. , , Utiliza las graficas de fy g.
2.Si—-4 <x <1, éentre cudles nimeros se encuentra g(x)?

Solucién B
1. Se traza la grafica de la funcidn para poder determinar los valores de f{x) o4 v =)
como se muestra en la figura de la derecha. La pardbola es abierta hacia
arriba con vértice en (1, —4).

N W B

Sobre el eje x se ha sombreado en rojo el intervalo [-1, 2] de los valores

que toma x. Si x = —1 entonces f(—1) = 0 y si x = 2 entonces f(2) = -3; esto e wo 5 X
puede llevar a pensar que: -3 < f{x) < 0. 1
Sin embargo, el valor minimo de f{x) se alcanza cuando x = 1, es decir, en -3
f(1) =—4. Por lo tanto, -4 < f(x) < 0. .
2. Primero se escribe g en la forma a(x — h)? + k completando el cuadrado: y
glx)=—(x*+4)-1 3
[ v 4 (9] z
-2 +4x+22-27 -1 \ ],
5 4 3 2
=-[(x+2?*-4]-12 | PP TT »
=—(x+2)?+4-1 -2
=—(x+2)*+3 -3
4
La pardbola se abre hacia abajo con vértice en (-2, 3). Sobre el eje x se ha 5
sombreado en rojo el intervalo [—4, 1] de los valores que toma x. Six =—4 —6f--

entonces g(-4) = -1y si x = 1 entonces g(1) = —6; para este caso, el valor
maximo de g(x) se alcanza cuando x = -2, es decir, en g(-2) = 3.
Por lo tanto, -6 < g(x) < 3.

y=8(x)

En resumen
Dada una funcién cuadrética flx) = a(x —h)? +kyx, < h < x,;
1. Si a > 0 entonces el valor minimo f(x) se alcanza en x = hA.
Ademas si x es un nimero real tal que x; < x < x, y flx,) < flx,) entonces k < flx) < fix,);
caso contrario si f(x,) = f(x,) entonces k < f(x) < flx,).

2. Sia < 0 entonces el valor maximo f(x) se alcanza en x = h.
Ademas si x es un numero real tal que x, < x < x, y fix,) < flx,) entonces flx,) < flx) < k;
caso contrario si f{x,) > f(x,) entonces flx,) < flx) < k.

Problemas
Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f{x) si:
a)flx)=(x-5)%2<x<6 b) flx)=—2x?+3;-2<x<1
) flx)=—3(x-3)*-1;2<x<5 d)flx)=(x+2)?+3;,-6<x<0
e)flx)=2(x—-6)2+1;4<x<8 f)flx)=—(x+4)-2;,-6<x<-2
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Indicador de logro

3.2 Determina los valores que toma f{x) a partir de los valores de x, siendo f una funcién cuadratica.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra-
ficas de las funciones del Problema inicial (puede
utilizarse en la resolucion del bloque de Proble-
mas).

En esta clase se analiza el rango de valores que
puede tomar una funcidn cuadratica f{x) cuando
X se encuentra en un intervalo que contiene el va-
lor h del vértice (A, k).

N J

Propésito

A diferencia de la clase anterior donde la funcién f
era creciente o decreciente en un intervalo dado,
en esta clase, sia < x < b, no necesariamente se

cumplird que fla) < flx) < f(b) o fib) < flx) < fla).

Posibles dificultades

Desde el literal a) hasta el d) del bloque de Proble-
mas, los estudiantes pueden auxiliarse de las gra-
ficas de las funciones trazadas en la clase anterior
para determinar el rango de valores de f.

Solucidn de problemas:

a) Dada la funcidn f(x) = (x — 5)?, las coordenadas
del vértice son (5,0) y 2 <5 < 6. Como su grafica
es una parabola abierta hacia arriba entonces el
valor minimo de f{x) se alcanza en x = 5.

Ademas, f(2) =9y f(6) = 1, es decir, f(2) > f(6). Por
lo tanto, 0 < f(x) < 9.

c) Dada la funcién f{x) = — 3(x — 3)> — 1, las coorde-
nadas del vértice son (3,-1) y2 <3 < 5. Como su
grafica es una pardbola abierta hacia abajo enton-
ces el valor maximo de f{(x) se alcanza en x = 3.
Ademas, f(2) =—4y f(5) = —13, es decir, f(2) > f(5).
Por lo tanto, —13 < f(x) < -1.

e) La grafica de f se presenta a continuacion:

7 yETix)

BN W R U D N 0O

b 4
1

> X

o

12 3 4 5 6 7 8 9

Es una parabola abierta hacia arriba, con vértice
en (6, 1), valor minimoenx =6y f(4) = f(8) = 9. Por
lo tanto, 1 < f(x) < 9.

b) Dada la funcidn f(x) = — 2x? + 3, las coordenadas
del vértice son (0, 3) y—2 < 0 < 1. Como su grafica
es una parabola abierta hacia abajo entonces el
valor maximo de f(x) se alcanza en x = 0.

Ademas, f(-2) =-5y f(1) = 1, es decir, f(-2) < f(1).
Por lo tanto, -5 < f(x) < 3.

d) Dada la funcién f(x) = (x + 2)? + 3, las coordenadas
del vértice son (-2, 3) y—6 < -2 < 0. Como su gra-
fica es una pardbola abierta hacia arriba entonces
el valor minimo de f{x) se alcanza en x = -2.

Ademas, f(-6) = 19y f(0) = 7, es decir, f(-6) > f(0).
Por lo tanto, 3 < f{x) < 19.

f) La grafica de f se presenta a continuacion:
y

-9 8 7 6 -5 # 32 -10
-1

y=1x) 8

Es una pardbola abierta hacia abajo, con vértice
en (-4, -2), valor maximo en x = -4y f(-6) = f(-2).
Por lo tanto, -6 < f(x) < -2.

@ Sugerencia metodolégica
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3.3 Aplicacion: valor maximo*

Problema inicial
Los estudiantes de primer afo de bachillerato del Instituto Nacional de San Matias, en La
Libertad, realizan experimentos en su clase de ciencias naturales sobre tiro vertical. Han
descubierto que, al lanzar una pelota de futbol verticalmente hacia arriba, la distancia f{x)
en metros sobre el suelo después de x segundos esta dada por la funcién:
flx) ==5x>+10x + 0.5 | ‘
¢Cual es la altura maxima que alcanza la pelota? ¢ Después de cudntos segundos alcanza
la altura maxima?

Solucién

Si la pelota se lanza verticalmente hacia arriba llegard a un punto en que debe descender; el problema pide
calcular cudntos metros se elevara desde el suelo y cudntos segundos transcurrirdn después de ser lanzada
antes que empiece a descender.

La funcién encontrada por los estudiantes que relaciona la distancia sobre el suelo después de x segundos
es una funcidn cuadratica, cuyo valor maximo para f(x) se encuentra en el vértice de la grafica de la funcién
pues el coeficiente de x? es negativo. Entonces, el problema se reduce a encontrar las coordenadas del
vértice de la grafica de f:
flx) ==5(x>—-2) + 0.5 y
—_ S[xz —2x+ (3)2 _ (Z)z] +0.5 1 *Valor maximo
2 2 ’ 5 def

=—5[x*-2x+12-1%1+0.5

=-5(x-1)2+5+0.5

=—5(x—1)2+5.5
El vértice de la grafica de f es (1, 5.5) y la parabola se muestra en la figura de la
derecha (solo se toma la parte que queda sobre el eje x pues f(x) debe ser positivo

o cero). Por lo tanto, la altura maxima que alcanza la pelota es 5.5 metros después <] y = flx) x
de transcurrir 1 segundo. b

En resumen
En problemas donde se plantea una funcién cuadratica cuyo coeficiente de x? es negativo y se desea conocer
el valor madximo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la grafica de la funcidn.

Problemas;
1. Carlos, un adolescente con discapacidad intelectual, es parte del equipo de baloncesto que participard
en los Juegos Latinoamericanos de Olimpiadas Especiales. Si Carlos lanza la pelota hacia el aro en
determinada posicion, la distancia en metros de la pelota al suelo después de x segundos esta dada por

la funcion: flx) =— 522+ 6x + 1.4

¢Cual es la altura maxima que alcanzard la pelota lanzada por Carlos? ¢ Cudntos segundos transcurriran
para alcanzar dicha altura?

2. Marta colocara un canal en el techo de su casa. Para ello dispone de una hoja
rectangular metdlica cuyos lados deben doblarse para formar el canal. Si la hoja
tiene 40 centimetros de ancho, écuantos centimetros debe doblarse en cada
lado para que den al canal su mayor capacidad?

La capacidad serd maxima cuando el drea de la seccidn transversal
de lados x y 40 — 2x sea maxima.
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Indicador de logro

3.3 Utiliza el valor maximo de una funcidn cuadratica para resolver problemas de la vida cotidiana.

En esta clase se presentan situaciones problema En la clase anterior se definieron los casos para
que pueden ser modeladas usando funciones que una funcién cuadratica posea valor maximo
cuadraticas, y cuya solucién se encuentra en el o valor minimo. Los estudiantes deben relacionar
valor maximo de la funcion. Si los estudiantes tie- los contenidos de la clase anterior con la solucién
nen muchas dificultades para resolver el Proble- de los problemas presentados en esta clase, sin
ma inicial, el docente debe desarrollar e ir expli- tener que trazar la grafica de la funcién.

cando paso a paso la Solucién.

AN /

Solucién de problemas:

1. Como el coeficiente de x? de la funcidn f(x) = — 5x? + 6x + 1.4 que proporciona la distancia de la pelota
después de x segundos es negativo entonces f tiene un valor maximo en el vértice de la funcion; este se
encuentra completando cuadrados:

flx) =-5(x*-1.2x) + 1.4
=—5[x*—1.2x + (0.6)>—(0.6)%]+ 1.4
=-5(x—0.6)>+1.8+1.4
=-5(x—-0.6)>+3.2
Por lo tanto, la altura maxima que alcanzard la pelota lanzada por Carlos serd de 3.2 metros; después de
haber transcurrido 0.6 segundos.

Aclarar a los estudiantes que el
proceso de completar cuadrados
es el mismo si los coeficientes son
decimales; aunque pueden con-
vertir los decimales a fraccion.

2. Sea A(x) la funcion que proporciona el drea de la seccion transversal del canal si la hoja se dobla a cada
lado x centimetros. Para que el canal tenga su mayor capacidad entonces A(x) debe ser maxima; como
esta seccidén tiene forma de rectangulo de base 40 — 2x y altura x entonces:

A(x) = (40 — 2x)x = —2x2 + 40x

Similar al numeral 1, se completan cuadrados para encontrar el valor maximo:
A(x) =-2[x*—20x + (10)*> - (10)?]
=-2(x—10)?+ 200

Por lo tanto, deben doblarse 10 centimetros en cada lado para que el canal tenga su mayor capacidad.

@ Sugerencia metodolégica
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3.4 Aplicacidén: valor minimo*

Problema inicial

.. . L . A
En el tridangulo rectdngulo ABC, écudl debe ser el valor de x para que la longitud
de la hipotenusa sea minima? \‘

x
Por el teorema de Pitagoras: !
AB? = BC? + CA?, /
ademds, 0 < x < 4. /
2 B ~~~~~~~~
______ Rp— C
Solucién

Utilizando el teorema de Pitagoras:
AB? = BC? + CA?
se sustituyen BCy CA por 4 — x y x, respectivamente, y se reducen los términos semejantes:
AB?=(4—x)*+x?
=16-8x + x* + x?
=2x’-8x+16

La longitud de la hipotenusa AB sera minima cuando AB? también sea minima. Sea f(x) = 2x? — 8x + 16;

como es una funcion cuadratica y el coeficiente de x? es positivo entonces la parabola se abre hacia arriba.
Se completa el cuadrado para trazar la grafica de f(x):

f(x)=2(x2—4x)+162 N Y ‘y=f(x)
= 2| -ax+(3) -(5)]+16 ;
=2[x*—4x +22-2% +16
=2[(x-2)*-4] +16
=2(x—-2)’-8+16

_ 92 6 Valor minimo

=2(x—-2)*+8 ) def |
En la figura de la derecha se muestra la grafica en el intervalo ]0, 4[ cuyo vértice es
(2, 8). Por lo tanto, para que la longitud de la hipotenusa sea minima, x debe ser

2 :
igual a 2. <—Oﬁ—> X
En resumen

En problemas donde se plantea una funcion cuadratica cuyo coeficiente de x? es positivo y se desea conocer
el valor minimo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la gréfica de la funcion.

*
Problemas.

1. Encuentra dos nimeros enteros cuya diferencia sea igual a 20 y su producto sea minimo.

2. Un pedazo de lana de 24 cm de longitud se divide en dos partes con las que se formaran dos cuadrados.

Si la primera parte tiene longitud 4x y la segunda tiene longitud 24 — 4x, ¢ cudl debe ser el valor de x que
reduzca al minimo la suma de las dreas de los dos cuadrados?




Indicador de logro

3.4 Utiliza el valor minimo de una funcidn cuadratica para resolver problemas de la vida cotidiana.

Similar a la clase 3.3, las situaciones problema Usando los contenidos de la clase 3.2, los estu-
abordadas en esta clase se modelan con funcio- diantes deben escribir la ecuacion de la funcion
nes cuadrdticas, ahora la solucién se encuentra en la forma a(x — h)? + k para encontrar el valor
en el valor minimo de la funcidn. Si los estudian- minimo de la funcidn, y sin necesidad de graficar-
tes tienen muchas dificultades para resolver el la, interpretar la solucion de la misma.

Problema inicial, el docente debe desarrollar e ir

explicando paso a paso la Solucidn.

AN /

Solucién de problemas:

1. Sea x uno de los niumeros enteros buscados. El otro nimero entero sera igual a x — 20, pues al calcular la
diferencia de ambos se tiene:
xX—(x—-20)=x—-x+20=20

Sea f(x) la funcidn que calcula el resultado del producto de los dos nimeros enteros; luego:
flx) = x(x—20) = x> — 20x
Si el producto debe ser minimo, entonces debe encontrarse el valor minimo de la funciéon f(x). Como el

coeficiente de x? es positivo entonces f tiene un valor minimo en el vértice. Se completan cuadrados para

encontrar las coordenadas del mismo:
flx) = (x* — 20x + 10%) — 10?
=(x—10)?>-100

Por lo tanto, x =10y x — 20 = -10, es decir, los niumeros enteros cuya diferencia es igual a 20 y su producto
es minimo son 10 y —10.

2. La primera parte tiene longitud 4x, esto indica que el perimetro del primer cuadrado es igual a 4x y por
tanto, la longitud de su lado sera (4x) + 4 = x. De forma similar, la segunda parte tiene longitud 24 — 4x, o
sea, el perimetro del segundo cuadrado es 24 — 4xy por tanto la longitud de su lado es (24 —4x) + 4 =6 —x.
Sea g(x) la funcidon que calcula la suma de las dreas de los dos cuadrados, entonces:

8lx) =x* + (6 — x)?
=x?+36-12x + x?
=2x>-12x+ 36

Si se requiere del valor de x que reduzca al minimo la suma entonces debe encontrarse el valor minimo de
la funcidn g(x). Como el coeficiente de x? es positivo, g posee un minimo en el vértice:
g(x)=2(x*-6x+32-3%)+36
=2(x?—6x+3%)—2(3%) + 36
=2(x—-3)2-18+36
=2(x—-3)*+18

Por lo tanto, el valor de x debe serigual a 3 para que la suma de las dreas de los dos cuadrados sea minima.
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3.5 Interseccion de la grafica de una funcién cuadratica con el eje y

Problema inicial

Encuentra las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de la La primera coordenada del punto
funcién cuadrética f con el eje y si: de i”fefsec‘:ié’_‘ del la gréfica de f
a)f(x) _ (x_3)2_4 b)f(x) —2x2—12%—18 con el eje y es igual a cero.
Solucién
a) La interseccion de la grafica de f con el eje y ocurre cuando x = 0, es decir, J y =flx)
se debe calcular el valor de f{0) y las coordenadas del punto de corte entre X . I
. . Interseccion de
[y el eje y seran (0, f(0)). s¢4—fconelejey
fl0)=(0-3)>-4 B\ /
= 9 - 4 2 \ /
-5 A /
Por lo tanto, el punto de interseccidn de la grafica de f{x) = (x —3)?>—4 con _? 1
el eje y es (0, 5). 2 \ /
y
b) De forma similar al literal anterior, encontrar las coordenadas del punto de 2
interseccidn de la grafica de f(x) = — 2x2— 12x — 18 con el eje y equivale a mrgmra v — X
encontrar (0, f(0)): =
f(O) =— 2(0)2_ 12(0) -18 / \‘D
=18 [
Por lo tanto, el punto de interseccién de la gréfica de f(x) =— 2x2—12x— 18 | ‘] gg“]}“ggﬁ; ’e”|
con el eje y es (0, —18). “feiey
Iy

y =flx)
En general

Las coordenadas del punto de interseccidn de la grafica de una funcién f con el eje y son: (0, f(0)). Si f es
una funcién cuadratica entonces la gréfica de f corta al eje y en un Unico punto.

*
Problemasw

1. Para cada caso, determina las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de f con el eje y:

a)flx)=—(x+4)>+6 b) flx) =3(x —2)*-10 C)f(x)=%x2
d) flx)=—2x%+7 e) flx) =-5(x + 10)? f) flx) = 2x? + 24x + 52
g) flx)= —3x*+6x—11 h)f(x)=x2—x—% i)f(x)=x2+5x+%

2. ¢Es posible que una funcidn cualquiera tenga dos intersecciones con el eje y? Justifica tu respuesta.

D
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Indicador de logro

3.5 Encuentra las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de una funcidn cuadratica con el eje

vy usando la ecuacion de la funcion.

Secuencia

En octavo grado se calcularon las coordenadas del
punto de interseccion de la grafica de una funcién
lineal con el eje y. En esta clase se generalizan,
para cualquier funcidn, las coordenadas del pun-
to de interseccion de esta con el eje y sin necesi-
dad de trazar la gréafica de la misma.

Propésito

En el numeral 1 del bloque de Problemas, no es
necesario que los estudiantes grafiquen cada fun-
cion, basta con encontrar las coordenadas usando
la ecuacion de la funcién y lo descrito en la parte
En general.

_

Solucién de problemas:
1a) Se evalua la funcion en x = 0:
fl0)=-(0+4)*+6
=—16+6
=-10

Luego, las coordenadas del punto de interseccion
de la grafica de f con el eje y son (0, —10).

1c) Se evalua la funcién en x = 0:
f0) = 2 (0)?
=0

Las coordenadas del punto de interseccién de la
grafica con el eje y son (0, 0).

1e) Se evalua la funcién en x = 0:
f(0) ==5(0 + 10)?
=-5(100)
=-500
Las coordenadas del punto de interseccién de la
grafica con el eje y son (0, -500).

1g) Similar a los literales anteriores:

£(0) = -3(0)2 + 6(0) — 11
=-11

Las coordenadas son (0, —11).

1i) Similar a los literales anteriores:

fl0)= (07 +5(0) + £ = 1

Las coordenadas son (0, %)

1b) Se evalua la funcion en x = 0:
fl0)=3(0-2)*-10
=12-10
=2
Luego, las coordenadas del punto de interseccién
de la grafica de f con el eje y son (0, 2).

1d) Se evalua la funcién en x = 0:
f10) ==2(0)>+7
=7
Las coordenadas del punto de interseccion de la
gréfica con el eje y son (0, 7).

1f) Se evalua la funcién en x = 0:
f(0) = 2(0)? + 24(0) + 52
=52

Las coordenadas del punto de interseccion de la
grafica con el eje y son (0, 52).

1h) Similar a los literales anteriores:

— (O)2 3 _
fi0)=(0y-0- 2 =

3
4
Las coordenadas son (0, - %)

2. No es posible, ya que la definicién de funcion indi-
ca que a cada elemento x le corresponde un Uni-
co elemento f{x). Entonces, si para encontrar la
interseccion con el eje y se evalla la ecuacidn de
la funcién en x = 0 entonces f(0) solo tendrd una
solucién.

Sugerencia metodoldgica




3.6 Interseccion de la grafica de una funcion cuadratica con el eje x

Problema inicial

Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de la La segunda coordenada
funcidn cuadratica f con el eje x si: del punto de interseccion
de la gréfica de f con el
a) flx) = (x—3)*-4 b) flx) =—2x>-12x—- 18 ) flx)=3x2+2 ejexesiguala cero.
Solucién

a) Los puntos de interseccién de la grafica de f con el eje x tienen segunda coordenada igual a cero, es
decir, son de la forma (x, 0). Para encontrar el valor de x se iguala a cero la ecuacién de fy se resuelve
la ecuacién cuadratica:

(x-3)-4=0
(x—37=4 Observa la grafica de f(x) = (x—3)>—4
B trazada en la clase anterior.
x—3=%2

x=3+2— x=1yx=5
Por lo tanto, los puntos de interseccion de f(x) = (x — 3)>— 4 con el eje x son (1, 0) y (5, 0).

b) De forma similar al literal anterior, se iguala la ecuacién de la funcién fy se resuelve la ecuacidn
cuadratica (en este caso puede factorizarse el polinomio):
-2x*-12x-18=0

Observa la gréfica de

x2+6x+9=0 flx) = —2x* — 12x — 18
(x+3)2=0 trazada en la clase
anterior.
x+3=0
x=-3
Yy =flx)
Por lo tanto, el punto de interseccién de f{x) =—2x?—12x— 18 con el eje x es (-3, 0). .
. ., ., 5
c) Al igualar a cero la ecuacién de la funcidn: .
3x2+2=0 3
Esta ecuacion cuadratica no tiene solucién en los nimeros reales. Esto quiere decir
que la gréfica de la funcién f no corta al eje x, como lo muestra la figura de la derecha. !
-1 0 1 x

En general
Las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de una funcién f con el eje x se encuentra
igualando a cero la ecuacion de 'y resolviendo la ecuacion cuadratica resultante:

1. Si la ecuacion tiene dos soluciones reales x = x, y x = x, entonces la grafica de f corta al eje x en los puntos
(xll O) y (le O)

2. Si la ecuacién tiene una solucidn real x = x, entonces la grafica de f corta al eje x en el punto (x,, 0). Este
punto es el vértice de la parabola y se dice que la grafica de f es tangente al eje x.

3. Si la ecuacion no tiene solucidn real entonces la grafica de f no corta al eje x, es decir, la parabola se en-
cuentra arriba del eje o debajo de este.

b d
Problemas ./
Para cada caso, determina las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de fcon el eje x:

a) flx) = 3x2 b) flx) =— (x + 4)? c)flx)= —(x+6)2+1
d) flx)=(x-5)-9 e)flx)=—(x-2)*-4 f) flx) =x*—2x-3
g) flx) = 3x? + 9x - 30 h) flx) = %xz -3 i) flx) = 2x? = 12x + 23
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Indicador de logro

3.6 Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de una funcién cuadratica con el

eje x a partir de la ecuacion de la funcidn.

Secuencia

En esta clase se calculan las coordenadas del pun-
to de interseccion de la grafica de una funcion f
con el eje x. Este contenido se utiliza mas adelan-
te para interpretar la solucién de la desigualdades
cuadraticas.

N J

Propésito

En el bloque de Problemas, los estudiantes no de-
ben graficar cada funcidn, sino usar la ecuacién
de la funcién para encontrar las coordenadas tal
como lo describe la parte En general.

- J

Solucién de problemas:
a) Se resuelve 3x? = 0:
3x?=0=>x=0

Luego, el punto de interseccion de la grafica de

f(x) = 3x% con el eje x es (0, 0).

c) Seresuelve—(x +6)*+1=0:
(x+6)2=1
x+6==%1
x=—6t1 = x=-7yx=-5

Luego, los puntos de interseccién de la grafica
de flx) == (x + 6)> + 1 con el eje x son (-7, 0) y

(-5, 0).

e) Seresuelve—(x—-2)*-4=0:
(x—2)=-4

Esta Gltima ecuacidn no tiene soluciones reales;
por lo tanto la grafica de f(x) =— (x — 2)* -4 no

corta al eje x.

g) Se resuelve 3x? +9x—30=0:
3(x*+3x-10)=0
3(x+5)(x-2)=0

x+5=0 o x-2=0
x=-=5 x=2

Entonces, los puntos de interseccion de la grafi-
ca de f(x) = 3x? + 9x — 30 con el eje x son (-5, 0)

y (2, 0).

b) Se resuelve — (x +4)*=0:
(x+4)=0=>x+4=0
x=-4
Luego, el punto de interseccion de la grafica de
flx) == (x + 4)2 con el eje x es (-4, 0).

d) Seresuelve (x —5)>—9=0:
(x-5)=9
x—5=1%3
x=543 = x=2yx=8
Luego, los puntos de interseccion de la grafica de
flx) = (x —5)>*—9 con el eje x son (2, 0) y (8, 0).

f) Se resuelve flx) =x*—-2x-3=0:
(x+1)(x-3)=0
x+1=0 o x-3=0
x=-1 x=3
Luego, los puntos de interseccion de la grafica de
flx) = x*—2x—3 con el eje x son (-1, 0) y (3, 0).

h) Se resuelve %xz -3=0:

%x2:3 = x’°=6
x=+6

Los puntos de interseccion de la grafica de
flx) = %xz —3 conel eje xson (— \/E, 0)y (\/g, 0).

i) Si se calcula el discriminante de la ecuacién 2x> — 12x + 23 = 0 se obtiene lo siguiente:
A = (-12)> - 4(2)(23) = 144 — 184 = —40.
De lo anterior, A < 0y la ecuacién 2x*— 12x + 23 = 0 no tiene soluciones reales. Por lo tanto, la grafica de

flx) = 2x* — 12x + 23 no corta al eje x.
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3.7 Desigualdad cuadratica ax* + bx + ¢ >0, a > 0, parte 1*

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:
x*+2x-3=0
Solucién

Sea f(x) = x2 + 2x — 3; deben determinarse los valores de x para los cuales f{x) es igual o mayor que cero, es
decir, los puntos donde la gréafica de f corta al eje x o esta arriba de este. Se encuentran las intersecciones

con el eje x resolviendo la ecuacién cuadratica f{x) = O:
x*+2x-3=0
(x+3)(x—-1)=0
x+3=0 o x-1=0

?

x=-3 x=1
(e . - flx)=0
La gréfica de f corta al eje x en los puntos (-3, 0) y (1, 0). Como el coeficiente Ve ~a
de x? es positivo la pardbola se abre hacia arriba como lo muestra la figura <3 x>1
de la derecha. “ 0 X

Se observa lo siguiente: f(x) = 0 se cumple parax <-3 o x = 1; la desigualdad
x < -3 denota al intervalo ]—oo, —3]; mientras que, x > 1 al intervalo [1, +oo[.
La solucion x < -3 o x > 1 se escribe, utilizando intervalos:

X € ]-o0,=3] U [1, oof

El simbolo “U” indica que el valor de x esta en el primer intervalo o en el segundo.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ = 0 con a > 0 significa encontrar todos los valores de x

para los cuales ax? + bx + ¢ = 0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax? + bx + ¢ entonces f(x) = 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la pardbola de f corta o se encuentra arriba del eje x.

Si la grafica de f corta al eje x en dos puntos (x,, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f(x) = 0 se cumple para

x < x, 0 X = x,. Utilizando intervalos se escribe: x € |-, x,] U [x,, oo[.

*
Problemasu
1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface |la desigualdad:

a)x*-4>=0 b)4x*-9>0 c)2x*+4x >0
d)x>-10x+21=>0 e)x’+x—-20=0 f)x2+7x+6=0
g) x2—4x—45>0 h) x2—8 >0 i) 9x2-5=>0

Y

N

/3 0 3\
y = f(x)

2. Utilizando la gréfica de la funcién cuadrdtica f que se muestra a la
derecha, determina los valores de x para los cuales se cumple f(x) = 0:




Indicador de logro

3.7 Resuelve desigualdades de la forma f(x) = 0, donde f es una funcidn cuadratica cuya parabola es abier-

ta hacia arriba y corta al eje x en dos puntos.

Secuencia

Se utiliza el contenido de la clase 3.6 para in-
terpretar y resolver desigualdades de la forma
f(x) = 0, donde f es una funcién cuadratica. Si los
estudiantes tienen muchas dificultades para re-
solver el Problema inicial, el docente debe desa-

rrollar e ir explicando paso a paso la Solucidn.

Propésito

La resolucion de desigualdades cuadraticas se
realizara por casos. En esta clase solo se resuel-
ven desigualdades de la forma ax? + bx + ¢ = 0,
donde a > 0y la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene
dos soluciones reales.

AN /

Solucién de problemas:

1a) Sea f(x) = x> —4; se encuentran las intersecciones
de la gréfica de f con el eje x resolviendo f{x) = 0:
xX*—4=0 = x*’=4
x=1%2
La grafica de f corta al eje x en (-2, 0) y (2, 0).
Como la gréfica se abre hacia arriba entonces
la desigualdad f{x) = x> — 4 = 0 se cumple para
x < -2 0x =2, usando intervalos se escribe:
X € ]-00,-2] U [2, oo[.

1c) Sea f(x) = 2x? + 4x; se resuelve f(x) = O:
2x*+4x=0 = 2x(x+2)=0
2x=0 o x+2=0
x=0 x=-2
Como la gréfica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = 2x? + 4x = 0 se cumple para
x < -2 o0x =0, usando intervalos se escribe:
X € ]-00,-2] U [0, oo.

1le) Sea f(x) = x? + x — 20; se resuelve f(x) = O:
x*+x-20=0 = (x+5)(x—-4)=0
x+5=0 o x-4=0
x=-5 x=4
Como la grafica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = x> + x — 20 = 0 se cumple para
x < -5 0 x = 4, usando intervalos se escribe:
X € |-00,=5] U [4, oo[.

1g) La desigualdad x> — 4x — 45 > 0 se cumple para
x <-50x=>9, usando intervalos se escribe:
X € |-o0,=5] U [9, oof.

\5

1b) Sea f(x) = 4x?* — 9; similar a 1a) se resuelve la
ecuacion f(x) = 0:
4x*—-9=0 = x*=

Como la grafica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = 4x* — 9 > 0 se cumple para
x < —% ox = %, usando intervalos se escribe:
3 3
x€ -0, 3] U3, .
1d) Sea f(x) = x* — 10x + 21; se resuelve f(x) = 0:
x*—10x+21=0 = (x-3)(x-7)=0
x—=3=0 o x-7=0
x=3 x=7
Como la gréfica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = x* — 10x + 21 = 0 se cumple

parax < 3 o0x > 7, usando intervalos se escribe:
X€]-00,3] U [7,00[.

1f) Sea f(x) = x> + 7x + 6; se resuelve f(x) = 0:
xX*+7x+6=0 > (x+6)(x+1)=0
x+6=0 o x+1=0

x=-6 x=-1
Como la gréfica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = x? + 7x + 6 = 0 se cumple para
x < -6 0x = -1, usando intervalos se escribe:

X € |-o0,—6] U [-1, oo].

1h) x> — 8 > 0 se cumple para x < -2V2 0 x > 212,
usando intervalos se escribe:
x €]-00,-2\2] U [2V2, oo,
\5

1i) La desigualdad 9x*>—5 > 0 se cumple para x < — 50X > Y usando intervalos se escribe:
veleo 3] U[5

2. f(x) = 0 se cumple para -3 < x < 3, usando intervalos se escribe: x € [-3, 3].

&
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3.8 Desigualdad cuadratica ax?>+ bx + ¢ >0, a >0, parte 2

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad:
a)x’—-6x+9>0 b)x*-2x+2>0

Solucién
a) Sea f(x) = x* — 6x + 9; de forma similar a la clase anterior, resolver f(x) = x2 — 6x + 9 > 0 equivale a
encontrar los valores de x para los cuales la grafica de f queda arriba del eje x; esta vez no deben
incluirse los puntos donde f(x) = 0 ya que la desigualdad es estricta, sin embargo deben encontrarse
las intersecciones con el eje x:

x*—6x+9=0
(x—3)*=0
x—3=0
x=3 flx)>o0
La grafica de f corta al eje x en el vértice (3, 0) y es una pardbola que se
abre hacia arriba como lo muestra la figura de la derecha. Se cumple lo
siguiente: f(x) es positivo para cualquier nimero real x diferente de 3.
Por lo tanto, x < 3 0 x > 3; utilizando intervalos se escribe: S <3 R >3 5

X E€]-0,3[U]3, oof.

b) Sea f(x) =x*—2x+ 2 ; si se buscan las intersecciones de la gréfica de f con el eje x, se obtiene la ecuacion:
y

x2-2x+2=0

Esta ecuacion no tiene solucion en los nimeros reales. Si se completa el
cuadrado para llevar a la forma a(x — h)? + k se obtiene:

flx) = (x* = 2x) + 2
_ 2 g 2 _ z 2
'[x 2x+(2) (2)]+2
=(x*-2x+12-19)+2
=(x-1)%+1
La grafica es una pardbola abierta hacia arriba, con vértice en (1, 1) como

muestra la figura de la derecha. Toda la grafica queda sobre el eje x, por
lo tanto f{x) > 0 para todo nimero real x.

En general
Dada la desigualdad ax? + bx + ¢ > 0, con a > 0; al denotar por f(x) = ax? + bx + c:

1. Si la grafica de f corta al eje x Unicamente en el vértice (A, 0) entonces f(x) > 0 se cumple parax < h
o x> h. Utilizando intervalos se escribe: x € |-, A[ U A, .

2. Si la gréfica de f NO corta al eje x entonces f{x) > 0 se cumple para todo nimero real x, es decir, la
grafica de f queda arriba del eje x.

Problemas
Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:
a)2x2>0 b)x*-—4x+6>0 c)x*+4x+4>0
d)x2—14x +49 >0 e)x2+2x+3>0 f) %xzzo
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Indicador de logro

3.8 Resuelve desigualdades de la forma f(x) = 0, donde f es una funcién cuadrética cuya parabola es abier-
ta hacia arriba y corta al eje x en uno o ningun punto.

Propésito

Similar a la clase anterior, en el bloque de Pro-

Se continta con la solucién de desigualdades cua-
draticas de la forma ax? + bx + ¢ > 0, en esta clase
la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene una o ninguna
solucion en los numeros reales.

blemas no es necesario trazar las graficas de las

funciones, sino utilizar lo descrito en la parte En
general para resolver las desigualdades.

Solucidn de problemas:

a) Sea f(x) = 2x?, el punto de interseccidn entre la
grafica de fy el eje x estd en el vértice (0, 0), y
la grafica se abre hacia arriba. Por lo tanto, la
desigualdad f(x) = 2x? > 0 se cumple parax < 0o
x > 0, en notacion de intervalo se escribe:

X € |-o0,0[ U ]0, oof.

También puede utilizarse el siguiente razonamien-
to: si x = 0 entonces 2x? = 0, para cualquier otro
nuamero real diferente de cero, 2x* siempre serd
positivo. Por lo tanto, la desigualdad 2x*> > 0 se
cumple parax <0ox> 0.

c) Sea f(x) = x* + 4x + 4; el punto de interseccidn
entre la grafica de fy el eje x estd en el vértice
(=2, 0), y la grafica se abre hacia arriba. Por lo tan-
to, la desigualdad x? + 4x + 4 > 0 se cumple para
x < -2 0 x > -2, en notacién de intervalo se es-
cribe:

X € ]-o0, =2[ U ]-2, oo].

e) Sea f(x) = x? + 2x + 3; el vértice de la grafica de la
funcidn es (-1, 2), es decir, se encuentra en el se-
gundo cuadrante y como la parabola se abre hacia
arriba entonces no corta al eje x. Por lo tanto, la
desigualdad f(x) = x*> + 2x + 3 = 0 se cumple para
todo numero real x.

B

b) Sea f(x) = x*— 4x + 6, el vértice de la grafica de fes
(2, 2), es decir, se encuentra en el primer cuadran-
te. Ademas, la parabola se abre hacia arriba y
por tanto no corta al eje x. Luego, la desigualdad
flx) =x*—4x + 6 > 0 se cumple para todo niumero
real x.

También puede utilizarse el siguiente razonamien-
to: sea f(x) = x* — 4x + 6, para determinar las in-
tersecciones con el eje x se resuelve la ecuacion
x*—4x + 6 =0; sin embargo, al calcular el discrimi-
nante se obtiene:
A= (-4)2—4(1)(6) = 16 — 24 = -8.

Es decir, A < 0, la ecuacidon no tiene soluciones
reales y por tanto, la grafica no corta al eje x.
Como la parabola de f se abre hacia arriba enton-
ces la desigualdad x> — 4x + 6 > 0 se cumple para
todo numero real x.

d) Sea f(x) = x* — 14x + 49; el punto de interseccion
entre la grafica de fy el eje x estd en el vértice
(7, 0), y la grafica se abre hacia arriba. Entonces,
la desigualdad f{x) = x* — 14x + 49 > 0 se cumple
para todo numero real x.

f) Sea f(x) = %xz, el vértice de la grafica de la funcion
es (0, 0) y se abre hacia arriba. Por lo tanto, la
desigualdad %xz = 0 se cumple para todo nume-

ro real x.

Sugerencia metodoldgica



3.9 Desigualdad cuadratica ax>+ bx +c¢<0,a >0

Problema inicial

Determina todos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad: Utiliza las graficas
de la clase anterior.

a)x*+2x-3<0 b) x>-6x+9<0 c)x’—-2x+2<0

Solucién
a) Sea f(x) = x% + 2x — 3; ahora deben encontrarse los valores de x para los cuales
la gréfica de f queda debajo del eje x, incluyendo los puntos donde f(x) = 0.

> =2

La parabola de la funcidon se muestra a la derecha, en ella se observa que
flx) < 0si—3 < x < 1. Utilizando intervalos se escribe:

x € [-3, 1].

<

b) Sea f(x) = x* — 6x + 9; en la clase anterior se llegd a f(x) = (x — 3)? cuya
gréafica se muestra a la derecha; se deben encontrar los valores de x para los
cuales f(x) es menor o igual a cero. La parabola de la funcién queda siempre
arriba del eje x, y es igual a cero en el vértice de la parabola. Por lo tanto, la
desigualdad:

flx)=(x-3)*<0 o] 3

se cumple Unicamente para x = 3.

c) Sea f(x) = x> — 2x + 2; en la clase anterior se concluyé que f{x) > 0 para todo nimero real x, es decir, la
grafica queda totalmente arriba del eje x. Por lo tanto, f(x) = x> — 2x + 2 < 0 no tiene solucion.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ < 0, con a > 0, significa encontrar todos los valores de x
para los cuales ax? + bx + ¢ < 0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax? + bx + ¢, entonces f(x) < 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la pardbola de f corta o se encuentra debajo del eje
x. Para ello se encuentran las intersecciones de la gréfica de la funcién con el eje x:

1. Si la gréfica de f corta al eje x en dos puntos (x,, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f(x) < 0 se cumple
para x, < x < x,. Utilizando intervalos se escribe: x € [x,, x,].

2. Si la gréfica de f corta al eje x Unicamente en el vértice (h, 0) entonces f(x) < 0 se cumple solo para
x=h.

3. Si la grafica de f no corta al eje x entonces f(x) < 0 no tiene solucion.

En las desigualdades de la forma ax? + bx + ¢ < 0 NO deben incluirse los puntos donde f(x) = 0; para el
numeral 2, f(x) < 0 no tiene solucién.

b d
Problemas‘w
Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)x’-4<0 b)x>+2x<0 c)x*—10x+21<0
d)x*+8x+15<0 e)2x><0 f)x2—10x+25<0
g)x>—4x-3<0 h)x?+2x-8<0 ijx2+8<0
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Indicador de logro

3.9 Resuelve desigualdades de la forma f(x) < 0, donde f es una funcién cuadrética cuya parabola es abier-

ta hacia arriba.

Secuencia

Se resuelven desigualdades cuadraticas de la for-
ma ax? + bx + ¢ < 0, donde a es un numero real
positivo. Sea f(x) = ax? + bx + ¢, en los problemas
presentados en la clase la grafica de f puede tener
dos, uno o ningun punto de interseccién con el

eje x.

- /

Propésito

Similar a las clases anteriores, en el bloque de
Problemas no es necesario trazar las graficas de
las funciones, sino utilizar lo descrito en la parte
En general para resolver las desigualdades.

o /

Solucidn de problemas:

a) Sea f(x) = x> — 4; los puntos de interseccidn con el
eje x son (-2, 0) y (2, 0), y la parabola es abierta
hacia arriba. Luego, f(x) = x* — 4 < 0 se cumple
para—2 < x < 2, en notacién de intervalo:

x € [-2,2].

c) Sea f(x) = x*— 10x + 21; los puntos de interseccion
conel ejexson(3,0)y(7,0),ylaparabola se abre
hacia arriba. Luego, f(x) = x> — 10x + 21 < 0 se
cumple para 3 < x < 7, en notacion de intervalo:

x€]3,7][.

e) Sea f(x) = 2x?, el punto de interseccion con el eje
x es el vértice (0, 0), y la parabola es abierta hacia
arriba. Luego, f(x) = 2x* < 0 se cumple para x = 0.

g) Sea f(x) = x* — 4x — 3; los puntos de interseccién
con el eje xson (2—-+7,0)y (2 +17, 0), y la pardbo-
la es abierta hacia arriba (las intersecciones se
encuentran resolviendo la ecuacién cuadratica
x*—4x — 3 = 0 usando la formula general). Luego,
la desigualdad f(x) = x> — 4x — 3 < 0 se cumple
para 2 —+7 <x < 2+4/7, en notacién de intervalo:

x €[2-17,2++7].

b) Sea f(x) = x? + 2x; los puntos de interseccion con
el eje x son (-2, 0) y (0, 0), y la parabola es abierta
hacia arriba. Luego, f(x) = x*> + 2x < 0 se cumple
para—2 < x < 0, en notacién de intervalo:

x €[-2,0].

d) Sea f(x) = x* + 8x + 15; los puntos de interseccion
con el eje x son (-5, 0) y (-3, 0), y la parabola es
abierta hacia arriba. Luego, flx) = x>+ 8x+ 15 < 0
se cumple para =5 < x < -3, en notacién de inter-

valo:
x €]-5,-3][.

f) Sea f(x) = x* — 10x + 25; el punto de intersec-
ciéon con el eje x es el vértice (5, 0), y la pardbo-
la es abierta hacia arriba. Luego, la desigualdad
flx) = x> = 10x + 25 < 0 no tiene solucion.

h)Sea f(x) = x* + 2x — 8; los puntos de interseccion
con el eje x son (-4, 0) y (2, 0), y la parabola se
abre hacia arriba. Luego, f(x) = x>+ 2x -8 < 0 se
cumple para—4 < x < 2, en notacion de intervalo:

X €]-4,2][.

i) Sea f(x) = x? + 8; el vértice de la grafica de f es (0, 8) y la parabola se abre hacia arriba. Entonces, no hay
interseccidn con el eje x y por tanto, la desigualdad f{x) = x> + 8 < 0 no tiene solucion.

&
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3.10 Desigualdad cuadratica, a <0

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:

-x*+4x-3<0.

Sia< byc<0entonces ac > bc

Solucién
Utilizando propiedades de desigualdades, se multiplican ambos miembros de la desigualdad por — 1, esto
hace que el simbolo “menor que” cambie a “mayor que”:
(- +4x-3)(-1) > 0(-1)
X¥*=4x+3>0 0 e (1)

Ladesigualdad (1) se resuelve como lo visto en las clases anteriores. Primero se encuentran las intersecciones
de f(x) = x> — 4x + 3 con el eje x:

x*—4x+3=0

(x=1)(x-3)=0

x—1=0 o x-3=0
x=1 x=3

Entonces, x> —4x +3 > 0six < 1o x> 3. Esta solucidn satisface también la desigualdad original:

-x*+4x-3<0.
Por lo tanto, x € -0, 1[ U |3, oo].
En general
A las desigualdades de la forma:
a)ax’+bx+c=0 b)ax?+bx+c<0 cJax*+bx+c>0 d)ax*+bx+c<0

donde a es cualquier numero real diferente de cero, se les llama desigualdades cuadraticas con una
incégnita. Si @ > 0 entonces su solucién esta dada como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9; si @ < 0 entonces se
multiplica por —1 ambos miembros de la desigualdad y se soluciona como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9.

>
Problemasm

1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)-x*+2x+15<0 b)-(x+3)2<0 c)-x*+1=>0
d)—-x>-6x-5<0 e)-2x*+4x-3>0 f)-x>+8x—-16=>0
g)—-x*-4x-4<0 h)-2x?-1>0 i)—x*+5>0

2. Utilizando la grafica de f en cada caso, encuentra los valores de x que satisfacen la desigualdad:

a)flx) <0 b) fix) <0 c) flx) =0
y
€ o) 3 >X ) >X
¢ _7. 5 \E] X
v =flx) ¥ = flx) ¥ =flx)




Indicador de logro

3.10 Aplica propiedades de desigualdad para resolver desigualdades cuadraticas cuyo coeficiente de x? es

negativo.

Secuencia

En esta clase se resuelven desigualdades cuadra-
ticas cuyo coeficiente de x? es negativo. Se apli-
ca la propiedad de desigualdad sobre multiplicar
ambos miembros por un numero negativo y se
utiliza lo visto en las clases anteriores.

N J

Propésito

En el numeral 1 del bloque de Problemas no es
necesario trazar las graficas de las funciones, sino
utilizar lo descrito en la parte En general para re-
solver las desigualdades.

- J

Posibles dificultades

Sin cambiar el signo del coeficiente de x?, puede utilizarse la grafica de la funcién respectiva para resolver

la desigualdad cuadratica, encontrando los intervalos donde esta queda arriba o abajo del eje x (como en
el numeral 2 del bloque de Problemas). Sin embargo, los calculos son mas faciles cuando el coeficiente de

x?* es positivo. Esto se notara en las clases donde se utilice el cuadro de variacion.

Solucidn de problemas:

1a) Al multiplicar ambos miembros por —1 se ob-
tiene x2 — 2x — 15 > 0. Si flx) = x> — 2x — 15 en-
tonces las soluciones de la ecuacién f(x) = 0 son
x=-3yx=>5; como la grifica de f se abre hacia
arriba, f{x) = 0 se cumple parax < -3 o x > 5.
Por lo tanto, —x? + 2x + 15 < O si:

X € ]~00,-3] U [5, oo.

1c) Al multiplicar ambos miembros por —1 se ob-
tiene x> — 1 < 0. Si f{x) = x* — 1 entonces las
soluciones de la ecuacion flx) =0sonx=-1y
x = 1; como la grafica de f se abre hacia arriba,
flx) < 0se cumple para—1 < x < 1. Por lo tanto,
—x?+1>0si:
x € [-1,1].

le) -2x* +4x -3 =-2(x—-1)> — 1, por lo que la
desigualdad —2x? + 4x — 3 > 0 no tiene solucion.

1g) La desigualdad —x* — 4x — 4 < 0 se cumple para
x<-20x>-2,0s€a,x € |-, -2[ U]-2, oo].

1i) La desigualdad —x* + 5 > 0 se cumple para

-5 < x <5, 0sea, x € -5, V5][.

2b) La gréfica de la funcidn f es una parabola abierta
hacia abajo, no corta al eje x en ningln punto.
Asi, flx) < 0 se cumple para todo numero real x.

D

1b) Al multiplicar ambos miembros por —1 se ob-
tiene (x + 3)? > 0. Si f(x) = (x + 3)? entonces su
grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (=3, 0). Luego, f(x) = 0 se cumple para
todo ndmero real x. Por lo tanto, —(x + 3)> < O si:

x € R.

1d) Al multiplicar ambos miembros por —1 se ob-
tiene x2+ 6x+ 5> 0. Si f{x) = x? + 6x + 5 entonces
las soluciones de la ecuacion f(x) =0sonx=-5y
x =-1; como la gréfica de f se abre hacia arriba,
flx) = 0 se cumple parax <-50x = -1. Por lo
tanto, —x> —6x—5 < 0si:
X € |-o0,=5] U [-1, oo].

1f) La desigualdad —x? + 8x — 16 > 0 solo se cumple
para x =4.

1h) La desigualdad —2x?> — 1 > 0 no tiene solucion.

2a) La grafica de la funcion f es una parabola abier-
ta hacia abajo, corta al eje x en (-2, 0). Luego,
f(x) < 0 se cumple para todo niimero real x.

2c) La grafica de la funcién f es una pardbola que
se abre hacia abajo, corta al eje x en los puntos
(=+/3,0) y (v/3, 0). Luego, f(x) = 0 se cumple para
-V3<x<+3,0sea x € [-3,13].
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3.11 Cuadro de variacion, parte 1*

Problema inicial
Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica:
2x?-x-3>0

Solucién
Se escribe 2x? — x — 3 como producto de binomios:

2x?—x—-3=(x+1)(2x-3)

la desigualdad se convierte en (x + 1)(2x — 3) > 0. Para que este producto sea mayor que cero ambos
binomios deben ser, o bien positivos o bien negativos. Es necesario dividir los nUmeros reales en intervalos
y determinar, en cada intervalo, el sigho de x + 1y de 2x— 3. Los intervalos a considerar se toman con base
a las raices del trinomio, a saber:

(x+1)(2x-3)=0
x+1=0 o 2x-3=0
x=-1 x-i
- T2

Se construye una tabla como la siguiente, cuya linea superior simula la recta numérica donde se colocan los
valores—1y % por ser las raices del trinomio y se coloca cero en la linea vertical donde el factor es cero:

o|w

o -1 o
x+1 J)
2x—3 ()]
(x+1)(2x-3)

Para determinar el signo de cada factor en un intervalo basta tomar un nimero que se encuentre dentro
del mismo y evaluarlo en el factor. Por ejemplo, —2 pertenece al intervalo ]—co0, —1[; entonces si x = -2
resulta—2 + 1 =—1 negativo para el primer factor y 2(—1) — 3 = -5 negativo para el segundo factor. En la tabla
se escriben los signos de los factores:

- g También se puede resol-
x+1 -0 ver la desigualdad lineal
x+ 1 > 0 para determinar
2x -3 - ) los intervalos donde x + 1
es positivo y donde es ne-
(x+1)(2x—3) gativo.

De forma similar se hace para los otros intervalos; la tabla queda de la siguiente manera:

3
—00 -1 7 [e)
x+1 - 0 + +
258=3 - -0+
(x+1)(2x-3)

222




4 1\
Luego, se multiplican los signos de los factores en cada columna, por ejemplo en el intervalo |-co, —1][ los
signos de los factores x + 1y 2x — 3 son “—” y “~” respectivamente, por tanto al multiplicarlos el resultado
serd “+”:

3
—00 -1 2 o)
x+1 -0 + +
2x—3 - -0 +
(x+2)2x=3) | + 0 — 0 +
Los ceros sobre las lineas indican que en ese numero el producto de los factores es igual a cero. Como
interesa cuando (x + 1)(2x— 3) > 0 entonces los valores para x serdn aquellos donde el producto es positivo.
Por lo tanto, 2x* —x—3 =(x+ 1)(2x-=3) >0six € ][-o0,-1[ U ]%, 00[.
En resumen
Si x, y x, son raices del polinomio ax? + bx + ¢, con x, < x, entonces para resolver una desigualdad de la
forma ax? + bx + ¢ > 0 o0 ax? + bx + ¢ < 0 se hace lo siguiente:
1. Se escribe ax? + bx + ¢ = pq, donde p y q son binomios lineales cuyas raices son x, y x,, respectivamente.
2. Se dividen los numeros reales en los intervalos |-, x|, ]x,, x,[ y ]x,, ©].
3. Si n es un numero que pertenece a cualquiera de los tres intervalos descritos en 2 y el valor de p o
q es positivo o negativo al evaluar x = n entonces p o q serd positivo o negativo en todo el intervalo.
4. Se multiplican los signos de p y q en cada intervalo. La solucién seran aquellos intervalos donde el
producto sea positivo para el caso de ax? + bx + ¢ > 0, o negativo para el caso de ax? + bx + ¢ < 0.
A la tabla construida en la solucién del Problema inicial se le llama cuadro de variacion.
P *
roblemas £
1. Resuelve las siguientes desigualdades:
a)2x’—x-1>0 b)3x2+8x—-3<0 c)3x*—8x+4<0
d)2x?+9x+4>0 e)-3x2-4x+15>0 f)—4x>+7x-3<0
g)ex*+x-1<0 h)x>-4x+4>0 i)4x’-1<0
2. Antonio es dueio de una tienda de ropa. Ha estimado que la ganancia diaria en délares en la venta de
camisas estd dado por la funcion f(x) = x> — 14x — 32, donde x es la cantidad de camisas vendidas en un
dia. ¢ Cuantas camisas debe vender Antonio para obtener ganancias y no pérdidas?
J
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Indicador de logro

3.11 Utiliza el cuadro de variacidn para resolver desigualdades cuadraticas.

Pccuencio |

En esta clase se utiliza el cuadro de variacién para
resolver desigualdades cuadraticas de la forma
ax*+bx+c>00ax*+ bx+c<0.Silos estu-
diantes tienen muchas dificultades para resolver
el Problema inicial, el docente debe desarrollar e

Kir explicando paso a paso la Solucién. )

Posibles dificultades

Puede resolver el problema 1a) para explicar nue-
vamente la solucidn de una desigualdad cuadrati-
ca usando en cuadro de variacion.

N J

Solucién de problemas:
1la) 2’ —x—-1=(2x+ 1)(x—1), las raices del trinomio
sonx=-— % yx=1.

|
N|

—00

2x+1 -0 + +

x-1 - -0 +

(2x+1)(x-1) + 0 - 0 +

Luego, 2x’-x—-1>0six € ]—00, —%[ U1, oof.

1c) La desigualdad 3x*—8x + 4 < 0 se cumple para
X € ]%, 2[.

le) La desigualdad — 3x?> — 4x + 15 > 0 se cumple
parax € ]—3, %[ .

1g) La desigualdad 6x? + x — 1 < 0 se cumple para
xe]—l 1
27 3107

1b) 3x? + 8x—3 = (x + 3)(3x—1), las raices del trino-

miosonx=-—3 -1
xX= yx-g. L
—00 -3 3 (o]
x+3 -0+ +
3x—-1 - -0 +

(x+3)(3x-1) + 0 - 0 +

Luego, 3x*+8x—3 < O0six € ]—3, %[

1d) La desigualdad 2x? + 9x + 4 > 0 se cumple para
x € ]~o0, —4[ U ]—% oo[.

1f) La desigualdad — 4x? + 7x— 3 < 0 se cumple para
xe]—w, %[ U]Jl, oof.

1h) La desigualdad x?> — 4x + 4 > 0 se cumple para
X € ]-00,2[ U ]2, oof.

1i) La desigualdad 4x?—1 < 0 se cumple para x € ]— %, %[

2. Obtener ganancia significa que f(x) debe ser mayor que cero. Las raices del trinomio x> — 14x — 32 son

x =-2 vy x = 16; utilizando el cuadro de variacién:

—00

x+2

x—16

(x+2)(x—16)

2 16
-0 + +
- -0 +
+ 0 -0 +

Asi, x*—14x—32 > 0 se cumple para ]—o0, =2 U ]16, oo[. Por el contexto del problema no es posible tener
cantidades negativas, por lo tanto debe vender mds de 16 camisas.
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3.12 Cuadro de variacion, parte 2

Problema inicial

Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica: Deben dejarse todos los términos a un
—6x2>—11x—7 solo lado del simbolo “>".

Solucién
Deben dejarse todos los términos a un solo lado del simbolo “>". Utilizando propiedades de desigualdades
se suma 6x? a ambos miembros de la desigualdad:

—62 + 657> —11x—7 + 6x2
0=>6x2—-11x-7

esta Ultima es equivalente a 6x%> — 11x — 7 < 0. Se factoriza el trinomio como producto de dos binomios
lineales, a saber:

6x?—11x—7=(3x—-7)(2x + 1)

. . , . . 1 7 .. .
De lo anterior se obtienen las raices del polinomio x = — 5 y x = 5. De forma similar a la clase anterior se
construye el cuadro de variacién para determinar los intervalos donde el polinomio es negativo:

_1 z
—00 2 3 o)
3x—7 - - 0 + El simbolo “<” indica que también
deben tomarse en cuenta los
2x+1 -0 + + valores de x para los cuales el
polinomio 6x* — 11x — 7 es igual a
Bx-7)2x+1) | + ¢ — (P + cero.

Entonces, 6x?—11x—-7=(3x-7)(2x+1)<0six € [— % ’ %] Este intervalo también satisface la desigualdad
original.

En resumen
En una desigualdad cuadratica se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sumar o restar un niumero real a ambos miembros no altera la desigualdad.

2. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un nimero real positivo no altera la
desigualdad.

3. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un numero real negativo cambia el sentido
de la desigualdad.

*
Problemasu
1. Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de x si:

a)6x? > 11x-3 b) 1562 +2x <1 c) 31x + 15 > —10x?
d)3x =>-20x2+2 e)—6x2+23x—7=0 f)9x*-25=0
g)x*—-2<0 h)4x?-3<0 x?<1+2x

2. Sean x, y x, las raices del trinomio x2 + bx + ¢ con x, < x,. Utilizando el cuadro de variacién demuestra
que la solucién de la desigualdad x? + bx + ¢ < O es [x,, x,].

©

/
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Indicador de logro

3.12 Aplica propiedades de desigualdades y utiliza el cuadro de variacion para resolver desigualdades cua-

draticas.

Posibles dificultades
En las desigualdades cuadraticas presentadas en Recuerde a los estudiantes que las desigualdades
esta clase deben utilizarse primero propiedades cuadraticas siempre deben llevarse a la forma
de desigualdad para llevarlas a la forma p = 0 ax? + bx + ¢ = 0 (o con los simbolos <, >y <)
donde p es un trinomio de grado 2 (se incluyen para luego factorizar.
los simbolos <, >y <), y luego aplicar lo visto en
la clase 3.11.

\ A\ J

Solucién de problemas:

1a) Al usar propiedades de desigualdades se ob-  1b) Al usar propiedades de desigualdades se ob-

tiene 6x* — 11x + 3 > 0. Las raices del trinomio tiene 15x? + 2x — 1 < 0. Las raices del trinomio
6x2—11x+3sonx=%yx=%: 15x2+2x—1sonx=—%yx=%:
1 3 1 1
—o 3 2 o —o 3 5 o
3x-1 -0 + + 3x+1 -0 + +
2x-3 - -0 + 5x-1 - -0 +
Bx-1)2x-3)| + 0 — 0 + Bx+1)5x-1)| + 0 — 0 +
2 . 1 3 ) . 1 1]
Luego, 6x* > 11x—3six € ]—00, —] U [—, 00[. Luego, 15x? +2x < 1six € [— 3 5|
1c) La desigualdad 31x + 15 > - 10x” se cumple para  1d) La desigualdad 3x > — 2042 + 2 se cumple para
5 3 1
xE]—OO,—?:IU[—E,OOI:. XE-—OO,—%]U[%,OO[.
le) La desigualdad —6x* + 23x — 7 = 0 se cumple  1f) La desigualdad 9x*— 25 > 0 se cumple para
1 7 '
paraxe[g,z . xe_—oo,—%] U[E,OO[.
1g) La desigualdad cuadrética x> — 2 < 0 se cumple  1h) La desigualdad cuadratica 4x?> — 3 < 0 se cumple
27 20

1i) La desigualdad cuadratica x* < 1+ 2x se cumple parax € [1 -\2,1+ \/f].

2. Six, y x, son las raices del trinomio x? + bx + ¢ entonces x? + bx + ¢ = (x — x,)(x — x,); deben encontrarse los
valores de x para los cudles se cumple la desigualdad x*> + bx + ¢ < 0, o sea, (x—x,)(x — x,) < 0. Se observa

lo siguiente:
—00 X, X, e’
e Six < x, también se cumple que x < x,, entonces x —x, Y x — x, x—x, -0 + +
seran numeros negativos. e ~ -«

. 3 oy , . 2
e Six, <x<x,entonces x —x, Sera positivo y x — x, sera negativo.

. . . . (x=—a)(x—2x,) | + - 4) +
e Six, <xentoncesx—x,Yx—x, seran numeros positivos.

Por lo tanto, la solucidn de la desigualdad x*> + bx + ¢ < 0 es [x,, x,].
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3.13 Practica lo aprendido ~

1. Determina si la funcidn fes creciente o decreciente en el intervalo dado, luego escribe el intervalo donde
se encuentran los valores de f{x):

a)fix)=—(x+3)*-5,-7<x<-4 b) flx) =2(x—-2)*—-4;,-1<x<1

2. En cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f{x) si:

a)fix)=—2(x+302+7,-4<x<-1 b) flx)=(x—-5)?-8;1<x<8

3. En el Instituto Nacional Puerto El Triunfo construirdan un huerto escolar en un terreno con forma rectan-
gular, para promover el consumo de frutas y hortalizas, y asi contribuir a la formacién de valores y cono-
cimientos en el cuido del medio ambiente. Si se cuenta con 32 metros de malla para cercar el terreno,
écudles deben ser las dimensiones del terreno para tener la mayor area posible? ¢ Cudl seria el drea para
el huerto escolar?

4. Una sastreria confecciona y distribuye trajes para hombre cuyo precio es de $100.00. Si una tienda de
ropa solicita 50 o mas trajes, entonces el precio se reduce a razén de $0.50 por el nimero pedido. éDe
qué cantidad debe ser el pedido para producir la maxima ganancia para la sastreria? No tomes en cuenta
los costos de produccién.

5. Un proyectil se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo. La altura alcanzada, en metros, después
de x segundos estd dada por la funcién:

flx) ==5x% + 100x.
Calcula la altura maxima que alcanza el proyectil y el tiempo que tarda en llegar al suelo.

6. Encuentra dos numeros enteros cuya suma sea igual a 30 y la suma de sus cuadrados sea minima.
7. Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de f con los ejes de coordenadas
si:

a)flx)=(x—-3)*-9 b) flx)=—(x +5)*+4
c) flx)=2x*—8 d) flx) =3x*+4x—1

8. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)x*+2x-8=>0 b) x*—5x-24<0
c)x*+4x+4<0 d)—%x2+2>0
e)—x*—6x=>10 f) 2% + 15 < 13x
g)-3x2—11x+4>0 h) 5% +3x <8
\_ i)—4x?+20x—9<0 j)x*+3x-5<0 )
\_ J

@ Sugerencia metodolégica



Indicador de logro

3.13 Resuelve problemas correspondientes a aplicaciones de las funciones cuadraticas.

Solucidn de problemas:
1a) flx) =— (x + 3)>—5escrecienteen-7 < x <-4, 1b)flx)=2(x-2)>—4 esdecreciente-1<x <1,y
y—21< flx) < -6. -2 < flx) < 14.

2a) Si flx) =—2(x +3)?+7y—-4 < x <-1entonces 2b)Sif(x)=(x—-5)>*-8y1<x<8entonces
“1<flx)<7. -8 <flx)<8.

3. Tener 32 m de malla para cercar significa que el perimetro del terreno debe medir 32 m. Como la forma es
rectangular, sea x la longitud del largo del terreno y y la longitud del ancho (ambas medidas en metros);
entonces 2x + 2y = 32, o sea, y = 16 — x. Sea f(x) la funcion que calcula el drea del terreno a partir de la
longitud x de su largo; entonces f(x) = x(16 — x) = —x? + 16x. La funcidn f tiene un maximo en el vértice;
al completar cuadrados se tiene: f(x) = —(x — 8)? + 64. Por lo tanto, las dimensiones del terreno deben ser
8 m de largo y 8 m de ancho para tener la mayor area posible, la cual seria de 64 m2.

4. Sea x la cantidad de trajes que confeccionard la sastreria (debe ser mayor o igual a 50 trajes). Como
el precio se reduce a razén de $0.50 por el nimero pedido entonces el precio de cada traje sera de
100 — 0.5x dolares. Sea g(x) la funcién que calcula la ganancia de la sastreria con base en la cantidad x de
trajes solicitados, luego: g(x) = (100 — 0.5x) = —0.5x2 + 100x. La funcidn g tiene un maximo en el vértice;
al completar cuadrados se obtiene: g(x) = —0.5(x — 100)? + 5000. Por lo tanto, deben solicitar 100 trajes a
la sastreria para que esta obtenga la mdxima ganancia.

5. La funcion f(x) = =5x% + 100x tiene un maximo en el vértice; al completar cuadrados se obtiene la expresion
flx) ==5(x — 10)? + 500. Luego, la altura maxima que alcanza el proyectil es de 500 m. Por otro lado, llegar
al suelo indica que la distancia debe ser igual a cero, es decir, f(x) = 0. Las soluciones de la ecuacién cuadra-
tica =5x? + 100x = 0 son x = 0y x = 20 (la primera corresponde al momento cuando se lanzé el proyectil).
Por lo tanto, llegara al suelo después de 20 segundos.

6. Sea x uno de los nimero enteros; el otro serd igual a 30 — x. Si f(x) es la funcidn que calcula la suma de
los cuadrados de ambos niimeros entonces: f(x) = x? + (30 — x)? = 2x? — 60x + 900. Esta funcién tiene un
valor minimo en el vértice, al completar cuadrados se obtiene f{x) = 2(x — 15)? + 450. Por lo tanto, ambos
numeros enteros deben ser igual a 15.

7a) Los puntos de interseccion de la grifica de  7b) Los puntos de intersecciéon de la grafica de

flx) = (x — 3)> =9 con los ejes de coordenadas flx) == (x + 5)* + 4 con los ejes de coordenadas
son (0, 0) y (6, 0). son (0, -21), (-7, 0) y (-3, 0).
7c) Los puntos de interseccion de la grafica de  7d) Los puntos de interseccién de la grafica de
flx) = 2x? — 8 con los ejes de coordenadas son flx) = 3x? + 4x — 1 con los ejes de coordenadas
0,-8), (-2, 0) y (2, 0). 23 o2V
(0,-8), (-2,0)y (2,0) son (0, -1), (- 2 -3, o) y (- 2 + 2L, o).
8a) x?+2x—8=>0se cumplesix € |-00,—4] U [2, o[. 8b) x?>—5x—24 < 0se cumple six € |-3, 8.
8c) x* + 4x + 4 < 0 se cumple si x = -2. 8d) - %xz +2 > 0 se cumple si x € ]-6, \V6][.
8e) — x* — 6x = 10 no tiene solucion. 8f) 2x? + 15 < 13x se cumple six € I %, 5[.
8g)—-3x*—11x+4 >0secumplesix € I—4, %[ 8h) 5x? + 3x < 8 se cumple six € l— %, 1].

. . 29 29
8i) —4x? +20x -9 <Osix€l—oo, lIU %, ool, 8j) x*+3x-5 <05|xel—%—£2,— 3 +£|



