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Unidad 4. Funciones reales

Unidad 6: Proporcionalidad 
directa e inversa (7°)
• Proporcionalidad directa
• Proporcionalidad inversa
• Aplicación de la proporcio-

nalidad

Unidad 5: Resolución de 
triángulos oblicuángulos
• Razones trigonométricas 

de ángulos agudos
• Razones trigonométricas 

de ángulos no agudos
• Resolución de triángulos 

oblicuángulos

Relación y desarrollo

Unidad 4: Funciones reales
• 
• 
• 

• 
• 

Unidad 4: Funciones tras-
cendentales I
• Potencia y raíz n-ésima
• Funciones y ecuaciones 

exponenciales

Unidad 5: Funciones tras-
cendentales II
• 
• Función logarítmica
• Funciones trigonométricas
• 

f(x) = ax3

-

Competencia de la unidad

Tercer ciclo
Primer año de 

bachillerato
Segundo año de 

bachillerato

Unidad 3: Función lineal (8°)
• Función lineal
• Función lineal y ecuación 

de primer grado con dos 
incógnitas

• 
lineal

de la forma y = ax2 + c (9°)
• Función y = ax2

• Función y = ax2 + c
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Lección Horas Clases

1

1  

1

 

1

1  f(x) = a(x – h)2  h > 0 

1 f(x) = a(x – h)2  h < 0

1 f(x) = a(x – h)2 + k

1 f(x) = a(x – h)2 + k

1 f(x) = ax2 + bx

1 f(x) = x2 + bx + c

1 f(x) = ax2 + bx + c

1

2

1 Prueba de las lecciones 1 y 2

1

1  Variación: valor máximo o mínimo

Plan de estudio de la unidad
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Lección Horas Clases

1

1

1 el eje y

1 el eje x

1 ax2 + bx + c a >

1 ax2 + bx + c a > 0

1 a < 0

1

1  

1

1 f(x) = x3

1  Función f(x) = ax3 a > 0

1 f(x) = – ax3 a > 0

1 f(x) = k
x

 y sus desplazamientos

1 h(x) = k
x – p  + q
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Lección Horas Clases

1 f(x) = ax + b
cx + d

1 f(x) = a x

1 f(x) = ax

1

1

1

1  

1

1 Prueba de las lecciones 3 y 4

2 Prueba del segundo periodo
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En esta lección se introduce la notación f(x

-
f(x) = ax2 + c

f(x) = ax2 g(x) = a(x – h)2 + k

-

a(x – h)2 + k

-

Lección 4: Otras funciones

f(x) = ax3 f(x) = k
x

 f(x) = a x y f(x) = ax

f(x) = k
x – p  + q

g(x) = k
x

h(x) = ax + b
cx + d

f(x) = k
x – p  + q.

-
-

x f(x

Puntos esenciales de cada lección
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Encuentra el valor de y correspondiente al valor de x en cada función si:

1.1 Notación de funciones

Dados dos conjuntos A y B, se llama función de A en B a la 
correspondencia que asigna a cada elemento x del conjunto A un 
único elemento y del conjunto B. Para denotar una función de A 
en B se escribe f: A B, al elemento x de A se le llama variable 
independiente o preimagen; mientras que el elemento y de B 
se llama variable dependiente o imagen. Cuando se trata con 
funciones, la variable y se escribe como f(x) y se lee “f de x”.

roblemas

a) y = 5x – 1;  x = –3   b) y = 4x2;  x =    c) y =      + 5;  x = 10x2

2
1
2

a)   y = 5(–3) – 1   b) y = 4    c) y =           + 5
= – 15 – 1
= – 16

= 55
El valor correspondiente a x = –3 
es y = – 16.

x para encontrar y:
(10)2

2

El valor correspondiente a x =      
es y = 1.

1
2 El valor correspondiente a     

x = 10 es y = 55.

=        + 5100
2

Ya se han estudiado dos funciones 
f(x) = ax + b y 

la función f(x) = ax2 + c. Ambas funciones  
son de en pues los valores de x 
y y son números reales. Las funciones 

otras letras, por ejemplo, g(x) o h(x).

Dado un valor particular x = m, para encontrar el valor de f(m) se sustituye x por m en la ecuación de la 
función f.

Encuentra el valor de f(x) en cada caso: 

a) f(x) = – 2x + 7 ;  x =  –5    b) f(x) = 3x2 + 2 ; x = 2

Deben sustituirse los valores de x en la ecuación de la función, según sea el caso. En el primer literal, 
el valor de la función evaluada en x = –5 se representa por f(–5); mientras que en el segundo literal, el 
valor de la función evaluada en x = 2 se representa por f(2).

a) f(–5) = – 2(–5) + 7     b) f(2) = 3(2)2 + 2

= 10 + 7
= 17

= 3(4) + 2
= 14

Por lo tanto, f(–5) = 17.  Por lo tanto, f(2) = 14.

  f(x) NO significa f multiplicado 
por x, sino la función f evaluada 
en x.

1. En cada caso encuentra el valor de f(x), si x toma el valor dado:

2. Dada la función lineal f(x) = 2x – 3, ¿cuál debe ser el valor de x para que f(x) = 5?

3. Dada la función f(x) = 4x2 + 5, ¿cuáles deben ser los valores de x para que f(x) = 11?

a) f(x) = x + 4;  x = 0   b) f(x) = 4x – 6;  x = 1   c) f(x) = –     + 1;  x = 6x
3
x2

2d) f(x) = – 5x2;  x = 3   e) f(x) = x2 + 4;  x = –1   f) f(x) = –      – 2;  x = 2

21
2

= 1

= 4 1
4
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PropósitoSecuencia

f(x x

-
y = ax + b o y = ax2 + c

clase se introduce la notación f(x
g(x) o h(x) en los casos donde 

-

-

-
lizadas en el bloque de Problemas corresponden 

f(x) = ax2 + c -

Solución de problemas:

1a) x = 0 se repre-
senta por f x = 0 en la ecuación 

1c) x

1e) x 1f) x

1d) x

1b) x = 1 se repre-
senta por f x = 1 en la ecuación 

f(x f x

f(0) = 0 + 4
= 4

f(6) = – 1
3

(6) + 1
= –2 + 1
= –1

f(2) = – 1
2

(2)2 – 2

= – 1
2

(4) – 2

= –4

f(1) = 4(1) – 6
= –2

f(3) = – 5(3)2

= – 5(9)
= – 45

f(–1) = (–1)2 + 4
= 1 + 4
= 5

2x – 3 = 5
2x = 8
x = 4

4x2 + 5 = 11
4x2 = 6

x = ± 3
2

f

f

f

x debe ser igual a 4 para 
que se cumpla f(x

x deben ser igual a 
3
2  o – 3

2 .

f

f(2) 

f

2. f(x) = 2x – 3 entonces 2x
esta ecuación de primer grado con una incógnita:

3. f(x) = 4x2 + 5 entonces 4x2 -
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Dadas las funciones f(x) = – 2x y g(x) = 2x2:

de f y g?

f y g? 

f es una línea recta mientras que la de g es una parábola.

1. La función f
x aumenta una unidad (es decir, 

x = 1) entonces f(x f(x x se presenta a 
la derecha.

f o g, según 
sea el caso, en un único punto:

y

x
2 01 1 2 3

1

2

3

1

2

3

y = f(x)

(1, –2)

g

x = –1 entonces g(–1) = 2(–1)2 = 2 y el punto (–1, 2) pertenece 
a la parábola de g; de igual forma si x = 1 entonces g(1) = 2(1)2 = 2 y el 
punto (1, 2) pertenece a la parábola. La gráfica de g(x) = 2x2 se presenta 
a la derecha.

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

1

(1, 2)(–1, 2)

y = g(x)

y

x
2 01 1 2 3

1

2

3

1

2

3

y = f(x)

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

1

y = g(x)
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x se encuentran en un intervalo I, corresponde a 
I corta a la línea en un único punto. A 

.

roblemas

función f o g (según sea el caso) en un único punto.

x le corresponde un único elemento 
y x, si esta recta corta 

x hay un único 
valor para f(x) o g(x).

función (no es necesario encontrar la ecuación de la función):

a)

c) d)

b)
y

x

y

x

y

x

y

x

1
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Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado sobre un pliego de pa-
-
-

rrar una tabla de madera con papel bond y luego 

una cuadrícula con plumón permanente; este re-
-

En esta clase se establece el método denominado 
-

nea trazada en el plano cartesiano corresponde a 

-

Solución de problemas:

Propósito

f(x) = ax2 + c

a)
a la línea en un solo punto:

c) d)

b)
a la línea en un solo punto:

y

x

y

x

y

x

y

x
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1.3 Dominio y rango de una función*

roblemas

f(x) = 3x2 responde lo siguiente:
1. ¿Para qué valores de x f(x)?
2. ¿Cuáles son todos los posibles valores para f(x)?

1. En la ecuación de la función f(x) = 3x2, la variable independiente x puede 
tomar el valor de cualquier número real y siempre será posible encontrar 
su correspondiente f(x). Por lo tanto, f(x) está definida para cualquier 
número real que tome el valor de x.

-
pendiente y = f(x) ocurre cuando x = 0. A medida que x aumenta o dismi-
nuye, el valor de f(x) siempre aumentará (esto lo refleja el hecho de que 
la parábola se abre hacia arriba). Por lo tanto, los valores posibles para 
f(x) son los números reales mayores o iguales a 0, es decir, los números 
pertenecientes al intervalo [0, .

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
y = f(x)

El dominio de una función f se denota por Df  y es el conjunto de todos los números x para los cuales f(x) 
rango de una función f se denota por Rf

f(x).

En el caso de las funciones lineales, tanto el dominio como el rango son el conjunto de los números reales, 
es decir . Mientras que para funciones de la forma f(x) = ax2 el dominio es y el rango depende del valor 
de a:
1. Si a > 0 entonces Rf = [0, .
2. Si a < 0 entonces Rf = ]– , 0].

1. Encuentra el dominio y el rango de cada una de las siguientes funciones:

únicamente este recurso, ¿cuál es el dominio y el rango de la función?

d) f(x) = x2    e) f(x) = 2x2    f) f(x) = – x2

g) f(x) = – 3x2    h) f(x) = 3x2 i) f(x) = – 2x2

a) f(x) =     x + 4   b) f(x) = –10x + 3   c) f(x) = – x – 5   1
3

y

x
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f(x) = ax2

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 

-
-

-
-

f(x) = ax2 + c

f  y Rf para am-

Solución de problemas:

1a) f(x) = 1
3

x

f(x) = ax + b a = 1
3

 y b

Df  =  y Rf  = 

1b) f(x) = –10x
f(x) = ax + b a = –10 y b

Df  =  y Rf  = 

1c)
f(x) = –x
Df  =  y Rf  = 

1d) f(x) = x2 f(x) = ax2  con 
a f  =  y como a > 0 entonces 
Rf  = [ [

1e) f(x) = 2x2

f(x) = ax2  con a  f  =  y como a > 0 
entonces Rf  = [ [

1f) f(x) = –x2

f(x) = ax2  con a f  =  y como a < 0 
entonces Rf  = ]– ]

1g)  f(x) = –3x2  
a f  =  y Rf  = ]– ]

1i)  f(x) = –2x2  a  f  =  y Rf  = ]– ]

1h) f(x) = 3x2  
a f  =  y Rf  = [ [

Propósito

-

2. Sea f(x
x aumenta entonces el 

valor de y f  = [ [ y Rf  = [ [

y

x
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2.1 D

f(x) = 2x2

g(x) = 2x2 + 3 y h(x) = 2x2 – 2. ¿Cuál es el dominio y el 
rango en cada una?

f g y h.

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1

2

y = f(x)

g(x) = 2x2 f(x) = 2x2 tres 
unidades hacia arriba (ver figura de la derecha).

 Es decir, si el vértice de la gráfica de f es (0, 0) entonces el de g será (0, 3); si los 
puntos (–1, 2) y (1, 2) pertenecen a la parábola de f entonces los puntos (–1, 5) 
y (1, 5) pertenecen a la gráfica de g.

 De la gráfica de la función se deduce que: Dg =  y Rg = [3, 

De la gráfica de la función se deduce que: Dh =  y Rh = [–2, 

h(x) = 2x2

f(x) = 2x2 dos unidades hacia abajo.

Es decir, si el vértice de la gráfica de f es (0, 0) entonces el de h será (0, –2); si los 
puntos (–1, 2) y (1, 2) pertenecen a la parábola de f entonces los puntos (–1, 0) y 
(1, 0) pertenecen a la gráfica de h.

g(x) corresponde a un 

f. ¿Hacia dónde 
h?

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1

2

+3

+3

+3

g f

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1

2

–2

–2–2

fh
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roblemas

f(x) = 2x2:
g(x) = 2x2

la gráfica de f(x) = 2x2;

h(x) = 2x2

la gráfica de f(x) = 2x2.

Dada una función f(x) y un número real k diferente de cero, la gráfica de la función g(x) = f(x) + k es un 
desplazamiento vertical de k unidades de la gráfica de f, y: si k >
arriba, y si k <

Si f(x) = ax2 entonces la gráfica de  g(x) = ax2 + k es una parábola con vértice en (0, k), y: 

1. Si a > 0 entonces Rf = [k, .

2. Si a < 0 entonces Rf = ]– , k].

f(x), grafica la función g(x) y encuentra su dominio y 
rango:

a) f(x) = x   y   g(x) = x + 1    b) f(x x   y   g(x x – 3

c) f(x) = x2   y   g(x) = x2 + 2    d) f(x) = –x2   y   g(x x2 – 3

y

x
23 01 1 2 3

1

2

3

1

2

3

y = f(x) y

x
23 01 1 2 3

1

2

3

1

2

3

y = f(x)

y

x
23 01 1 2 3

1

2

3

4

1

2

3

y = f(x) y

x
23 01 1 2 3

1

1

2

3

4

5

6

y = f(x)

2
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g(x) = ax + b o f(x) = ax2 + c

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en papel bond con la 

para resolver el bloque de Problemas); metro o 

-
f(x) = ax2 + c

agrega la determinación del dominio y del rango 

Solución de problemas:
a) f -

g:

c) f -
g:

d) f -
g:

b) f -
g:

g =  y Rg = 

g =  y Rg = [  [ g =  y Rg = ]– ]

g =  y Rg = 

y

x
23 01 1 2 3

1

2

3

1

2

3

y = g(x)
y = f(x)

+1

+1

+1

y

x
23 01 1 2 3

1

2

3

1

2

3

y = f(x)y = g(x)

–3

–3

y

x23 01 1 2 3

1

2

3

4

1

2

3

y = f(x)
y = g(x)

+2

+2

+2

y

x
23 01 1 2 3

1

1

2

3

4

5

6
y = f(x) y = g(x)

–3

–3
–3
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2.2 Función de la forma f(x) = a(x – h)2, h > 0

roblemas

f(x) = 2x2

g(x) = 2(x – 1)2:

g? ¿Cuál es 
el dominio y rango de g?

f para obtener la de g?

x –3 –2 –1 0 1 2 3

f(x) 18 8 2 0 2 8 18

g(x)

g 
es una parábola.

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

3 3

y = f(x)

1. La tabla queda de la siguiente manera:

g son (1, 0), Dg =  y Rg = [0, .

f(x) = 2x2

de g(x) = 2(x – 1)2.

g(0) = f(0 – 1)

= 2
= f(–1)

 se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente g(x) 
es igual al valor de f(x – 1). Por ejemplo, si x = 0:

g se muestra a la derecha.

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

+1 +1

+13 3

y = f(x) y = g(x)

Sean f(x) = ax2, donde a es cualquier número real diferente de cero, y h > 0. La gráfica de la función:

es un desplazamiento horizontal de h unidades hacia la derecha de la gráfica de f. El vértice de la parábola 
es (h, 0), Dg =  y: 

g(x) = f(x – h) = a(x – h)2

1. Si a > 0 entonces Rg = [0, 2. Si a < 0 entonces Rg = ]– , 0].

f(x), grafica la función g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el 
dominio y rango de la función g:

a) f(x) = x ; g(x) = (x – 2)2   b) f(x x ; g(x x – 1)2

c) f(x) = 2x ; g(x) = 2(x – 2)2   d) f(x x ; g(x x – 3)2

x –3 –2 –1 0 1 2 3

f(x) 18 8 2 0 2 8 18

g(x) 32 18 8 2 0 2 8
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g(x) = a(x – h)2 para h > 0 usando desplazamien-
f(x) = ax2

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y resolver los 

-

Similar a cuando se realizaron los desplazamien-
f(x) = ax2 

g(x) = f(x – h) = a(x – h)2

f
h

Solución de problemas:
a) f(x) = x2 dos unidades 

g(x) = (x – 2)2:

c) f(x) = 2x2 dos unidades 

g(x) = 2(x – 2)2

d) f(x) = –2x2 tres unidades 

g(x) = –2(x – 3)2

b) f(x x2 una unidad 

g(x x – 1)2:

 g =  y 
Rg = [

 g =  y 
Rg = [

g =  y 
Rg = ]– ]

g =  y 
Rg = ]– ]

x

y

0123 1 2

2

3

3

4

4

5

6

7

8

9

1

+2+2

+2 +2

+2

y = f(x)

y = g(x) x

y

01
1

2

2

3

3

4

5

6

7

8

9

1 2 3 4
+1

+1

+1 +1

+1

y = f(x) y = g(x)

y

x0123 1

1

2

2

3

3

4

4

5

6

7

8+2 +2

+2

y = f(x) y = g(x) y

x

+3 +3

y = f(x) y = g(x)

01
1

2

2

3

3

4
5

6

7

8

1 2 3 4 5
+3
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2.3 Función de la forma f(x) = a(x – h)2, h < 0

roblemas

f(x) = 2x2

g(x) = 2(x + 1)2:

f para obtener la de g?

x –3 –2 –1 0 1 2 3

f(x) 18 8 2 0 2 8 18

g(x)

g 
es una parábola.

g? ¿Cuál es 
el dominio y rango de g?

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

3 3

y = f(x)

1. La tabla queda de la siguiente manera:

g son (–1, 0), Dg =  y Rg = [0, +

f(x) = 2x2

g(x) = 2(x + 1)2.

g(0) = f(0 + 1)

= 2

= f(1)

 se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente 
g(x) es igual al valor de f(x + 1). Por ejemplo, si x = 0:

g se muestra a la derecha.

y

x
2 01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

–1 –1

–13 3

y = f(x) y = g(x)

Sean f(x) = ax2 donde a es cualquier número real diferente de cero, y h < 0. La gráfica de la función:

es un desplazamiento horizontal de h unidades hacia la izquierda de la gráfica de f. El vértice de la parábola 
es (h, 0), Dg =  y:

g(x) = f(x – h) = a(x – h)2

1. Si a > 0 entonces Rg = [0, 2. Si a < 0 entonces Rg = ]– , 0].

f(x), grafica la función g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el 
dominio y rango de la función g:

a) f(x) = x ; g(x) = (x + 2)2   b) f(x x ; g(x x + 1)2

c) f(x) = 2x ; g(x) = 2(x + 2)2   d) f(x x ; g(x x + 3)2

x –3 –2 –1 0 1 2 3

f(x) 18 8 2 0 2 8 18

g(x) 8 2 0 2 8 18 32

  La ecuación de la función g 
también puede escribirse 
como g(x) = 2[x – (–1)]2.



Indicador de logro

Sugerencia metodológica201

g(x) = a(x – h)2 para h < 0 usando desplaza-
f(x) = ax2

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y resolver los 

-

f(x) = ax2 y 
-

ción g(x) = f(x – h) = a(x – h)2 -
f h 

Solución de problemas:
a) f(x) = x2 -

g(x) = (x + 2)2

b) f(x) = –x2 dos unidades 

g(x x + 1)2

 g =  y 
Rg = [

g =  y 
Rg = ]– ]

x

y

01234 1 2

2

3

3

4

5

6

7

8

9

1
–2

–2

–2 –2

–2

y = f(x)

y = g(x)

x

y

01
1

2

2

34

3

4
5

6

7

8

9

1 2 3
–1

–1

–1 –1

–1

y = f(x)y = g(x)

c) f(x) = 2x2 dos unidades 

g(x) = 2(x + 2)2

 g =  y 
Rg = [

y

x01234 1

1

2

2

3

3

4

5

6

7

8–2 –2

–2

y = f(x)y = g(x)

d) f(x) = –2x2 tres unidades 

g(x) = –2(x + 3)2

g =  y 
Rg = ]– ]

y

x

–3 –3

y = f(x)y = g(x)

01
1

2

2

345

3

4

5

6

7

8

1 2 3
–3
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2.4 Función de la forma f(x) = a(x – h)2 + k, parte 1

roblemas

f(x) = 2(x – 1)2

g1(x) = 2(x – 1)2 + 3 y g2(x) = 2(x – 1)2 – 4. Describe 
f para obtener cada gráfica.

La gráfica de g(x) = f(x) + k 
k unidades de la gráfica de f, hacia arriba si k es positivo y 
hacia abajo si k es negativo. 

y

x
01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

3

1. Ambas funciones son de la forma f(x) + k
verticales de k unidades.

 En el caso de g1(x) = 2(x – 1)2 + 3, k = 3 y por tanto la gráfica de f se 

celeste de la figura de la derecha corresponde a la gráfica de g1. 

 En el caso de g2(x) = 2(x – 1)2 – 4, k f se 

rojo de la figura de la derecha corresponde a la gráfica de g2.

 Mientras que las coordenadas del vértice de la gráfica de la función g2 son 
(1, –4) y además Dg =  y Rg = [–4,  

2 2

2. g1 son (1, 3) y ade-
más Dg =  y Rg = [3, 1

y

x
0

1
1

2

3

4

1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

3

f

+3

–4

g1g2

Sean f(x) = a(x – h)2 donde a y h son números reales cualesquiera, y a es diferente de cero. La gráfica de 
la función:

donde k es un número real, es un desplazamiento vertical de k unidades de la gráfica de f. Si k > 0 el 
k < vértice de la parábola de g 

es (h, k), Dg =  y: 

g(x) = a(x – h)2 + k

1. Si a > 0 entonces Rg = [k, 2. Si a < 0 entonces Rg = ]– , k].

f(x), grafica la función g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el 
dominio y rango de la función g:

a) f(x) = (x – 2) ; g(x) = (x – 2)2 + 3  b) f(x x – 1) ; g(x x – 1)2 + 2
c) f(x) = 2(x + 2) ; g(x) = 2(x + 2)2 – 1  d) f(x x + 3) ; g(x x + 3)2 – 4

f 

1



Indicador de logro

Sugerencia metodológica203

g(x) = a(x – h)2 + k usando desplazamientos 
f(x) = a(x – h)2

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu- f(x) = a(x – h)2 para trazar 

la de g(x) = a(x – h)2 + k usando los desplazamien-

Propósito

f

Solución de problemas:
a) f(x) = (x – 2)2 tres uni-

g(x) = (x – 2)2 + 3:

x

y

01 1 2

2

3

3

4

4

5

6

7

8 9

1

y = g(x) y = f(x)

+3

 g =  y 
Rg = [

g =  y 
Rg = ]– ]

b) f(x x – 1)2 dos uni-

g(x x – 1)2 + 2:

x

y

01
1

2

2

3

3

4
5

6

1

1

2

2

3

y = g(x)

y = f(x)

+2

c) g queda como sigue: d) g queda como sigue:

 g =  y 
Rg = [

g =  y 
Rg = ]– ]

y

x01
1

345 1

1

2

3

4

5

6

7y = g(x)
y = f(x)

–1

y

x

y = g(x)
y = f(x)

01 1
1

2

2

45

3

4

5

6

7

8

–4
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2.5 Función de la forma f(x) = a(x – h)2 + k, parte 2

roblemas

1. La función g es de la forma f(x – h) + k, es decir, combina des-

h = 3 y k = –1:

f -
-

g corresponde a la parábola 

g son (3, –1) y ade-
más Dg =  y Rg = ]–  –1

f(x x2

g(x x – 3)2 – 1. Describe cómo se debe 
f para obtener g.

de la función g.

y

x
011

1

2

3

4

5

6

7

8

2 1 2

1

3 4 5

y = f(x)

y

x
011

1

2

3

4

5

6

7

8

2 1 2

1

3 4 5
+3

–1

+3

–1

y = f(x) y = g(x)

Dada una función f(x) = ax2, donde a es un número real diferente de cero. La gráfica de la función:

h unidades horizontalmente y k unidades verticalmente la gráfica 
de f. El vértice de la gráfica de g es (h, k), Dg =  y: 

g(x) = a(x – h)2 + k

1. Si a > 0 entonces Rg = [k, 2. Si a < 0 entonces Rg = ]– , k].

f(x) y a partir de esta elabora la gráfica de g(x). Encuentra las coordenadas 
del vértice, el dominio y rango de g:

a) f(x) = x ; g(x) = (x + 1)2 + 2   b) f(x) = – x ; g(x x + 3)2 – 3 
c) f(x) = 3x ; g(x) = 3(x – 2)2 + 1  d) f(x) = – 3x ; g(x x – 4)2 – 2
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g(x) = a(x – h)2 + k usando desplazamientos 
f(x) = ax2

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-

-
-

g(x) = a(x – h)2 + k
la de f(x) = ax2

Solución de problemas:

a) h = –1 y k  f se 
-
-

tener la de g: 

c) h = 2 y k f se despla-

de g: 

d) h = 4 y k  f se despla-
-

la de g: 

b) h = –3 y k f se 

obtener la de g: 

x

y

1234 1 2

2

3

3

4

5

6

7

8

9

1

–1

y = f(x)y = g(x)

–1 –1

+2 +2

+2

g =  y 
Rg = [  

g =  y 
Rg = ]– ]

y = f(x)
y = g(x)

–3

–3

–3

–3

–3

x

y

1
1

2

3

4

5

6

7

8

9

23456 10 2 3

–3

x

y

12 10 2

2

3

3 4

4

5

6

7

8

9

1
+2

+2

+1

+1

y = f(x) y = g(x)

 g =  y 
Rg = [

g =  y 
Rg = ]– ]

1
1

2

3

4

5

6

7

8

9

2 10 2 3 4 5 6 x

y
+4

+4

–2

–2y = f(x)

y = g(x)
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2.6 Función de la forma f(x) = ax2 + bx*

roblemas

a) f(x) = x2 – 6x   b) g(x) = – 2x2 – 4x
Completa los cuadrados en las 
ecuaciones de cada función.

f(x) = x2 – 6x + ( 62 )2
 – ( 62 )2

= (x2 – 6x + 32) – 32

= (x – 3)2 – 32

= (x – 3)2 – 9

g(x x2 + 2x)

x + 1)2 – 1]
x + 1)2 + 2

a) Se completa el cuadrado en la ecuación de la función f:

b) De forma similar, se completa el cuadrado en la ecuación de la función g:

La función f es de la forma a(x – h)2 + k: Df = , Rf = [–9, y su gráfica 
es una parábola abierta hacia arriba con vértice en (3, –9) como lo 
muestra la figura de la derecha.

La función g es de la forma a(x – h)2 + k: Dg = , Rg = ]– , 2 y su 
gráfica es una parábola abierta hacia abajo con vértice en (–1, 2) como 
lo muestra la figura de la derecha.

f(x) = (x – 3)2

-
h(x) = x2.

g(x) = –2(x + 1)2

-
h(x) = –2x2.

y

x
0

2

3

4

5

6

7

8

9

1 2 3 4 5 6

1

1
1

y = f(x)

y

x
0

2

3

4

5

6

7

1 2

2

1

1
12334

y = g(x)

En resumen
Dada una función de la forma f(x) = ax2 + bx, esta puede llevarse a la forma a(x – h)2 + k completando 
cuadrados en la ecuación de la función f a > 0 o abierta 
hacia abajo si a < 0.

f, y encuentra las coordenadas del vértice, el 
dominio y rango de la función:

a) f(x) = x2 – 4x   b) f(x) = – x2 + 2x   c) f(x) = 3x2 + 6x

= –2 x2 + 2x + ( 22 )2
 – ( 22)  

x2 + 2x + 12 – 12]
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f(x) = ax2 + bx

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las grá-

-
docente debe desarrollar e ir explicando paso a 

Solución de problemas:

a) f(x) = x2 – 4x: 

b) f(x) = – x2 + 2x: 

c) f(x) = 3x2 + 6x: 

f(x) = (x – 2)2

 f = f = [

f(x) = – (x – 1)2

f = f = ]– ]

f(x) = 3(x + 1)2

f = f = [

Propósito

ax2 + bx
-

= (x2 – 4x + 22) – 22

= (x – 2)2 – 4

f(x) = x2 – 4x +  4
2

   –  4
2

2 2

1
1

2

3

4

1

1

2

2

3

3

4

4

50 x

y
y = f(x)

1
1

2

2

3

4

5

6

7

1

1

2 3 40 x

y

y = f(x)

= – (x2 – 2x + 12) + 12

= – (x – 1)2 + 1

f(x) = – (x2 – 2x) 

= – x2 – 2x + (2
2)2

 – (2
2)2

= 3(x2 + 2x + 12) – 3
= 3(x + 1)2 – 3

f(x) = 3(x2 + 2x) 

= 3 x2 + 2x + (2
2)2

 – (2
2)2

123
1

2

3

1

1

2

3

0 x

y
y = f(x)

y = x2 se desplaza 2 uni-

-
f(x) = (x – 2)2

y = –x2 se desplaza una 

f(x) = –(x – 1)2

y = 3x2 se desplaza una 

-
f(x) = 3(x + 1)2
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2.7 Función de la forma f(x) = x2 + bx + c

roblemas

En resumen

f(x) = x2 – 4x + 9.

Se completa el cuadrado en la ecuación de la función f:

luego la función f se ha reescrito en la forma (x – h)2 + k: Df = ,                        
Rf = [5, y su gráfica es una parábola abierta hacia arriba con vértice 
en (2, 5) como lo muestra la figura de la derecha.

f(x) = (x – 2)2

la derecha y 5 unidades verticalmente hacia arriba de la gráfica de y = x2.

f(x) = x2 – 4x + ( 42 )2
 – ( 42)2

 + 9

= (x2 – 4x + 22) – 22 + 9

= (x – 2)2 – 4 + 9

= (x – 2)2 + 5

y

x
23

10

11

12

13

14

01 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y = x2 y = f(x)

Dada una función de la forma f(x) = x2 + bx + c, esta puede llevarse a la forma (x – h)2 + k completando 
cuadrados en la ecuación de la función f

f
dominio y el rango de la función:

a) f(x) = x2 + 2x – 2      b) f(x) = x2 + 4x + 5 

c) f(x) = x2 – 6x + 7      d) f(x) = x2 – 8x + 18 

y

x
2345 01 1 2 3

1

2

3

4

5

1

2

3

y = x2 y

x
2345 01 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

y = x2

Completa el cuadrado en la 
ecuación de f.
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f(x) = x2 + bx + c

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 

-
la clase se agrega el término independiente; ade-

x2 

Solución de problemas:

a) Se completa el cuadrado en la ecuación de la 
f(x) = x2 + 2x  

c) d)

b) Se completa el cuadrado en la ecuación de la 
f(x) = x2 + 4x + 5: 

f = f = [  f = f = [
y

x
2345 01 1 2 3

1

2

3

4

5

1

2

3

y = x2y = f(x)

= (x2 + 2x + 12) – 1 – 2
= (x + 1)2 – 3

f(x) = x2 + 2x + (2
2)2

 – (2
2)2

 – 2

= (x2 + 4x + 22) – 4 + 5
= (x + 2)2 + 1

f(x) = x2 + 4x + (4
2)2

 – (4
2)2

 + 5

y

x
2345 01 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

y = x2y = f(x)

= (x2 – 6x + 32) – 9 + 7
= (x – 3)2 – 2

f(x) = x2 – 6x + (6
2 )2

 – ( 6
2 )2

 + 7

= (x2 – 8x + 42) – 16 + 18
= (x – 4)2 + 2

f(x) = x2 – 8x + (8
2)2

– (8
2)2

 + 18

y

x
23 01 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

1

2

y = x2 y = f(x)

f = f = [  f = f = [  

y

x
2 01 1 2 3

1

2

3

4

4

5

5

6

6

7

8

y = x2 y = f(x)
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2.8 Función de la forma f(x) = ax2 + bx + c

roblemas

f(x x2 – 12x – 16.

Completa el cuadrado en la 
ecuación de la función f.

Se completa el cuadrado en la ecuación de la función f:

luego, la función f se ha reescrito en la forma a(x – h)2 + k: Df = , 
Rf = ]– , 2 y su gráfica es una parábola abierta hacia abajo con 
vértice en (–3, 2) como lo muestra la figura de la derecha.

La función f(x) = – 2(x + 3)2

unidades verticalmente hacia arriba de la gráfica de y = – 2x2.

f(x) = –2[x2 + 6x] – 16

= –2 x2 + 6x + ( 62 )2
 – ( 62)2

 – 16

x2 + 6x + 32 – 32] – 16

x + 3)2 – 9] – 16

x + 3)2 + 18 – 16

x + 3)2 + 2

y

x
0

2

3

4

5

6

7

1 2

2

1

1

1

25 34

y = –2x2y = f(x)

La función de la forma f(x) = ax2 + bx + c, donde a, b y c son números reales cualesquiera y a es diferente 
de cero se llama función cuadrática.

a(x – h)2 + k completando el cuadrado en la 
ecuación de la función f y, por tanto, su gráfica es una parábola con vértice en el punto (h, k) que se abre 
hacia arriba si a > 0 o hacia abajo si a < 0.

) y el rango 
dependerá del valor de a h, k

1. Si a > 0 entonces Rg = [k, . 2. Si a < 0 entonces Rg = ]– , k].

f, encuentra además las coordenadas del 

a) f(x x2 + 8x – 13     b) f(x) = 3x2 + 12x + 11

c) f(x) = 2x2 – 20x + 44    d) f(x) = –    x2 + x + 1
2

3
2

y rango de la función:
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f(x) = ax2 + bx + c

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las grá-

-

-
-

de la variable x2

Solución de problemas:
a) Se completa el cuadrado en la ecuación de la 

f(x x2 + 8x – 13: 
b) Se completa el cuadrado en la ecuación de la 

f(x) = 3x2 + 12x + 11: 

= – (x2 – 8x + 42) + 42 – 13 = 3(x2 + 4x + 22) – 3(22) + 11
= – (x – 4)2 + 3 = 3(x + 2)2 – 1

f(x) = – (x2 – 8x) – 13 f(x) = 3(x2 + 4x) + 11

= – x2 – 8x + (8
2)2

 – (8
2)2

 – 13 = 3 x2 + 4x + (4
2 )2

 – (4
2)2

 + 11

f = f = ]– ]  f = f = [
y

x
2

4

5

01 1 2 3

1

2

3

4 5 6
1

2

3

y = –x2 y = f(x)

y

x24 01 1 2

3

1

2

4

5

6

7

3

y = 3x2y = f(x)

c) Al completar el cuadrado en la ecuación se ob-
f(x) = 2(x – 5)2

f = 
Rf = [

d)
f(x) = – 1

2
(x – 1)2  

f = 
Rf = ]– ]y

x

4

5

6

01 1 2 3

1

2

4 5 6 7
1

2

3

y = f(x) y

x

4

5

01 1 2 3

1

2

4 5
1

2

2

3

3

y = f(x)

1
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2.9 Condiciones iniciales

roblemas

f en cada caso:
f es (4, 5) y pasa por el punto (2, –7).

2. f es de la forma ax2 + bx

f, por tanto, es conveniente 
escribir la ecuación en la forma:

h y k :

Por lo tanto, la ecuación de la función es f(x) = – 3(x – 4)2 + 5.

Luego, a = 2 y la ecuación de la función es f(x) = 2x2 + 12x.

de forma similar, cuando x = –4, f a encontrado 
en (2), y se despeja el valor de b:

x =2, f(2) = –7. Se sustituye en la ecuación 
anterior y se despeja el valor de a:

f(x) = a(x – h)2 + k    ------------------ (1)

f(x) = a(x – 4)2 + 5

–16 = a(–4)2 + b(–4)
–16 = (b – 10)16 – 4b
–16 = 16b – 160 – 4b
144 = 12b
  12 = b

–10 = a(–1)2 + b(–1)
–10 = a – b
–10 + b = a    ------------------ (2)

    – 7 = a(2 – 4)2 + 5
    – 7 = 4a + 5
 – 12 = 4a

    – 3 = a

2. Las condiciones iniciales indican que f(x) = ax2 + bx. f pasa por el punto (–1, –10), entonces 
cuando x = –1, f a en la forma de la función:

f(x x – 4)2 + 5 también 
puede escribirse como:

f(x) = –3x2 + 24x – 43.

En resumen
Si f a(x – h)2 + k o                                     
ax2 + bx + c. Si en las condiciones iniciales se proporcionan las coordenadas del vértice de la gráfica de f 
entonces conviene escribirla en la forma  a(x – h)2 + k.

f en cada caso:

f

f es (–2, 1) y pasa por el punto (0, 5);
f es (3, –6) y pasa por el punto (4, –8);

c) f es de la forma ax2 + bx 
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Secuencia

-

plantean problemas donde los estudiantes deben 

cual eviten el resolver sistemas de una ecuación 

Solución de problemas:

1a) 
f a(x – h)2 + k f(x) = a(x – h)2 + k

h = –2 y k f(x) = a(x + 2)2 f(0) = 5:

1b)  Similar a 1a) f(x) = a(x – h)2 + k h = 3 y k f(x) = a(x – 3)2

f(4) = –8:

1c) f(x) = ax2 + bx  –12) entonces f(8) = 0 y f(2)  Se 
o con dos incógnitas:

f(x) = (x + 2)2

f(x) = –2(x – 3)2

b = –8 y f(x) = x2 – 8x

b = –1 y f(x) = x2 – x

a(4 – 3)2 – 6 = –8
a(1) – 6 = –8

a = –2

a(0 + 2)2 + 1 = 5
a(4) + 1 = 5

4a = 4
a = 1

a(8)2 + b(8) = 0  8a + b = 0 b = –8a
a(2)2 + b(2) = –12  2a + b = –6  2a – 8a = –6  –6a = –6  a = 1

2. 
   f(x) = ax2 + bx + c f(0) = 2; o sea:

a(0)2 + b(0) + c = 2  c = 2
y f(x) = ax2 + bx  f(–2) = 8 y f(2) 
de primer grado con dos incógnitas:

a(–2)2 + b(–2) + 2 = 8  4a – 2b = 6
a(2)2 + b(2) + 2 = 4  4a + 2b = 2

8a = 8
a = 1

Recomendar a los estudiantes 
que comiencen evaluando el 
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f g
en cada caso:

a) f(x) = x2  y  g(x) = x2 + 3    b) f(x) = – x2  y  g(x) = – x2 + 2

c) f(x) = 2x2  y  g(x) = 2x2 – 1    d) f(x) = – 2x2  y  g(x) = – 2x2 – 3

e) f(x) = 3x2  y  g(x) = 3(x – 4)2   f) f(x) = – 2x2  y  g(x) = – 2(x – 1)2

y

x
23 01 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

y = f(x) y

x
2

2

3

3

4

5

6

01
1

1 2 3

1

2

y = f(x)

y

x
23 01

1

2

3

4

5

6

7

8

1 2 3

y = f(x)

y

x
23 01

1
1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

y = f(x)

y

x01 1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

y = f(x) y

x
23 01

1

2

3

4

5

6

7

8

1 2 3

y = f(x)
2
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Solución de problemas:
a) f(x) = x2 tres unidades 

-
ca de g(x) = x2 + 3:

c) f(x) = 2x2 una unidad 
-

ca de g(x) = 2x2 – 1:

d) f(x) = –2x2 tres unida-

g(x) = –2x2 – 3:

b) f(x) = – x2 dos unidades 
-

ca de g(x) = – x2 + 2:

g 
g =  y Rg = [

g 
g =  y Rg = ]– ]

y

x
23 01 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

y = f(x) y = g(x) y

x
2

2

3

3

4

5

6

01
1

1 2 3

1

2

y = f(x)

y = g(x)

y

x
23 01

1
1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

y = f(x)
y = g(x)

g 
g =  y Rg = [

g 
g =  y Rg = [

g 
g =  y Rg = ]– ]

g 
g =  y Rg = ]– ]

y

x
23 01

1

2

3

4

5

6

7

8

1 2 3

y = f(x) y = g(x)

e) f(x) = 3x2 se desplaza cuatro unida- f) f(x) = –2x2 se desplaza una unidad 

y

x01 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7

8

y = f(x) y = g(x) y

x
23 01

1

2

3

4

5

6

7

8

1 2 3

y = f(x)

y = g(x)
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a) f(x) = 3x2  y  g(x) = 3(x + 2)2    b) f(x) = – 2x2  y  g(x) = – 2(x + 2)2

c) f(x) = x2  y  g(x) = (x – 4)2 + 2    d) f(x) = – x2  y  g(x) = – (x + 1)2 + 3

a) f(x) = – 3x2 + 6x   b) f(x) = 5x2 + 10x   c) f(x) = – x2 – 4x

d) f(x) = x2 – 2x + 2   e) f(x) = x2 + 2x + 2   f) f(x) = x2 – 10x + 23
g) f(x) = – x2 – 4x – 7   h) f(x) = 2x2 – 12x + 13  i) f(x) = – 3x2 – 6x + 2

f

f

f

f

e) f es de la forma ax2 + bx 

f) f es de la forma ax2 + bx 

f pasa por los puntos (–2, 3), (0, –3) y (1, 0).

f
dominio y el rango de la función:

f si:

y

x
2 01 1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

7

8

y

x
01234 1 2

1

2

3

4

5

6

7

8
y = f(x)

y

x
234 01

1

2

3

4

5

6

7

8

1 2

y = f(x)

y

x
2

2

3

3

4

5

01
1

1 2 3

1

2

3

y = f(x)

y = f(x)

f g
rango en cada caso:
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Solución de problemas:
1a) 1b)

1d)

y

x
01234 1 2

1

2

3

4

5

6

7

8

y = f(x)y = g(x) y

x
234 01

1

2

3

4

5

6

7

8

1 2

y = f(x)y = g(x)

Dg = 
Rg = [  

 0)
Dg = 
Rg = [

 0)
Dg = 
Rg = ]– ]

Dg = 
Rg = ]– ]

1c)

2a) f(x) = –3(x – 1)2 + 3; vértice en 
f = f = ]– ]

2g) f(x) = –(x + 2)2 – 3; vértice en 
 f = f = ]– ]

3a) f(x) = ax2  Si 
 2) entonces f(2) = 2:

3c) f(x) = a(x – 3)2  además f(2) 

3e) f(x) = ax2 + bx; además f(2) = 0 y f(–1) = 3:

3g) f(x) = 2x2 + x – 3

3f) f(x) = ax2 + bx; además f(1) = –4 y f(4) = 8:

3d) f(x) = a(x – 2)2 – 5; además f

3b) f(x) = ax2

Si f(–1) = –3 entonces:

f(x) = 1
2 x2 f(x) = –2x2

f(x) = 2(x – 2)2f(x) = 4(x – 3)2

a = 1 y b  lue-
f(x) = x2 – 2x

a = 2 y b = –6; lue-
f(x) = 2x2 – 6x

a(2)2 = 2  4a = 2  a = 1
2

a(–1)2 – 1 = –3  a = –2

a(4 – 2)2 – 5 = 3  4a = 8  a = 2a(2 – 3)2 = 4  a = 4

a(2)2 + b(2) = 0      2a + b = 0
a(–1)2 + b(–1) = 3    a – b = 3

a(1)2 + b(1) = –4    a + b = –4
a(4)2 + b(4) = 8    4a + b = 2

2i) f(x) = –3(x + 1)2 + 5; vértice en 
f = f = ]– ]

2d) f(x) = (x – 1)2 + 1; vértice en 
f = f = [

2e) f(x) = (x + 1)2 + 1; vértice en 
f = f = [

2h) f(x) = 2(x – 3)2 – 5; vértice en 
f = f = [

2f) f(x) = (x – 5)2  vértice en 
f = f = [  

2b) f(x) = 5(x + 1)2 – 5; vértice en 
f = f = [

2c) f(x) = –(x + 2)2 + 4; vértice en 
 f = f = ]– ]

y

x
2

2

3

3

4

5

01
1

1 2 3

1

2

3

y = f(x)

y = g(x)

y = f(x) y

x
2 01 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7

8

y = g(x)
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3.1 Monotonía

roblemas

f(x) = 2(x – 1)2 – 5 y g(x) = – 2(x – 1)2 + 5 responde lo siguiente:
1. Si – 1  x  1, ¿entre cuáles números se encuentran f(x) y g(x)?
2. Si 1  x  3, ¿entre cuáles números se encuentra f(x) y g(x)?

f(x) y g(x): la parábola de f 
es abierta hacia arriba con vértice en (1, –5); mientras que la parábola de g es abierta hacia abajo con 
vértice en (1, 5). En ambas gráficas, sobre el eje x se ha sombreado en verde el intervalo [–1, 1] de los 
valores que toma x.

En f: a medida que x 
aumenta de –1 a 1, f(x) 
disminuye de f(–1) = 3 a 
f(1) = –5.

Luego,  –5  f(x)  3.

En f: a medida que x 
aumenta de 1 a 3, f(x) 
aumenta de f(1) = –5 a 
f(3) = 3.

Luego,  –5  f(x)  3.

En g: a medida que x 
aumenta de –1 a 1, g(x) 
aumenta de g(–1) = –3 a 
g(1) = 5. 

Luego, –3  g(x)  5.

En g: a medida que x 
aumenta de 1 a 3, g(x) 
disminuye de g(1) = 5 a 
g(3) = –3. 

Luego, –3  g(x)  5.

y

x

2

3

4

5

01
1

1 2 3

1

2

3

y = f(x) y

x

2

3
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1 2 3
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5

y = g(x)

y

x
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4

5

01
1

1 2 3
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3

y = f(x) y

x

2

3

01
1

1 2 3

1

2

3

4

5

y = g(x)

Una función f es creciente en un intervalo [x1, x2] si a medida que x aumenta de x1 
a x2 entonces f(x) aumenta de f(x1) a f(x2), es decir, si m y n pertenecen a [x1, x2] 
con m  n entonces f(m)  f(n). Por otro lado f es decreciente en un intervalo 
[x1, x2] si a medida que x aumenta de x1 a x2 entonces f(x) disminuye de f(x1) a f(x2), 
es decir, si m y n pertenecen a [x1, x2] con m  n entonces f(m)  f(n). 

Una función es monótona 
en [x1, x2] si es creciente 
o decreciente en el inter-
valo.

Para cada caso, determina si la función f es creciente o decreciente en el intervalo dado; escribe el intervalo 
donde se encuentran los valores de f(x):

a) f(x) = (x – 5)2; 5  x  7   b) f(x) = – 2x2 + 3; 0  x  2
c) f(x) = – 3(x – 3)2 – 1; 2  x  3  d) f(x) = (x + 2)2 + 3; –5  x  –3

f y g.
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-
res para f(x

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las grá-

-

-
-

blema inicial y en el bloque de Problemas el valor 
de h h k) no pertenece al intervalo 

-

Solución de problemas:
a) f(x) = (x – 5)2:

c) f(x) = – 3(x – 3)2 – 1: d) f(x) = (x + 2)2 + 3:

b) f(x) = – 2x2 + 3:

Si x aumenta de 5 a 7 entonces f(x) aumenta de 0 
f(x) es creciente en [ ] y 0  f(x) 

Si x aumenta de 2 a 3 entonces f(x) aumenta de 
f(x) es creciente en [  3] y 

–4  f(x) 
Si x aumenta de –5 a –3 entonces f(x) disminuye 

f(x) es decreciente en [ ] y 
4  f(x) 

Si x aumenta de 0 a 2 entonces f(x) disminuye de 
f(x) es decreciente en [ ] y 

–5  f(x) 

y

x0

1
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2
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3
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6
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7
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8 9

y = f(x)

y
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1
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2
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3

3

y = f(x)

y

x0 1
–1

–2

–3

–4

–5

–6

–7

2 3 4 5 6

y = f(x)

y

x0 1

1

–1–2–3–4–5–6–7

2

2 3

3

4
5

6

7
8
9

10

11

12 y = f(x)
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U
ni

da
d 

4

U
ni

da
d 

4

3.2 Variación: valor máximo o mínimo

roblemas

f(x) = (x – 1)2 – 4 y g(x) = –x2 – 4x – 1 responde lo siguiente:
1. Si – 1  x  2, ¿entre cuáles números se encuentra f(x)?
2. Si – 4  x  1, ¿entre cuáles números se encuentra g(x)?

f y g.

f(x) 
como se muestra en la figura de la derecha. La parábola es abierta hacia 

2. Primero se escribe g en la forma a(x – h)2 + k completando el cuadrado:

Sobre el eje x [–1, 2]
que toma x. Si x = –1 entonces f(–1) = 0 y si x = 2 entonces f(2) = –3; esto 

 f(x)  0. 

x se ha 
[–4, 1] x. Si x = –4 

entonces g(–4) = –1 y si x = 1 entonces g
máximo de g(x x = –2, es decir, en g(–2) = 3. 
Por lo tanto, –6  g(x)  3.

f(x x = 1, es decir, en 
f(1) = – 4. Por lo tanto, –4  f(x)  0.

g(x) = – (x2 + 4) – 1
= – x2 + 4x + ( 42 )2

 – ( 42 )2
 – 1

= – [x2 + 4x + 22 – 22] – 1
= – [(x + 2)2 – 4] – 1
= – (x + 2)2 + 4 – 1
= – (x + 2)2 + 3 

y

x
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3

4

012
1

1 2 3 4

1
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3

4

y = f(x)

y

x
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3

4

5

6

012345
1

1

1

2

3

y = g(x)

En resumen
f(x) = a(x – h)2 + k y x1  h  x2:

1. Si a > f(x en x = h.
Además si x es un número real tal que x1  x  x2 y f(x1) < f(x2) entonces k  f(x)  f(x2); 
caso contrario si f(x1)  f(x2) entonces k  f(x)  f(x1).

2. Si a < f(x x = h.
Además si x es un número real tal que x1  x  x2 y f(x1) < f(x2) entonces f(x1)  f(x)  k; 
caso contrario si f(x1) > f(x2) entonces f(x2)  f(x)  k.

f(x) si:

a) f(x) = (x – 5)2; 2  x  6   b) f(x) = – 2x2 + 3; –2  x  1
c) f(x) = – 3(x – 3)2 – 1; 2  x  5  d) f(x) = (x + 2)2 + 3; –6  x  0
e) f(x) = 2(x – 6)2 + 1; 4  x  8   f) f(x) = –(x + 4)2 – 2; –6  x  – 2
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f(x x f

Materiales

Propósito

Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel 
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las grá-

-

f 

a  x  b
cumplirá que f(a)  f(x) f(b) o f(b)  f(x) f(a

En esta clase se analiza el rango de valores que 
f(x) cuando 

x -
lor h h k

-
-

para determinar el rango de valores de f

Solución de problemas:
a) f(x) = (x – 5)2  las coordenadas 

 5 

valor mínimo de f(x) se alcanza en x

d) f(x) = (x + 2)2

 3) y –6  –2 -

el valor mínimo de f(x) se alcanza en x

c) f(x) = – 3(x – 3)2 -
 3 

-
ces el valor máximo de f(x) se alcanza en x = 3

e) f f) f

b) f(x) = – 2x2

 0 

valor máximo de f(x) se alcanza en x

f(2) = 9 y f f(2) > f
 f(x) 

f(–6) = 19 y f f(–6) > f
 f(x) 

f(2) = –4 y f f(2) > f
 f(x) 

f(–2) = –5 y f f(–2) < f
 f(x) 

y

x
0 1

1
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2
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3
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4
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5

6

6

7

7

8

8

9

9
y = f(x)

x = 6 y f(4) = f
 f(x) 

x = –4 y f(–6) = f
 f(x) 

y

x0–1
–1

–2

–2

–3

–3

–4

–4

–5

–5

–6

–6

–7

–7

–8

–8

–9

–9
y = f(x)
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3.3 Aplicación: valor máximo*

roblemas

En resumen

f(x) 
en metros sobre el suelo después de x segundos está dada por la función:

la altura máxima?

f(x) = – 5x2 + 10x + 0.5

antes que empiece a descender. 

La función encontrada por los estudiantes que relaciona la distancia sobre el suelo después de x segundos 
f(x) se encuentra en el vértice de la gráfica de la función 

pues el coeficiente de x2 es negativo. Entonces, el problema se reduce a encontrar las coordenadas del 
vértice de la gráfica de f:

f
derecha (solo se toma la parte que queda sobre el eje x pues f(x) debe ser positivo 

de transcurrir 1 segundo.

f(x) = – 5(x2 – 2) + 0.5
= – 5 x2 – 2x + ( 22 )2

 – ( 22)2
 + 0.5

x2 – 2x + 12 – 12] + 0.5

= – 5(x – 1)2 + 5 + 0.5

= – 5(x – 1)2 + 5.5

Valor máximo 
de f

y

x
0 1 2

1

2

3

4

5

y = f(x)

x2 es negativo y se desea conocer 

determinada posición, la distancia en metros de la pelota al suelo después de x segundos está dada por 
la función:

2. Marta colocará un canal en el techo de su casa. Para ello dispone de una hoja 
rectangular metálica cuyos lados deben doblarse para formar el canal. Si la hoja 

lado para que den al canal su mayor capacidad?

f(x) = – 5x2 + 6x + 1.4

x
x

La capacidad será máxima cuando el área de la sección transversal 
de lados x y 40 – 2x sea máxima.
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Secuencia

En esta clase se presentan situaciones problema 

-
-
-

Propósito

los contenidos de la clase anterior con la solución 

Solución de problemas:

1. x2 f(x) = – 5x2 + 6x
después de x f
encuentra completando cuadrados:

2. Sea A(x
lado x x) debe ser máxima; como 

x y altura x entonces:

= –5(x 2

= –5(x 2

f(x) = –5(x2 x

= –5[x2 x 2 2

A(x) = (40 – 2x)x = –2x2 + 40x

A(x) = –2[x2 – 20x + (10)2 – (10)2]
= –2(x – 10)2 + 200

Aclarar a los estudiantes que el 
proceso de completar cuadrados 

decimales; aunque pueden con-
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3.4 Aplicación: valor mínimo*

roblemas

En resumen

En el triángulo rectángulo ABC, ¿cuál debe ser el valor de x para que la longitud 
de la hipotenusa sea mínima? 

A

B

x

4 – x C

Por el teorema de Pitágoras:
AB2 = BC2 + CA2,

además, 0 < x < 4.

:

x y x

La longitud de la hipotenusa AB será mínima cuando AB2 también sea mínima. Sea f(x) = 2x2 – 8x + 16; 
x2

f(x):

]0, 4[
(2, 8). Por lo tanto, para que la longitud de la hipotenusa sea mínima, x debe ser 
igual a 2.

AB2 = BC2 + CA2

AB2 = (4 – x)2 + x2

= 16 – 8x + x2 + x2

= 2x2 – 8x + 16

f(x) = 2(x2 – 4x) + 16

= 2 x2 – 4x + ( 42 )2
 – ( 42)2

 + 16

x2 – 4x + 22 – 22]  + 16

x – 2)2 – 4]  + 16  

= 2(x – 2)2 – 8 + 16

= 2(x – 2)2 + 8

1. Encuentra dos números enteros cuya diferencia sea igual a 20 y su producto sea mínimo.

x x, ¿cuál debe ser el valor de x que 

4x 24 – 4x

24 cm

x2 es positivo y se desea conocer 

y

x
0 4

4

6

8

10

12

14

2

2

Valor mínimo 
de f

y = f(x)
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Secuencia

-

-

Propósito

 los estu-

a(x – h)2 + k para encontrar el valor 
-

Solución de problemas:

1. Sea x x

2. x x y por 
x) ÷ 4 = x  – 4x

 – 4x y por tanto la longitud de su lado es (24 – 4x) ÷ 4 = 6 – x
Sea g(x

Sea f(x

f(x
x2 f

encontrar las coordenadas del mismo:

x = 10 y x – 20  y su producto 

Si se requiere del valor de x que reduzca al mínimo la suma entonces debe encontrarse el valor mínimo de 
g(x x2 g

x

x – (x – 20) = x – x + 20 = 20

f(x) = x(x – 20) = x2 – 20x 

g(x) = 2(x2 – 6x + 32 – 32) + 36
= 2(x2 – 6x + 32) – 2(32) + 36
= 2(x – 3)2 – 18 + 36
= 2(x – 3)2 + 18

g(x) = x2 + (6 – x)2

= x2 + 36 – 12x + x2

= 2x2 – 12x + 36

f(x) = (x2 – 20x + 102) – 102 
= (x – 10)2 – 100 
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3.5 y

roblemas

En general

f con el eje y si:
a) f(x) = (x – 3)2 – 4  b) f(x) = – 2x2 – 12x – 18 

f con el eje y ocurre cuando x = 0, es decir, 
se debe calcular el valor de f(0) y las coordenadas del punto de corte entre 
f y el eje y serán (0, f(0)).

b) De forma similar al literal anterior, encontrar las coordenadas del punto de 
f(x) = – 2x2 – 12x – 18 con el eje y equivale a 

encontrar (0, f(0)):

f(0) = – 2(0)2 – 12(0) – 18
       = – 18  

f(0) = (0 – 3)2 – 4
       = 9 – 4
   = 5

Por lo tanto, el punto de intersección de la gráfica de f(x) = (x – 3)2 – 4 con 
el eje y es (0, 5).

Por lo tanto, el punto de intersección de la gráfica de f(x) = – 2x2 – 12x – 18 
con el eje y es (0, –18).

y

x
0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

f con el eje y

y = f(x)

y

x
0 2 4

2

2
2

4

4

6

6

8

8

10

12

14

16

18

de f con el 
eje y

y = f(x)

f con el eje y son: (0, f(0)). Si f es 
f corta al eje y en un único punto.

f con el eje y:

2. ¿Es posible que una función cualquiera tenga dos intersecciones con el eje y .

a) f(x) = – (x + 4)2 + 6   b) f(x) = 3(x – 2)2 – 10   c) f(x) =     x2

d) f(x) = – 2x2 + 7   e) f(x) = –5(x + 10)2   f) f(x) = 2x2 + 24x + 52

g) f(x) =  – 3x2 + 6x – 11  h) f(x) = x2 – x –    i) f(x) = x2 + 5x + 

1
2

3
4

1
5

La primera coordenada del punto 
f 

con el eje y es igual a cero.
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y

Secuencia

En octavo grado se calcularon las coordenadas del 

lineal con el eje y
-

to de intersección de esta con el eje y sin necesi-

Propósito

-

Solución de problemas:
1a) x = 0:

1c) x = 0: 1d) x = 0:

1e) x = 0:

1g) Similar a los literales anteriores:

1i) Similar a los literales anteriores:

1f) x = 0:

f con el eje y

Las coordenadas del punto de intersección de la 
y

Las coordenadas del punto de intersección de la 
y

Las coordenadas del punto de intersección de la 
y

Las coordenadas del punto de intersección de la 
y

f con el eje y

1b) x = 0:
f(0) = – (0 + 4)2 + 6

f(0) = 1
2

(0)2 f(0) = –2(0)2 + 7

f(0) = –5(0 + 10)2

f(0) = –3(0)2 + 6(0) – 11
= –11

f(0) = 2(0)2 + 24(0) + 52
= 52

f(0) = 3(0 – 2)2 – 10
= – 16 + 6

= 0
= 7

= –5(100)
= –500

= 12 – 10
= – 10 = 2

1h) Similar a los literales anteriores:

f(0) = (0)2 – 0 – 3
4

 = – 3
4

f(0) = (0)2 + 5(0) + 1
5

 = 1
5

3
4

1
5

2. -
ca que a cada elemento x -
co elemento f(x
intersección con el eje y

x = 0 entonces f(0) solo tendrá una 
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3.6 x

En general

f con el eje x si:

a) f(x) = (x – 3)2 – 4          b) f(x) = – 2x2 – 12x – 18           c) f(x) = 3x2 + 2

La segunda coordenada 
del punto de intersección 

f con el 
eje x es igual a cero.

f con el eje x
decir, son de la forma (x, 0). Para encontrar el valor de x se iguala a cero la ecuación de f y se resuelve 

b) De forma similar al literal anterior, se iguala la ecuación de la función f y se resuelve la ecuación 

c) Al igualar a cero la ecuación de la función:

f no corta al eje x

3x2 + 2 = 0

– 2x2 – 12x – 18 = 0
        x2 + 6x + 9 = 0

(x + 3)2 = 0
x + 3 = 0

x = – 3

Por lo tanto, los puntos de intersección de f(x) = (x – 3)2 – 4 con el eje x son (1, 0) y (5, 0).

Por lo tanto, el punto de intersección de f(x) = –2x2 – 12x – 18 con el eje x es (–3, 0).
y

x
0

1

1–1

2

3

4

5

6

y = f(x)

f(x) = (x – 3)2 – 4 

f(x) = –2x2 – 12x – 18 

anterior.

f con el eje x se encuentra 
igualando a cero la ecuación de f

x = x1 y x = x2 f corta al eje x en los puntos 
(x1, 0) y (x2, 0).

x = x1 f corta al eje x en el punto (x1, 0). Este 
f es tangente al eje x. 

f no corta al eje x, es decir, la parábola se en-
cuentra arriba del eje o debajo de este.

f con el eje x:
a) f(x) = 3x2    b) f(x) = – (x + 4)2   c) f(x) =  – (x + 6)2 + 1
d) f(x) = (x – 5)2 – 9   e) f(x) = – (x – 2)2 – 4   f) f(x) = x2 – 2x – 3
g) f(x) = 3x2 + 9x – 30   h) f(x) = 1

2 x2 – 3   i) f(x) = 2x2 – 12x + 23

(x – 3)2 – 4 = 0
        (x – 3)2 = 4
          x – 3 = ± 2
                x = 3 ± 2          x = 1 y x = 5
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eje x

Secuencia

En esta clase se calculan las coordenadas del pun-
f 

con el eje x -
te para interpretar la solución de la desigualdades 

Propósito

-

Solución de problemas:
a) Se resuelve 3x2 = 0:

c)  Se resuelve – (x + 6)2 + 1 = 0:

e)  Se resuelve – (x – 2)2 – 4 = 0:

g) Se resuelve 3x2 + 9x – 30 = 0:

i) Si se calcula el discriminante de la ecuación 2x2 – 12x + 23 = 0 se obtiene lo siguiente:

h) Se resuelve 1
2

x2 – 3 = 0:

1
2

x2 = 3      x2 = 6
x = ± 6

f)  Se resuelve f(x) = x2 – 2x – 3 = 0:

d)  Se resuelve (x – 5)2 – 9 = 0:

b)  Se resuelve – (x + 4)2 = 0:
3x2 = 0  x = 0

(x + 6)2 = 1
x + 6 = ± 1
x = –6 ± 1      x = –7 y x = –5

(x – 2)2 = –4 (x + 1)(x – 3) = 0
x + 1 = 0      o    x – 3 = 0

x = 3x = –1

3(x + 5)(x – 2) = 0
3(x2 + 3x – 10) = 0

x + 5 = 0      o    x – 2 = 0
x = 2x = –5

(x – 5)2 = 9
x – 5 = ± 3
x = 5 ± 3      x = 2 y x = 8

(x + 4)2 = 0  x + 4 = 0
x = –4

f(x) = 3x2 con el eje x

de f(x) = – (x + 6)2 + 1 con el eje x

f(x) = – (x – 2)2 – 4 no 
corta al eje x

f(x) = (x – 5)2 – 9 con el eje x  

f(x) = x2 – 2x – 3 con el eje x

f(x) = – (x + 4)2 con el eje x

-
ca de f(x) = 3x2 + 9x – 30 con el eje x

 

 < 0 y la ecuación 2x2 – 12x + 23 
f(x) = 2x2 – 12x + 23 no corta al eje x

f(x) = 1
2

x2 – 3 con el eje x son (– 6 6

 = (–12)2
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3.7 ax2 + bx + c  0, a > 0, parte 1*

En general

Determina todos los valores de x
x2 + 2x – 3  0

x2 + 2x – 3 = 0
(x + 3)(x – 1) = 0
x + 3 = 0     o     x – 1 = 0

x = –3       x = 1

x ]– , –3] [1, [

Sea f(x) = x2 + 2x – 3; deben determinarse los valores de x para los cuales f(x) es igual o mayor que cero, es 
decir, los puntos donde la gráfica de f corta al eje x o está arriba de este. Se encuentran las intersecciones 
con el eje x resolviendo la ecuación cuadrática f(x) = 0:

La gráfica de f corta al eje x en los puntos (–3, 0) y (1, 0). Como el coeficiente 
de x2 es positivo la parábola se abre hacia arriba como lo muestra la figura 
de la derecha.

Se observa lo siguiente: f(x)  0 se cumple para x  –3 o x  1; la desigualdad 
x  –3 denota al intervalo ]– , –3]; mientras que, x  1 al intervalo [1, + . 
La solución x  –3 o x 

El símbolo “ ” indica que el valor de x está en el primer intervalo o en el segundo.

x 

f(x)  0

x  1

y

x3 0 1

Resolver una desigualdad de la forma ax2 + bx + c  0 con a > 0 significa encontrar todos los valores de x 
para los cuales ax2 + bx + c  0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax2 + bx + c entonces f(x)  0 significa 
gráficamente encontrar los valores de x para los cuales la parábola de f corta o se encuentra arriba del eje x.

f corta al eje x en dos puntos (x1, 0) y (x2, 0), con x1 < x2, entonces f(x)  0 se cumple para      
x  x1 o x  x2 x  ]– , x1] x2, .

1. Para cada caso encuentra los valores de x :

a) x2 – 4  0    b) 4x2 – 9  0    c) 2x2 + 4x  0
d) x2 – 10x + 21  0   e) x2 + x – 20  0   f) x2 + 7x + 6  0
g) x2 – 4x – 45  0   h) x2 – 8  0    i) 9x2 – 5  0

f que se muestra  a la 
derecha, determina los valores de x para los cuales se cumple f(x)  0:

y

x
3 0 3

y = f(x)
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f(x) f -
x

Secuencia

-

f(x) f
-
-

Propósito

-
ax2 + bx + c 

donde a > 0 y la ecuación ax2 + bx + c = 0 tiene 

Solución de problemas:
1a) Sea f(x) = x2 – 4; se encuentran las intersecciones 

f con el eje x resolviendo f(x) = 0:

1c) Sea f(x) = 2x2 + 4x; se resuelve f(x) = 0:

1e) Sea f(x) = x2 + x – 20; se resuelve f(x) = 0:

1g) La desigualdad x2 – 4x – 45  0 se cumple para 
x  –5 o x 

1h) x2 – 8  0 se cumple para x  –2 2 o x  2 2
usando intervalos se escribe:

1f) Sea f(x) = x2 + 7x + 6; se resuelve f(x) = 0:

1d) Sea f(x) = x2 – 10x + 21; se resuelve f(x) = 0:

1b) Sea f(x) = 4x2 – 9; similar a 1a) se resuelve la 
ecuación f(x) = 0:

f corta al eje x

la desigualdad f(x) = x2 – 4  0 se cumple para 
x  –2 o x 

desigualdad f(x) = 2x2 + 4x  0 se cumple para 
x  –2 o x 

desigualdad f(x) = x2 + x – 20  0 se cumple para 
x  –5 o x 

desigualdad f(x) = x2 + 7x + 6  0 se cumple para 
x  –6 o x 

desigualdad f(x) = x2 – 10x + 21  0 se cumple 
para x  3 o x 

desigualdad f(x) = 4x2 – 9  0 se cumple para 
x  – 3

2  o x  3
2

2x2 + 4x = 0      2x(x + 2) = 0
2x = 0      o    x + 2 = 0
x = 0 x = –2

x2 – 4 = 0      x2 = 4
x = ±2

4x2 – 9 = 0      x2 = 9
4

x = ± 3
2

x ]– ] [ [ x – 3
2

  3
2

x ]– ] [ [

x ]– ] [ [

x ]– ] [ [

x ]– ] [ [

x ]– 2] [2 2 [

x ]– ] [ [

x2 – 10x + 21 = 0      (x – 3)(x – 7) = 0
x – 3 = 0      o    x – 7 = 0

x = 3 x = 7

x2 + x – 20 = 0      (x + 5)(x – 4) = 0
x + 5 = 0      o    x – 4 = 0

x = –5 x = 4

x2 + 7x + 6 = 0      (x + 6)(x + 1) = 0
x + 6 = 0      o    x + 1 = 0

x = –6 x = –1

2. f(x)  0 se cumple para –3  x x [ ]

1i) La desigualdad 9x2 – 5  0 se cumple para x  – 
3
5 o x  

3
5

x –
3
5  

3
5
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3.8 ax2 + bx + c  0, a > 0, parte 2

En general

Determina todos los valores de x :

a) x2 – 6x + 9 > 0   b) x2 – 2x + 2 > 0

a) Sea f(x) = x2 – 6x + 9; de forma similar a la clase anterior, resolver f(x) = x2 – 6x + 9 > 0 equivale a 
encontrar los valores de x para los cuales la gráfica de f queda arriba del eje x
incluirse los puntos donde f(x) = 0 ya que la desigualdad es estricta, sin embargo deben encontrarse 
las intersecciones con el eje x:

x2 – 6x + 9 = 0
(x – 3)2 = 0

x – 3 = 0
x = 3

La gráfica de f corta al eje x en el vértice (3, 0) y es una parábola que se 
abre hacia arriba como lo muestra la figura de la derecha. Se cumple lo 
siguiente: f(x) es positivo para cualquier número real x diferente de 3.

x ]– , 3[ ]3, [.

Por lo tanto, x < 3 o x >

y

x
0 3

x < 3 x > 3

f(x) > 0

cuadrado para llevar a la forma a(x – h)2 + k se obtiene:

x, por 
lo tanto f(x) > 0 para todo número real x.

b) Sea f(x) = x2 – 2x f con el eje x

x2 – 2x + 2 = 0

f(x) = (x2 – 2x) + 2

= x2 – 2x + ( 22 )2
 – ( 22)2

 + 2

= (x2 – 2x + 12 – 12) + 2
= (x – 1)2 + 1

y

x
0 1

1

Para cada caso encuentra los valores de x
a) 2x2 > 0    b) x2 – 4x + 6 > 0   c) x2 + 4x + 4 > 0

d) x2 – 14x + 49  0   e) x2 + 2x + 3  0   f)     x2  01
3

f corta al eje x h, 0) entonces f(x) > 0 se cumple para x < h 
o x > h x  ]– , h[ h, .

f NO corta al eje x entonces f(x) > 0 se cumple para todo número real x, es decir, la 
gráfica de f queda arriba del eje x.

Dada la desigualdad ax2 + bx + c > 0, con a > 0; al denotar por f(x) = ax2 + bx + c:
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f(x) f -
x

Secuencia

-
ax2 + bx + c 

la ecuación ax2 + bx + c = 0 tiene una o ninguna 

Propósito

-

Solución de problemas:

a) Sea f(x) = 2x2  el punto de intersección entre la 
f y el eje x

desigualdad f(x) = 2x2 > 0 se cumple para x < 0 o 
x >

c) Sea f(x) = x2 + 4x + 4; el punto de intersección 
f y el eje x

 -
x2 + 4x + 4 > 0 se cumple para 

x < –2 o x >  en notación de intervalo se es-
cribe:

e) Sea f(x) = x2 + 2x
-

arriba entonces no corta al eje x
desigualdad f(x) = x2 + 2x + 3  0 se cumple para 

x

f) Sea f(x) = 1
3

x2  

desigualdad 1
3

x2 -
ro real x

d) Sea f(x) = x2 – 14x + 49; el punto de intersección 
f y el eje x

la desigualdad f(x) = x2 – 14x + 49  0 se cumple 
x

b) Sea f(x) = x2 – 4x  f es 
-

por tanto no corta al eje x
f(x) = x2 – 4x + 6 >
real x

-
to: sea f(x) = x2 – 4x  para determinar las in-
tersecciones con el eje x se resuelve la ecuación 
x2 – 4x

 <
x

f
ces la desigualdad x2 – 4x + 6 > 0 se cumple para 

x

-
to: si x = 0 entonces 2x2

x2 siempre será 
x2 > 0 se 

cumple para x < 0 o x >

x ]– [ ] [

x ]– [ ] [

 = (–4)2 – 4(1)(6) 
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3.9 ax2 + bx + c  0, a > 0

En general

Determina todos los valores de x :

a) x2 + 2x – 3  0  b) x2 – 6x + 9  0    c) x2 – 2x + 2 < 0
de la clase anterior.

a) Sea f(x) = x2 + 2x – 3; ahora deben encontrarse los valores de x para los cuales 
la gráfica de f queda debajo del eje x, incluyendo los puntos donde f(x) = 0.

b) Sea f(x) = x2 – 6x + 9; en la clase anterior se llegó a f(x) = (x – 3)2, cuya 
gráfica se muestra a la derecha; se deben encontrar los valores de x para los 
cuales f(x) es menor o igual a cero. La parábola de la función queda siempre 
arriba del eje x, y es igual a cero en el vértice de la parábola. Por lo tanto, la 
desigualdad:

c) Sea f(x) = x2 – 2x + 2; en la clase anterior se concluyó que f(x) > 0 para todo número real x, es decir, la 
gráfica queda totalmente arriba del eje x. Por lo tanto, f(x) = x2 – 2x + 2 < 0 no tiene solución.

se cumple únicamente para x = 3.

La parábola de la función se muestra a la derecha, en ella se observa que   
f(x)  0 si –3  x 

x [–3, 1].

 x  1

f(x)  0

y

3 0 1
x

y

x
0 3f(x) = (x – 3)2  0

Resolver una desigualdad de la forma ax2 + bx + c  0, con a > 0, significa encontrar todos los valores de x 
para los cuales ax2 + bx + c  0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax2 + bx + c, entonces f(x)  0 significa 
gráficamente encontrar los valores de x para los cuales la parábola de f corta o se encuentra debajo del eje 
x. Para ello se encuentran las intersecciones de la gráfica de la función con el eje x:

f corta al eje x en dos puntos (x1, 0) y (x2, 0), con x1 < x2, entonces f(x)  0 se cumple 
para x1  x  x2 x x1, x2].

f corta al eje x h, 0) entonces f(x)  0 se cumple solo para        
x = h.

f no corta al eje x entonces f(x)  0 no tiene solución.

En las desigualdades de la forma ax2 + bx + c < 0 NO deben incluirse los puntos donde f(x) = 0; para el 
numeral 2, f(x) < 0 no tiene solución.

Para cada caso encuentra los valores de x

a) x2 – 4  0    b) x2 + 2x  0    c) x2 – 10x + 21 < 0
d) x2 + 8x + 15 < 0   e) 2x2  0    f) x2 – 10x + 25 < 0
g) x2 – 4x – 3  0   h) x2 + 2x – 8 < 0   i) x2 + 8  0 
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f(x) f -

Secuencia

-
ma ax2 + bx + c a

f(x) = ax2 + bx + c
f puede tener 

eje x

Propósito

Solución de problemas:
a) Sea f(x) = x2 – 4; los puntos de intersección con el 

eje x   
f(x) = x2 – 4  0 se cumple 

para –2  x  en notación de intervalo:

c) Sea f(x) = x2 – 10x + 21; los puntos de intersección 
con el eje x

f(x) = x2 – 10x + 21 < 0 se 
cumple para 3 < x <

g) Sea f(x) = x2 – 4x – 3; los puntos de intersección 
con el eje x son (2 – 7 7 -

x2 – 4x
la desigualdad f(x) = x2 – 4x – 3  0 se cumple 
para 2 – 7  x  2 + 7

h) Sea f(x) = x2 + 2x – 8; los puntos de intersección 
con el eje x  

f(x) = x2 + 2x – 8 < 0 se 
cumple para –4 < x <  en notación de intervalo:

i) Sea f(x) = x2 f
intersección con el eje x f(x) = x2 + 8 

e) Sea f(x) = 2x2  el punto de intersección con el eje 
x

f(x) = 2x2  0 se cumple para x

f) Sea f(x) = x2 – 10x + 25; el punto de intersec-
ción con el eje x -

f(x) = x2 – 10x + 25 <

d) Sea f(x) = x2 + 8x + 15; los puntos de intersección 
con el eje x

f(x) = x2 + 8x + 15 < 0 
se cumple para –5 < x < -
valo:

b) Sea f(x) = x2 + 2x; los puntos de intersección con 
el eje x  

f(x) = x2 + 2x  0 se cumple 
para –2  x 

x [  2]

x ] [

x ] [

x [  0]

x ] [

x [2 – 7 7]
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3.10 a < 0

En general

Determina todos los valores de x :

– x2 + 4x – 3 < 0.
Si a < b y c < 0 entonces ac > bc

hace que el símbolo “menor que” cambie a “mayor que”:

La desigualdad (1) se resuelve como lo visto en las clases anteriores. Primero se encuentran las intersecciones 
de f(x) = x2 – 4x + 3 con el eje x:

Entonces, x2 – 4x + 3 > 0 si x < 1 o x > 3. Esta solución satisface también la desigualdad original:

Por lo tanto, x  ]– , 1[ ]3, [.

(– x2 + 4x – 3)(–1) > 0(–1)
 x2 – 4x + 3 > 0   ----------------- (1)

x2 – 4x + 3 = 0
(x – 1)(x – 3) = 0
x – 1 = 0     o     x – 3 = 0
     x x = 3

– x2 + 4x – 3 < 0.

A las desigualdades de la forma:

donde a es cualquier número real diferente de cero, se les llama 
incógnita. Si a > 0 entonces su solución está dada como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9; si a < 0 entonces se 

a) ax2 + bx + c  0  b) ax2 + bx + c  0           c) ax2 + bx + c > 0    d) ax2 + bx + c < 0

1. Para cada caso encuentra los valores de x

f en cada caso, encuentra los valores de x

x2 + 2x + 15 x + 3)2 x2 + 1  0
x2 – 6x – 5 x2 + 4x – 3 > x2 + 8x – 16  0
x2 – 4x – 4 < x2 – 1 > x2 + 5 > 0 

a) f(x)  0    b) f(x) < 0    c) f(x)  0 
y

2 0
x

y = f(x)

y

0
x

y = f(x)

y

0
x

y = f(x)

3
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x2 es 

Secuencia

En esta clase se resuelven desigualdades cuadrá-
x2 -

ca la propiedad de desigualdad sobre multiplicar 

Propósito

En el numeral 1 del bloque de Problemas no es 

-

Solución de problemas:
1a) -

x2 – 2x – 15 f(x) = x2 – 2x – 15 en-
tonces las soluciones de la ecuación f(x) = 0 son 
x = –3 y x f

f(x)  0 se cumple para x  –3 o x 
x2 + 2x + 15  0 si:

1d) -
x2 + 6x + 5 f(x) = x2 + 6x + 5 entonces 

las soluciones de la ecuación f(x) = 0 son x = –5 y 
x f
f(x)  0 se cumple para x  –5 o x 

x2 – 6x – 5  0 si:

1c) -
x2 – 1 f(x) = x2 – 1 entonces las 

soluciones de la ecuación f(x) = 0 son x = –1 y 
x f
f(x)  0 se cumple para –1  x 

x2 + 1  0 si:

1e) x2 + 4x – 3 = –2(x – 1)2

x2 + 4x – 3 >

1g) x2 – 4x – 4 < 0 se cumple para 
x < –2 o x > x  ]– [ ] [

1i) x2 + 5 > 0 se cumple para 
– 5 < x < 5 x  ]– 5 5[

1h) x2 – 1 >

2a) f es una parábola abier-
x

f(x) x

2b) f es una parábola abierta 
x

f(x) < x

2c) f es una parábola que 
x en los puntos 

(– 3 3 f(x)  0 se cumple para 
– 3  x  3 x  [– 3 3]

1f) x2 + 8x – 16  0 solo se cumple 
para x

1b) -
x + 3)2 f(x) = (x + 3)2 entonces su 

f(x)  0 se cumple para 
x x + 3)2  0 si:

x  ]– ] [ [

x  ]– ] [ [x  [ ]

x2

x (como en 

x2

x  
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3.11 Cuadro de variación, parte 1*

2x2 – x – 3 = (x + 1)(2x – 3)

Se escribe 2x2 – x – 3 como producto de binomios:

la desigualdad se convierte en (x + 1)(2x – 3) > 0. Para que este producto sea mayor que cero ambos 

y determinar, en cada intervalo, el signo de x + 1 y de 2x – 3. Los intervalos a considerar se toman con base 
a las raíces del trinomio, a saber:

Para determinar el signo de cada factor en un intervalo basta tomar un número que se encuentre dentro 
del mismo y evaluarlo en el factor. Por ejemplo, –2 pertenece al intervalo ]– , –1[; entonces si x = –2 

se escriben los signos de los factores:

(x + 1)(2x – 3) = 0
x + 1 = 0     o     2x – 3 = 0

x = –1          x = 3
2

Se construye una tabla como la siguiente, cuya línea superior simula la recta numérica donde se colocan los 
3
2

3
2

x + 1

2x – 3

(x + 1)(2x – 3)

– –1

0

0

3
2

x + 1 –

2x – 3 –

(x + 1)(2x – 3)

– –1

0

0

De forma similar se hace para los otros intervalos; la tabla queda de la siguiente manera:

3
2

x + 1 – + +

2x – 3 – – +

(x + 1)(2x – 3)

– –1

0

0

También se puede resol-
ver la desigualdad lineal 
x + 1 > 0 para determinar 
los intervalos donde x + 1 

-

2x2 – x – 3 > 0
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En resumen

]– , –1[ los 
signos de los factores x + 1 y 2x
será “+”:

Los ceros sobre las líneas indican que en ese número el producto de los factores es igual a cero. Como 
interesa cuando (x + 1)(2x – 3) > 0 entonces los valores para x serán aquellos donde el producto es positivo.

3
2

x + 1 – + +

2x – 3 – – +

(x + 1)(2x – 3) + – +

– –1

0

0

0 0

Por lo tanto, 2x2 – x – 3 = (x + 1)(2x – 3) > 0 si x  ]– , –1[  3
2

, .

Si x1 y x2 son raíces del polinomio ax2 + bx + c, con x1 < x2 entonces para resolver una desigualdad de la 
forma ax2 + bx + c > 0 o ax2 + bx + c < 0 se hace lo siguiente:

A la tabla construida en la solución del Problema inicial se le llama cuadro de variación.

1. Se escribe ax2 + bx + c = pq, donde p y q son binomios lineales cuyas raíces son x1 y x2, respectivamente.

2. Se dividen los números reales en los intervalos ]– , x1[, ]x1, x2[ y ]x2, .

3. Si n es un número que pertenece a cualquiera de los tres intervalos descritos en 2 y el valor de p o 
q x = n entonces p o q

4. p y q en cada intervalo. La solución serán aquellos intervalos donde el 
ax2 + bx + c > 0, o negativo para el caso de ax2 + bx + c < 0.

1. Resuelve las siguientes desigualdades:

camisas está dado por la función f(x) = x2 – 14x – 32, donde x
día. ¿Cuántas camisas debe vender Antonio para obtener ganancias y no pérdidas?

a) 2x2 – x – 1 > 0   b) 3x2 + 8x – 3 < 0   c) 3x2 – 8x + 4 < 0

d) 2x2 + 9x + 4 > 0   e) – 3x2 – 4x + 15 > 0   f) – 4x2 + 7x – 3 < 0

g) 6x2 + x – 1 < 0   h) x2 – 4x + 4 > 0   i) 4x2 – 1 < 0



Indicador de logro

244

Secuencia

En esta clase se utiliza el cuadro de variación para 

ax2 + bx + c > 0 o ax2 + bx + c < -

Puede resolver el problema 1a) para explicar nue-
-

Solución de problemas:
1a) 2x2 – x – 1 = (2x + 1)(x

son x = – 1
2

 y x
1b)  3x2 + 8x – 3 = (x + 3)(3x -

mio son x = – 3 y x = 1
3

1h) La desigualdad x2 – 4x + 4 > 0 se cumple para 
x  ]– [  ]  

2x + 1 – + +

x – 1 – – +

(2x + 1)(x – 1) + – +

– 1
1
2

–

0

0

0 0

x + 3 – + +

3x – 1 – – +

(x + 3)(3x – 1) + – +

– –3
1
3

0

0

0 0

x2 – x – 1 > 0 si x  – 1
2

 1

1d)  La desigualdad 2x2 + 9x + 4 > 0 se cumple para 
x  ]– [  – 1

2
 

1f)  La desigualdad – 4x2 + 7x – 3 < 0 se cumple para 
x  – 3

4
   ]1  

x2 + 8x – 3 < 0 si x  1
3

1c)  La desigualdad 3x2 – 8x + 4 < 0 se cumple para 
x  2

3

1e)  La desigualdad – 3x2 – 4x + 15 > 0 se cumple 
para x   5

3

1g) La desigualdad 6x2 + x – 1 < 0 se cumple para 
x  – 1

2
1
3

1i) La desigualdad 4x2 – 1 < 0 se cumple para x  1
2

1
2

2. f(x x2 – 14x – 32 son 
x = –2 y x = 16; utilizando el cuadro de variación:

x2 – 14x – 32 > 0 se cumple para ]– [  ]

x + 2 – + +

x – 16 – – +

(x + 2)(x – 16) + – +

– 16–2

0

0

0 0
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3.12 Cuadro de variación, parte 2

– 6x2  – 11x – 7
Deben dejarse todos los términos a un 
solo lado del símbolo “ ”.

Deben dejarse todos los términos a un solo lado del símbolo “
se suma 6x2 a ambos miembros de la desigualdad:

x2 – 11x – 7 
lineales, a saber:

Entonces, 6x2 – 11x – 7 = (3x – 7)(2x + 1)  0 si x                  . Este intervalo también satisface la desigualdad 
original.

1
2

7
3– ,

7
3

3x – 7 – – +

2x + 1 – + +

(3x – 7)(2x + 1) + – +

–
1
2–

0

0

0 0

De lo anterior se obtienen las raíces del polinomio x = –     y x =    . De forma similar a la clase anterior se 
construye el cuadro de variación para determinar los intervalos donde el polinomio es negativo:

7
3

1
2

El símbolo “ ” indica que también 
deben tomarse en cuenta los 
valores de x para los cuales el 
polinomio 6x2 – 11x – 7 es igual a 
cero.

0  6x2 – 11x – 7

– 6x2 + 6x2  – 11x – 7 + 6x2

6x2 – 11x – 7 = (3x – 7)(2x + 1)

En resumen
En una desigualdad cuadrática se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sumar o restar un número real a ambos miembros no altera la desigualdad.

desigualdad.

de la desigualdad.

1. Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de x si:

2. Sean x1 y x2 las raíces del trinomio x2 + bx + c con x1 < x2

que la solución de la desigualdad x2 + bx + c  0 es [x1, x2].

a) 6x2  11x – 3   b) 15x2 + 2x  1   c) 31x + 15  –10x2

d) 3x x2 + 2   e) – 6x2 + 23x – 7  0   f) 9x2 – 25  0

g) x2 – 2  0    h) 4x2 – 3  0    i) x2  1 + 2x 
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p  0 
donde p es un trinomio de grado 2 (se incluyen 
los símbolos > y <

Recuerde a los estudiantes que las desigualdades 

ax2 + bx + c  0 (o con los símbolos > y <) 

Solución de problemas:
1a)  Al usar propiedades de desigualdades se ob-

x2 – 11x + 3 
6x2 – 11x + 3 son x = 1

3
 y x = 3

2
:

1g) La desigualdad cuadrática x2 – 2  0 se cumple 
para x  [– 2 2]

1i) La desigualdad cuadrática x2  1 + 2x se cumple para x  [1 – 2 2]

1b)  Al usar propiedades de desigualdades se ob-
x2 + 2x – 1 

15x2 + 2x – 1 son x = – 1
3

 y x = 1
5

:

3x – 1 – + +

2x – 3 – – +

(3x – 1)(2x – 3) + – +

–
3
2

0

0

0 0

1
3

x2  11x – 3 si x  – 1
3

  3
2

1h) La desigualdad cuadrática 4x2 – 3  0 se cumple 
para x  

2
3  

2
3

1c)  La desigualdad 31x + 15  – 10x2 se cumple para 
x  – 5

2   – 3
5

1d)  La desigualdad 3x  – 20x2 + 2 se cumple para 
x  – 2

5
 1

4

1f)  La desigualdad 9x2 – 25  0 se cumple para

x  – 3
5   3

5

x2 + 2x  1 si x  – 1
3

 1
5

1e)  La desigualdad –6x2 + 23x – 7  0 se cumple 
para x  1

3
 7

2

3x + 1 – + +

5x – 1 – – +

(3x + 1)(5x – 1) + – +

–
1
5

0

0

0 0

1
3

–

2. Si x1 y x2 son las raíces del trinomio x2 + bx + c entonces x2 + bx + c = (x – x1)(x – x2); deben encontrarse los 
valores de x para los cuáles se cumple la desigualdad x2 + bx + c x – x1)(x – x2) 
lo siguiente:

• Si x < x1 también se cumple que x < x1 entonces x – x1 y x – x2 

• Si x1 < x < x2 entonces x – x1 será positivo y x – x2 
• Si x2 < x entonces x – x1 y x – x2 

x2 + bx + c  0 es [x1 x2]

x – x1 – + +

x – x2 – – +

(x – x1)(x – x2) + – +

– x1 x2

0

0

0

0
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1. Determina si la función f es creciente o decreciente en el intervalo dado, luego escribe el intervalo donde 
se encuentran los valores de f(x):

a) f(x) = – (x + 3)2 – 5; –7  x  –4   b) f(x) = 2(x – 2)2 – 4; –1  x  1

-
-

cimientos en el cuido del medio ambiente. Si se cuenta con 32 metros de malla para cercar el terreno, 
¿cuáles deben ser las dimensiones del terreno para tener la mayor área posible? ¿Cuál sería el área para 
el huerto escolar?

los costos de producción.

f con los ejes de coordenadas 
si:

8. Resuelve las siguientes desigualdades:

6. Encuentra dos números enteros cuya suma sea igual a 30 y la suma de sus cuadrados sea mínima.

de x segundos está dada por la función:

2. En cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f(x) si:

a) f(x) = – 2(x + 3)2 + 7; –4  x  –1   b) f(x) = (x – 5)2 – 8; 1  x  8

a) f(x) = (x – 3)2 – 9     b) f(x) = – (x + 5)2 + 4

c) f(x) = 2x2 – 8     d) f(x) = 3x2 + 4x – 1

f(x) = –5x2 + 100x.

a) x2 + 2x – 8 0      b) x2 – 5x – 24 0

e) – x2 – 6x 10      f) 2x2 + 15 13x

g) – 3x2 – 11x + 4 > 0      h) 5x2 + 3x 8

i) –4x2 + 20x – 9 < 0      j) x2 + 3x – 5 0

c) x2 + 4x + 4 0      d) –    x2 + 2 01
3
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Solución de problemas:
1a)  f(x) = – (x + 3)2 – 5 es creciente en –7  x 

y –21  f(x) 

2a) Si f(x) = – 2(x + 3)2 + 7 y –4  x  –1 entonces 
–1  f(x) 

3.
x la longitud del largo del terreno y y

entonces 2x + 2y  y = 16 – x f(x
longitud x de su largo; entonces f(x) = x(16 – x) = –x2 + 16x f tiene un máximo en el vértice; 
al completar cuadrados se tiene: f(x) = –(x – 8)2

2

4. Sea x

x g(x x de 
g(x) = x x x2 + 100x g

g(x x – 100)2

5. f(x) = –5x2 + 100x
f(x) = –5(x – 10)2

f(x -
x2 + 100x = 0 son x = 0 y x = 20 

 

6. Sea x x f(x
f(x) = x2 + (30 – x)2 = 2x2 – 60x

f(x) = 2(x – 15)2

2b) Si f(x) = (x – 5)2 – 8 y 1  x  8 entonces 
–8  f(x) 

1b)  f(x) = 2(x – 2)2 – 4 es decreciente –1  x 
 –2  f(x) 

7a)
f(x) = (x – 3)2 – 9 con los ejes de coordenadas 

7c)
f(x) = 2x2 – 8 con los ejes de coordenadas son 

  

7b)
f(x) = – (x + 5)2 + 4 con los ejes de coordenadas 

8b) x2 – 5x – 24 < 0 se cumple si x  ] [

8d) – 1
3

x2 + 2 > 0 se cumple si x – 6 6[

8a) x2 + 2x – 8 0 se cumple si x  ]– –4] 2  

8c) x2 + 4x + 4  0 se cumple si x

8e) – x2 – 6x 

7d)
f(x) = 3x2 + 4x – 1 con los ejes de coordenadas 

2
3

 – 
3
7 2

3
 + 

3
7

8f) 2x2 + 15 < 13x se cumple si x  3
2

8g) – 3x2 – 11x + 4 > 0 se cumple si x 1
3

8h) 5x2 + 3x 8 se cumple si x  – 8
5

8i) –4x2 + 20x – 9 < 0 si x – 1
2

  9
2

8j) x2 + 3x – 5 < 0 si x – 3
2

 – 
2
29 – 3

2
 + 

2
29


