Resolucion de tridngulos
oblicuangulos

El drea matematica de la trigonometria tiene su
origen histérico en laastronomia. Esta disciplina
fue muy estudiada por los antiguos pueblos
egipcios e hindues, sin embargo, no es hasta
con el astronomo y matematico griego Hiparco
que se realiza la primera tabla trigonométrica,
que estaba basada en mediciones de cuerdas
que ubicaban en el firmamento las diferentes
constelaciones. Es por su origen histérico que
la medicion de angulos se da en un sistema
sexagesimal; ademas, se solia dividir el cielo en
36 “decanos”, yen cada uno de ellos se ubicaba Documento donde se muestra la division de la
las constelaciones res pectivas. Tierra en 360° para ubicar las constelaciones.

La resolucién de triangulos oblicuan-
gulos en la actualidad tiene muchas
aplicaciones, algunas de las mas im-
portantes son por ejemplo, el célculo
de dngulos de elevacién y depresion
en diferentes situaciones, también
sirve para calcular distancias especi-
ficas, ya sean estas alturas de obje-
tos, distancias entre objetos, etc.

El teodolito es un instrumento de medicion de dngulos
verticales y horizontales utilizado en actividades ingenieriles.

Al estudiar la unidad aprenderas sobre la definicion de las razones trigonométricas de
un angulo agudo asi como de cualquier angulo, ademas, conoceras la aplicacién de la
trigonometria para el calculo de angulos de elevacion y depresién, también los resultados
importantes de la ley de los senos y del coseno.



1.1 Razon trigonométrica™

Problema inicial N
Se consideran los segmentos de recta OA y OB y el angulo formado entre ellos cuya B
medida es 6. Sobre OB se toma un punto Q y se traza un segmento perpendicular a OA

y que pase por Q. Se define por P el punto de interseccion entre este segmento perpen-

dicular y OA, como muestra la figura.

PQ OP . PQ
o’ oq ! op' 0 N .
P A

Justifica que las razones definidas no dependen de las longitudes de los lados del triangulo rectangulo OPQ.

Del tridngulo rectangulo OPQ se definen las razones:

A\ J

Solucién
Se toma un punto cualquiera Q' sobre OB distinto de Q. Se traza un segmento perpendicular a OA que pase
por Q' y sea P' la interseccion de esta perpendicular y OA, como muestra la figura. Luego, los triangulos
OPQy OP'Q’' son semejantes por el criterio AA (denotado AOPQ ~ AOP'Q'), por lo tanto

PQ _ OP _o0Q / B
Pl [ OPl - 0 [ 1
e 29 2 98 (o deguce que PP, %1 y
PIQI - OQl q OQ OQ
, En una proporcién % = ccl
e O—P,zﬂ se deduce que — op _or b
OoP' 0Q' oQ oQ'’ se cumple que?=3
PQ _ OP PQ _PQ'
De —= ra - op S€ deduce que — op = o' g R
-
Fa_pa o _oF, Pq_PQ O¢ > y
Entonces, oa-oa’0q-oq y op P p'
PQ OP  PQ . .
Por lo tanto, las razones — oa’ oq Y o no dependen de las longitudes de los lados del triangulo.
Definicion
Sea ABC un triangulo rectangulo, recto en B y sea 6 la medida de uno de los dngulos agudos del c
AABC. Se define a la hipotenusa del triangulo por hip, el lado opuesto al angulo como op y el lado
adyacente al angulo como ady.
Ndétese que el opuesto y adyacente en un triangulo dependera de cual angulo se tome, Y op
y se debe tener especial cuidado cuando el tridngulo esta ubicado en otra posicién a la A .
mostrada en la figura. A PR
Se definen las razones sen 6, cos 6y tan 6, como sen 0 = OTZ' cos 0= %, tan 0 = —, y se leen “seno

de theta”, “coseno de theta” y “tangente de theta”, respectivamente.

A las razones sen 6, cos 0 y tan 6, se les llama razones trigonométricas del angulo 6.

En un tridngulo rectangulo, el lado que se opone al angulo de 90° se conoce como hipotenusa y los dos lados
Prob|emasu ,,,,,,,,, que forman dicho dngulo se conocen como catetos. Ademds, |a hipotenusa es el lado de mayor longitud.

Identifica la hipotenusa, el lado opuesto y adyacente del angulo 6 y expresa las razones trigonométricas
para cada caso. c _ |

a) b) c)

A [] 7]




1.2 Razones trigonomeétricas en un triangulo rectangulo

Problema inicial
Determina las tres razones trigonométricas para el angulo ay 6.

a) b)

Hay que tener cuidado al
0 elegir el lado opuesto vy ‘

5 adyacente al dngulo. Por 78
4 6 2V13 ejemplo, en el tridngulo ABC,

el opuesto de 0 es AB y el

a lado adyacente 6 a es BC. A

N

Solucién
a) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del dngulo a. En
este caso, hip =5, op =4y ady = 3, entonces,
ady _3 _op _4
= hp =5 tana =— =3
b) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del angulo 6. En este caso, hip = 213,
op =4y ady = 6, entonces,

esen@=LP -4 _ 2 __ 2  NI3_2VI3 . ionalizando el denominador.

hip 2413 V13 13 7 V13 13

Recuerda que para raciona-

ecosf = %= ZL = \/i_ =3Y13 racionalizando el denominador. lizar una fraccion, se multi-
P 13 13 13 plica y divide por el radical
que aparece en el denomi-
nador de la fraccion.
otan =2 - i=5_
ady 6 3
Definicién

Si se conocen las medidas de los lados de un triangulo rectangulo pueden calcularse las razones trigonomé-
tricas seno, coseno y tangente de uno de sus angulos agudos, identificando la medida de la hipotenusa, del
lado opuesto y adyacente de dicho dngulo y luego calculando las razones como se definieron en la clase 1.1.

b
Problemasm

1. Para cada uno de los siguientes triangulos, calcula las razones trigonométricas sen 6, cos 0y tan 6.
Simplifica o racionaliza cuando sea posible.

a) b) c)

10 0
12 \I3 3V5




2. Se definen las razones trigonométricas cosecante, secante y cotangente de un dngulo agudo 6, denota-
das por csc 6, sec 6y cot 0, respectivamente:

hi|
csc O = —p, )
op hip
_ hip op
secf = ady *
d 6
cot =2, ) ody L

op

Encuentra las razones trigonométricas csc 8, sec 6 y cot 0 para los tridngulos del Problema 1.

1
sen 0’

1
cos 6’

3. Con base a la definicion en el Problema 2, demuestra que csc 0 =

4. Con base a la definicion en el Problema 2, demuestra que sec 6 =

1

5. Con base a la definicion en el Problema 2, demuestra que cot 6 = ol

6. En la siguiente figura, ABC es un triangulo rectangulo, <CAB = 90°, C
<BCA =60y BC= 1. Escribe los valores de las longitudes de los seg- ‘
mentos AC, AB, AD, BD y CD en términos del dangulo 6. 0 .

~..

El nombre trigonometria deriva de palabras griegas que significan “tridngulo” y “medir”. Se lla-
ma asi porque sus inicios tienen que ver principalmente con el problema de “resolver un trigdngu-
lo” (calcular las medidas de los tres lados y tres angulos, conocidos algunos de ellos).

Si bien la trigonometria nace por la necesidad de resolver triangulos, en la actualidad es utilizada
para muchos dmbitos como por ejemplo, en la fisica (medicidon del movimiento de un péndulo),
la astronomia (medir distancias entre estrellas) o cartografia (medir distancias entre dos puntos).

Alrededor del siglo Il a.C., el matematico Hiparco (180-125 a.C.), nacido en Nicea, Asia Menor, es
considerado el mas destacado de los astronomos griegos, inicia el uso de una tabla de cuerdas
de la circunferencia que en cierto modo equivalia a una tabla rudimentaria de valores del seno.

Abbott , B.A. (1967). Teach Yourself Trigonometry.




1.3 Triangulos rectangulos notables

Problema inicial

Dados los siguientes triangulos rectangulos, encuentra el valor de x y y.

4

b) F

Solucmn
a)

30°|13
A 60 [_

Definicién

Al tridangulo rectangulo cuyos angulos agudos son de 30° y 60°,
y al triangulo rectangulo cuyos dngulos agudos son de 45° se les

Si se refleja el tridngulo ABC con respecto a BC se obtiene el tridngulo APC.
Como «BCA = 30° se tiene que <PCA = 60°. Resulta que el triangulo APC es equi-
latero, y por lo tanto x = AP = 2.

Luego, para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitdgoras en el tridn-
gulo ABC: x? = 1? + y% Es decir,

yP=x*—-12=22-1*=4-1=3.
Como y > 0, entonces, y = NEX
En el triangulo DEF, los angulos FDE y DFE son complementarios, es decir,

AFDE + <EFD = 90°; por lo tanto, XEFD = 45°. Se tiene entonces que el tridngulo
DEF es isdsceles, y por lo tanto x = 1.

Para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitdgoras en el tridngulo DEF.
yr=12+x>=12+12=2.
Comoy > 0, entonces, y = V2.

conoce como triangulos notables. 2 3 NS

Se suele hacer referencia a estos
triangulos como triangulo de 30 y 60° /\as5°
60; y tridangulo de 45.

1 1
Ejemplo
Dados los siguientes triangulos, encuentra los valores de x y y.
Cl
a) b) F'
30° 2
X
y y
60° D' /) o
A B' X




a) Notese que AA'B'C' ~ AABC, entonces, ¢

x_3 _ - > _3 _
=1 = x=3(2)=6 y F=7 = y=313.
30°
X
Yy
60°
1 BI
A 3
b) De igual forma que en a) AD'E'F' ~ ADEF, entonces, F'
x__2 _2 _
Yy
Luego, como el AD'E'F' es isOsceles se tiene que y =12.
D' /) e
. X
Problemasm
Encuentra el valor de x y y en cada triangulo.
3 ¢ b) 3




1.4 Razones trigonométricas de triangulos rectangulos notables

Problema inicial

Encuentra las tres razones trigonométricas de los angulos 30°, 45° y 60°.

Solucién

a) Para calcular las razones trigonométricas para 30° se utiliza el tridngulo que se muestra en la figura.
Identificando el lado opuesto y adyacente al angulo de 30° se tiene que, ady = V3 y op = 1. Por lo tanto,

sen30°=%, ¢
o_ VN3 2 s

cos 30 == 60°|4
o_ 1 _\3 30°

tan 30 =53 A B

V3

b) Se utiliza el tridngulo mostrado en la figura para calcular las razones trigonométricas de 45°.
Identificando el lado opuesto y adyacente al dangulo de 45°se tiene que, ady = op = 1. Por lo tanto,

o_ 1 _NZ D
n45°= — ==
sen 45 -
eol.N2 V2
cos 45° = 5o 1
o_ 1 _
tan45-1-1. e b F
1 g .
c) Para calcular las razones trigonométricas para 60° se utiliza el Uf‘a forma para recordar las razones
mismo tridngulo ABC que se utilizé en a). En este caso, ady = 1 trigonométricas de los angulos de 307,
=+/3. Por lo tant 45°y 60° es recordar cdmo se construyen
yop=n3. Foriotanto, el triangulo de 30° y 60°, y el tridangulo de
. V3 45°, como se muestra a continuacion:
sen 60° =—,
2 N\,
cos 60° = =,
2 1
tan 60° = % =+3. - 4577
1
N\ J
Conclusién

Las razones trigonométricas para los angulos 30°, 45° y 60° se resumen en la siguiente tabla.

0 30° 45° 60°
g| L N2 N3
Sen 2 2 2 Cuando se calculen las razones
trigonométricas de los angulos
1
cos 6 % g 5 30°, 45° y 60° hay que utilizar los
valores que aparecen en el cuadro.
tan 0 % 1 V3

b
Problemasm

Encuentra las razones trigonométricas secante, cosecante y cotangente para los angulos 30°, 45° y 60°.

29



1.5 Triangulo rectangulo conocidos un lado y un dangulo agudo

Problema inicial
B Dado el siguiente tridngulo, encuentra la medida de los dos lados
faltantes. Aproxima hasta las décimas.

L 3

Solucién

Como se conoce el valor de uno de los angulos agudos del triangulo se pueden utilizar las razones trigo-

nométricas para calcular la medida de los lados faltantes.

o_Q o o . .

Se sabe que tan 55° = =, entonces a = 3tan 55°. Como 55° no es un angulo de un triangulo notable, se cal-
3

cula el valor de tan 55° con la calculadora, pero antes hay que configurarla de modo que los dngulos estén

medidos en grados, realizando los siguientes pasos:

. MODE .
Presionar la tecla <D dos veces y presionar la tecla @El.

Ahora que esta configurada la calculadora, se introduce tan 55° como se
muestra a continuacion: Pantalla de la calculadora

tan 55
tan - - B =
[ .‘.'-fE'B."-fEfDD".‘J

Aproximando a un decimal se tiene que a = 3tan 55° = 3(1.4) = 4.2. Para
calcular el valor de b se considera el hecho que

_ 3
~ cos 55°

Pantalla de la calculadora

EEcHEEa - [3+m5 55

c0555°=% = b

5.8303‘-{038‘7']

Porlotanto, a =4.2y b =5.2.

Conclusién

&

Dependiendo del modelo de la
calculadora, la tecla MODE puede

aparecer de dos formas.
MODE CLR MODE SETUP

Si tu calculadora tiene la segunda
opcién, debes presionar las teclas
SHIFT  MODE SETUP

y luego presionar la tecla EEMD.

J

En la calculadora, la
funcién seno aparece
como &Y.

Dadas la medida de un lado y de un dngulo agudo de un tridangulo rectangulo pueden encontrarse las
medidas de los lados restantes utilizando las razones trigonométricas del angulo agudo.

b g
Problemasu

B Encuentra la medida de los lados faltantes en cada triangulo.
a) A b) D

24°

d)




1.6 Triangulo rectangulo conocidos dos lados

Problema inicial

N
En los siguientes triangulos, encuentra las medidas de los angulos agudos.
a) b) j
c &
6 )
3 En un tridngulo ABC, se suele
denotar a la medida del
5 angulo C por C (en cursiva).
A B
D E
. 2 Y,
Solucién - C
a) Obsérvese que cos C = L El angulo que cumple esta condicion es el ¢
angulo de 60°, por lo tanto C=60°y B = 30°. 3|60
30°
A B
b) Del tridngulo se tiene que tanD = 2 Para encontrar el valor del angulo D que cumpla esta F

condicion se utilizard una calculadora ya que la razén no corresponde a algun triangulo notable.

SHIET Pantalla de la calculadora
tan' SrEy 5
Cameoann - FanTias
551585505
Aproximando a las décimas, se tiene que D = 68.2°. Luego, F =~ 90° — 68.2° = 21.8". D E

La funcion de la calculadora tan™* devuelve un dngulo que cumpla
la condicién que se le indique. Por ejemplo, tan™ 2 devuelve el
angulo 6 que cumple que tan 6 =%, con 6 entre —90° y 90°.

Conclusién

Dadas las medidas de dos lados de un tridngulo rectdngulo se pueden encontrar los dngulos agudos
utilizando las razones trigonométricas.

Problemas
Encuentra la medida de los dngulos agudos de los tridngulos rectangulos.

a) @ b) F c) Q
42
D E
4
M
A 3 B ) \
Bd L He) | B X
2
K G 4
J 3 3 5
H Q
e




1.7 Practica lo aprendido

1. Determina las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 6 para cada uno de los siguientes triangulos.

a) c)
2 3 V89 _~ ¢
5
0
V13 3

2. Determina el valor de x y ¥ en cada triangulo.

a) b
C
8

)
A Y

B

E

F
3
45°
X
E=3. Calcula la medida de los lados faltantes en cada tridngulo. Aproxima tu respuesta hasta las décimas.
a) b) c)
C F
[ 6
E
e
f

40°

4. Calcula la medida de los angulos agudos de los tridngulos rectangulos hasta las décimas.

Eb) o)
|
15
E G
6 "H

F

a)
C
3
3V3 .
A
B 5 >




1.8 Aplicacion de las razones trigonomeétricas

Problema inicial
B Un carpintero compra una escalera de 25 pies y en las instrucciones de uso dice que la posicién mds segura

para ubicarla sobre la pared es cuando el pie de la escalera se encuentra a 6 pies de la pared. ¢ Qué angulo
forma la escalera con el suelo?

Solucién
Se puede formar un tridangulo rectangulo, como muestra la figura. Aplicando razones
trigonométricas se tiene que
cos 0 = %.

Utilizando la calculadora para calcular el dangulo se tiene
Pantalla de la calculadora 25 pies

SHIFT

cos* T
@ - & = - [ e 11*4:3-4]
Bl 11.54.096¢

Entonces, el angulo que forma la escalera con el suelo es aproximadamente 76°.

Conclusién
Las razones trigonométricas pueden utilizarse para calcular angulos de inclinacion que forman algunos
objetos con superficies planas, para calcular distancias entre dos objetos o alturas de edificios o arboles.

Problemas ./
= 1. Un patinador hard una pirueta sobre una rampa cuyo largo es de 2 metros. Si la
altura de la rampa es de 1 metro, écual es el angulo de inclinacidn de la rampa?

f 2. Las tres bases por las que debe pasar un beisbolista estan sobre un cuadrado
de 90 pies, como muestra la figura. ¢ A qué distancia se encuentra el lanzador
del bateador?

E 3. Una escalera de 20 pies yace sobre una pared y alcanza una altura de 16 pies,
écudl es el angulo de inclinacidn de la escalera con respecto al suelo?

bateador

f= 4. Un guardabosques que se encuentra en el punto A observa un incendio directamente al sur. Un segundo
guardabosques en el punto B, a 7 millas del primer guardabosques observa el mismo incendio a 28° al
suroeste, ¢qué tan lejos estd el incendio del primer guardabosques?




1.9 Angulo de depresién

Problema inicial N
Un fotdgrafo profesional desea tomarle una foto a una granja que observa
desde un globo aerostatico que esta a una altura aproximada de 475
metros del suelo y a una distancia de 850 metros de la granja, observa la
figura. ¢ Cuanto mide el angulo 6 si la linea punteada es horizontal?

&

Solucién
Se etiquetan con A, By C los vértices del tridngulo formado, como mues-
tra la figura. Entonces, <CAB = 6 ya que la linea punteada es paralela a

AB. Utilizando razones trigonométricas, se tiene que
g =42

sen 850"

Utilizando la calculadora,
SHIFT sen?t

@ DHENEIHEAEE EE e

}

Pantalla de la calculadora

zer {47 S-R58
SR PV4ATEDS

Por lo tanto, 0 = 34°.

Definicién
Si un observador se encuentra por encima de un objeto, al angulo que se forma entre una linea horizontal
imaginaria y la linea de vision hacia el objeto se le llama dangulo de depresién. Por ejemplo, el angulo 6 que
aparece en el dibujo del Problema inicial es un dngulo de depresion.

<
Problemasm

B 1. Un faro tiene 75 pies de altura, y desde la punta de este se observa
un bote de modo que el coseno del angulo de depresion es %, équé
tan lejos esta el bote del faro?

E 2. Desde la parte alta de un viejo edificio, un nifio observa a un perro
gue se encuentra en la calle, de modo que se forma un angulo de
depresion de 37°. Si la altura del edificio es de 9 m, {a qué distancia
de la base del edificio se encuentra el perro?

& 3. Un edificio tiene 100 metros de altura, y desde su punto mas alto hay una persona observando unas
ardillas comiendo en el suelo. La tangente del angulo de depresidn del observador es 5, ¢a qué distancia

4
estan las ardillas de la base del edificio?

B 4. Una persona que mide 1.5 metros se encuentra en un muelle que sobresale 3.5 metros por encima del
mar. La persona observa un bote con un angulo de depresion de 10°, ¢a qué distancia estd el bote del
muelle?



1.10 Angulo de elevacién

Problema inicial

B Un guardabosques quiere calcular la altura de un arbol y para ello se coloca a 7 metros de la base del &rbol
y observa la punta de este con un dngulo de 74°. Si la altura del guardabosques es de 1.6 metros, écudl es
la altura del arbol?

Solucién
Se forma un tridangulo rectangulo auxiliar ABC como muestra la figura. Entonces, tan 74° =—

por lo que BC = 7tan 74°. Se puede utilizar la calculadora para encontrar BC:

Pantalla de la calculadora

oMo - [” 7

E4.411'§'E1111J

Al valor de BC hay que sumarle la altura del guardabosques, por lo que
la altura del arbol es aproximadamente 24.4 + 1.6 = 26 metros. l1em

Definicion
Si un observador se encuentra por debajo de un objeto, al angulo que se forma entre una linea horizontal
imaginaria y la linea de vision hacia el objeto se le llama angulo de elevacion. Por ejemplo, del grafico del
Problema inicial, el angulo de elevacion es <CAB.

b ]
Problemasv

B 1. Una guardabosques debe entrenar a un nuevo equipo de madereros para calcular la altura de los arbo-
les. Como ejemplo, ella camina a 12 metros de la base de un arbol y estima que el dngulo de elevacion
desde el suelo a la punta del arbol es de 70°. Calcula la altura del arbol.

B 2. Para calcular la altura a la que se encuentra una nube del suelo durante la noche, se dirige un rayo ver-
tical de luz hacia un punto de ella. En algin punto sobre el suelo, a 135 pies de donde se emite el rayo,
se determina que el dngulo de elevacién hacia el tope del rayo es de 65°. ¢ Cudl es la altura a la que se
encuentra la nube?

B 3. Un nifio estd a 2 metros de un arbol y observa a un gato que ha quedado atrapado en la punta del arbol.
Si la altura del nifio es de 1 metro y el angulo de elevacion es de 60°, {a qué altura esta el gato del suelo?

B 4. Un nadador estd a 8 metros de un pefiasco observando una gaviota so-
bre la punta de un viejo edificio que esta sobre el pefiasco. Si el angulo
de elevacion del nadador es de 60°, ¢qué tan alto esta la gaviota respec-
to al nivel del mar?




1.11 Actividad. Construccion de un clindmetro

~

Un clindmetro es un aparato que se utiliza para medir inclinaciones en superficies, aunque también se

utiliza para calcular alturas de edificios, arboles, postes, etc. Los clindmetros profesionales son sencillos de
utilizar, y esta actividad muestra cdmo construir uno.

Funcionamiento de un clindmetro

El observador coloca el clindmetro como muestra la figura
y a través de un tubo observa el objeto. Un objeto de peso

, , Linea de vision
esta amarrado a una cuerda y esta a su vez estd amarrada al
transportador.

Al colocar el clindmetro como muestra la figura, se forma
un triangulo rectangulo (el AABC) entre la linea de vision, la
linea horizontal imaginaria y el trozo de cuerda
tensado. El angulo que marca la cuerda en el

transportador es el angulo BCA. Entonces, ﬁ
en el AABC se tiene que:

o ® 06

Q
N
S
o oW
:\ \\\\\\\\\

Linea horizontal
imaginaria

by
0gL

W
Il

odr 0
i

< CAB =90° — «BCA = 90° — 60° = 30°.

Se puede observar que con este procedimiento, el dngulo 6
calculado corresponde al angulo de elevacion. Objeto de peso
Materiales

e Un transportador
e Una pajilla

e Cinta adhesiva

e Lana o un trozo de cuerda

e Tijeras

e Un objeto pesado, puede ser una tuerca de 20 mm
Actividad

q
i

L
/

1. Algunos transportadores tienen un hueco en su cen-
tro, por lo que puede amarrarse un trozo de cuerda en
este hueco. Si no tiene el hueco, puede pegarse con
un trozo de cinta adhesiva, donde esta el centro del
transportador. La longitud del trozo de cuerda debe
sobrepasar al radio del transportador.

18
0

1
]
0
l

W
\\\\\\

N\

W

A

2. Cortar un trozo de paijilla, con longitud igual al diametro del trans-
portador. Pegar el trozo de pajilla con cinta adhesiva, con cuida-
do de no apretarla ya que hay que ver a través de ella.

3. En el extremo de la cuerda que quedd libre, amarrar la tuerca.

El clindmetro esta listo para utilizarse.
Problemas

q Objeto de peso

1. Calcula la altura de un arbol que se encuentre a tu alrededor utilizando el clindmetro para determinar el
angulo de elevacion.

2. Con el clinémetro construido en la Actividad 1.11, ¢ puedes calcular angulos de depresion? Sila respuesta
\_es afirmativa, explica como.

Y
139




1.12 Aplicaciones de las razones trigonomeétricas =

B 1. Un pescador estd a 12 km de un barco que se encuentra al este de él y observa un faro a 60° desde la linea
de vision con el barco. ¢ A qué distancia esta el barco del faro si se encuentra en direccion sur del barco?

2. Un globo aerostatico es amarrado a una roca con un lazo de 20 metros. El seno del dangulo que forma el
lazo con el suelo es %, équé tan alto estd el globo?

3. En el dibujo, ¢cudl es la distancia entre la Base 1y la fogata?

[ 4. Un hombre observa desde el tope de un faro una embarcacion pesquera y estima que el angulo de de-
presion es de 25°. Si la altura del faro es de 40 metros, éa qué distancia esta la embarcacion del faro?

B 5. Un hombre se encuentra en un edificio observando otro edificio gue estd a 100 m de distancia. El angulo
de elevacidn al tope del edificio es de 30° y el angulo de depresion a la base es de 15°, écual es la altura
del edificio que observa? Desprecia la altura del hombre.

E 6. Desde un globo aerostatico a 2 km de altura, se observan dos pueblos. El dngulo de depresién a ambos
pueblos es de 80° y 20°. ¢ Qué distancia hay entre los pueblos?

y
/
/
A&/

2 km




2.1 Distancia entre dos puntos

Problema inicial
Dados dos puntos P(x,, ¥,) y Q(x,,y,) en el plano cartesiano, écual es la distancia entre los puntos? J

Se define la distancia entre dos puntos como la longitud
del segmento de recta que une ambos puntos.

Solucién
Supdngase que x, # x, Y ¥, ¥ ,- Si se trazan rectas perpendiculares a los ejes que pasen por Py Q, como

muestra la figura, el punto O tiene coordenadas (x,, y,). De aqui se deduce que OP =x,—x, yQO =y, —y,.
Luego, por el teorema de Pitdgoras en el triangulo POQ, se tiene que

M Q(x, y,)
(PQ)?= (OP)*+ (QO)? = (x, — 2, )2 + (v, —y,)>. [
Pero PQ > 0 por ser una distancia, entonces V2T
-------- ! O ’,
PQ = +/(xx, —x,)7 + (v, — ,)? - Pl 1) (211)
] <o : : >
Six,=x,Yy,#y, entonces la distancia de P a Q seria X
N4
= PQ=\/(x2—x2)2+(y2—y1)2 =\/(y2—y1)2= |y2_y1|'
i . i Para todo numero real
De manera andloga, si x, # x, Y ¥, = ¥, la distancia de P a Q seria AR RGN

\NaZ = |al.

= PQ=\/(x2—x1)2+(y2—y2)2 =\j(x2—x1)2 = |x,— x|

Definicién
La distancia de dos puntos Py Q en el plano con coordenadas (x,, y,) y (x,,y,) respectivamente, denotada

por d(P, Q) esta dada por

d(P, Q) = PQ=+(x,—x,)* + (y, - ,)%

Ejemplo
Calcula la distancia entre los puntos P(-1, 3) y Q(2, 1).

La distancia es,

d(P,Q) =N(2 - (1))’ +(1-3)
-\9+a
=+13.

b 3
Problemasm
1. Calcula la distancia entre los puntos Py Q.

a) P(-2,-1), Q(2,2) b) P(7, 2), Q(4, -2)
d) P(lr 1)1 Q(g, 2) e) P(Of 1)1 Q(3r 5) f) P(_3; 5)r Q(7/ _9)
g) P(-1, 4), Q(2, 4) h) P(3,2), Q(3, 2) i) P(<1, 0), Q(-1, 0)

¢) P(2,-2), Q(-8, 4)

2. Demostrar que si P(x,, y,) y Q(x,, v,), entonces d(P, Q) = d(Q, P).
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2.2 Simetrias en el plano cartesiano*

Problema inicial
Se toma el punto P(a, b) sobre el plano cartesiano. Determina lo siguiente respecto al punto P:

a) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje x.
b) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje y.
c¢) Las coordenadas del punto simétrico respecto al origen.

d) Las coordenadas del punto simétrico respecto a la recta y = x.
G

Solucién

a) Sea P'(x, ) el punto simétrico de P respecto al eje x. Por propiedades de Y
simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje x y si Q es la interseccion
de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q.

Como el segmento PP' es vertical, solo la segunda coordenada de P' cam-

P(a, b)

N

bia. P y P' estan a la misma distancia del eje x, por lo tanto la segunda
coordenada de P' es el nimero opuesto a b, es decir —b.

Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje x es P'(a, —b). v

b) Sea P'(x, y) el punto simétrico de P respecto al eje y. Por propiedades de
simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje y y si Q es la interseccion Plxy)  |a
u

P'(x,y)

de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q.

Como el segmento PP' es horizontal, solo la primera coordenada de P'

P(a, b)

N

cambia. Py P' estan a la misma distancia del eje y, por lo tanto la primera 0
coordenada de P' es el nimero opuesto a a, es decir —a.

Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje y es P'(—a, b). N2

c) Sea P'(x, y) el simétrico de P respecto al origen O. Por definicion de sime- y
tria respecto a un punto, se tiene que OP = OP', es decir
(OP)? = (OP')?
= (x—0)+(y—0)*=(a—-0)>+(b-0)?

4

= x2+y2:a2+b2 __________________ (1) < 9

Pero P y P' estan sobre la recta y = mx, por lo que también se cumple
que b = ma. Sustituyendo y y b en (1) se tiene

P'(x,y)
A\ 4
2+ m22= a? + m2a?
= x(1+m?) =a*1+m?);
comol+m?#0 = x2=q? = x=aobienx=-a.

R\/

Si x = a entonces y = mx = ma = b, por lo que P' resulta ser el mismo punto P. Si x = —a entonces y =
mx =-ma =-b, asi P'(—a, —b) es el simétrico de P respecto al origen. Por lo tanto, P'(-a, =b).




. . . N y=x
d) Primero véase que, si se toma el punto S(a, a) sobre la recta y = x, al trazar el Y1

triangulo OTS se deduce que tan a =1, por lo que a = 45°; es decir, larectay =x S(a, a)
divide en dos partes iguales a los cuadrantes | y Ill del plano cartesiano.

Sea P(a, b) un punto del plano cartesiano y P'(x, v) su simétrico respecto a la recta ¢ ﬂT
y = x. El resultado no se ve afectado si consideramos a P sobre la recta y = x. Sea
Q la interseccion del segmento PP' y la recta y = x. Por propiedades de simetria,
PP' es perpendicular a dicha recta y PQ = P'Q.

T Plab) y=x Se traza el segmento vertical PR. Los tridngulos PQR y P'QR son congruentes
b ' ya que PQ=P'Q, QR es lado comun y <PQR = «P'QR = 90° (criterio LAL). Por
4 lo tanto,

PR=P'Ry «PRQ=<4P'RQA. —coooommmmmmmeee (2)

Va5 R P, y)
, Pero <PRQ = 45°, ya que PR es paralela al eje y. Luego «P'RQ = 45°, por
® a Xy lo que <XP'RP = 90°. Por tanto, P'R es perpendiculara PRy asiP'R=x—-ay

J PR=b-y.

De (2) se tiene que PR=P'R, pero PR=b —a, por lo que b —a =P'R=x—aq, es decir x = b. De igual forma,
b—a=PR=>b-y,esdecir, y = a. Por lo tanto, las coordenadas de P' son (b, a).

Teorema
Si P(a, b) es un punto sobre el plano cartesiano entonces:
¢ P'(a, —b) es el punto simétrico de P respecto al eje x. , B
P'(=a, b) | punto simétrico de P respecto al eie Ala recta que tiene por ecuacién y =x se le
* P'(-a, b)eselpu o P J y conoce como recta identidad.
¢ P'(—a, -b) es el punto simétrico de P respecto al origen.

e P'(b, a) es el punto simétrico de P respecto a la recta y = x.

Ejemplo

Sean P(-1, 3) y Q(-2, —3) dos puntos en el plano. Determina el simétrico de Py Q respecto al eje x, respecto
al eje y, respecto al origen y respecto a la recta identidad.

a) El simétrico de P respecto al eje x es P,(-1, —=3).
El simétrico de P respecto al eje y es P,(1, 3).
El simétrico de P respecto al origen es P,(1, —3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es P,(3, —1).

b) El simétrico de Q respecto al eje x es Q,(~2, 3).
El simétrico de Q respecto al eje y es Q,(2, —3).
El simétrico de Q respecto al origen es Q,(2, 3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es Q (-3, —2).

b
Problemasm

1. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y, respecto al origen y respecto
alarectay=x.
a) P(1, 4) b) P(3, -2) ¢) P(-3,-1)

d) P(-5, 4) e) P(2,0) f) P(0, =3)

2. ¢Puede encontrarse el simétrico respecto al origen de un punto P haciendo una simetria respecto al eje
x y luego haciendo otra simetria respecto al eje y? Justifica tu respuesta.



Definicion
Se ubica un rayo sobre el eje x con punto inicial en el origen del plano cartesiano

y se rota este rayo alrededor del origen; a la abertura entre el rayo inicial y el Y

final se le llama angulo y al rayo inicial se le Ilama lado inicial y al rayo final se le
llama lado terminal del angulo. Se dice que un dngulo esta en posicidn estandar

si su lado inicial esta sobre el lado positivo del eje x y su vértice sobre el origen. Vertice

lado terminal

AN

Un &ngulo puede medirse en grados y cada grado resulta de dividir una < 0

circunferencia en 360 partes iguales, siendo cada parte 1° (un grado).

2 n-a > 7
lado inicial x

N

V

Si un angulo se genera mediante una rotacion en el sentido antihorario sera positivo, y una rotacion en el

sentido horario genera un dngulo negativo.

Dependiendo en qué cuadrante esta el lado terminal del angulo, se dice que el angulo es de dicho cuadrante.

Ejemplo
Dibuja cada dngulo en posicidn estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.

a) 120° b) —-70° c) —150° ™\
Cuando se construye el plano carte-
siano se obtienen cuatro secciones

a) YA Como el lado final esta en el segundo a las que se les llama cuadrantes y

cuadrante, 120° pertenece al segundo se enumeran a partir del cuadrante
superior derecho y en sentido an-
cuadrante. . :
tihorario.
y N
AN .
7 Segundo Primer
X Cuadrante Cuadrante
v T < >
X
. ‘ Tercer Cuarto
b) Para graficar este angulo, como va en el Cuadrante Cuadrante
sentido a las agujas del reloj, se coloca el J
: ) . NS /
transportador hacia abajo y se marca 70°. N
7
. , X
Como el lado final esta en el cuarto
cuadrante, —70° pertenece al cuarto
cuadrante.
c) Para graficar este angulo, como va en el Iy

sentido a las agujas del reloj, se coloca
el transportador hacia abajo y se marca
150°.

Como el lado final estd en el tercer
cuadrante, —150° pertenece al tercer
cuadrante.

b d

L~

Dibuja cada dngulo en posicidn estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 80° b) 310° c)-170°



2.4 Angulos mayores a 360° y menores a —360°

Problema inicial
Dibuja los angulos 480°, 930°, 2150° y -1 150°.

Solucién
Para dibujar los angulos, hay que recordar (de la clase anterior) que una circunferencia se ha dividido en 360
partes iguales y cada parte representa 1°, por lo tanto, un angulo de 360° representa una vuelta completa.

a) Se escribe 480° como 360° + 120°, entonces al b) Observa que 930° = 360°(2) + 210°, entonces al
dibujar el dngulo se obtiene dibujar se obtiene

N N

Y Yy

E :\1%0 .
480&?/ x

v

N

é%%w
>/

KV

Vv

c) Observa que 2150° = 360°(5) + 350°, entonces d) Como el angulo es negativo hay que medirlo en
al dibujar se obtiene el sentido de las agujas del reloj, ademas
-1150° =-360°(3) — 70°

Yy
y/\
2150°
-1 150% Q\
PN /a0 S
X N % 7
WV
Observa que —1150° también puede escribirse como
360°(—3) — 70° = 360°(-3) — 70° + 360° — 360° = 360°(—4) + 290°
lo cual resulta mas util, ya que de este modo no se trabaja con
angulos negativos.
Conclusién

Para dibujar un angulo mayor a 360° se determina cuantas vueltas completas contiene el angulo y el lado
terminal serd el que corresponde al angulo menor de 360° que queda al descomponer el angulo.

Por ejemplo, si @ =360°n + ', con n un nimero entero distinto de cero, n representa el nimero de vueltas
completas que contiene el dnguloy 0 < 6' < 360°, el lado terminal de 6 sera igual al lado terminal del angu-
lo 8'.Sin >0, el angulo se mide en el sentido antihorario y si n < 0, el angulo se mide en sentido horario.

b3
Problemasm
Dibuja cada dngulo.
a) 1000° b) 990° c) 1480°
d) -1500° e) -1315° f) —1880°



2.5 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 1

Problema inicial

Considera el dngulo 6 de la figura. Expresa los valores seno, coseno y tangente del dngulo 6 en términos
dexyy. YT
P(x, ¥)
0
<€ o 9>c
L v
Solucién
Se dibuja un triangulo rectdngulo tal que la hipotenusa es el lado terminal del dngulo Y T
y uno de los catetos esta sobre el eje x, como muestra la figura. El punto final del P(x, y)
lado terminal esta determinado por el punto P con coordenadas (x, ), por lo que los
catetos del tridangulo miden x y y unidades. r/o
1y
En el tridngulo rectangulo, x es la longitud del lado adyacente y y es la longitud del ¢ Qr N
lado opuesto a 6. Para determinar la longitud de la hipotenusa r se aplica el teorema 0 x X
de Pitagoras, obteniéndose r =\x2+ y? , por lo tanto, J
sen8=%, cos@z% ytan ==
Definicién
Se definen las razones trigonométricas de cualquier angulo 6 de la siguiente manera: yP
Se coloca el dngulo 6 en posicién estandar y se toma un punto P(x, y) sobre el lado P(x, )
terminal. Se establece que r = OP = Vx?+ y?, entonces
r
sen0—7,c050-7ytan0-— \0
Se define tan 6 solo cuando x # 0. <— 0 3%
De la definicién de razones trigonométricas se establece lo siguiente: d
y=rsenf, x=rcos6. Observar que ;
, ° ° _sen
Ademas, sen(360°n + 0) = sen By cos(360°n + ) = cos 6. tan 0 = o0
Ejemplo
Determina las razones seno, coseno y tangente para el angulo 6 en la figura. P2, 3) T
En este caso, r =+/(-2)>+32 =+/4+9 =+/13, por lo tanto,
_Y__3 X2 __ 2 _y_3__3 6
sen@-r-m,cosﬁ =T mytan@-x-_z_ > ) \ X
N O &
b
Problemasm 4
Determina los valores seno, coseno y tangente de cada angulo.
a) Yy P(2, 4) b) YA c) y
<N R ¢ 5 >
5 4 °) =
0 P(3,-1) 6
< 0 > J ’ P(-1,-2)
X
WV




Problema inicial
L Calcula los valores de sen 120°, cos 120° y tan 120°.

Solucién /y\
Se ubica el angulo en posicion estandar y se traza un triangulo OPQ de modo que p(—y, y) P(x, )
OP =1, como muestra la figura. Si se observa, el <QOP es igual a 180° — 120° = 60°, N ; 5
por lo que las razones sen 120°, cos 120° y tan 120° pueden calcularse tomando 1 1 A
como referencia los valores de sen 60°, cos 60° y tan 60°. :
1o |
Si se refleja el AOPQ con respecto al eje y, el resultado es el triangulo OP'Q". . 605 7'\\@0" P X
Las coordenadas de P' son (cos 60°, sen 60°) y por ser P el simétrico de P', sus ~ Q 0 Q
coordenadas son (—cos 60°, sen 60°), por lo tanto, d
\3
sen 120° = sen 60°=_, _y _rsenf senf
2 tan@_;_ rcosf ~ cosf
cos 120° = —cos 60° = —%,
tan 120° = 2SN 120" _ sen80 _ _ioh 6o = —43,

cos 120° ~ —cos 60°
Conclusién

Si se tiene un angulo distinto de 0°, 90°, 180° 0 270° se define el tridangulo de referencia como el triangulo

rectangulo cuya hipotenusa de medida 1, es el lado terminal del dngulo y uno de sus catetos esta sobre el

eje x. En la solucidn del Problema inicial, el triangulo OPQ es el triangulo de referencia.

Para calcular razones trigonométricas de angulos mayores a 90° se procede de la siguiente forma:

1. Se coloca el angulo en posicion estandar.

2. Se traza el tridngulo de referencia siempre que sea posible.

3. Se calculan las razones del dngulo utilizando el dangulo agudo del tridngulo de referencia que estd com-
prendido entre el lado terminal del angulo y el eje x. En este paso se determina el signo que tendran
las razones trigonométricas, dependiendo del cuadrante al que pertenece el angulo. El signo del seno
depende de y, el signo del coseno depende de x y el signo de la tangente depende del cociente %

y/\ y/\ y/\
+ + - + - +
4 N
N 7
x X x
- - - + + -
Vv N\ WV
signos del seno signos del coseno signos de la tangente

Al angulo agudo que se utiliza para calcular las razones trigonométricas se le conoce como angulo de
referencia.

b

L~

Calcula las razones trigonométricas de cada dngulo de la tabla y complétala. Cuando la razén no esté defi-
nida, escribe /.

0 0° | 30° | 45°| 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

sen 0

cos 0

tan 0

Para calcular las razones trigonométricas de los angulos 0°, 90°, 270° y 360° considera las coordenadas de xy ,
que definen el angulo en el plano cartesiano.



2.7 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 3

Problema inicial

a) Representa los valores de sen 230°, cos 230° y tan 230° en términos de un angulo agudo.
b) Representa los valores de sen 320°, cos 320° y tan 320° en términos de un angulo agudo.

Solucién
a) Se traza el triangulo de referencia. Si se observa, <POQ = 230° — 180° = 50°,
por lo que las razones sen 230°, cos 230° y tan 230° pueden representarse
tomando como referencia los valores de sen 50°, cos 50° y tan 50°.

N
El signo del seno y coseno es negativo y el de la tangente es positivo. Enton-

ces, sen 230° = —sen 50°, cos 230° = —cos 50° y tan 230° = tan 50°.

b) En este caso, el dngulo de referencia es 360° — 320° = 40°. Puede observarse
el grafico de la derecha para analizar por qué se calcula de este modo.

El signo del seno y la tangente es negativo en el cuarto cuadrante, mientras
que el coseno es positivo. Entonces,

sen 320° = —sen 40°, cos 320° = cos 40° y tan 320° = —tan 40°.

Conclusién

YA P
1/
230° ya i
A\50° !
o [ A d s
i 58 0 Q' x
1
N2
BN

N

w
N
iz
=~
<

A4

Los angulos de referencia sirven para calcular razones trigonométricas de angulos mayores a 90°.

La forma de calcular el angulo de referencia depende del cuadrante al que pertenece dicho angulo. Sea 6

un angulo cualquiera menor que 360°, entonces:

* Si O pertenece al primer cuadrante, el angulo de referencia es él mismo.
* Si O pertenece al segundo cuadrante, el angulo de referencia es 180° — 6.
* Si O pertenece al tercer cuadrante, el angulo de referencia es 6 — 180°.

« Si O pertenece al cuarto cuadrante, el angulo de referencia es 360° — 6.

Ejemplo

<\

Representa cos(—400°) en términos de un dangulo agudo.

Como —400° = —360° — 40°, el angulo de referencia es 40°. El angulo pertenece al cuarto cuadrante, por

lo que el signo de cos(—400°) es positivo. Por lo tanto, cos(—400°) = cos 40°.

<
Problemasu

Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6 y tan 6,

donde 0 < 6 < 90°.

a) 100° b) 175°
d) 250° e) 290°
g) 405° h) 570°
j)-780° k) -940°

c) 220°
f) 310°
i) 630°
l) -1000°



2.8 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 4*

Problema inicial
Si 6 esta entre 0° y 360°, calcula su valor para cada caso:

a)sen@z% @b)cos@z—%
Solucién

a) De acuerdo a la condicion dada, sen 6 es positivo. El seno n YA
es positivo en el primer y segundo cuadrante, y ademas
sen 30° = % Entonces, hay dos posibles valores para 0 si 0

z o o ya 6 N 30° -\
esta entre 0°y 360°. < 0 % < S
Entonces 6 = 30° o bien 6 = 180° — 30° = 150°.
Vv A\ 4

Para 6 en el primer
cuadrante

Para 6 en el segun-
do cuadrante

b) De acuerdo a la condicién dada, cos 6 es negativo. El coseno es negativo en el segundo y tercer cuadran-

1. .0 3
te. Para calcular el valor de 8 se utiliza la calculadora. Se utiliza el valor absoluto de —=

valor.

. , . 3
Considerar el angulo de referencia a, entonces cos o = 7

Se sabe que la funcion cos™ de la calculadora devuelve el dangulo o que
3
(4)'
Pero a es el angulo de referencia y como 6 esté en el segundo cuadrante,
se tiene que

2 €s decir, cos™ a.

cumpla que cos o =

0 =180° — & = 180° — cos™! (%) ~138.6°.

De igual forma, si 0 estd en el tercer cuadrante se tiene que

6 = 180° + cos™ (%) ~221.4°.

Cuando se determinan angulos con calculadora hay que tener un
cuidado especial: esta devuelve angulos que estan entre —90° y 90°
para el seno y la tangente, y entre 0° y 180° para el coseno.

Conclusién

o envez del propio

YN

’
/

,
RapHR
A

o

N

(0] X

A4
Para 6 en el segundo

cuadrante

v

N

S
/
’

Ea\CER
o %

0

A

yd
N

(0

N2
Para 6 en el tercer

cuadrante

Para calcular el valor de un angulo si se conoce una de sus razones trigonomeétricas, se utilizan angulos
de referencia. Ademas, si el dngulo se encuentra entre 0° y 360° generalmente habran dos angulos que

satisfagan la condicidon impuesta.

<
Problemasm

KWV

Calcula el valor de 0 en cada caso si esta entre 0° y 360°.

a) sen0=—g b) tan 6 =3
@c)sen@:% @d)c050=—%

©



2.9 La identidad pitagorica

Problema inicial
Se denota el cuadrado de una razén trigonométrica, (sen 6)?, (cos 6)?, etc., como sen?6, cos?6, etc.

Demuestra que para cualquier angulo 8 se cumple que sen?6 + cos?6 = 1.

Solucién
Recordando que sen 6 = % y cos 6 = %, donde r =Vx*+ y?, entonces,

2 2 2 2 2
sen20 + cos20 = (2) +(ﬁ) =y—2+£2=—y +2x2=r—2=1.
r r r T r r

Conclusién
La identidad sen?d + cos?6 = 1 se conoce como identidad pitagérica y es valida para cualquier angulo 6.

Ejemplo 1

Determinar los valores de cos 6 y tan 6 sisen 0 = % y O estd en el cuadrante I.

Utilizando la identidad pitagdrica sen?6 + cos?0 = 1,

2
5 2 __5 2
(13)+cos 6 Teg * CoS 6=1.

) 25 _169-25 _ 144 144 _ 12 144 12
Entonces cos’f=1- 169 = 169 " 1o Luego, cos 0= Tes = 13° o bien cos 0 = —\1es = " 13 Perolaotra
condicidn inicial es que 6 esta en el cuadrante | y en el cuadrante | el coseno es positivo, por lo que
_12
cos
13 o
Para calcular tan 6, recordar que tan 0 = <0’ entonces
_sen0 5.12_5 13 _5
tn 0= "B B 3 D 1
Por lo tanto, cos 6 = y tan 0=
Ejemplo 2

Demuestra que 1 + cot?0 = 12
sen%d

Se sabe que tan 0 = %, para (x, ) las coordenadas de un punto del plano. Entonces cot =%, asi

2 2 2
1+cot20=1+(§) =1+ 2% T

2 2
Por otra parte, —— =1+ (l) =1x = =—. Por lo tanto, 1 + cot?§ =
sen2f) r y

<
Problemasm

1. Determina los valores de sen 6y tan 6 si cos 0 = —i y O estd en el cuadrante Ill.

2. Determina los valores de sen Oy tan 0 sicos 0 =——= y tan 6 < 0.
3. Determina los valores de cos 0y tan 0 si sen 0 =§ y 6 no estd en el cuadrante I.
1 o
4. Demuestra que 1 + tan?0 = —og bara cualquier angulo 6. Puedes utilizar la estrategia aplicada en
. . la solucion del problema inicial.
5. Determina los valores de sen Oy cos O sitan 0 = —— ysen 6> 0.
6. Demuestra que tan 6 + cot 6 = sec 0 csc 6. Para el problema 5 puedes utilizar el
7. Demuestra que sec 6 —cos 6 = tan 6 sen 6. szl clel jprolelisra .

&



2.10 Practica lo aprendido ~

1. Dibuja cada dngulo.
a) 530° b) 780° c) 855°
d) -1360° e)-1210° f) —630°

2. Determina las razones trigonométricas seno, coseno y tangente para cada angulo.

a) b)

N N\
Y P(3,4) P(-2, 2) Y
4
N\ O x 7
Z 0 N WV
N O ‘;
A4
c) y N d) Sy/\
P (—1, E)
9N >
N [6) x \9
P(0, -2) ) 0O %
A\ 4
A\ 4

3. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6y tan 6,
donde 0 < 6 < 90°.

a) 165° b) 855° c) 2385°
d) —-140° e) —840° f) —2190°

4. Calcula el valor de 0 en cada caso, donde 0° < 6 < 360°.

N3

a)cos O =— >

b)tanf=1 Ec)sen@:-

[XEN]

5. Determina sen 6 si cos 6 =% y 6 no esta en el cuadrante I.
6. Determina sen By cos O sitan 6 = —% y O esté en el cuadrante Il.
7. Demuestra que sec?6 + csc?0 = sec?6 csc?6.

8. Demuestra que (tan 0 + cot O)tan 6 = sec?6.




3.1 Area de un tridangulo

Problema inicial
Del triangulo ABC se conocen las medidas de los lados AC=byAB=c¢, vy
la medida del angulo A. Determina una férmula para calcular el area del

Recuerda que en un triangu-
lo suele referirse a los angu-
los de acuerdo a las etiquetas

triangulo utilizando razones trigonométricas. de los vértices.
Solucién

Se ubica el tridngulo ABC sobre el plano cartesiano de modo que NN C(x, y)

A(0, 0) y B(c, 0), conc >0, y C(x, y), cony > 0. Como el drea de un

tridngulo es igual a la mitad del producto de la base y la altura, es b a

necesario calcular la longitud de la altura, la cual se corresponde
con el valor de la coordenada en y del punto C; es decir, y = bsen A.

ya
A0, 0)-.

v

Ahora, la base es AB = ¢, entonces,

Area del AABC = base xzaltura _ (ABZ)(y) _ c(bs;n A) _ bcs;nA.

Teorema

Se denota por (ABC) el area de un triangulo ABC. Si se conocen las medidas de dos de los lados de un trian-
gulo y el angulo entre ellos, entonces puede calcularse el drea utilizando trigonometria, de modo que

(ABC) = absen C _ besen A _ casen B < Un tridngulo posee tres alturas,
2 2 2 b a que son aquellos segmentos de
En adelante, se utilizara la notacion recta que parten.de un vertice
1 1 1 A . y cortan perpendicularmente al
(ABC) =>-absen C= =bcsen A =>casen B. c lado opuesto.
Ejemplo 1 .
Calcula el drea del triangulo ABC que muestra la figura.
Como el dngulo conocido estd entre los lados conocidos, se puede aplicar la formula
del area directamente. Entonces,
(ABC) =2 ()(3)sen 60° = (2)(3)sen 60° = (2)(3) (2 )= 3+3. £
. A 3 B
E jemplo 2
Determina el drea del triangulo DEF que muestra la figura.
F
Como el angulo conocido estd entre los lados conocidos, se puede
aplicar la férmula del drea directamente. Entonces, 1350 />
(DEF) = £ (2](5)sen 135° = 5sen 135° = s(ﬁ) =5V2, D £
2 2 2 5
Problemasm’
1. Calcula el drea de cada uno de los triangulos siguientes. ¢
a) b) c) | d) 3
C F 3 L
4 4
8 / y 6
30° 60°
A 3 B D 5
G

2. Deduce la fdrmula del area del tridangulo ABC, del Problema inicial, si C tiene ]
coordenadas (x, y),conx <0yy > 0.



3.2 Ley de los senos*

Problema inicial ;
. - a_ _ __¢
Demuestra que en cualquier triangulo ABC se cumple que oA onB e c ]

Solucién .
Si se calcula el drea del triangulo, se tienen tres maneras: =absen C, %bcsen Ay %casen B.

Pero el drea es igual, no importa como se calcule, por lo tanto
C

1 1
Eabsen C= Ebcsen A= %casen B.

Multiplicando por 2, b a
besen A = acsen B = absen C,

dividiendo entre abc

besen A _acsen B _absen C . bésen A _ afsen B __.absen C A c B
abc abc abc abc Ab¢ abc '
= senA _senB _ sen C’ __________________ (1)
a b c
sacando los reciprocos a_ _ b -_< . Observa que las razones en la
senA senB senC proporcién relacionan el lado y el

seno del angulo opuesto a este.

Teorema (Ley de los senos)

En un triangulo ABC, se cumple que —_—

senA senB senC’

Como las igualdades anteriores son equivalentes a las igualdades en (1), se puede utilizar cualquiera de las
dos indistintamente, seguin sea la necesidad.

Ejemplo
En un tridngulo ABC calcula el valor de b sic =12, B=120°y C = 45°.

Se dibuja el triangulo ABC y se ubican los datos. Aplicando el ley de los senos, se tiene

b __12 p = 12sen 120 =12(ﬁ)+ﬂ
sen 120° sen 45 sen 45 2 2 C

123 120°

Por lo tanto, b =66.

b
Problemas ./
Calcula los valores que se piden para el triangulo ABC.

a)Elvalorde bsia=3,A=30°y B =45
b) El valorde bsia=9,A=60°y B =45°.
c) Elvalordecsia=6,A=30°y C=135".
)
)

Edd) El valorde b sic=8,B=55y C=100°
e) Elvalordecsia=6,A=60°y B=75°



3.3 Calculo del angulo de un triangulo conocidos dos lados y un angulo, parte 1

Problema inicial
B En cada uno de los siguientes casos, determina si puede construirse el tridngulo y en caso afirmativo,
calcula la medida del angulo pedido.
a) En el ADEF, d =16, e =8y D = 30°. Calcula la medida del angulo E.

b) En el AMNP, n =20, p =8y P =30°. Calcula la medida del dngulo N.

Solucién
a) Se dibuja el tridngulo DEF y se colocan los datos conocidos. Como se conocen dos lados y un angulo
opuesto a uno de estos se aplica la ley de los senos. Por comodidad, se utilizara (1) de la clase 3.2.

F

1 1 16
==2==,
2 4 8 ~
p «L230 E

Cuando senE =% se tiene que E = 14.5° o bien E = 180° — 14.5° = 165.5°.

8sen30° _ 8sen30°
16 157

sen E _ sen 30°

3 16 = senE=

., ° . Puede revisarse la clase 2.7 de
Se sabe que en un tridangulo D + E + F = 180°. Es necesario comprobar esta unidad para ver por qué el

que los valores de E encontrados tienen sentido. éngulo E puede tener dos valores.

Para E = 14.5° se tiene que D + E = 30° + 14.5° = 44.5° < 180°, por lo tanto E = 14.5°.

Para E = 165.5° se tiene que D + E = 30° + 165.5 = 195.5° > 180°. Por lo tanto, £ no puede tener un valor
de 165.5°.

Luego, con los datos proporcionados puede construirse un solo tridngulo y E = 14.5°.

b) Aplicando la ley de los senos se tiene que:

8 20 20sen30° _ 20sen30° (1) 5
= = = = =5(=]+2== 1
sen30° sen N sen N 8 8 2 4 (1) P
Para senf = —Z = se establecera que esta razon trigonométrica no puede ser ma-

+y . ,
yor que 1 o menor que —1. Para cualesquiera numeros reales x y y puede verse que
y? < x* + ¥? (a un nimero positivo se le esta sumando un niumero positivo). Por lo que
—Vx? +y? <y < +x?+y? al dividir todo entre \ x* + y* se obtiene

M
Y <1, esdecir, -1 <sen § <1. 8

-1<
xZ +y2
Luego, de (1), como senN = %> 1, no hay dngulo que cumpla esta condicién ya que el seno no puede ser
mayor a 1, y por lo tanto no puede construirse un tridangulo con las medidas dadas.

Conclusién
Si se conocen las medidas de dos lados y un angulo opuesto a uno de los lados conocidos, entonces puede
determinarse si el triangulo puede construirse mediante la aplicacion de la ley de los senos. Ademas,
pueden calcularse todos los angulos del triangulo mediante la aplicacion de la misma.

P *

roblemas Z
Determina cuantos triangulos ABC pueden construirse en cada caso, calcula ademas la medida del angulo
pedido de ser posible.

a)b=2,c=2yB=45° Calcula C. b) @ =3, b=\2 yA=120°. Calcula B.
c)b=3,c=v2yC=150° Calcula B. d)b=6,c="3yC=135° Calcula B.




3.4 Calculo del angulo de un triangulo conocidos dos lados y un angulo, parte 2

E Del tridngulo ABC se sabe que a =2 cm, ¢ =3 cm y A = 30°. Construye el tridngulo y calcula la medida del
angulo C.

Problema inicial ]

Solucién
Puede construirse primero el triangulo de manera exacta como sigue:

1. Trazar un segmento de longitud 3 cm. Se 2. Con vértice en A trazar un angulo de 30° y trazar
denota A el extremo inicial y B el extremo un segmento de cualquier longitud a partir de
final.

A

| 4

O O S S A KR T
0cm 1 2 3 4

3. Con el compds, medir una amplitud de 2 cm y haciendo centro C
en B trazar un arco de circunferencia hasta cortar al segmento
trazado en el Paso 2. En este paso, se determinan dos cortes, por C
lo que con las medidas proporcionadas pueden dibujarse dos [
tridngulos. A A 3 B

Para calcular el valor del dngulo C, nétese que se conocen dos lados del tridngulo y el angulo conocido es
opuesto a un lado conocido, por lo tanto puede aplicarse la ley de los senos:

2 3 _ 3sen30° _ 1); _3
sen30°  senC senC = 2 _3( ) 2_4'
Cuando sen C = % se tiene que C = 48.6° o bien C = 180° — 48.6° = 131.4°. T

Hay que comprobar que ambos valores de C son validos.

¢ SiC=48.6°se tiene que A+ C=30° +48.6° = 78.6° < 180°.
*SiC=131.4°se tieneque A+ C=30°+131.4°=161.4° < 180°. <

A\

48.6°

<9

Luego, el valor del angulo C con los datos dados puede ser aproximadamente 48.6° 0 161.4°.

Conclusién
Si se conocen dos lados de un tridangulo y un angulo opuesto a uno de estos lados, en algunos casos, pueden
construirse dos triangulos con dichas medidas. A este caso se le llama caso ambiguo.

<

Problemasu

B Para cada caso, determina cuantos tridangulos pueden construirse con las medidas dadas, y calcula el an-
gulo pedido de ser posible.

a)a=3,b=4yA=30° Calcula B.
b)a=2,c=1y C=20° Calcula A.
c)a=4,b=6yB=60° Calcula A.



3.5 Ley del coseno*

Problema inicial
Demuestra que en cualquier triangulo ABC se cumple que:
c’=a’+b*>-2abcosC

Solucién
Se ubica el tridangulo ABC en el plano cartesiano de modo que A(b, 0) y C(0, 0).

Si (p, q) son las coordenadas del punto B, entonces

N
y B
cosC=L y senC=-<L
a a
Porlo que p =acosCy q = asenC. a c
Ahora, la distancia del punto A al punto B es
. C(0,0)
d(A, B) =+(b — acos C)? + (0 — asen C)? < ol AD, 0) &
___________ bomenrene
Vv

=~/b2 - 2abcos C + a’cos*C + a? sen’C

= \a?(senC + cosC) + b2 — 2abcos C

=+ a? + b>—2abcosC.

Pero la distancia de A a B es la longitud del lado AB del tridngulo, que es c. Entonces,

d(A,B)=c = c*=a*+b*-2abcosC.

Teorema (Ley del coseno)
En un tridngulo ABC se cumple que ¢? = a* + b?> — 2abcos C.

De igual forma se satisface que

a’>=b?+c?>—2bccosA,
b%*=a?+ c*—2accosB.

Ejemplo

Determina la medida del tercer lado de un tridngulo ABC si se sabe que a =6, b =V2 y C = 45°.

Dibujando el tridngulo y ubicando los datos se observa que se puede aplicar de manera directa

la ley del coseno. Asi,
¢ = 6%+ (V2)2 = 2(6)(V2)cos 45°

=36+ 2—1/2\/5(%
=38-6(2)=38-12 =26.
A
Como ¢ > 0, se tiene que ¢ =26. V2

b d
Problemasu
Para cada caso, calcula la medida del tercer lado del tridangulo.

a)Enel AABC,a=V3,b=5yC=30°
b) Enel AABC,b=6,c=4yA=120°.
c) Enel AABC,a =9, c=9+3y B =150"
d) Enel AABC,a=b=4y C=60".

e) EneIAABC,a=\/§,c=2yB=135°.



3.6 Calculo de los angulos de un triangulo conocidos sus tres lados

Problema inicial

B Del tridangulo ABC se sabe que a = 8, b =5y ¢ = 7. Determina la medida de los tres angulos del tridngulo. ]

Solucién
Se puede utilizar la ley del coseno para calcular un angulo del tridangulo. Utilizando ¢? = a? + b* — 2abcosC,
entonces:
7% =82+ 52—2(8)(5)cos C A
2(8)(5)cos C =82 + 52— 72
80cos C=64 +25-49 7 5
80cos C=40
cosC= 0.1
T80 2° B C
1 8

Cuando cosC = 5 se tiene que C=60°.

Para calcular otro angulo se aplica nuevamente la ley del coseno
52=72+82-2(7)(8)cosB
2(7)(8)cosB =82 + 7> — 52
112cosB=64 +49 -25

112cos B =88
_88 _11
cosB = 112 14

Cuando cos B =%, B =38.2°.

Luego, A=180°—-B—-C=~180°—38.2°—60° = 81.8".
Por lo tanto, A= 81.8°, B~ 38.2°y C=60°.

Ve

Observa que para calcular el segundo angulo también se puede utilizar la ley del seno.

7 5 N senB:Ssen60°=5(\/§)+7=ﬂ

sen 60°  sen B 7 2 14 °

CuandosenB= %, B ~38.2° 0 bien B~ 180° —38.2° = 141.8°. Pero si B = 141.8° entonces

B+ C=141.8° + 60° = 201.8°, lo cual no puede ser en un triangulo. Por lo tanto B = 38.2°.
éPor qué es preferible utilizar la ley del coseno?

.

Conclusién

Si se conocen las medidas de los tres lados de un tridngulo pueden calcularse las medidas de sus tres
angulos mediante la ley del coseno.

b
Problemasu

B 1. Para cada caso, determina la medida de los tres angulos del triangulo si es posible.
a)Enel AABC,a=V3,b=1yc=2 b) En el AABC,a=1,b=2yc=v5
c)Enel AABC,a=5,b=3yc=7

d)Enel AABC,a=6,b=10yc=11
e)Enel AABC,a=V3,b=12yc=9

2. En el AABC expresa cos B en términos de los lados @, b y c.

154



3.7 Practica lo aprendido

1. Calcula el area del triangulo ABC si se conocen los datos proporcionados en cada caso.
a)a=7,c=4yB=45° b)b=10,c=8yA=30°
c)a=1,b=2yC=45° da=4,b=5yC=60°

e)a=6,c=V3yB=120°

2. En el triangulo ABC calcula el dato que se pide en cada caso, analizando si el resultado tiene sentido.
B a) b=24,B=38°y C=120" Calcula c. b) ¢ =10, A =135°y C=30°. Calcula a.
Ec)a=12,b=16yA=45" Calcula el B. d)a=3,b=2yB=30° Calcula el A.

Ee)b=2,¢=3yC=120" Calcula el B.

3. Determina el valor del tercer lado en cada caso.

a) b)
C

135° 4
A 60° 5 M 5 N
6

B 4. Calcula la medida de los tres dngulos del tridngulo ABC para cada caso.

a)a=12,b=7yc=6 b)a=2,b=3yc=4

5. Determina la medida del tercer lado del triangulo ABC que muestra la figura.

60° Utiliza la ley del coseno y resuelve la
2 a ecuacion cuadratica que resulta de
ello.

A B
7

E6. Resuelve los siguientes triangulos, utilizando la ley de los senos y la ley del coseno.

a)b=21,A=60° B=12° b)a=15,¢=7,8=65 Resolver un triangulo significa
o .  encontrar todas las medidas
c)a=3,b=2,c=2 d)c=3,B=110°, C=45 OB B AT




3.8 Aplicaciones de la ley de los senos y la ley del coseno

Problema inicial

B Ana sale a correr cada mafiana alrededor de su cuadra que
tiene forma triangular. Primero recorre 4 km, luego 2 km y por
ultimo recorre la ultima calle para regresar a su casa. ¢ Cuantos
kildmetros corre Ana en total cada mafiana si da una vuelta
completa en su vecindario?

&

Solucién
Para saber cuantos kildmetros corre Ana en total cada mafiana, hay que
encontrar la medida del tercer lado del vecindario. Como tiene forma X
triangular, se conocen dos lados y ademas el dngulo que se conoce es
opuesto al lado que se desea calcular, se utiliza la ley del coseno. 60°

X =47+22 - 2(4)(2)cos 60° = 16 + 4 - 2(4)(2) (%) = 20-8 =12 4k

Esdecir, x2=12 = x=vV12 0x=-v12.

Pero x representa una longitud por lo que no puede ser negativo. Entonces, x = 3.5 km. Luego, Ana corre
cada manana 4 km + 2 km + 3.5 km = 9.5 km, aproximadamente.

Conclusién
La ley de los senos y la ley del coseno pueden utilizarse para resolver problemas aplicados al entorno
cuando dichos problemas involucren tridangulos.

En algunos casos resulta util aplicar la ley de los senos y en otras la ley del coseno, por ello es recomendable
elaborar un dibujo y ubicar los datos conocidos y los datos que se desean calcular para identificar cual de
las dos leyes conviene utilizar.

<
Problemasm

1. Un barco deja un faro A y navega 5 km. En este punto observa un faro B que

&= s.

. Una casa tiene un patio en forma triangular y el duefio quiere po-

estda a 7 km del faro A. Si el angulo entre las lineas de vision a ambos Bﬁ
faros es de 60°, ¢a qué distancia estd el bote del faro B? =

nerle grama, por lo que necesita calcular el drea del patio para
comprar la grama. Dos de los lados del patio miden 40 y 42 metros,
y el angulo opuesto al lado que mide 42 es de 120°. ¢{Cuantos m?
debe comprar de grama aproximadamente?

Un herrero desea construir un columpio usando dos triangulos isésceles en sus
extremos. Si el angulo distinto mide 30° y el lado opuesto a este quiere que mida 1
metro, écuanto deben medir los otros dos lados?

4. Demuestra que el area de un paralelogramo es el producto de dos lados adyacentes y el seno del angulo

©

entre estos dos lados adyacentes.



3.9 Practica lo aprendido ~N

B 1. Una caja esta sostenida por una cuerda, como muestra la figura. ¢ Cudl es
la longitud de la cuerda?

2m

B 2. La capitana de un barco observa dos faros mientras navega. El barco se encuentra a 15 millas de un faro
y a 20 millas del otro faro. Si la capitana determina que el angulo entre las dos lineas de vision hacia los
faros es de 120°, écual es la distancia entre los faros?

E3. un granjero tiene un establo y necesita hacer un corral extra. Para ello tiene un lazo de 38 metros y
piensa atar el lazo como muestra la figura. ¢Tiene el granjero suficiente lazo si los nudos estan a una
distancia de 4 metros?

i 4. Un poste de 30 pies de largo se ha inclinado aproximadamente 15° de su posicién original. El
alcalde de la ciudad piensa sostenerlo con un cable de acero pero necesita calcular cuanto
necesita de cable. Si amarra el cable a 100 pies de la base del poste, éicuanto necesita
aproximadamente?

30 pies

.,

5. Se construira la decoracion de un jardin en forma triangular, como muestra la figura. Si cada vértice del
triangulo es centro de la circunferencia sobre la que esta, écual es la longitud de PQ?

5

6. un grupo de exploradores esta aprendiendo a navegar para un viaje de supervivencia. Sobre un mapa les
han ubicado tres puntos que deben visitar, sin embargo, necesitan conocer las medidas de los angulos

para saber qué tanto deben girar. ¢ Cudles son los angulos que deben girar para poder visitar los tres
puntos?




3.10 Problemas de la unidad ~

1. De la siguiente figura, calcula las longitudes de los segmentos AD, DC, AC, BD y BC. Racionaliza cuando
sea necesario.

C

2. De la siguiente figura, escribe las longitudes de los segmentos BC, AC, DB y AB en términos del angulo 6.

C
0
_
A3 B

3. Un pentdgono regular esta inscrito en un circulo de radio 7. Calcula el perimetro del pentagono.

B 4. Una escalera de 30 pies de largo yace sobre una pared con una inclinacién de 70°. Determina la
distancia a la que se encuentra el pie de la escalera de la pared.

5. Desde la punta de un faro de 50 pies se observa un bote a un angulo de depresién de 11°. éA qué
distancia esta el bote del faro?

B 6. Una antena vertical estd montada en el tope de un poste de 30 pies de ,:@%
altura. Desde un punto a 60 pies de la base del poste, la antena subtiende .
un angulo de 10°, como muestra la figura. Calcula la longitud A de la antena. ',/' Fa
Ao’ \
//:}’ L
7. Calcula lo que se pide, si los datos se refieren a un triangulo rectangulo. o 30 pies

a)Sicos 0= %, calcula sen 6.

b) Sisen 0 = %, calcula cos 6. ‘

60 pies
c) Sitan 6 =2, calcula cos 6y sen 6.

d) Sisec 8 =7, calcula cos@y senf.
8. Calcula la distancia entre P y Q para cada caso.

9. Calcula el perimetro del cuadrildtero ABCD que tiene por vértices A(-3, —-1), B(0, 3), C(3, 4) y D(4, 1).




~N

3.11 Problemas de la unidad
10. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y y respecto al origen. Grafica
c) P(-2,0) d) P(-1,-1)

en cada caso.
a) P(0, 3) b) P(% —1)
11. Dibuja cada angulo e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 800° b) -300° c) 1050° d) -735°
12. Determina los valores de seno, coseno y tangente de 6 en cada caso.
b y
) P(1, 2) )
0
0 P(-1,0) x
X
d) I

I

R\/

|
P(-1,-2)

tan 6, donde 0° < 6 < 90°.
a) 150° b) 370° c) 450° d) 535°
14. Determina los valores que se piden en cada caso.
a)sen OytanOsi c058=—% y 90° < 6 < 180°.
b) tan O sisen 0 = % y 0 estd en el segundo cuadrante.
c) cos By sen B sisec =2y 0 esta en el primer cuadrante

13. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 0y

15. Calcula el area del tridngulo ABC.

La unidad de medida de la fuerza aplicada
a objetos es el newton y se simboliza por N.

16. Calcula los valores que se piden.
a) Elvalordecsia=3,A=60°y C=45°.

b) Elvalorde Bsia=1, b=y3yA=30°

c)Elvalordeasib=2,c=23yA=150°.
d) La medida de los tres angulossia=b =2y c=+3

e)Elvalorde Asia=4,b=1yB=60°

E17. Cuando dos fuerzas en direcciones distintas actian sobre un objeto,
la fuerza resultante es la diagonal del paralelogramo formado por las

fuerzas aplicadas. Si dos fuerzas de 12 y 18 newtons actuan sobre un
objeto a un angulo de 75°, écual es el valor de la fuerza resultante?

18 N

N\



Anexo. Uso de calculadoras ~

\_ al GRAD de las calculadoras cientificas.

Existen diversos tipos de calculadoras: cientificas, graficas u oficina, entre otras. En este apartado se puede
consultar el uso adecuado de una calculadora cientifica para el calculo de valores trigonométricos. Para saber
qué modelo de calculadora tienes, observa el tipo de teclas que posee y con base a eso podras configurarla.

Calculadoras cientificas

CALCULADORA GENTIFCA Esta es de las calculadoras mas sencillas. Para configurarla para utilizar angulos en
grados se siguen los pasos:
s B8 : MODE
0.BER0254038 Presionar la tecla @ dos veces y presionar la tecla .

Para comprobar que la calculadora esta en grados, debes observar que aparezca la
letra D. Esta letra corresponde a la palabra “grados” en inglés: “degree”.

4 N\
Esta calculadora es mds avanzada, y para configurarla | DEG viene del inglés grados,
en grados se siguen los pasos: RAD de radianes y GRAD viene
de gradianes. Esta ultima me-
) SHIFT MODE SETUP . ; .
Presionar la tecla @ luego la tecla dida es comunmente utilizada
. ) en la ingenieria civil para medir
Yy por ultimo presionar la tecla . . angulos, y un gradian se calcula
Sin® e g . .
. : al dividir una circunferencia en
Muchas calculadoras tienen la tecla como .
» b . . e 400 partes iguales.
funcidn seno, "sin" viene del vocablo inglés "sine". )

En general, cualquier calculadora cientifica puede configurarse de manera parecida: hay que presionar la
tecla MODE vy buscar la configuracion "deg" (degree).

I .
Celulares / \
O™ .l 97% B9:08 a.m..

Muchos celulares inteligentes hoy en
dia traen una calculadora incorporada
y presentan funciones cientificas mas TP T
avanzadas aparte de las operaciones :
basicas de suma, resta, multiplicacién y
division.

Para acceder a la calculadora cientifica de
tu celular ve a la aplicacidn calculadora
abrela y coldcalo de forma horizontal
para que puedas visualizar las funciones.

Aparecera en una parte las funciones basicas de las calculadoras y las teclas numerales y en la otra parte
apareceran las funciones cientificas, como las teclas para calcular el seno, coseno y tangente, teclas para
calcular logaritmos, potencias, raices, y los nimeros pi y dureo (el tipo de teclas que aparecen dependen
de la aplicacidn).

Al utilizar la calculadora cientifica del celular también debes tener cuidado que el angulo esté medido en
grados, observando si aparece en alguna parte de la pantalla la palabra DEG. Si aparece la palabra RAD,
en este caso hay que buscar la tecla DEG y presionarla. Dependiendo de la calculadora y del teléfono, la
palabra que aparezca puede ser GRAD y no DEG. Hay que tener cuidado que el GRAD del celular no es igual
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