La elipse

3.1 Actividad introductoria

e
Materiales /‘ *
- 2 tachuelas - Hoja de papel vegetal
- Trozo de cuerda - Compas
- Lapicero - Plumén N
’

N
Actividad 1 2. Toma la cuerda con la punta del lapicero hasta
tensarla, desliza el lapicero manteniendo la
1. Asegura los extremos de la cuerda cuerda tensada hasta llegar al punto donde
con lastachuelas sobre unasuperficie iniciaste. .
adecuada. \
Actividad 2
1. Dibuja una circunferencia lo mas 2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
grande posible sobre el papel vege- quede exactamente sobre un punto de la circun-
tal. Y coloca un punto adentro de di- ferencia.

cha circunferencia.

. ) —Te TN
3. Realiza el mismo proceso con puntos /7 N
cercanos en la circunferencia hasta / \)
llegar al punto donde se inicié. Ana- X /
liza la figura formada. \. /
8 N N\
Definicion

La figura que queda marcada en ambas actividades es una elipse. Observa que cada punto de ella cumple
la condicion de que la suma de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene constante.

Preguntas
1. ¢{Cudnto mide la suma de las distancias de un punto de la figura dibujada a cada tachuela?
2. ¢Cémo es la suma de la distancia de un punto a las dos tachuelas respecto de la longitud de la cuerda?
3. ¢Qué sucede si en la Actividad 2 el punto esta sobre la circunferencia?
4. ¢Qué sucede si en la Actividad 2 el punto es el centro de la circunferencia?
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Indicador de logro

3.1 Identifica el lugar geométrico de una elipse.

La figura geométrica asociada con la elipse no es algo con lo que los estudiantes estén familiarizados (al
menos matematicamente) hasta la fecha, y por eso es necesario que logren identificar la figura que deter-
mina una elipse.

Propésito

En la Actividad se espera que logren asociar la definicion geométrica con la figura que se forma de la elip-
se, para luego, al deducir su ecuacion candnica, quede claro que esta ecuacion define el lugar geométrico
de una elipse en la siguiente clase, para ello se proponen dos formas.

Materiales

En la clase se utilizardn tachuelas (2 por estudiantes), trozo de cuerda, lapicero, regla, hojas de papel ve-
getal, compds y plumdn (uno de cada uno por estudiante).

Solucidn de problemas:
La figura que se forma en la actividad 2 también es una elipse, considerando la construccidn se tiene que:

Si H es el punto de la circunferencia que se hace coincidir con el punto A, y P
es la interseccion del radio OH con la recta [ del doblez, entonces se cumple
que d(P, A) = d(P, H), entonces d(P, O) + d(P, A) = d(P, O) + d(P, H) = d(O, H).

Si Q es otro punto del doblez (recta /) entonces d(Q, A) = d(Q, H), luego
d(Q,A)+d(Q, 0)=d(Q, H) +d(Q, O) >d(O, H) (por la desigualdad triangular).

Por lo tanto, la recta [ y la curva solamente tienen en comun el punto P (/ es tangente a la curva en el
punto P).

1. Los estudiantes deben medir las distancias de un punto de la figura a cada tachuela y sumarlas, este
valor dependerd de la longitud del trozo de cuerda.

2. Las distancias son iguales, en esta parte se espera que los estudiantes midan con la regla.

3. Este caso se puede analizar a partir de la explicacién de la actividad 2, cuando
A estd sobre la circunferencia, y al hacer coincidir con los puntos H, el doblez
(recta ) sera la mediatriz del segmento AH, y por propiedad esta recta pasa por
el centro de la circunferencia, luego el Unico punto que esta en todas las rectas
es el centro de la circunferencia, y no puede haber otro, por lo tanto, en este

caso la figura que queda determinada es un punto.

4. De manerasimilar, si el punto coincide con el centro de la circunferencia, entonces
para cada punto H de la circunferencia, el doblez (recta /) sera mediatriz del
radio OH, y las mediatrices de todos los radios son tangentes a la circunferencia |
de la mitad del radio de la circunferencia dibujada, por lo tanto, la figura que se

forma es una circunferencia de la mitad del radio de la original.

@ Sugerencia Metodoldgica



3.2 La elipse*

Problema inicial ~
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los Recuerda que el lugar geométrico que
puntos que cumplen que su distancia a un punto fijo F,(~c, 0) cumple esta condicion es una elipse.

sumada con la distancia a otro punto fijo F,(c, 0) es siempre igual
a2a,donde0<c<a.

J
Solucién
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y Y
utilizando la distancia entre dos puntos. o
d(P,F,)+d(P,F,) = 2a /'7“
V(x+c)+(y—0)? +(x—c)*+(y-0) =2a v 0 F >
E=a ey =20 - Nwr ey
elevando al cuadrado: (x—c)?+y* =4a?-4daVN(x+c)*+y* +(x+c)+)y? 2
simplificando: aV(x+c)?+y? =a?+cx,
elevando al cuadrado: a?[(x + ¢)? + 2] = a* + 2a’cx + ¢%?,
simplificando: (a?—c?)x? + a®y? = a*(a®—c?).

Dado que 0 < ¢ < @, se cumple que a?—¢?> 0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b>=a?—¢?,
donde b > 0. Sustituyendo en la Ultima igualdad:

b2 + a?y? = a?b?

Z
Dividiendo por a?b?* ambos miembros de la igualdad se puede expresar como: = + y =1.

Definicion
La ecuacion que determina el lugar geométrico de una elipse esta dada por: ﬁ + L b2 =1.
Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de la elipse, y tienen coordenadas. En la ecuacion de la elipse,
si a = b, el resultado es
F.(=Va?- b2, 0) y F,(a*>-b?, 0). una circunferencia. Por lo

Y la suma de las distancias de un punto de la elipse a cada uno de los focos es 2a. | tanto la circunferencia es
un caso particular de la

elipse.

Ejemplo
Deduce la ecuacion de la elipse cuyos focos son F,(=3, 0) y F,(3, 0), y cumple que a@ = 5.

De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =3y a = 5 por hipdtesis, para calcular b se tiene que:

a?—-c?=b? entonces, b?*=52-32=25-9=16 =42

L, . X xz L _
Por lo tanto, la ecuacion de la elipse es: = 42 =1,0 blen, TR 1.
Problemas.”Z

1. Deduce la ecuacion de las elipses de cada literal.

a) Fl(_4l O)I F2(4I O)I a=5 b) Fl(_zl 0)1 FZ(ZI o)l a=3 C) Fl(_ll O)I Fz(ll O)I a=
2. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.

2Ly 2Ly 2Ly
Ag+y=1 by 7 +5=1 oF+3=1

@ )
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Indicador de logro

3.2 Deduce la ecuacidn de una elipse con centro en el origen a partir de los focos y el valor del semieje

mayor.

Una vez que los estudiantes reconocen el lugar
geométrico que determina una elipse, se puede
asociar la ecuacion deducida de las condiciones
de la definicidn con dicha figura geométrica. Esta
clase tiene asterisco, lo que indica que el docente
debe dar mayor apoyo a sus estudiantes.

_

J

N

En la Solucidn, la relacién b% = a®> — ¢? estd aso-
ciada a las condiciones de los cuadrados, no a la
relacién de Pitdgoras que se cumple en la elipse.
En el Ejemplo se presenta la forma de asociar la
ecuacion de la elipse con su definicién.

Solucidn de problemas:

1a) Se tiene que ¢ =4 y a =5 entonces:
b*=52-42=25-16=9= 37,
por lo tanto, la ecuacion de la elipse es:

%

2 2
= pr-g,

Y 1, o bi
4+ 2= =
, 0 bien, = + 5

32

1c) Se tiene que ¢ =1y a = 2 entonces:
b?=22-12=4-1=3=(3)’,
por lo tanto, la ecuacion de la elipse es:

X

2
? £+y—=1.

=1, o bien, 773

v
*ar

2b) Se tiene que a? =4y b2 = 2 entonces:
¢=at-b*=4-2=2=(\2),
por lo tanto, los focos son:

F,(=V2,0), F,(\2, 0).

1b) Se tiene que ¢ =2 y a = 3 entonces:
b?=32-22=9-4=5=(\5)’,
por lo tanto, la ecuacion de la elipse es:
Yo

- =

V5

) xZ yZ
= 4+ = =1,
1, o bien, g T 1

xZ
Tt

2a) Se tiene que a? = 52y b? = 32 entonces:
=a*-b>=52-32=25-9=16=47
por lo tanto, los focos son:
F.(=4, 0), F,(4, 0).

2c) Se tiene que a?= 7 y b2 = 3 entonces:
=a’-b*=7-3=4=27
por lo tanto, los focos son:
F1(_zr O)r F2(2f 0)

Sugerencia Metodoldgica
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3.3 Elementos y propiedades de la elipse
Problema inicial — 3 N
En la grafica de la ecuacién de la elipse % + % =1, determina las
coordenadas de los puntos A, A, B, y B,. /_‘B“
" > X
A, F O F, A,
Bl
= y J
Solucién
Dado que A, y A, estan sobre el eje x, se puede evaluar la ecuacién de la elipse en y = 0.
x? | 0% X2 .
e 1, entonces, i 1 y resolviendo. y
x*=a?
x=ta
Analogamente, como B, y B, estan sobre el eje y, se puede X
evaluar la ecuacién de la elipse en x = 0 y se tiene que:
y=tb
Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son:
Al(_al 0)' Az(a' 0)1 Bl(ol _b) y Bz(ol b)
Conclusién
Los puntos extremos de la elipse que se encuentran sobre el eje x y sobre el eje y se llaman vértices, y
tienen coordenadas A,(—a, 0), A,(a, 0), B,(0, =b) y B,(0, b). El punto medio de los vértices horizontales (o
verticales) se llama centro de la elipse. J
El segmento de recta que pasa por los focos de la elipse y cuyos 3 LIS o
extremos son vértices de la misma, se llama eje mayor de la Ve Foco Vortice
elipse, y su longitud mide 2a. I\ G W) Y x
) Eje mayor:_ﬂeyg/
El segmento de recta cuyos extremos son vértices de la misma y 5
es perpendicular al eje mayor se llama eje menor de la elipse, y Vértice |,y
S IongltUd mide 2b. Para graficar la elipse, coloca los vértices A,, A,
B, y B,; o bien traza los ejes mayor y menor.
Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, longitudes del eje mayor y el eje menor de la elipse
2 2
;-5 + % = 1. Luego graficala en el plano cartesiano. y
T8
Determinando los valoresde a, by c:a=5,b=3yc=v52—-32=16=4. R
L. A, (-5,0),A(5,0 Longitud del eje mayor = 2(5) = 10 1
Vértices  A1(75:0),A,(5,0) gi je mayor = 2(5) AJF Y
B,(0, =3), B,(0, 3) Longitud del eje menor =2(3) =6
Focos F.(-4, 0), F,(4, 0)
b ]
Problemas.w
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y el eje menor de cada
elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.
Ly XLy o x? _
a)m+p=1 b) 5+ =1 Oty =1 o) +yr=1

&




Indicador de logro

3.3 Identifica los elementos de una elipse dada su ecuacidn para graficarla en el plano cartesiano.

Secuencia

Una vez establecida la ecuacion candnica de la
elipse, se puede trabajar con los estudiantes los
diferentes elementos que la conforman, y como
graficarla en el plano cartesiano a partir de ellos.

o

En la Solucion se presentan los diferentes ele-
mentos que tiene una elipse en general, y luego
se utiliza el Ejemplo para observar la manera de
utilizar estos elementos para graficarla en el pla-

J

no cartesiano. )

N

Solucién de problemas:

a) Determinando los valores de a, b, c:

@=5b=4,c=\N5—& =\§ =3,

A,(-5,0),A,(5,0)

Vértices {31(0, _a), BZ(O, 2)

Para orientar a los estudian-
tes a graficar elipses, se puede
aclarar que es suficiente con
graficar los puntos de los vér-

Focos F.(=3,0), F,(3,0)
Longitud del eje mayor = 2(5) = 10
Longitud del eje menor=2(4)=8

b) Determinando los valores de q, b, c:

a=3,b=2¢=V32-2% =5.
A1(_3r O)I A2(3I O)

tices y luego hacer un bosque-
jo a partir de los ejes mayor y
menor.

Veértices {31(0, -2),8,(0,2)
Focos F,(-+/5, 0), F,(/5, 0)

Longitud del eje mayor=2(3)=6
Longitud del eje menor=2(2)=4

¢) Determinando los valores de a, b, c:

a=4,b=2,c=\T-2" =12 =2V3.

A.(-4,0),A,(4,0)

Vértices {Bl(O, -2),8,(0,2)

<

”»

Focos  F,(-2V3,0), F,(2V3,0)
Longitud del eje mayor =2(4) =8
Longitud del eje menor =2(2)=4

d) Determinando los valores de a, b, c:
a=2,b=1,c=v22-12 =+/3.

A1(_21 O)I Az(zl O)

B](OI _1)r Bz(ol 1)

Fl(_ \/gl O)I Fz(\/gr 0)

Longitud del eje mayor=2(2)=4

Longitud del eje menor =2(1) =2

Vértices {
Focos

En d), los estudiantes pueden
tener problemas en recono-
cer que el denominador de y?
es 12, hay que tener cuidado

para corregir los errores que
puedan surgir, por esta razon
es el ultimo problema que re-
solveran.

Sugerencia Metodoldgica



3.4 Desplazamientos paralelos de la elipse

Problema inicial PEETRE
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion ——+ yT =1.

Solucién .
Considerando la ecuacién de la elipse % + yj =1 y desplazandola
3 unidades hacia la derecha y 4 unidades hacia abajo, se obtiene
la ecuacion:

[@=3F , +aF _

9 4 1

2 2
Por lo tanto, la grafica es la elipse % + yj =1 con centro (3, —4).

Conclusién
La ecuacion de una elipse desplazada h unilldzades hkozrlzontalmente Yk Recuerda e e e T A T
unidades verticalmente esta dada por: %+ % =1. fica b unidades horizontalmente, y k

unidades verticalmente se cambia la
Para graficarla, se puede ubicar el centro y graficarla como si este fuese el  variable x por la expresién x - A; y la
origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla. ~ variable y por la expresién y — k.

Ejemplo 1
2
Determina la ecuacién de la elipse % +% =1 desplazada —3 unidades horizontalmente y 2 unidades

verticalmente.
2 - 2
w+3P =27 _ g

Tomando la ecuacién original y reemplazando x por [x — (=3)], y y por (y — 2): 5e 9

Ejemplo 2

Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor de la elipse

2 2
%4%61) = 1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

2
Esta elipse es equivalente a la elipse 2£5 +iv—6= 1 desplazada —2 unidades horizontalmente y —1 unidad

verticalmente. Nota que los vértices y los focos se desplazan de la misma manera.

2 2 2 2
Ecuacién % + % =1 (_x;SZ) +(y—I61) =1
, . A1(_5/ O)/ AZ(SI 0) Al(_7l _1)/ Az(3/ _1)
vertices B,(0, —4), B,(0, 4) | B,(~2,-5), B,(-2, 3)
Focos F,(-3,0), F,(3,0) | F,(-5,-1), F,(1, 1)
Longitudes deleje | 5 _ 15 5 -8 | 2¢=10,2b=8
mayor y eje menor

b
Problemasw
1. Para cada literal determina la ecuacion de la elipse desplazada h unidades horizontalmente y k unidades

verticalmente.

¥y =1 k= ¥y = =— ¥y =) k=-—
a)25+9-1,h 1,k=2 b)9+4 1,h=3k=-1 c)16+7 1L,h=-2k=-2

2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y eje menor. Luego gra-
fica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.

(=3P =3P _ (x+2) (-1 _ (x+1) (y+1)°_
a)9+4-1 b)16+4-1 c)25+4-1

@
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Indicador de logro

3.4 Encuentra la ecuacion de una elipse desplazada paralelamente respecto a los ejes de coordenadas
y traza su grafica.

P secuencia

Puesto que los estudiantes ya conocen la ecua- En la Solucidn se espera que los estudiantes apli-
cion de la elipse y cdmo encontrar los elementos qguen lo que ya conocen sobre desplazamientos
de ella a partir de dicha ecuacidn, es un momento paralelos tanto de una grafica, como de un punto,
adecuado para introducir los desplazamientos pa- que se vio en la leccion sobre parabola y se siguio
Kralelos en la elipse. ) Kaplicando en circunferencia. )

Solucién de problemas:

Lo, 0=2P 1 g pien @H1F, (=22 (=3, Do(OP i =32 (R
1a) et 1, o bien, et 1. 1b) 5t 4 =1, o bien, gt = 1.
x=(=2)P , by =(=2) _ . (x+2)> (y+2) _
1c) T 5 =1, o bien, et = 1.
2a) 1
- Xy (x=37 (=30 _
Ecuacion 5 + 2 =1 — += =1 5
Al(_sr O)r A2(3I O) A1(ol 3)/ A2(61 3) 4
Vértices
B,(0,-2), B,(0, 2) B,(3, 1), B,(3, 5) 3
F.(-V5,0), Fi(-V5 +3,3), ?
Focos
F,(V5, 0) F,(V5+3,3) :
Longitudes  del eje 204=6,2b=4 204=6,2b=4 £ T 3 4 5 ¢ ¥
mayor y eje menor d
Zb) 2 2 2 2
g 2 (x+2?  (y—1) _ J
Ecuacion A 1 e T2 1
L. A1(_4r O)r A2(4I O) A1(_61 1)r Az(zl 1)
Vertices B,(0,-2), B,(0,2) |B,(~2,-1), B,(-2,3)
- Fi(-2Y3, 0), Fi(-2V3-2,1),
0cos
F,(2v3,0) F,(2V3-2,1)
Longitudes del eje _ _ _ _
e 20=8,2b=4 20=8,2b=4
ZC) 2 2
o 2y (x+1)  (y+1)? _
Ecuacién et 1 %t 1
, . Al(_sl O)I A2(51 0) A1(_61 _1)I A2(4I _1)
vertices B,(0,-2), B,(0, 2) |B,(-1,-3),B,(-1,1)
. F1(_ N21, O)r Fl(_ N21 - 1; _1);
FZ(\/HI 0) Fz(\/ﬁ_ 1r _1)
Longitudes del eje _ _ _ _
N 2a=10,2b=4 2a=10,2b=4 a2

@ Sugerencia Metodoldgica




p
3.5 Ecuacidn general de la elipse

AV 2
Expresa la ecuacion en la forma %ﬂyTzk) =1

Solucién
Completando cuadrados para x y para y: y

9x? + 25y? — 18x — 100y — 116 = 0 B
9(x?>—2x) + 25(y*—4y)—116 =0  ordenando y agrupando,
9(x—1)2+25(y—-2)2—9-100-116=0  completando cuadrados, A h

9(x—1)* | 25(y —2)? .
_+— = Vs
355 55 1 sumandoeigualandoal, N TR L

(x=1)  (y=2) _ Fo i B
=t =1  simplificando. 1

Por lo tanto, la grafica es la elipse con centro (1, 2) y vértices A,(—4, 2), A,(6, 2), B,(1, 1) y B,(1, 5).

BN WA
LIS
-
N
>

COncIusién

Una elipse puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacion
do la ecuacion igualada a 0.

=1 y dejan-

(x— h)2 (y —k)?
a? b?

En general para determinar el centro y los vértices (eje mayor y menor) de una elipse cuya ecuacién sea de
la forma dx? + ey2 + fx+ gy + h =0, se completan cuadrados perfectos en x y y, para expresarla en la forma
(x—h)z (y; =1. A la ecuacién de la forma dx? + ey? + fx + gy + h = 0 se le llama ecuacién general de
la ellpse

Problema inicial
t Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion 9x? + 25y — 18x — 100y — 116 = 0.

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de la elipse:
4x? + 25y? + 16x — 50y — 59 = 0 y graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

4x? + 252 + 16x — 50y —59 =0 . J
4(x+2)?+25(y—1)>-16-25-59=0 X
o2 BULI AR AL YL
—7 - —4—3—2—10_QJ/I3’x
(c+2) =174 B
25 4 1A
Entonces el centro de la elipse es el .. X,y (x+2)  (y—-1)2
—+==1 e T o S 0
punto C(-2, 1). SR 25 4 % 2
Vérﬁces Al(_sr 0): Az(sr 0): A1(_7l 1)r A2(3I 1)'
Esta ellpse es equivalente a la elipse B,(0,-2), B,(0, 2) | B,(—=2,-1), B,(-2, 3)
Y _
25 + < = 1 desplazada -2 unidades F.(—\21,0), F(-2-v21, 1),
horizontalmente y 1 unidad vertical- Focos F.(v21, 0) F (-2 ++21, 1)
2 ’ 2 ’
mente.
Longitudes de los ejes 2a=10,2b=4 2a=10,2b=4

b
Problemas.w

Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de cada elipse.
Luego graficala en el plano cartesiano.

a) 4x?+9y*+8x+18y—-23=0 b) 3x?+4y*>-12x+16y+16=0 ) 8x?+9y’—16x—18y—-55=0
d) 7x* + 16y* + 14x—64y—-41=0 e)4x>+9y°-36y=0 f)x?+4y*+4x=0

73]
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Indicador de logro

3.5 Determina los elementos de una elipse a partir de su ecuacién general y traza su grafica en el plano
cartesiano.

Propésito

En la clase anterior y en esta quedan ejemplifi-
cados los desplazamientos a los 4 cuadrantes del
plano cartesiano, para que los estudiantes tengan
claridad de los casos.

Ahora que los estudiantes ya han aplicado des-
plazamientos paralelos en la elipse, se trabaja con
la ecuacion general utilizando el procedimiento
para completar cuadrados perfectos.

Solucién de problemas:

a) 4x? +9y2+8x+18y—-23=0 A, (-4,-1), A,(2,-1),
Ac+1)2+9(y+1)2=23+4+9 B,(-1,-3), B,(-1,1) f 1*
Ma+1P O +1P 4 F(-v5 —-1,-1),
36 36 F.(v5 —1,-1)
(V5 -1,
1 2 2
(.’XT‘;)_*_(}’Z]-):]_ 2Cl=6,2b=4
y
b) 3x2+4y?-12x + 16y +16 =0 A,(0,-4), A(4, —4), T J
3(x—2)2+4(y+2)?=-16+12+16 B2 —\3 -4), e+
=20, Ay +aP B,(2,¥3-4) =
12 12 F1(1l _4)1 F2(3I _4) —4
(-2, 04y 2a=4,2b=2\3 -
4 3 4 3
y
c) 8x? + 9y?— 16x— 18y —-55=0 A (-2, 1), A4, 1), T
8(x—1)2+9(y—1)?=55+8+9 B,(1,-2V2+1), )
Ble—1F , Sy-1F _; B(1, 212+ 1) L €
7 72 F(0, 1), F,(2, 1) ¢ N T
—1)2 —1\2 —1
el 0ot oy 2a=6,2b=42 ¢
d) 7x2+16)2 + 14x—64y—41=0 A, (-5,2),A,3,2), 4
7(x+1)?2+16(y-2)?=41+7+64 Bil-L, —\7+2), 3
Zx+1) 16y —2)* _ 1 B2, N7 +2) 'c ?
112 112 F,(-4,2), F,(2,2) t

(e+1)?  =2?_4

16

e) 4x?+9y*-36y=0

7

Al(_31 2): A2(31 2):

4x>+9(y—-2)2=0+36 B,(0,0),B,(0, 4)

2 - 2
4i + —Q(y 2) =1
36 36
X y=2)7_
ot 2 ~ 1

F1(_ \/g, 2);
FZ( \/gr 2)

2a4=6,2b=4

2a4=8,2b=2\7

N

<

f) x*+4y*+4x=0
(x+2)2+4y2=4
w+2) 4 _4

4 4

(x+2)

2 —
2 +y2=1

-5 4 32 -1_lo—1 2 3

A,(-4, 0), A,(0, 0),
B,(-2,-1), B,(-2, 1)

F,(—V3-2,0),
FZ(\/§_ 2, O)

2a=4,2b=2
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3.6 Practica lo aprendido

. Deduce la ecuacidn de las elipses de cada literal.

a)F,(=2,0),F,(2,0),a=3 b) F,(—\7, 0), F,(V7, 0), A,(~4, 0), A,(4, 0)

. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.

xZ yz xZ 5 xZ yz
—_t = = P = — 4 = =
Ay =l by Z+¥ =1 CETASTRE

. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, las longitudes del eje mayor y el eje menor de cada
elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.
2

XY
a)fg*g =1 b)

oo |%

Yo
+ = =
2 1

. Para cada literal determina la ecuacidn de la elipse desplazada & unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

E =2 k=- 2Ly =3 k=—
a)25+16—1,h 2,k=-2 b) +35 1,h=3k=-2
. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor. Luego
grafica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.
a) +2) -17 4 b)(x+3)2+(y’;3)2=1

16 9 8

. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y el eje menor de
cada elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

a)4x?+9y?’—16x+36y+16=0 b) 4x? +9y?+24x=0

7. Encuentra la ecuacion que determina cada una de las siguientes elipses.

a) y b) - y
. SERERs
T SN A / C s\
@] 2 of | L A
—Si -3 - —Lq 1 2 x B 1] ‘4}‘)}7
~_|"] = N V X
_, 5 =9 8 ~%_6 5 4 3 —/—qu 1
- 5 1
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3.6 Resuelve problemas correspondientes a la elipse.

Solucidn de problemas:

y
1a) b2=32-22=9-4=5, entonces la ecuacion 5a) A (-6, 1), A,(2, 1), kN
es: X+ L _1 obien, X + X =1 B,(-2,-2), B,(-2, 4) >
T 32 (\/E)Z ’ ’ g g . 1 2 5
2 7 - C
1b) b? = 42 7 =16-7= 9, entonces la ecuacidn :21(\/—\/7 ) 21’ 1), T t
es:£2+y_2 =1 o bien £2+y_2=1 2(7_' ) S =3 2 a1 o1
4 3 ! "16 9 ’ _ _ )
2 2a=8,2b=6
2a)c2=32—22=9—4=5=(\/§>,onsfocosson: 2
Fil=35, 0), RS, 0) 5b) A,(-2\2 - 3,-3), e
2
2b) 2=4-1=3=(3)’, y los focos son: A(2V2-3,-3), —
F.(=~3, 0), F,\3, 0). B(=3,=5), B,(=3, 1)
2c) ¢>=16-12 =4 =22y los focos son: F.(=5,-3), F,(-1,-3) l
F,(-2, 0), F,(2, 0). 2a=4V2,2b=4
3a —
) Vértices A,(~4,0), A,(4,0) 6a)4x? + 9y> — 16x + 36y +16 =0 A,(-1,-2), A,(5,-2),
B,(0, -3), B,(0, 3) B,(2, —4), B,(2, 0)
Focos  F,(-V7,0), F,(\7,0) Ax—2)2+9(y+2)2=-16+36+16 ~1< 7 %ls
Longitud del eje mayor = 2(4) = 8 Ma—2F , S +2) 4 Fi(=V5 +2,-2),
: ; I 36 36 F.(5 +2,-2)
Longitud del eje menor=2(3)=6 , 2
-2 +20_4
h 5 ra 2a=6,2b=4
5 6b) 4x>+9y*+24x=0 A,(-6, 0), A,(0, 0),
1 A(x +3)>+9y> =36 B,(-3,-2), B,(-3, 2)
FASEagor 7y pE AP, 2 g F(-\5 -3,0),
=2 (x + 3)2 yz _ Fz(\/g - 3r O)
- A |
A 3 4 2a=6,2b=4
3b - 6b y
) Vértices {Al( 242, 0), A,(2V2, 0) )
Bl(ol _2)1 Bz(ol 2) >
Focos F.(-2,0),F,(2,0) 1
. . C
Longitud del eje mayor = 2(2V2) = 442 =73 5 0 fo7¥
Longitud del eje menor =2(2) = 4 \_/J‘l
Y -2
/i 7a) Se identificaque a =4y b =2, y el centro estd en
3 an 6 (0, 0), por lo tanto, la ecuacidn es:
i oY 1, o bien, T =1.
4a) [x _2(;2)] LD ‘1(;2)] =1, o bien, %+ (3’;—62)2 =1. 7b)Se identificaque a =5y b =3,y el centro esta en
wo3p b 2)F B3P (2P (-4, 2), por lo tanto, la ecuacion es:
4b) E—2L L YA _q o bien, 2l 4 W EA o g (- _ > )
TS 9 16 9 [x 5(Z AL, W 322)2 = 1, 0 bien, (x;54) + (y;Z)_ =1,
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3.7 Aplicaciones de la elipse*

Problema inicial

Se disefia una ldmpara con forma semi-eliptica (la :
mitad de una forma eliptica) de 13 cm de altura de '
modo que proyecta la luz emanada desde un foco :
hacia el otro que estd a 25 cm de distancia del vér-
tice de la lampara. Determina de cuanto deberia ser
el didmetro de la lampara para que funcione correc-
tamente.

Una forma eliptica es un cuerpo
geométrico que resulta de girar
una elipse alrededor de su eje
mayor.

Sl s

Solucién

Considerando una elipse con centro en el origen, en-

(=)

tonces uno de los vértices tendra coordenadas (13, 0),

y uno de los focos (12, 0), por lo tanto a =13, c =12,

entonces:

b?=132-12?=169-144=25=52

a?=13?

SENI]
K

xz

2
Y la ecuacion de dicha elipse sera: + % =1. =

132

Entonces el diametro estara dado por la medida del

eje menor de la elipse, es decir, 2b = 2(5) = 10.

(=]

Por lo tanto, el diametro de la lampara debe ser 10 cm.

Conclusién
En una elipse, los focos cumplen una propiedad reflectora im-
portante: una linea tomada desde un foco de la elipse, sera re-
flejada por esta exactamente sobre el otro foco.

Esta propiedad reflectora parecida a la de la parabola hace que

la elipse o las formas elipticas posean gran aplicacion en ambi-
tos cientificos, arquitectdnicos, acusticos o artisticos.

>
Problemasw

1. Una ingeniera eléctrica disefia un reflector de luz semi-eliptico para un teatro, dicho reflector tiene 13
centimetros de altura y 10 centimetros de didametro. Determina a qué distancia del vértice del reflector

concentrarad la luz dicho reflector.

2. Un puente cuya abertura tiene forma semi-eliptica sobre un rio tiene 28 metros de largo y una altura de
12 metros sobre el nivel del rio. Determina la altura maxima que debe tener un barco de 14 metros de

ancho para que pase con total seguridad bajo el puente.

Lwer-

Asume que el barco es si-
métrico respecto el eje ver-
tical, y que pasa justo en
medio del puente. Ademas
piensa que el barco tiene
la misma altura en todo
punto.
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3.7 Utiliza las propiedades de los focos y la ecuacién de la elipse para resolver problemas sobre objetos

elipticos.

Secuencia

Después de abordar los conceptos basicos sobre la En las soluciones a los Problemas los estudiantes
elipse, se pueden analizar y resolver algunos pro- deben modelar una situacién a partir de concep-
blemas sobre aplicaciones a la vida real, basados tos matematicos, para resolverlos e interpretar la
fundamentalmente en la propiedad reflectora de la respuesta obtenida para dar solucion al problema

elipse. Esta clase tiene asterisco, lo que indica que original.
el docente debe dar mayor apoyo a sus estudiantes.

N\

Solucién de problemas:

1. Considerando una elipse con centro en el origen, entonces

uno de los vértices del eje mayor tendra coordenadas (13, 0),
y uno de los vértices del eje menor (0, 5), por lo tanto a =13,
b =5, entonces la ecuacion de la elipse sera:

xZ yZ

L+l =1,

132 52
Entonces, por la propiedad reflectora de la elipse, se tendra
que la luz se concentra en el foco cuyas coordenadas son:

2=132-52=169-25 = 144 = 12, F, = (12, 0).

Por lo tanto, el reflector concentrard la luz a 25 (13 + 12)
metros del vértice.

2. Para este problema hay que tener cuidado, pues la altura de
los puentes elipticos disminuye conforme se aleja del centro
de la elipse, entonces para asegurar que el barco pase con
toda seguridad es mejor calcular la altura en el punto mas
lejano del centro por el que puede pasar el barco.

Utilizando la ecuacion de la elipse con a = 14 (la mitad de la
longitud total) y b = 12 (la altura maxima del puente):
Xty
147 122
Puesto que el barco mide 14 metros de ancho, entonces el
punto mas lejano del centro por el que pasard el barco es en
x =7, y evaluando en la ecuacion para determinar el valor

oJlawielp

=

/.
\Y

BWIXEW BINY|

de y:
J 17—;2+1y—222=1
—12N

P 1_3
122 4 4
Yy -3
12 2
y=6143=10.39.

Por lo tanto, la altura maxima que debe tener el barco para que pase con total seguridad debe ser

aproximadamente de 10.39 metros.

®
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3.8 Aplicaciones de la elipse ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de elipse. Modela cada situacion en el plano cartesiano.

1. Un paso a desnivel construido en forma semi-eliptica tiene 12 metros de largo y una altura méaxima de 3
metros a partir del centro. Determina la altura méxima que debe tener un camidn para pasar por debajo
del paso a desnivel, si la anchura de este camidn es de 3 metros del centro de la calle hacia cada lado.

E2. Una arquitecta y un ingeniero trabajan en el disefio de un puente con forma semi-eliptica para un rio de
30 metros de ancho. El puente debe ser tal que un barco de a lo sumo 20 metros de ancho y 3 metros
de alto pueda cruzar debajo de este con total seguridad. Determina la altura que debe tener el puente.

3. La Tierra cumple con recorrer una orbita eliptica en exactamente un afio, dicha elipse tiene como uno de
sus focos el Sol. El instante en el que la Tierra se ubica mas cerca del Sol se conoce como perihelio y son
aproximadamente 147 millones de kilémetros de distancia; mientras que el instante en el que estd mds
alejada del Sol se conoce como afelio y se ubica a una distancia aproximada de 153 millones de kiléme-
tros. Determina la ecuacion de la érbita de la Tierra.

El astrénomo y matemdtico alemdn Johannes
Kepler, estudié y descubrio las tres leyes del
movimiento de los planetas, la primera de las
cuales se enuncia: “Los planetas tienen movi-
mientos elipticos alrededor del Sol, estando este
situado en uno de los dos focos que contiene la
elipse”.

15m

4. Una estructura arquitectonica fue disefiada para poder enviar se-
cretos a otra persona sin que los demas los escuchen. La forma de
su disefio es semi-eliptico (aprovechando las propiedades focales - oN
de la elipse), la altura de dicha estructura en el punto mas alto
es de 15 metros y la distancia entre los vértices del saléon es de  Si dos personas estdn sobre los
34 metros. Determina la ubicacién que deben tener dos personas ~ focos de la elipse, las ondas de

sonido que salgan de un foco serdn
para que uno pueda escuchar al otro aunque se hablen por susu- 10 que salg :
reflejadas directamente hacia el

rros. otro foco.

5. Para curar los calculos renales en una persona, en ocasiones se
utiliza un procedimiento conocido como litotripcia. Este procedi-
miento utiliza una cubierta semi-eliptica, y se fundamenta en la
propiedad de los focos de una elipse: se localiza un aparato ge- —
nerador de ondas de choque en el foco de la elipse y estas ten-
dran efecto sobre el otro foco, lugar donde se encuentra el calculo
renal. Si el aparato tiene 13 cm de altura y 10 cm de diametro,
determina a qué distancia podria estar el calculo para poder pul-
verizarlo utilizando este aparato.

©
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3.8 Resuelve problemas de aplicacion de la elipse.

Solucidn de problemas:

1. Este problema es muy parecido al problema nimero 2 resuelto en la clase anterior, basta identificar que
. . ., x? 2
para este caso @ = 6 y b = 3, entonces la elipse tendrd ecuacién: = + < = 1.

62 32
Y ahora solo falta determinar el valor de y para x = 3:
32 42 32 13 y _ V3 33
—_—t = = _— = —_—_—= — _— = — = —=/.0.
AT 1, entonces, 3 1 T o luego, 3 > por lo tanto, v 5 2.6

Por lo tanto, la altura maxima que debe tener el camidn para que pase con total seguridad debe ser
aproximadamente de 2.60 metros.

2. Si se modela el problema con la ecuacién de la elipse, se puede identificar que a = 15 (la mitad de la

anchura delzrl'o),zy el valor de b representa la altura que debe tener el puente, entonces la ecuacion es de

. X Yy _
=+ == =1,
la forma oty =1

Puesto que un barco de 20 metros de ancho y 3 de alto debe cruzar con total seguridad, entonces el punto
(10, 3) debe satisfacer la ecuacion de la elipse, entonces sustituyendo y determinando el valor de b:
10°, 3 4 _ 5 3 NG

- 343 3.3 95
1_52+F_1’ entonces, = =1 5= 9,Iuego, ) , por lo tanto, b = z = 4.02.

Por lo tanto, la altura maxima del puente debe ser aproximadamente 4.02 metros.

3. Utilizando la ilustracion del problema, es claro que al sumar las distancias del perihelio y el afelio se tendra

la longitud del eje mayor de la elipse; y al restar al afelio el perihelio se obtendra la distancia entre los
focos:
2a = afelio + perihelio = 153 + 147 = 300, entonces a = 150;

2c = afelio — perihelio = 153 — 147 = 6, entonces ¢ = 3.
Para determinar la ecuacién de la elipse solamente hace falta el valor de b2
b?>=a?-c?=150>-3%2=22491.

., . . Ly x? y?
m : + =1.
Por lo tanto, la ecuacidn de la elipse que determina la érbita es: 55500+ 22491 1

4. Puesto que el problema menciona que la distancia entre los dos vértices es 34, y la altura provee el valor
de b de la elipse, es decir, b = 15, entonces se puede determinar que 2a = 34, y entonces a = 17, luego lo
que se necesita es el valorde ¢: ¢>=a*-b?>=17*-15?=64 = 82

Comoa—-c=17-8=9, es la distancia del vértice al foco, entonces la personas deben ubicarse a 9 metros

de distancia de cada vértice, o bien a 16 metros de distancia entre ellas (a 8 metros del centro cada
persona).

5. El objeto semieliptico descrito es igual al del Problema inicial de la clase anterior, por lo tanto, se tendra
que a =13y b =5, a partir de lo cual se puede determinar que ¢>=a?—b?>=132-52=144 =122

Por lo tanto, para poder pulverizar el calculo renal, este debe estar a 12 cm de distancia del litotriptor.
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La hipérbola

4.1 Actividad introductoria

Materiales
- Hoja de papel vegetal
- Comp’as N
- Plumodn &
- Regla
Actividad 2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
1. Dibuja una circunferencia no demasia- quede exactamente sobre un punto de la cir-
do grande sobre el papel vegetal, colo- cunferencia.

ca un punto en su centro y otro afuera
un poco lejos de dicha circunferencia y
alineados verticalmente.

O )

4. La figura que se forma tiene dos ramas y el
centro de la circunferencia estd dentro de una
rama y el punto dibujado fuera de la circunfe-

. . rencia esta dentro de la otra.
3. Realiza el mismo proceso con puntos

cercanos en la circunferencia hasta vol-
ver al punto con el que se inicié. Analiza

la figura formada. m

Definicion
La figura de las dos ramas que queda marcada en la actividad es una hipérbola. Observa que cada punto
de ella cumple la condicién de que la diferencia de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene
constante.

Preguntas
1. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia esta mas lejos de ella?

2. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia estd muy cerca de la circunferencia?

3. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia no esta alineado verticalmente con su
centro?

4. ¢Cuanto es la diferencia de un punto de la hipérbola hacia los dos puntos fijos dibujados?

5. Explica por qué se cumple que la diferencia de un punto de la hipérbola a dos puntos fijos se mantiene
constante.
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4.1 Identifica el lugar geométrico de una hipérbola.

La figura geométrica asociada con la hipérbola no es algo con lo que los estudiantes estén familiarizados
hasta la fecha, y por eso es necesario que logren identificar la figura que determina una hipérbola, al igual
como lo hicieron con la elipse.

Propésito

En la Actividad se espera que logren asociar la definicién geométrica con la figura que se forma de la hipér-
bola, para que luego, en la siguiente clase, al deducir su ecuacidén candnica quede claro que esta ecuacion
define el lugar geométrico de una hipérbola.

Materiales

En la clase se utilizaran hojas de papel vegetal, compas y plumdn (uno de cada uno por estudiante). J

Solucidn de problemas:

1. Los estudiantes pueden comparar entre ellos; algunos que dibujaron el punto mas lejos observaran que
las hipérbolas formadas se abren mas o se abren menos, lo importante es que los estudiantes vean que
no solamente influye el hecho de estar lejos o cerca de la circunferencia, sino también cuanto es el radio
de esta. En particular, si se dibujan circunferencias con el mismo radio, mientras mas lejos esta el punto,
las hipérbolas se abren un poco mas.

2. Los estudiantes pueden comparar entre ellos, en este caso las hipérbolas se van cerrando cada vez mas
al punto que los vértices casi coinciden con los focos, en ese caso se forma una linea recta horizontal.

3. Este caso puede ser elaborado con anticipacién por el profesor, de modo que los estudiantes observen
qgue también se forma una hipérbola, pero oblicua, o inclinada.

4. Para esta pregunta los estudiantes pueden utilizar regla para medir las distancias y luego restarlas, el
profesor puede recomendar compararlas con la longitud del radio de la circunferencia; aunque lo ideal
es que los estudiantes comparen las distancias y vean que son iguales.

5. Este es el numeral mas dificil, y se puede comenzar tomando un punto Q de la circunferencia y tomar el
punto R como la interseccién entre el doblez (recta ) y 0Q.

A partir de ello se puede observar que RQ_coincide con RP, por lo tanto,
la diferencia de las distancias RO — RP serd constante e igual al radio.
Ademads, se puede hacer el célculo para comprobar que si se toma
otro punto S, la diferencia de las distancias SO — SP siempre es menor
que el radio (desigualdad triangular).
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4.2 La hipérbola*

Problema inicial Recuerda que el lugar geométrico que
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de cumple esta condicion es una hipérbola.
los puntos que cumplen que la diferencia de sus distancias
a dos puntos fijos F,(—c, 0) y F,(c, 0) es siempre igual a 2a,
donde0<a<ec.

Solucién
Si el punto P esta en la rama izquierda: d(P, F,) - d(P, F,) = 2a. Y
Si el punto P esta en la rama derecha: d(P, F,) - d(P, F,) = 2a. P P
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y x
utilizando la distancia entre dos puntos. N FooJA O Al F

d(P,F,)—d(P,F,) =+2a
Vx—c)+(y-0) =Vlx+cP+(y-07 =%2a ,

Vix—c)?+y> =+#2a+(x+c)>+y> transponiendo,
(x=c)?+y* =4a*+4aN(x+c)?+y* +(x+c)*+y* elevando al cuadrado,

taV(x+c)?+y* =a*+cx simplificando,
a?[(x +c)*+y?] =a*+ 2a’cx + cx* elevando al cuadrado,
(= a?)x*—a*y* =a*(c*—a?) simplificando.

Dado que 0 < a < ¢, se cumple que ¢?—a? > 0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b?=c*-a?,
donde b > 0. Sustituyendo en la dltima igualdad: b%? — a?y? = a?b

Esta igualdad se puede expresar como: § - z—z =1, dividiendo por a2b? ambos miembros.
Definicién R
La ecuacion que determina el lugar geométrico de una hipérbola esta dada por: £ — X =1,

at b
Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de la hipérbola y tienen coordenadas:

F.(—Va?+ b% 0) y F,(a? + b, 0).

La diferencia de las distancias de un punto de la hipérbola a cada uno de los focos siempre es 2a.

Ejemplo

Deduce la ecuacidn de la hipérbola con focos F (-5, 0) y F,(5,0) y a = 3.

De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =5y a = 3 por hipdtesis, para calcular b se tiene que:

c?—a?=b? entonces, b>=52—32=25-9=16 =42

Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola es: % - Z—j =1, o bien, % - i’—; =1.
Problemas Z
1. Deduce la ecuacidn de la hipérbola de cada literal.
a) F1(_51 O)I Fz(sl O)I a=4 b) F1(_3l 0)/ F2(3I O)I a=2 C) F1(_4l 0)1 F2(4I 0)1 a=3
2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.
A x2_y_ X _y_
a)42 -1 b)s 71 C)s 8'1

72

154
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4.2 Deduce la ecuacién de una hipérbola centrada en el origen dado los focos y el valor de a.

Una vez que los estudiantes reconocen el lugar
geométrico que determina una hipérbola, se pue-
de asociar la ecuacién deducida de las condicio-
nes de la definicidn y asociarla con dicha figura
geométrica, esta clase tiene asterisco, lo que in-
dica que el docente debe dar mayor apoyo a sus
estudiantes.

_

En la Solucidn, la relacién b2 = ¢ — a? esta asocia-
da a las condiciones de los cuadrados. En el Ejem-
plo se presenta la forma de asociar la ecuacién de
la hipérbola con su definicion.

Solucién de problemas:

1a) Se tiene que ¢ =5y a = 4 entonces:
b?=52-42=25-16=9=3?
por lo tanto, la ecuacidon de la hipérbola es:
xZ yZ xZ

bi X
$—¥—1,0 |en,E—§—1.

1c) Se tiene que ¢ =4 y a = 3 entonces:
b =4-32=16-9=7=(7),
por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola es:

x_y en. X _X _
> (\/7)2—1,ob|en,9 7—1.

2b) Se tiene que a? =5y b? = 4 entonces:
c=a’+b>=5+4=9=3?,
por lo tanto, los focos son:
F.(=3,0), F,(3,0).

1b) Se tiene que ¢ =3 y a = 2 entonces:
b?=32-22=9-4=5=(\5)’,

por lo tanto, la ecuacidn de la hipérbola es:

I
> (\/g)z—l,oblen,4 5-1.

2a) Se tiene que a? = 42y b? = 32 entonces:
=a’+b’=42+32=16+9=25=5?
por lo tanto, los focos son:
F.(=5, 0), F,(5, 0).

2c) Se tiene que a? = 8 y b? = 8 entonces:
=a’+b’=8+8=16=4?
por lo tanto, los focos son:
F](_4I O)I F2(4I 0)

Sugerencia Metodoldgica
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4.3 Elementos y propiedades de la hipérbola

Problema inicial
yZ

2
Utilizando la grafica de la ecuacion de la hipérbola = — & = 1:
a> b

a) Determina las coordenadas de los puntos A, y A,.

b) Determina la ecuacién de las diagonales del rectangulo que
muestra la figura, si B,(0, —b) y B,(0, b).

Solucién
a) Dado que A, y A, estan sobre el eje x, y pertenecen a la hipérbola, se puede evaluar la ecuacién de la
P _ 2
hipérbola en y =0. ﬁz - % -1 yresolviendo: ﬁz =1
a b a
x*=a?
x=ta

Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son: A,(-a, 0), A,(a, 0).

b) Para la recta [, dado que pasa por los puntos (a, b) y (0, 0):

Utilizando la ecuacién dos puntos: y = %x.

Para la recta m, dado que pasa por los puntos (-a, b) y (0, 0):

Utilizando la ecuacion dos puntos: y = —%x.

Conclusion
Los puntos A, y A, de la hipérbola se llaman vértices, y tienen coordenadas A,(—a, 0) y A,(a, 0). Ademas, el
punto medio del segmento A,A, se conoce como centro de la hipérbola.

. . b b , ; ]
Las rectas que tienen ecuaciones y = gryy=-_%xse llaman asintotas Asintota Y Asintota
de la hipérbola, y cumplen que sus graficas se aproximan a la hipérbola
pero nunca la tocan.

El segmento de recta cuyos extremos son los vértices de la 5 X
hipérbola se conoce como eje transverso, y el segmento de recta
cuyos extremos son los puntos (0, —b) y (0, b) se conoce como eje
conjugado.
Para graficar la hipérbola, primero traza las
asintotas y los vértices.
Ejemplo
Determina las coordenadas de !os vértices, los focos y las ecuaciones de las
asintotas de la hipérbola % - % = 1. Luego graficala en el plano cartesiano.
Determinando los valoresde @, b, ¢: a=3,b=4,c=\32+42 =25 =5.
Vértices: A,(=3,0), A,(3,0) Focos: F (-5, 0), F,(5, 0) L X

, 4 4
Asintotas: Y = 365Y=-3X%

Al rectangulo formado entre los puntos A, A, B, y B, en ocasiones se le
llama rectangulo asintético, y puede utilizarse para trazar las asintotas de la
hipérbola a partir de las diagonales de dicho rectangulo.

P *

roblemas Z
Determina las coordenadas de los vértices, ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego
graficala en el plano cartesiano.

x_z_y_2= iz_y_z= ﬁ_y_= 2 _ a2 =
a b)4 5 1 c) 7] 1 d) x*—y*=1

4> 32 16 @




Indicador de logro

4.3 Identifica los elementos de una hipérbola dada su ecuacidén para graficarla en el plano cartesiano.

P secuencia

Una vez establecida la ecuacidn candnica de la En la Solucién se presentan los diferentes ele-

hipérbola, se puede trabajar con los estudiantes mentos que tiene una hipérbola en general, y lue-

los diferentes elementos que la conforman inclu- go se utiliza el Ejemplo para observar la manera

yendo las asintotas, y cdmo graficarla en el plano de utilizar estos elementos para graficarla en el
Kcartesiano a partir de ellos. PN plano cartesiano. )
Solucién de problemas: J

a) Determinando los valores de a, b, c:

a=4,b=3,c=V42+32 =425 =5,
Vértices A,(—4,0),A,(4,0)
Focos F.(=5, 0), F,(5, 0)

"N

3 3
Asintotas y=7% y=-—7X

Yy
b) Determinando los valores de q, b, c: 3'
a=2,b=3,c=v22+32 =+13. 2
Vértices A,(-2,0),A,(2,0) I 1 ]
5 -4-3 -2 -1 T 5 3 4 5 %

Focos F (—\/_, 0), F,(\13, 0) 1

=2

Asintotas y = x y ——%x 3

¢) Determinando los valores de a, b, c:
a=4,b=2,¢c=\4+27 =20 =2+5.
Vértices A,(—4,0),A,(4,0)

Focos F (—2\/5, 0), F2(2\/§, 0)

1
Asintotas y = x y=-5x

d) Determinando los valores de a, b, c:
a=1,b=1c=V12+1% =2.
Vértices A,(-1,0),A,(1,0)
/1

Se recomienda no exi-
gir tanta precision en el
bosquejo de la hipérbola,
pues para ello seria nece-
sario encontrar otros pun-
tos utilizando su ecuacion.

N

>X

Focos  F,(-v2,0), F,(2, 0) T

Asintotas y =%, y=—X
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4.4 Desplazamientos paralelos de la hipérbola

Problema inicial o o
Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién (’”T) - Q%: 1 }
. s y
Solucién . 2
Considerando la ecuacién de la hipérbola & — £ =1 y desplazandola 2 4
unidades hacia laizquierday 1 unidad hacia arriba, se obtiene la ecuacion: 3
(x+2 _ - 1)2_1 1
9 3
o T g D | SRS N R
Por lo tanto, la grafica es la hipérbola T yj =1 con centro (-2, 1). 2\
-3
Conclusién ’
La ecuacion de una hipérbola desplazada A u}r:idades hkozrizontalmente Y Recuerda que para desplazar una
k unidades verticalmente esta dada por: fe—hF % =i, grdfica A unidades horizontalmente,

y k unidades verticalmente se cambia
Para graficarla, se puede ubicar el centro ygraﬁcarla como si este fuese el  la variable x por la expresién x — h;
origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla. Y3 variable y por la expresién y — k.

Ejemplo 1

Determina la ecuacion de la hipérbola ﬁ —% =1 desplazada —4 unidades horizontalmente y —3 unidades
verticalmente.

Tomando la ecuacién original y reemplazando x por [x — (—4)], y y por [y — (=3)].
(cta) (+37_4
16 9
Ejemplo 2

Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

(x;fz)z - (%61)2 =1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.
Esta hipérbola es equivalente a % - E =1 desplazada —2 unidades horizontalmente y —1 unidad
verticalmente, es decir, tiene centro C(-2, —1). y
2 2 2
Ecuacién %—f—e=1 (x+T2)_(y1+_61)=1
Vértices | A,(-3,0),A,(3,0) A(-5,-1),A,(1,-1) M
237
Focos |F,(-5,0), F,(5, 0) F.(=7,-1), F,(3,-1) F)
4
4 y+1— (x+2):y——x+§
Asintotas |Y=3% Y="7% 4 4 1
y+1=—?(x+2)=>y-—?x—?

Problemas

1. Para cada literal determina la ecuacién de la elipse desplazada & unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

¥ _Y_q1h=3k= X _Y 1 h=2k=- X _ Y1 h=-3k=-

a)4 5 1,h=3,k=1 b)4 3 1,h=2k=-4 c)21 2 1, h=-3k==2

2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.
Luego grafica en el plano cartesiano.

a) &1 _p-2F .y b) B2 (ye2p=1 ¢) (x+22-(y+1)=1

D

©



Indicador de logro

4.4 Encuentra y grafica la ecuacidn de una hipérbola desplazada paralelamente respecto a los ejes de

coordenadas.

P secuencia

mientos paralelos en la hipérbola.

=

Puesto que los estudiantes ya conocen la ecua-
cion de la hipérbola y como encontrar los ele-
mentos de ella a partir de dicha ecuacidn, es un
momento adecuado para introducir los desplaza-

AN

En la Solucidn se espera que los estudiantes apli-
qguen lo que ya conocen sobre desplazamientos
paralelos tanto de una grafica, como de un punto,
que se vio en la leccion sobre parabola y se siguio
aplicando en la de circunferencia y elipse.

J

Solucién de problemas:

1a) 230 L2E g

1b) (xzzy -8 _2_4)12 =1, o bien, (_x;z)z a3

9
1¢) & _2(;3)]2 - [y—i—z)]z =1, o bien, (—x;f)z + 22)2 =1
2a) _1\2 _9\2
Ecuacion %2 - yTZ =1 (1) 91) -v=a 42) =1
Vértices A,(-3,0),A,(3,0) A,(=2, 2), A,(4, 2)
Focos  |F,(—V13,0), F,(N13,0)| F,(~V13+1,2),F,(V13 +1, 2)
2 2 4
2 2 y=2=5@-1)=>y=3x+3,
Asintotas | Y =3 X, VY="3X 5 5 3
y—2=—?(x—1)$y=—?x+?
2b) )
Ecuacion L_y2=1 (x_—?’)z—(y+2)2:1
4 4
Vértices A.(-2,0),A,(2,0) A.(1,-2), A,(5,-2)
Focos |F,(—V5,0), F,(\5,0)|  F (=5 +3,-2), F,(\5 +3,-2)
! L | y3=tx+2)m y=gaes,
Asintotas | Y =5 X Y =—"5X 1 1
y_3=—7(x+2):>y=—7x"'2
2¢)
Ecuacién xX-y’=1 (x+2)02—-(y+1)2=1
Vértices | A,(-1,0), A,(1,0) A (-3,-1),A,(-1,-1)
Focos |F,(-V2,0), F,(V2,0) | F,(-V2 -2, -1), F,(\2 - 2, -1)
y+l=(x+2)=>y=x+1
Asintotas Yy=xy=-x
y+l=—(x+2)=>y=—x-3

®

5

S =4 2 -1 o1 2 3 4 5 X
-1
-2
A 4
Yy
=N
3
B <5
-1 2 3 4 5

W
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4.5 Ecuacion general de la hipérbola

Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién 9x> — 4y>— 18x + 16y —43 = 0.

Solucién
Completando cuadrados para x y para y: y
9x?—4y?—18x+ 16y —43=0 1B,
9(x?—2x)—4(y>—4y)—-43=0 ordenando y agrupando, s
Ele A} 5 Al LF,

9x—-1)-4(y—-2)>-9+16-43=0 completando cuadrados,
T
9x—-1)* 4(y-2)* _ . L
- 3'3—6 =1 sumando eigualandoal, == /_17{% ol 2\\5 »X
_ _ B
WT”Z - (y’%)z =1 simplificando. v

Por lo tanto, la gréfica es una hipérbola con centro (1, 2), vértices A (-1, 2), A,(3, 2) y asintotas

_3 P NV S SR N i y=— 2+ L
y—2-7(x—1),esdeur,y—2x+2,y 2= 2(x 1), es decir, ¥ SX+ 5

Conclusién

—_h\ —1\2
Una hipérbola puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacion (xa—zh) - % =1

y dejandola igualada a 0.
En general, para determinar el centro, los vértices y asintotas de una hipérbola cuya ecuacion sea de la
forma dx? — ey? + fx + gy + h = 0, se completan cuadrados perfectos en x y y, para expresar en la forma

(x—hP _ y=kP _
= o L

Ejemplo

Determina las coordenadas de los vértices, los focos y asintotas de la hipérbola x> — y>—2x -4y -4 =0,
luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

x?—y*=2x-4y-4=0 y
(x=1—(y+2)02-1+4-4=0
(-1~ (y+2P=1

Esta hipérbola es equivalente a x> — y? = 1 desplazada 1 unidad horizontal- €5
mente y —2 unidades verticalmente, es decir, tiene centro C(1, -2).

Ecuacion x*—-y*=1 (x=-1)2-(y+2)?=1
Vértices | A,(=1,0),A,(1,0) A,(0,-2), A,(2,-2)
Focos F,(-V2,0), F,(V2,0)| F(=V2+1,-2),F,(2+1,-2)

Asintotas y=x,y=-X y=x-3, y=—x-1

Problemas

Determina las coordenadas de los vértices, las ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola.
Luego graficala en el plano cartesiano.
a)4x*—9y*—16x+18y—29=0 b) 25x2—4y>-100x—-16y—16=0 c)x*—4y*+2x+8y—-7=0
d) 16x>—9y*+32x—54y—-209=0 e)x’—y’—-4y—-8=0 f)4x>-9y*-8x—-32=0

@

D




Indicador de logro

4.5 Determina los elementos de una hipérbola a partir de su ecuacién general y traza su grafica en el

plano cartesiano.

Propésito

miento para completar cuadrados perfectos.

Ahora que los estudiantes ya han aplicado des-
plazamientos paralelos en la hipérbola, se traba-
ja con la ecuacion general utilizando el procedi-

cados los desplazamientos
plano cartesiano, para que
claridad de los casos.

En la clase anterior y en esta quedan ejemplifi-

a los 4 cuadrantes del
los estudiantes tengan

Solucién de problemas:
a) 4x2-9y?—16x+18y—-29=0

4(x—2)>-9(y—-1)’=29+16-9
Ac=2 _ OSy-1P _4

36 36

(k=27 (-1_4

9 4

b)25x2 — 4y? — 100x — 16y — 16 =0

25(x—2)>—-4(y+2)’=16+100-16
25(x—2)° Ay +2)

100 100 "1
=20 (+2?_4
4 25

C)x?—4y?+2x+8y—-7=0
(x+1)—-4(y-1)=7+1-4

(x+1)>  4y-1)
4 4

(x+1)> . _
L y-1p =1

=1

d) 16x* —9y* +32x—54y—-209=0
16(x+1)>—9(y+3)*=209+ 16 - 81
16(x +1) _ 9(y +3) _

144 144 1
e+l (+3)°_4
9 16

e)x’—y>-4y-8=0 A(-2,-2),A,2,-2),

—(y+2)=8-4 [ (-2v2,-2),

LZ_ (y+2)2 =1 FZ(Z\/E,—Z)

4 4 y=x-2
y=—x-2

N
4
Al(_lr 1)r A2(5; 1)1 3
F(-V13 +2,1), NG
FZ(V%3+2'1) AT 2 3o e 7 0%
_2 .1 =t
Y=3%73 - x
2 7 v
yE-3xt3

A.(0,-2), A,(4,-2),

F.(—29+2,-2),

F,(\V29 +2,-2)
5

y=5x-7

y:—%x+3

A(=3,1),A,(1,1),
F(—5-1,1),

F,(V5-1,1)
1 3
yE3xt3
1 1
yE-EEYS

Al(_4l _3); Az(zl _3)r
F,(=6,=3), F,(4, -3)

_4A 5

=3%¥73

__4 13
y=-3%73

f)4x*—-9y?—8x-32=0
4(x—1)>-9y>=32+4
Ax—1) 9y _

36 36 1
(x=1)  y* _
9 4 =1

D

Al(_zr O)r A2(4; 0)1

F1(_ V13 +1, 0);
F,(V13 +1,0)
2 2

y=3u-%
2 2
=— X+ —
y=E-3%*3
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4.6 Practica lo aprendido

1. Deduce la ecuacion de la hipérbola de cada literal.

a) F,(=5,0), F,(5,0),a=3 b) F,(=3, 0), F,(3, 0), y vértices A,(=2, 0), A,(2, 0).

2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.

Xy 2_y_
a) % 32—1 b)5 4—1 c)

oy,

2.
=1

3. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.
Luego graficala en el plano cartesiano.

2 2 2
a)%—y—=1 b) xz—yT=

4. Para cada literal determina la ecuacion de la hipérbola desplazada A~ unidades horizontalmente y k
unidades verticalmente.

X _X 1 h=2k= _Y o1, h=-3k=-
a3 -1 1,h=2k=3 b) 3 1,h=-3,k=-1

w3,

5. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

a) W2 L2k oy b) (x+1)2 - 22 =g

6. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

a)x?—4y*+2x—8y—-19=0 b) 9x2—y*+6y—-18=0

7. Encuentra la ecuacion que determina cada una de las siguientes graficas.

a) y b) y
8]
7
3 O
\\ o // 5 BZ
~ < L
1B 4
N e x 3l Fe A A - F,
5 413" 40| 2 ‘3N 42 5
e
b
= o RS T B NN
// \\ X
=3 - —lO1 2 4 6 7 8 ?\10 11 12
1
Al
Y/




Indicador de logro

4.6 Resuelve problemas correspondientes a la hipérbola.

Solucidn de problemas:

Y
1a) b2 = 52 — 32 = 25 — 9 = 16, entonces la 5a) A,(-1,-2), A,(5,-2), N / .
P4 . ox? yz _ . x? 2 _ ¢ >
ecuacion es: T — 7z =1, 0 bien, T - L =1, F(-3V2+2,-2),
F,(3V2 +2,-2)
1b) b>=32-22=9 -4 =5, entonces la ecuacién —x—4
L2 _¥ =1, 0 bien, £ — ¥ = )
es: 22 (\/E)Z_ ’ 14 5_ . y:—x
2
2a) cz=22+32=4+9=13=(\/ﬁ) y los focos son:
’ 5b -
F\(~\13, 0), F,/13, 0). b Al=2,2), 4,0, 2),
F.(=Vv10 -1, 2)
2 _ —0=2172 . 1 r =l
2b) E -; 464 ; 93—3 , ¥ los focos son: F,(N10-1, 2)
1(_1 )I 2(1 ) " y=3x+5
ZC)cz=9+4=13=(\/ﬁ>,onsfocosson: y=-3x-1
Fl(_ V13r O), Fz( v 13; O)
2 __ 2 — — _
3a) Vértices A,(~2,0), A,(2, 0) 6a) x*~4y* +2x -8y -19=0 A(=5,-1), Ay(3,-1)
Focos  F,(-24/5,0), F,(2/5, 0) (x+1P-4(y+1)?=19+1-4 F(-2V5-1,-1),
+1f_ Ap+1f g F(2V5-1,-1)
Asintotas y =2x, y=-2x 16 16 y= 1,1
, 2 2
y (x+1) +1)2:1 1 3
T 16 4 YyE-—5x-5
Gb) 9x? —y2 + 6y —-18=0 A](_ll 3)1 Az(ll 3)/
s (oI 9x?—(y-3)*=18-9 F,(=~V10, 3),
: 9 _ (y=3P _4 F,(N10, 3)
'2 9 ? y=3x+3
B | = 3x+3
N 9 = y= X
‘. Y
3b) Vértices A,(-1,0),A,(1,0) 6a) 231 6b) )
Focos F,(=V'5,0), F,(V5, 0) .
) N ' Sy
Asintotas y = 2x, pYd =-2x F¥-2-32-1 V1 2 77
~ C—Z
-3 \ 1
RSN
A O 7 3 4 35 % .
7a) Se identificaque a =3y b =1, y el centro estd en
=2 (0, 0), por lo tanto, la ecuacidn es:
-3 2y ] 2 ,
N3 ?—?=1,Oblen,3—y=1.
7b) Se identificaque a =2y b =2, y el centro esta en
4a) (=20 =37 _q (5, 3), por lo tanto, la ecuacién es:
9 16 2 2
(=57 _ (=3 _4
=B =CUE 4 o pian G+3F (+17 _ 4 4
4b) 5 5 —1,ob|en,—9——9 =1.
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4.7 Aplicaciones de la hipérbola*
Problema inicial
Un barco envia sefiales hacia dos torres ubicadas sobre
la costa a 10 km una de la otra, si al recibir la sefial se
calcula que la ubicacién del barco a una de las torres es
6 km mas lejana que la distancia a la otra torre. Deter-
mina la posible posicidn del barco si este navega a 4 km
de distancia de la costa.
Solucién \ Y
2 2 .
Considerando la situacién como una hipérbola % - % =1 cu- N
yos focos son las torres, entonces dado que la diferencia de las *\ 4 /-/
distancias a las dos torres en ese instante es 6 km, se puede '\ 3 /\
determinar el valor de a, y como también se conoce la distan- A~/
cia entre las dos torres (focos), es posible conocer el valor de , B i
¢, asi: 543 2-10 > 3 4 5 7%
=1j
|d,-d,| =2a =6, entonces a =3, / = \
2c¢ =10, entonces ¢ =5, -3
b’=c*-a?=52-32=42,
2 2
Por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola que modela la situacion es: %— % =1.
Para localizar el barco bastara encontrar la coordenada en x cuando y = 4: | | sistema de navegacién ruso CHA-
2 4 . 5. YKA'y el sistema LORAN utilizan este
T despejando x*: principio para la localizacién de na-
5 5 vios, sin embargo poco a poco este
x?=2(3%) tipo de sistemas esta siendo reem-
x= +3\/E plazado por la localizacién GPS.
Conclusién
En una hipérbola los focos cumplen una propiedad reflectora
importante: si se toma una linea desde un foco esta, serd refle-
jada por la hipérbola exactamente sobre el otro foco.
Esta propiedad reflectora parecida a la de la elipse y la pardbo-
la; hace de las formas hiperbdlicas herramientas de aplicacion
en diversos ambitos cientificos.
Problemas

1. Las sefiales de un barco recibidas por un sistema CHAYKA cuyas torres estan ubicadas sobre la costa a 26
km una de la otra, si al recibir la sefial se calcula que la ubicacidn del barco a una de las torres es 10 km
mas lejana que la distancia a la otra torre. Determina la posible posicidn del barco si este navega a 12 km

de distancia de la costa.
Espejo .
parabdlico
Espejo 3

hiperbol

ico
Espejo
parabdlico

. Un telescopio Maksutov-Cassegrain funciona de modo que recibe las
sefiales de luz, y son reflejadas por un espejo parabdlico (cortado) ha-
cia el foco, el cual es foco de otro espejo, pero este es hiperbdlico como
lo muestra la figura. Determina la funcién del espejo hiperbdlico y ex-
plica el funcionamiento del telescopio Maksutov-Cassegrain.

53]

D
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4.7 Utiliza las propiedades de los focos y la ecuacién de la hipérbola para resolver problemas sobre objetos

hiperbdlicos.

Secuencia

Después de abordar los conceptos basicos sobre
la hipérbola, se pueden analizar y resolver algu-
nos problemas sobre aplicaciones a la vida real,
basados fundamentalmente en la propiedad re-
flectora de la hipérbola. Esta clase tiene asterisco,
lo que indica que el docente debe dar mayor apo-

\_Yyoasus estudiantes. )

En las soluciones a los Problemas los estudiantes
deben modelar una situacién a partir de concep-
tos matematicos, para luego resolverlos e inter-
pretar la respuesta obtenida para dar solucidn al
problema original.

N

Solucidn de problemas:

yZ

1. Resolviendo como el Problema inicial, se considera la situacion como una hipérbola Pyl 1 cuyos

bZ

focos son las torres, entonces dado que la diferencia de las distancias a las dos torres en ese instante es
10 km, se puede determinar el valor de a, y como también se conoce que la distancia entre las dos torres
es 26 km (focos), es posible conocer el valor de c, asi:

|d,—d,| =2a =10, entonces a =5,

2c¢ = 26, entonces ¢ =13,
b*=c*-a*=132-52=122

2
Por Io tanto, la ecuacion de la hipérbola que modela la situacion es: % — X =1,

52 122

Para localizar el barco bastard con encontrar la coordenada en x cuando y = 12:

X2 122

Tk
x%=2(5?)
x =452

despejando x?.

2. Para este problema es suficiente con que los estudiantes comprendan que por la propiedad reflectora del
foco de la pardbola, los rayos de luz captados son reflejados hacia el foco F, el cual es compartido por el
espejo hiperbdlico, cuya propiedad hace reflejar los rayos desde dicho foco F, hacia el otro foco F, de la
hipérbola, el cual en este caso coincide con el ocular del telescopio, en donde se observa lo que capta el
telescopio.

Espejo
parabdlico
Espejo J—

—(C .
hiperbélico Fl

F, L

Espejo
parabdlico
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4.8 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacién de hipérbola. Modela cada situaciéon en el plano cartesiano.

1. En el universo las trayectorias de un cometa pueden tener diversas
formas, como elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas, siempre teniendo
al Sol como foco de dichas figuras. Tomando un cometa cuya tra-
yectoria es hiperbdlica (solo serd visto una vez en la historia), cuya
ecuacion esta dada por:

xZ yZ

200 212
Donde los nimeros 20 y 21 representan cuatrillones de metros. De-
termina la distancia minima en que pasara el cometa con dicha tra-
yectoria del sol.

2. Las torres de enfriamiento de las plantas nucleares de energia se disefian con forma de hiperboloide
de una hoja, si el didametro de la parte mas alta es 3.75 m y se ubica a 9 m de altura, y el didametro mas
pequefio es de 3 m y se ubica a 6 m de altura, determina aproximadamente el diametro de la base de la
torre.

N
Una forma de hiperboloide es un cuerpo geométrico
que resulta de girar una hipérbola alrededor de algu-
no de sus ejes. Si se gira alrededor del eje transverso
se conoce como hiperboloide de 2 hojas y si se gira
alrededor del eje conjugado se conoce como hiper-
boloide de 1 hoja.

Hiperboloide de 2 hojas  Hiperboloide de 1 hoja

e . Lo La torre de Polibino fue construi-
3. La torre de Polibino fue la primera estructura disefiada con forma ) ) o
da por el ingeniero ruso Vladimir

de hiperboloide. Si el diametro de la parte mas alta de una torre hi- Shjov, y la construccién de to-
perboloide es 45 m y se ubica a 32 m de altura, y el didametro mas rres hiperboloides fue patentada
pequefio es de 4 my se ubica a 16 m de altura, determina el didmetro por el mismo Shujov en el afio
de la base de la torre. 1896.

4. Una avioneta vuela sobre la ciudad de San Vicente y describe una
trayectoria hiperbdlica dada por la ecuacion 4y? — x? = 2 500.

Determina cuadl es la menor distancia sobre el nivel del suelo a la
gue estara dicha avioneta.




Indicador de logro

4.8 Resuelve problemas de aplicacion de la hipérbola.

Solucidn de problemas:

1. Puesto que el sol es el foco, la menor distancia se dara en uno de los vértices de la hipérbola, calculando
los valores a, b y ¢ de la ecuacidn de la hipérbola se tiene que:

a=20,b=21y c¢=~20%+212=29.

Entonces el sol esta en el punto (c, 0) y el vértice de la trayectoria hiperbdlica por la que pasa el cometa
pasa por el punto (a, 0), es decir, que la distancia minima entre el sol y la trayectoria del cometaesc—aq;
entonces, la distancia minima es 29 — 20 = 9 cuatrillones de metros.

2. Localizando el centro del plano cartesiano justo en el centro de
la circunferencia de radio mas pequeno de la torre, puesto que
el diametro en esta parte es de 3 m, entonces a = 1.5, y ademas
se cumple que la distancia del eje conjugado a un punto en la
circunferencia mas alta es 1.875 y estd a una altura respecto
del eje transversal de 9 — 6 = 3 metros, por lo tanto, la hipérbola
pasa por el punto (1.875, 3). Luego, utilizando la ecuacién de la
hipérbola:

Yo

15 b
Evaluando el punto (1.875, 3) en la hipérbola:

b

1875 _ 3 _4
1.5 b? )
Expresando los decimales como fracciones y encontrando el valor de b%:
lifl 2 2 32
g4 3 5 _ 25 9 9 _ 9 )
= =1 5=-==15=-1==>=—==> bh’=16.
i r 1T e 6l D =16
10°5
yZ

Por lo tanto, la hipérbola tiene ecuacidn 1o TP T 1, y evaluando en el punto que corresponde al nivel

del suelo, es decir, y =—6, y encontrando x:

2 (=6 _ X _q, 369 2 2( 2) 2 z(E) _43V13
e e _1=>1'52 1+264:x 15 1+4 =>x*=1.5 7)) > X=E—
Por lo tanto, el diametro de la parte mas baja (considerando el valor positivo de x) es 2 x 3\/41_3 = %
2 2 2
3. De manera muy similar al problema anterior, se calcula el valor de b%: (Zf) - 1b;‘2 =1 =>5-1= lbiz

> b= =4(16)=64.
2 2

. . Xy .
Por lo tanto, la hipérbola tiene ecuacion —; ~ rol 1, y evaluando en el punto que corresponde al nivel
del suelo, es decir, y =—16, y encontrando x:

%—(_;fw:l = %=1+4 = x2=5(4) = x=+25.
Por lo tanto, el diametro de la parte mas baja es 2 x 25 = 445,
4. Se expresa la hipérbola en forma canénica, dividiendo por 2500: % - % =1= Zy; - sx_c; =1.

Luego se asocia la ecuacidn a una hipérbola vertical (analizar de manera andloga intercambiando x y y)
por lo tanto, el vértice seria el punto mds cerca a la ciudad, el cual esta en el punto (0, 25), por lo tanto,
la menor distancia a la que pasara la avioneta del suelo es de 25 metros.

@ Sugerencia Metodoldgica



N

En resumen

4.9 Problemas de la unidad ~

Piensa cémo seria la ecuacion de

1. Grafica la parabola determinada por cada ecuacién en el plano cartesiano, |"@ Parabola horizontal.

a)x =2y’ b) x =-3y? c)x+1=(y-2)? djx+2=—(y+1)?

Piensa cdmo seria la ecuacion de

2. Grafica la elipse determinada por cada ecuacién en el plano cartesiano. una elipse vertical.
. L. (e-2f (-17 (12 (y+1)
a)22+ =1 b)9+25 1 c) o ts =1 d)T+T_1

Piensa cdmo seria la ecuacion
3. Grafica la hipérbola determinada por cada ecuacidn en el plano cartesiano.  de una hipérbola vertical.

aX-L=1 b) L-% =1 o Qdl o2k ) Lo (csap =1

4. Clasifica las siguientes ecuaciones segun el tipo de figura que determinan en el plano cartesiano, parabola,
circunferencia, elipse o hipérbola.

a)—+i2—1 azb b)y—k=7 (x h)? c)x2+y =77 d) E=hr h) —(yl;k)zzl
e)(x—hp+(y-kP=r  fE-F=1 B Y= h) BoAE L Ol g gab

5. Determina qué tipo de figura (pardbola, circunferencia, elipse o hipérbola) corresponde a cada ecuacién.

a) 9x? + 25y —54x—-144 =0 b)x?+y?+4y+3=0 C)y’+x+4y+4=0
d)4x?—y*+8x—-2y+7=0 e)2x’—4x—-y+4=0 flaz+y?+2x-8=0

g) 9x? + 4y*— 16y —-20=0 h) 9x>—-9y*—18x+54 =0 )x?+y?=2x-2y-2=0
j)9x?—16y?—18x—32y—151=0  k)y*+x+2y+3=0 1) 2542 + 9y? —50x + 18y —191=0

Las cuatro figuras estudiadas (parabola, circunferencia, elipse e hipérbola) reciben el nombre de cdnicas, y
estan dadas por los siguientes tipos de ecuaciones:

1. 2 a2 = g2 i Yy
Y= X+y2=r +b2 1 %—% 1
Parabola Circunferencia Elipse Hipérbola

Estas figuras pueden tener variantes, como estar en posicion horizontal o vertical, desplazadas o expre-
sadas con todas las operaciones desarrolladas e igualadas a cero. En general, las ecuaciones presentadas
arriba se conocen como: ecuaciones candnicas de dichas figuras.

b

@

D




Indicador de logro

4.9 Resuelve problemas correspondientes a las secciones cdnicas.

Propésito

En estos problemas hay que orientar a los estudiantes a que los piensen como si se intercambiaran los
ejes de coordenadas, es decir, como si el eje y fuera el eje x, e identificar que todas las graficas son para-
bolas, elipses o hipérbolas rotadas 90°.

Solucién de problemas:

1a) x = 2y? 1b) x =-3y? I)x+1=(y-2) d)x+2=—(y +1)?
Y Y Y Y
? - | ? i '
1 — — P 3 T 7 2 1 o %
V] X V X 2 1
1 3 4 5 A3 -2 1o v Vv
2 2 1 o 1 2 X )
Xy 2y (x=2) -1y _ (x+1), (y+1) _
2a) wty =1 2b) g =1 2c) o T -1 2d) 7 teo =1
Y Y y
* Tl TN i ™ 1
2 / 3 /‘A: \ 2
/ 2 N\ / 2 \ / 3 \ / 1 \
1 1 2 = R
0 C T e
X X 1 &
-4 -1 001 210 1 Cl_
: : ST EEERRT 1/
2/ \ ] / \ / y
Jd \\ 4 // \: / J
LV N LA
y_x_ y_x_ +1) (x=2)* =2 2 =
3a) > 3 =1 3b) g " 16 =1 3¢) 5 2 =1 3d) 2 (x+1)=1
Y
y J S y 7
: P N~ - 2 5
N L 1 4
o) 2 [
N1 y 1 —10] 1\2 4 X >
N I 1 C -
: X —— X i
57 AL R NN -2 \
d > / =2 3 —4 =3 2 N 1 Z x
T 13 ~ 3 Vi t
4 h A N /A // -
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4. Pardbolas Circunferencias Elipses Hipérbolas
2 2 N .
b)y—kzﬁo(x—h)z c) X2+ y*=r? a)%+%:1 d)(x+“2h)_(ybzk)z=1
1 —h)? —k)? 2 2
8)y=g,* e) xR+ (y—kp=r | ) EL O g B2y

5. En este problema se puede inducir a los estudiantes para que analicen e identifiquen las caracteristicas de
la ecuacidn general de las secciones cdnicas. Primero se observa que no hay término xy, luego, si alguno
de los coeficientes de x? 0 y? es cero, entonces es una parabola; si son iguales y positivos, entonces hay
que completar cuadrados perfectos para determinar si es una circunferencia, un punto o no determina
una figura en el plano cartesiano; si son diferentes y positivos, entonces hay que completar cuadrados
perfectos para determinar si es una elipse o si no determina una figura en el plano cartesiano; y si son
diferentes y alternados (uno positivo y el otro negativo), entonces es una hipérbola.

5a) Es elipse porque los coeficientes de x? y y* son diferentes de cero y positivos, y al completar cuadrados

_ 2 2
perfectos se llega a la ecuacion: (xz—s?’) + % =1.

5b) Es circunferencia porque los coeficientes de x? y y* son diferentes de cero e iguales, y al completar cua-
drados perfectos se llega a la ecuacion: x* + (y + 2)2 = 1.

5c) Es parabola porque el coeficiente de x? es cero.
5d) Es hipérbola porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y alternados.
5e) Es parabola porque el coeficiente de y? es cero.

5f) Es circunferencia porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero e iguales, y al completar cua-
drados perfectos se llega a la ecuacién: (x + 1)> + y* = 9.

5g) Es elipse porque los coeficientes de x? y y* son diferentes de cero y positivos, y al completar cuadrados
7 2 —_ 2
perfectos se llega a la ecuacion: % + (y_92) =1.

5h) Es hipérbola porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y alternados.

5i) Es circunferencia porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero e iguales, y al completar cua-
drados perfectos se llega a la ecuacion: (x —1)*+(y —1)>=4.

5j) Es hipérbola porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y alternados.
5k) Es parabola porque el coeficiente de x? es cero.

51) Es elipse porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y positivos, y al completar cuadrados

.z —1)2 2
perfectos se llega a la ecuacion: (x_91) + % =1.

No se recomienda que en este problema se completen cuadrados perfectos para cada caso, porque se volveria
un problema muy largo, es mejor hacer énfasis en el analisis de la ecuacidn general de las secciones conicas,
solamente es necesario completar cuadrados para el caso de la circunferencia y la elipse. Ademas, este proble-
ma sera retomado en la practica de GeoGebra para que posteriormente corroboren las respuestas.

D



4.10 Problemas de la unidad N

1. La base de un tridngulo tiene longitud fija y sus vértices se ubican en
los puntos (-4, 0) y (4, 0), determina el lugar geométrico que descri-
be el otro vértice si se cumple que el producto de las pendientes de ¢ —>x
los lados variables siempre es igual a 4.

2. Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacion x? + y? = 16 y reducir
las coordenadas en y de cada punto de ella a % .

En este ejercicio se puede
observar como una elipse

Yy
4
puede ser vista como una
circunferencia  reducida
—4

4 x respecto a una direccién a
una razdén constante.

7D

3. Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mueve
sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento AB

qgue cumplen estar a una proporcién 3:2.

Y

Puedes asumir las coordenadas de A(a, 0) y
B(0, b) "\ las de B(0, b), utiliza el Teorema de Pitdgoras
’\ para establecer una ecuacion. Luego puedes
“’\ calcular las coordenadas de un punto sobre

un segmento dividido a una razén dada.

N
l A(a, 0)

4. Identifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a la recta y + 2 = 0 y a la circunferencia x? + y* = 16. Asumiendo que dicha
circunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

Y
4
Determina la relacién que existe entre las
distancias del centro de la circunferencia
( variable a la recta y al centro de la circunferencia
_4\ \ /4 X f'lja

En resumen
Todas las figuras cdnicas son llamadas de esta manera porque
todas se pueden obtener de realizar cortes por un plano sobre

un cono de doble hoja como lo muestra la figura. Parabola
Circunferencia

Puedes encontrar informacion acerca de las c6- Hipérbola
nicas en el video oficial del Ministerio de Educa- Elipse
cion de El Salvador (MINED) titulado “Cdnicas”,

en la direccion https://goo.qgl/Lg3dGW.

@ )
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4.10 Resuelve problemas correspondientes a las secciones cdnicas.

Propésito

Analizar los problemas e interpretar la informacion de cada uno para expresarlo de forma matematica a
partir de conceptos ya conocidos.

Solucién de problemas:

1. Se puede considerar el otro vértice como el punto P(x, y), entonces X
encontrando las pendientes:
_y-0 _ y _ y-0 _ y mP(x,y) .
M YT TE-d et R wed P
-4 4
entonces se debe cumplir que el producto de las pendientes debe ser
4, es decir m,m, = 4, entonces: N
Yoo L c4o =4 -16) >y — AR+ 64=0> L =1
x—4 x+4 x*—16 16 64

Por lo tanto, el Iugar geométrico gue describen los puntos que cumplen las condiciones del problema

es la hipérbola £ - X =1.
16 64

2. Se puede considerar el punto P(x’, y’) de la figura que redujo cada coordenada en y de la circunferencia

3 . . . , 4
en o, entonces el punto correspondiente en la circunferencia tendrd coordenadas (x, y) = («, gy’),
entonces satisface la ecuacidn de la circunferencia:

2
2 4)_ EA - A
x+(3y 16:>16+Tg( ] 1:42+32 1.
Por lo tanto, el lugar geométrico que resulta de tomar una urcunferenua de ecuaciéon x>+ y* =16y

2
reducir las coordenadas en y de cada punto de ella a Z es la elipse o y =1.

En este problema hay que tener cuidado e interpretar bien la informacion al momento de
sustituir en la ecuacion de la circunferencia.

3. Se pueden considerar los puntos P(x, y) que estan en proporcion 3:2 en el segmento AB, entonces por
Pitagoras se sabe que AO? + OB? = AB?, luego a? + b? = 52, ademas utilizando la formula de proporcio-
nalidad vista en la Unidad 2 de linea recta:

_ {2(a) +3(0) 2(0)+3(b) 2a 30 _ _ 5x _ 5y
(x,y)—( 3+2 ' 342 ):> y o

Ahora se sustituye en la ecuacién planteada a partir de la relacion del Teorema de Pitagoras:

e () o gs o 2, B g L B 1
(z)*(T)‘ZS B tops 1T Pty B(0, b)

Por lo tanto, el lugar geométrico que resulta de los puntos del segmento AB
gue cumplen estar a una proporcion 3:2 es la ellpse =+ W

N

212



4. Considerando el centro de la circunferencia interior como P(x, y), enton-
ces, la distancia a la recta y = =2 seria d(P, [) = y + 2; ademas la distancia
entre los centros de las circunferencias es:

d(P, O) =+ &% + y2.

=
Dicha distancia también se puede calcular como la diferencia entre el ra- \
dio de la circunferencia grande (4) menos el radio de la pequeia (y + 2), \
N

entonces:
d(P,0)=4—-(y+2).

V
Entonces, \x* + y* =4—(y+2):x2+y2=(2—y)2:x2+y2=4—4y+y2=x2+4y—4=0=>y:—%x2+1.

o . . . 1
Por lo tanto, el lugar geométrico que determina el centro de la circunferencia es la parte de y =— Ixz +1
donde -2V3 <x < 23.
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Practica en GeoGebra

al final de esta practica.

Practica
Construccion de una parabola de parametro p y vértice (h, k).

1. Ingresa en la barra de entrada la variable p con valor de 2
digitando p = 2.
7

5.1 Practica en GeoGebra: construccion de secciones conicas

En esta practica se construiran graficas de secciones cdnicas a partir del uso de variables, de modo que,
al dar valores diferentes del centro, parametro, longitudes de los ejes, etc., se puedan construir secciones
cdnicas de la misma familia (parabolas, circunferencias, elipses o hipérbolas). Sigue los pasos indicados en
la parte de “Practica” para construir la cdnica. Luego trabaja en GeoGebra la parte “Actividades” que esta

Enllada:ép =2

?

l
2. Presiona “enter” para obtener en la Vista Algebraica (panel

izquierdo) la expresion de la derecha.

3. De la misma manera introduce las variables 2 y k, con valor
de 5 para ambas variables, en la Vista Algebraica se tendra un
resultado como el que muestra la imagen de la derecha.

4. Grafica el foco, digitando en la barra de entrada F = (h, k + p), el
punto F (foco) aparecera en la vista grafica.

5. Grafica la directriz, digitando en la barra de entraday =k —p, la
recta directriz aparecera en la vista grafica.

> Vista Algebraica X
Nimero
p=2

» Vista Algebraica ]
- Numero
h=5
k=5
p=2

Enfrada:|F = (h, k+ pb

Entrada:;_y =k- p\

6. En el botdn de cdnicas, selecciona la opcidn Parabola.

7. A continuacion selecciona el punto F (ya sea en la Vista Grafica o
en la Algebraica) y luego selecciona la recta directriz. Se obtendra
la grafica que se muestra abajo. f\

Enaca

\_ todas las opciones.

DREN SORRANDD
» Vista Algebraica X |» \nm‘a Eipse ]
N |
i S Hipébola
k=8 e Parabola
p=2 ‘\

‘O Conicapor cinco putos |

8. Puedes cambiar los valores de las variables p, A, k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica para
corroborar las respuestas de los problemas de la leccién 1. También puedes ver las formas de la ecuacion
de la parabola dando clic derecho sobre la ecuacién de la cdnica en la Vista Algebraica para expandir

J
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Construccién de una elipse conocidos los valores de a, ¢y centro (A, k).

[ l _» Vista Algebraica X
1. Ingresa las variables a, ¢, h y k desde la barra de entrada con Nﬂ;ﬂifg
valores de 5, 3, 1y 2 respectivamente. En la Vista Algebraica c=3
se obtendrd un resultado como el que muestra la figura de L ::;
la derecha.
2. Grafica los focos y un vértice, digitando las coordenadas de Dhae- ﬂie\ 2
los puntos F,, F,y A, de laforma F1=(h-c, k), F2=(h +c, k) e 5] Hipoion
y Al = (h - a, k). Los puntos apareceran en la vista grafica. :3 5 Fedbos
2“210 =(4,2) ) CONGAporEncopimcs |

® F1=(2,2)
® F2=42)

3. En el botdn de cdnicas, selecciona la opcion Elipse.

4. A continuacion selecciona el punto F1 luego selecciona el punto F2 y finalmente el punto Al (vértice). Se
obtendra la grafica que se muestra abajo.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Al Dl N=] )
» Vista Algebraica % [+ vista Grafica
Corica
o a2y 320
Namero

® F1=(2,2)
® F2=(4,2)

Entrada:

5. Puedes cambiar los valores de las variables a, ¢, i y k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica
para corroborar las respuestas de los problemas de la leccién 3. También puedes ver las formas de
la ecuacidn de la elipse dando clic derecho sobre la ecuacidn de la cénica en la Vista Algebraica para
expandir todas las opciones.

Actividades

1. Construye una circunferencia con los valores del centro (A, k) y el radio r.

2. Construye una hipérbola con valores de a, ¢y centro (A, k).

3. Verifica las respuestas de los problemas que resolviste durante las clases de toda la unidad y corrobora
que estan correctos.

4. Contruye una parabola horizontal.

5. Contruye una elipse vertical.

6. Contruye una hipérbola vertical.

K

/
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Indicador de logro

5.1 Utiliza un software matematico para graficar y localizar los elementos de las cénicas a partir de su for-

ma canonica.

Secuencia Proposito

Ahora que los estudiantes ya conocen los conteni- Esta practica esta enfocada en que los estudian-
dos tedricos sobre las secciones cdnicas, se enri- tes construyan las diferentes cdnicas en GeoGe-
quecerd introduciendo la herramienta de GeoGe- bra de manera general y luego puedan cambiar
bra para realizar y comprobar los procedimientos los valores variables para cada ejercicio resuelto y
tedricos y conocer mas sobre este software ma- comprobar el trabajo realizado de forma tedrica a
Ktemético. ) Kpart‘ir de este software. )

Solucidn de problemas:

1.

2.

b

b

o

Para construir la circunferencia es suficiente crear las variables r, h, k de manera andloga a como se hizo
en la practica y luego utilizar la opcién circunferencia (centro, radio) del botdn circunferencia.

Para construir la hipérbola es muy parecido a la construccién de la elipse, ya que es suficiente crear las
variables a, b, h, k de manera analoga a como se hizo en la practica y luego graficar los focos y un vér-
tice al igual que en la elipse, haciendo F1 = (h - ¢, k), F2=(h + ¢, k) y Al = (h - a, k), para luego utilizar la
opcidn hipérbola del botén cdnicas y seleccionar primero los focos y luego el vértice.

. Este apartado es Unicamente para comprobar los problemas que tenian que ver con graficar alguna cé-

nica, y pueden ser tomados de las clases: 1.4, 1.5, 1.10, 2.1, 2.2, 2.6, 3.3, 3.4, 3.6, 4.3, 4.4 y 4.6; y algun
resultado sobre rectas, aplicando las practicas de la unidad 2.

Este problema es muy similar a la pardbola vertical, pues se deben crear las variables p, A, k; solamente
hay que cambiar la férmula para el foco, que ahora sera F = (h + p, k) y también hay que cambiar la ecua-
cion de la directriz que ahora sera x = h — p, luego de manera similar se selecciona la opcién parabola
del botdn coénicas y luego seleccionar el foco y la directriz.

Este problema es muy parecido a la construccion de la elipse horizontal, es suficiente crear las variables
a, ¢, h, k de manera andloga a como se hizo en la practica y solamente cambiar cdmo se definen los fo-
cos y el vértice, haciendo F1 = (h, k-c), F2=(h, k+c) y Al = (h, k - a), para luego utilizar la opcidn elipse
del botdn cdnicas y seleccionar primero los focos y luego el vértice.

Este problema es muy parecido a la construccion de la hipérbola horizontal, es suficiente crear las va-
riables a, ¢, h, k de manera analoga a como se hizo en la practica y solamente cambiar cdmo se definen
los focos y el vértice, haciendo F1 = (h, k-c), F2 = (h, k+c) y Al = (h, k - a), para luego utilizar la opcidn
hipérbola del botdn cdnicas y seleccionar primero los focos y luego el vértice.

Se recomienda que los estudiantes guarden cada actividad en archivos separados, desde el inicio de la practica, pues pue-
den retomarlos para la realizacion de las demas actividades; ademas, se recomienda que estos archivos estén guardados
en algun espacio determinado (ya sea de una computadora o de una memoria USB) para las clases posteriores, en especial
para la clase 5.3.

D




Practica
Grafica de la cdnica dada por su ecuacién general.

A
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1. Abre el menu Vista y seleccio-

+ Vista Aot

na la opcién Hoja de Calculo. Somaw
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Envaon
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2. Ubicate en la fila 1 y digita los valores 4, -1, 8, =2, 7, uno
en cada columna, como lo muestra la figura de la derecha.

B1l*yA2 + C1*x + D1*y + E1 =0.

~ Hoja de Calculo

5.2 Practica en GeoGebra: grafica de la ecuacion general de cénicas

En esta practica se utilizara la Hoja de Célculo de GeoGebra para graficar cdnicas dada una ecuacién en for-
ma general, asi sera mas sencillo identificar el tipo de cdnica que esta expresada, e incluso se puede utilizar
la Vista Algebraica para obtener la ecuacidn en forma candnica. Para ello sigue los pasos indicados en la
parte de “Practica” y construye la ecuacidn general para graficar la cénica correspondiente. Luego trabaja
en GeoGebra la parte “Actividades” que estd al final de esta practica.

LINCIEEEBY B~

Al

B

g | D

1 4
2

E

3. Ahora digita en la barra de entrada la ecuacion general, tomando como coeficiente de x?, y%, x, y y la
constante, los valores de la celda A1, B1, C1, D1y E1 respectivamente, de la siguiente manera: A1*x"2 +

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

Entrada: A1"x"2 + B1"y*2+ C1"x+ D1y + E1=0

Abiir sesion...

4. Al introducir la

ecuacion se mues- e e
tra la grafica de '
una hipérbola en .
la Vista Grafica, :
como lo muestra ‘

X[~ Hoja de Calculo

10

la imagen de aba- S
jo. .

Entrac:
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5. Cambiando el valor de las celdas A1y B1 a 1, se obtiene la gréfica de una circunferencia.

o8
5
0
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6. Cambiando el valor de la celda B1 a 0, se obtiene una parabola.

Abiir sesion...

Entraca:

7. Cambia la ecuaciéon a la forma candnica, dando clic
derecho sobre la ecuacion y selecciondndola. Como

muestra la figura.

Actividades
Identifica qué tipo de cdnica es cada una de las siguientes ecuaciones, verifica si tu respuesta del problema
5 de la clase 4.9 es correcta, si no, determina cual fue el error.

a) 9x? + 25y —54x—144 =0
d)4x*—y*+8x—-2y+7=0
g) 9x*+4y*—16y—-20=0

j) 9x?—16y*—18x —32y—151=0

> Vista Algebraic:

a  X|» Vista Grafica

Cénica
® cixityi+8

b)x>+y*+4y+3=0
e)2x’—4x—-y+4=0

h) 9x2-9y?—18x+54 =0

k)y*+x+2y+3=0

VR i L] i i
Circunferencia c: A1 x* +B1y*+C1x+D1y+E1=0

| Ecuadién (x-m)*+ (y-nj=r*

> Mostrar el objeto
| Mostrar etiqueta
| # Rastro

|(l Renombra
|& Boma

1 & Propiedades

/

C)y*+x+4y+4=0
fla*+y*+2x-8=0
i)x?+y?—2x—-2y-2=0

1) 25x%+9y?—50x + 18y —191=0
_J

D
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Indicador de logro

5.2 Grafica la cénica determinada por una ecuacién general utilizando un software matematico adecuado.

Propésito

Después de abordar las formas candnicas de las
secciones conicas, se puede avanzar a analizar la
ecuacion general de las secciones cénicas.

En la practica se utilizara el entorno de la Hoja de
Calculo, asi como se utilizé en Primer afio de Ba-
chillerato en la practica en GeoGebra de la unidad
de estadistica descriptiva.

Solucién de problemas:

En esta actividad se espera que los estudiantes corroboren a partir de la grafica, la respuesta que dieron
en los problemas de la unidad.

a) La grafica es una elipse. Si los estudiantes terminan rapidamente la practica y las activi-

dades propuestas, entonces se puede indicar que los estudiantes
b) La gréfica es una circunferencia. corroboren las graficas de los problemas de las clases 1.7, 2.3,
3.5,4.5.
c) La grafica es una parabola

d) La grafica es una hipérbola.

e) La grafica es una parabola.

f) La grafica es una circunferencia.
g) La grafica es una elipse.

h) La grafica es una hipérbola.

i) La gréfica es una circunferencia.
j) La grafica es una hipérbola.

k) La gréfica es una parabola.

1) La grafica es una elipse.
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5.3 Practica en GeoGebra: propiedades de las secciones conicas

En esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para verificar las propiedades de los focos de las sec-
ciones cdnicas (parabola, elipse e hipérbola) que se utilizaron en las aplicaciones de estos contenidos. Para
ello sigue los pasos indicados en la parte de “Practica” y construye la propiedad. Luego trabaja en GeoGebra

la parte “Actividades” que estad al final de esta practica.

Practica
Verificacion de la propiedad del foco de una parabola.

1. Utilizando el archivo creado en la practica 5.1, gra-
fica una parabola con vértice (0, 0) y parametro
p=4.

2. En el botdn Punto, selecciona la opcién Punto so-~"
bre objeto y localiza un punto en la parabola, de tal
modo que pueda moverse alrededor de toda la pa-
rabola.

3. Dibuja un segmento
de recta que vaya des-
de el foco (F) hasta el
punto localizado en la
parabola, tal como lo
muestra la figura de
abajo.

Cualquier linea desde el foco sera reflejada
en una misma direccién paralela al eje, y tam-
bién al recibir una linea paralela al eje, esta
sera reflejada hacia el foco.

Nai
|.¢7 LimitalLibera Punto

l
1> interseccion
>
® (" Putomedioo Centro
Re

® 1 2 Nimero complejo

[\ Extremos reiativos

£ Raices

4. Grafica una recta tangente a la parabola en el punto dibujado en el nume-
ral 2, utilizando el botén de Rectas, opcidn Tangentes, y seleccionando el

punto y luego la parabola. |

5. Dibuja una recta paralela al eje y que pasa por el punto dibujado en el nu-
meral 2, utilizando el botén Rectas, opcion Recta paralela, seleccionando

el punto y el eje y. Se obtiene la siguiente figura:

Glel- A elol<

» Vista Algebraice
Cénica
® cix*-16y= ~*— Rectaparalela
Namero

)‘ Recta perpendicular

hield X Meditiz
::z 2 Bisectiz
Punto ; -
T =(16.64, 1 /O Tangentes.
® F=(0,4)
Recta . Recta Polar o Diametral
°tfy=4

© 16564x-8) %° Ase ineal
Segmento
©g=213 |5 :
3= Lugar geométiico

T




-

6. Coloca los puntos B y C sobre la recta tangente, y el punto D sobre la recta paralela al eje y, tal como lo

muestra la figura.

» Vista Grafica

6 2 0 8 s a4 a2

7. Mide los éngulos DAB y FAC, utilizando el botén de dngulos, opcién Angulo, tal como lo muestra la figura.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

AP CIO) 4N =2 )

» Vista Algebraica [ Vista Grafic| & | Anguip

S0 B & 4 2 0

|
T |
® cixt-16y=0 <%, Anguio dada su ampiitud
Namero ‘
L] 2 Distancia o Longitud ‘
p=4 "y Area
Punto o ‘
I-® A=(16.48,14.98) A pendiente
® B=(2091,25.47) ‘
® C=(10.04,4.45) 0.2} Lista
® D=(15.48,29.81) ‘
® F=(0,4) aZp Relacion

48x -8y = 119.8°
® j:x=1548
Segmento

® g=1898

Angulo

® a=2733°

® p=2733°

&/ Anaiizador de funciones

Abrir sesion...

®

Entrada:

8. Con el cursor puedes mover el punto sobre la parabola y verificar que el angulo con que se refleja la recta
emitida por el foco se mantiene constante respecto de la recta paralela al eje de la parabola. También
puedes dar clic derecho sobre el punto y marcar la opcidn animacién para recorrer todos los puntos de

la pardbola de manera automatica.

Actividades

1. Realiza una contruccién para verificar la propiedad de los focos de una elipse que se utilizé en las aplica-

ciones sobre la elipse.

2. Realiza una construccion para verificar la propiedad de los focos de una hipérbola que se utilizd en las
aplicaciones sobre la hipérbola.

J

\
D
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Indicador de logro

5.3 Comprueba las propiedades de los focos de las diferentes cdnicas realizando construcciones en un
software matematico adecuado.

Proposito

Tener al menos la verificacidon del resultado sobre
las propiedades reflectoras de las secciones coni-
cas, utilizando construcciones en GeoGebra.

Después de realizar el andlisis de las ecuaciones
de las secciones cdnicas, se puede verificar las
propiedades reflectoras de los focos de las seccio-
nes cénicas.

Solucién de problemas:

1. Se utiliza el archivo creado en la clase 5.1 para elipses, se dibuja un punto sobre la elipse, y luego se
trazan dos segmentos de recta, que vayan de cada foco al punto sobre la elipse, y de manera parecida
a lo que se hizo en la parabola, ahora se traza la tangente a la elipse en el punto dibujado, y finalmente
se verifica la propiedad realizando la medicién de los dngulos formados por los segmentos y la recta
tangente como lo muestra la figura de abajo.

2. Se utiliza el archivo creado en las actividades de la clase 5.1 para hipérbolas, se dibuja un punto sobre
la hipérbola, y luego se trazan dos segmentos de recta, que vayan de cada foco al punto sobre la hipér-
bola, y de manera parecida a lo que se hizo en la elipse, ahora se traza la tangente a la hipérbola en el
punto dibujado, y finalmente se verifica la propiedad realizando la medicion de los angulos formados
por los segmentos y la recta tangente como lo muestra la figura de abajo.

pd0s2

AL 2 £2




5.4 Practica en GeoGebra:
problemas sobre el lugar geométrico de las cénicas

En esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para verificar las respuestas de los problemas sobre
lugar geométrico de secciones cdnicas que se resolvieron en la clase 4.10. Para ello sigue los pasos indica-
dos en la parte de “Practica” y construye los lugares geométricos correspondientes. Luego trabaja en Geo-
Gebra la parte “Actividades” que estd al final de esta practica.

Practica
Retomando el problema 4 de la clase 4.10:

Identifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a larectay + 2 =0y a la circunferencia x? + y> = 16. Asumiendo que dicha cir-
cunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

1. Utiliza la barra de entrada para graficarlarectay +2=0y
la circunferencia x? + y* = 16.

2. Inserta un deslizador con la variable a, seleccionando el
botdn deslizador y dando un clic sobre la Vista Grafica
en el lugar que se quiere colocar, usar el valor minimo
de —3.46 y maximo de 3.46 y presionar “enter”.

3. Para comprobar la respuesta del problema, la cual
es“y= -7t 1”,xi2ngresa en la barra de Entrada el
punto C = (x, — = 1), escribiendo:

C=(a, (-ar2/4)+1) > Enlrada ‘C= (@, (0214 + 1)

2 OJORLYN]|=]] )
‘[v Vista Grafic 3 Angulo

<% Angulo dada su ampiitud

4. En el botén de Angulo selecciona la opcidn Distancia
o Longitud, selecciona el punto C graficado en el paso
3,y larectay + 2 =0. Después de ello aparecera en la

L » = DistancaoLongitud

Vista Gréfica una etiqueta que muestra la distancia del 1 M Area

punto C a la recta, y en la Vista Algebraica aparecera , L] reoacon

una variable con nombre “distanciaCf”, la cual almace- ” - £
na el valor numérico de la distancia medida. . &) ataaco doticioes

5. Ahora construye una circunferencia, utilizando la opcién de centro y radio, luego selecciona como centro
el punto C, construido en el paso 3, y en la entrada del radio escribe la variable que almacena la distancia,
es decir, “distanciaCf”. Se puede observar el resultado obtenido, en la figura de abajo.

X

€2 Circunferencia (centro, radio) x
Radio
| distanciaCf |

| oK | cancela T T TRIN LA

(53]

- J
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6. Observa que la circunferencia graficada en el paso 5 es tangente tanto a la recta y + 2 =0 como a la
circunferencia x* + y* = 16. Puedes mover el deslizador horizontalmente y ver cémo se mueve dicha cir-
cunferencia.

> Vista Grfica

7. Haz clic derecho sobre el punto Cy selecciona la opcidn rastro (se puede cambiar el color del punto, si se
desea), ahora mueve el deslizador de nuevo y observa como se marca el lugar geométrico con el rastro.

» Vista Gréfica
5

8. Finalmente puedes dar clic derecho sobre el deslizador y seleccionar la opcién animacion para correr
automaticamente el lugar geométrico y comprobar que la respuesta es correcta.

Actividades

1. Cambia el rango entre el valor minimo y el maximo del deslizador, observa el resultado y escribe la
conclusion de este resultado, enfocdndote en la tangencia de la circunferencia conlarectay+2=0yla
circunferencia x? + y* = 16.

2. Realiza una construccion para verificar la respuesta al problema 2 y 3 de los problemas de la unidad de
la clase 4.10:
a) Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacion x? + y>= 16 y re-
ducir las coordenadas en y de cada punto de ella a %.

b) Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mue-
ve sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento
AB que cumplen estar a una proporcion 3:2.

J
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Indicador de logro

5.4 Utiliza un software matematico para resolver problemas sobre secciones cénicas.

Propésito

Por ultimo, las practicas en GeoGebra de secciones
conicas finalizan con las soluciones de los proble-
mas de la unidad, para corroborar las soluciones
planteadas.

Utilizar las herramientas de rastro y animacion
para comprobar la solucidn de los problemas de
la unidad.

Solucién de problemas:

1. Cuando se cambia el rango del deslizador, la circunferencia sigue manteniéndose tangente tanto a la
recta como a la circunferencia, sin embargo, pasa de la parte de arriba a la parte de abajo de la recta.

2a) Se puede dibujar la solucién encontrada dada la ecua- oo e v oo s e
cion x? + (i y)? = 16, teniendo cuidado en introducirla '
digitando x"2 + (4 /3y)*2 = 16, y luego graficar la circun-
ferencia dada en el problema. Para comprobar que se
cumple la proporcién dada, se puede colocar un punto
sobre la circunferencia, luego trazar una recta paralela
al eje y que pasa por el punto dibujado y luego colocar
los puntos de interseccion de la recta con la elipse, y de
la recta con el eje x, finalmente se puede generar una
variable que guarde el valor de la razén digitando por
ejemplo a = Distancia(C, D)/Distancia(A, D); y se dard el
resultado tal como lo muestra la imagen. ;

G A [ |5

Entrada

2b) Se dibuja un punto sobre el eje y, luego puede trazarse
una circunferencia de radio 5, para localizar los puntos
de interseccion entre la circunferencia y el eje x, y trazar
los segmentos hacia ambos puntos (este es el segmento

de longitud 5); luego para determinar el punto que esta 2l
sobre el segmento a una proporcion 3:2, se puede tra- ‘ C

. . . A
zar una circunferencia de radio 2 y centro el punto que 5 e 7 AR

estd sobre el eje y; después encontrar los puntos de in-
terseccion con los segmentos de longitud 5 y la circunfe-
rencia de radio 2; finalmente se pueden invisibilizar las
circunferencias, poner rastro a los puntos que cumplen
la proporcion 3:2, y utilizar la animacion del punto en el T
eje y para verificar que en efecto se grafica una elipse,

como lo muestra la imagen.

Este Ultimo problema puede realizarse de otra forma, localizando
el punto que estd sobre la recta en razén 3:2, y dejando los puntos
sobre los eje moviéndose libremente.
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