Funciones
trascendentales |
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Extracto del manuscrito original del Triparty en  irracional. En el trabajo Triparty en la science des

la science des nombres. nombres (1484) del matematico francés Nicolas

Chuquet (siglo XV d.C.), aparecen por primera vez los nimeros negativos como coeficientes,

exponentes y soluciones de ecuaciones. Mas adelante, alrededor de 1694, el matematico

suizo Johann Bernoulli (Siglos XVII-XVIII d.C.) publica un importante trabajo acerca de las
funciones exponenciales.

A finales del siglo XIX varios problemas de la
naturaleza sedescribieronmatematicamente
por medio de las funciones exponenciales.
Svante Arrhenius formalizd la relacion entre
la constante cinética de una reaccién quimica
y la temperatura. Thomas Maltus establece
que el crecimiento poblacional tiene un
comportamiento exponencial a través del = ) - Xe
tiempo. Y las observaciones de Newton La poblacidn mundial aumenta de manera exponencial.
sobre el enfriamiento de los cuerpos dieron

paso a la ley del enfriamiento, que tiene un decaimiento exponencial.

Se estudiaran en esta unidad las propiedades de los exponentes enteros, exponentes
racionales y se generalizara la potencia para todo exponente real. Esto permitira definir
la funcién exponencial y estudiar sus propiedades.



1.1 Propiedades de potencias con igual base y exponente natural

Problema inicial

Efectua las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un nimero.
a) 22 x 23 b) 3%+ 32 c) (2%)3
Solucién
Si a es un numero real y n un entero positivo, entonces a"=axax...xa — exponente
[ —
_ a” —— potencia
n- veces
|—> base
a)2?x 2} b) 3¢ + 32
22x23=(2%x2)x(2%x2x2) 6.22- 3°
“ J 3 ° 3 - 32
5-veces
=25 _3x3x3x3x3x3 . Lo
= % simplificando,
Se cumple que: 22 x 23 = 22+3 = 25, =3x3x3x3
4- veces
=34

Se cumple que: 36 +32=36-2=34
c) (2?)°
(22)* = (2%) x (2%) x (27)
=(2x2)x(2x2)x(2x2)
:gx2x2x2x2x%

Y
6-veces

=26
Se cumple que: (2%)3 = 22*3 = 26,
Definicion
1. Sia y b son nimeros reales, m y n enteros positivos, las reglas para efectuar operaciones con potencias
de igual base son:

a)a"x a'=a"*" b)a™ +a"=a™ " (sia#0y m > n) c) (@™)=am™ "

La propiedad del literal b) también se escribe como fraccién: a—: =q" ", Si @ es un nimero real:
¢ at=a
2. Si a es un numero real positivo, entonces:
a) Si n es par entonces: b) Si n es impar entonces
(-a)" =(-a) x (-a) x - x (-a) = a" (-a)" = (—a) x (-a) x - x (-a) = -a”
|- v |- ~ v

Y
cantidad par de
numeros negativos

cantidad impar de
numeros negativos

b 3
Problemasu

Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.
a) 36 x 3¢ b) (-3)2 x (-3)* c) (2)°x (-2)°

d) 57+ 5° e) (-2)° + (-2)° f) (-3)° + (-3)°
g) (6°)° h) (10%)* i) [(3)°F



1.2 Propiedades de potencias con igual exponente natural

Problema inicial
Efectla las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un nimero.

34 33 63
a)23x3 b) =
Solucién o
a)23x33 b) >
22x3*=2x2x2x3%x3x3 Del problema anterior se tiene: 6° = 23 x 33,

=(2x3)x(2x3)x(2x3); asociando, Al dividir ambos miembros de la igualdad por 23

se tiene:
=6x6x6
—_——
3-veces 6_3 - 733 =33
= 63 22

Se cumple que: 6—2 = (9)3 =33,
Se cumple que: 23 x 33=(2 x 3)3 =63, 2 2

Conclusién
¢ Sia y b son nimeros reales y m es un entero positivo, las reglas para efectuar operaciones de potencias

con igual exponente son:

a) a” x b" = (a x b)" b)‘;—:=(%)m(sib¢0)

¢ La propiedad b) se expresa como division asi:
am"+b"=(a+b)"
*Sia,,a,, ..., a sonnumeros reales, entonces:

m m m — m
arxa’x--xa” =(a,xa,x-xa)

Ejemplo
Expresa el producto 22 x 32 x 52 como una sola potencia.

22x32x52=(2x3x5)?=30?

Por lo tanto, 22 x 32 x 52 = 302

b
Problemasm
Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.

a) 610 x 410 b) (-3)” x 67 c) 5° x (-8)°
d) (=2)° x (-7) e) 125+ 6° f) 203 = (—4)?

g) (-24)" + 3¢ h) (-15)°+ (-5)° i) (=35)"+ (=7)*



1.3 Exponente cero y exponente negativo*

Problema inicial
Asume que la propiedad a™ + a™ = a™ " se cumple para todo entero m y n. Efectda las siguientes divisio-

nes de dos maneras distintas:

a)6*+6° b) 33+ 37
Solucién
a)6*+ 63 b) 33+ 37
Utilizando las propiedades de la division Utilizandoala simplificacion:
6°+63=1. 33+37:%7
Sil iedades d t ifi - BxFx3
i las propiedades de exponentes se verifican PEPEPERECETY
en este caso, entonces:
63+63=63"3 -1
e T 3x3x3x3
Por lo tanto, 6° + 63 = 6°. _1

34

Asi 6°y 1 representan el mismo numero. 1
Y P Por lo tanto, 33+ 37 = 3

Si las propiedades de exponentes se verifican en
este caso, entonces:
33:37=33"7
= 3_4
Por lo tanto, 33 +37=3"

1 . .
Entonces 3™y 3; representan el mismo nimero.

Definicion
a) El exponente cero. - 2
Si g es un numero real con a # 0 entonces: Con esta definicidn las propiedades de exponentes positi-
vos se aplican también a los exponentes negativos y cero.
Siay bson reales, my n enteros:

a’=1
+n am m-n myn — mxn
a)amxa®=a" b)==a c) (@) =a
b) El exponente negativo. a
m m
Si @ es un numero real con a # 0y n un nimero d) amxb™=(axb)” e) Z—,f(%)
entero positivo entonces: N J

b
Problemasu

1. Escribe las siguientes fracciones como una potencia con exponente negativo:

1 1 1 1
a) > b) 3 c) (5)° d) 10°

2. Escribe las siguientes potencias con exponente negativo como fracciones:

a) 27’ b) 37 c)5? d) 72



1.4 Raiz n-ésima de un numero real

Problema inicial
Determina un valor real de x en cada una de las siguientes ecuaciones.
a) x3=27 b) x* =625

Solucién
a) La descomposicién prima de 27 es: 273

3
27=33 3

= W o

Por lo tanto x = 3, es solucidn de la
ecuacion.

Asi, a 3 se le denomina la raiz cubica de
27 y se denota por 3 =3/27.

625 =5*

b) La descomposicién prima de 625 es:

625 |5

12515
25 (5
515
1

Por lo tanto, x = 5 es solucién de la ecuacion.

A5 se le denomina la raiz cuarta de 625: 5 = 1/625.

También x = =5, es solucion de la ecuacion.

A =5 se le denomina raiz cuarta negativa de 625:

-5=-625

Deﬁnicién

Sea n un entero positivo, un numero b que cumple la condicién b" = a es

llamado raiz n-ésima de a.

Al trabajar con raices n-ésimas de numeros reales se distinguen dos casos:

1. Si n es impar, a cada numero real a le corresponde una Unica raiz
n-ésima y se denota por Va.

2. Si n es par, a cada numero real positivo a le corresponden dos raices

n-ésima reales, una positiva Na y una negativa —Na.

G

indice <— %

radicando<—I

Sin=1= \a =a.

Sin=2= ia =a.

Si n es un entero positivo
n
entonces VO = 0.

radical

Si se cumple una de las siguientes condiciones: n es impar o n es pary a > 0 entonces Va" = q.

Ejemplo

a) El nimero —8 tiene una Unica raiz cubica:
ya

y=o

-8=(-2)}=1-8=-2.

Todo numero real a
tiene una Unica raiz P

y=x

b) El nimero 16 tiene dos raices cuadradas:

V16=4y-\16=-4

Todo numero real positivo

Va cubicaVa.

b ]
Problemasw

das \/Ey—\/a.

sx atiene dos raices cuadra-

Expresa las siguientes igualdades utilizando la notacién de raiz n-ésima.
a)23=8 b) (-5)® =-125 c)3*=81

e) 62=36 f) (-2)° = -32 g) (-4)° =—1024

L N G A

d) (=7)* = 2401

h) 55 = 3125

) (

1

3

)3_

1

27

D



1.5 Expresion de numeros sin el simbolo radical

Problema inicial

Expresa los siguientes nimeros sin el simbolo radical. Un ndmero es divisible
3 16 por 3 si la suma de sus ci-
a)y 416
IN729 b) 81 fras es divisible por tres.
Solucién
a) 729 b) 42>
4
729=3° se descompone 729, g = % se descomponen 16y 81,
. 4
=33x33 se reescribe como producto = (%) al utilizar propiedades de potencia,
de potencias de indice 3,
=(3x3)3 al utilizar propiedades de 5 16
potencia, entonces al elevar > a la cuarta se obtiene £
=93,
Por lo tanto, ¢ /ﬁ = %
Es decir, al elevar 9 al cubo se obtiene 729.
Por lo tanto, 1729 = 9.
Conclusién
Para escribir sin radical el nimero real ¥a realiza lo siguiente: Ejemplo: 1728
1. Escribe la descomposicion prima de a, si el radicando es una
fraccidn se descompone el numerador y el denominador. B — 1728 =2°5x 33
2. Expresa la descomposicion como producto de potencias con
exponente n. —>  1728=23x23x33
3. Utiliza la propiedad de producto o divisién de potencias con el
mismo exponente. —>1728=(2%x2x3)3=123
4. Se obtiene una expresion de la forma a = b", entonces Va = b. ———> 1728 =12

Si n es un entero impar y @ un nimero real entonces Y-a = —Va.

Si n es par, las raices n-ésimas de nimeros negativos no son numeros reales.

<
Problemasm

Expresa los siguientes numeros sin el simbolo radical.

a) V16 b) 3243 c) V128 d) 100000
e) Y216 f) 4256 g)s 512 h) s |24
343 729

©



1.6 Operaciones con raices n-ésimas

Problema inicial

Utiliza la definicion de raiz n-ésima para expresar con un solo radical las siguientes operaciones.

a)i6 x20 b) V96 + 43 c)\i128
Solucién
a) V6 x20

(le)*=6 y (20)°=20
(V6)* x (320)* = 6 x 20
(Rl6 x3/20)3 =6 x 20
V6 x320=36x 20
6 x320 =120
Por lo tanto, /6 x 320 =1/120.

b) V96 + /3
(Vo6)*=96 y (\3)*=3
(V96)* + (V3)*=96 + 3
(496 +4/3)'=96+3
V96 +33 =196 + 3
V96 +43 =132
Por lo tanto, /96 + /3 = /32.

c)Vi128
(A128) = 128
[(Vi128)]’ = A128)* = 128
(i128) = 128
(\R128)° = 128
{128 =128
Por lo tanto, \3128 = {128.

se utiliza la definicidn de raiz cubica,

se multiplican miembro a miembro las igualdades anteriores,
al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cubica,

se efectua el producto.

se utiliza la definicidon de raiz cuarta,

se divide miembro a miembro,

al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cuarta (/96 + /3 > 0),

se efectda la division.

se utiliza la definicidn de raiz cuadrada,
se utiliza la definicidn de raiz cubica,

al aplicar propiedades de potencia,

se efectua el producto,

se expresa la potencia como raiz sexta (\/3\/128 > 0).



Conclusién

Escribiendo como raiz
n-ésima:

Nax¥b) =axb = Nax¥Vb=Vaxb

Para efectuar:

a) Vax¥Vb =

Se tiene que:

b) Va6 = @{a+Vb)'=a+b = Va+Vb=Va:b
o) Wa >  (Wa)""=a =  Wa-="%a

Para simplificar una raiz n-ésima se utiliza la propiedad de la
multiplicacion:

Va* x b =¥a" xb

4 N\
Sia,,a,, ..., a,son nimeros reales
entonces:

Naw x Nt x - xNaw = Narxa, x -+ xa,

G

o
La propiedad b) también se utiliza asi:
n
a
b Va =n[=
' N

Simplificar una raiz es expresarla con
un radicando menor al inicial.

Simplificar a la minima expresion es
simplificar el radicando al menor valor
posible.

Después de efectuar una operacion con

= a% radicales siempre debe simplificarse a
la minima expresion.
& J
Ejemplo
1. Simplifica los resultados del Problema inicial.
a)1120 b) V32 c) 128
Y120 =323 x3 x5 32 =42"%2 {128 = V26 x 2

- 3%5 -2 -2

=215 Por lo tanto, {32 = 23/2.

Por lo tanto, 3120 = 23/15.

2. Efectua las siguientes operaciones:

a) 2 x /8 2 x V4 b) 0%
axg <2 xVa=Yaxsx2x4 % -1
PP x2x D =427
=4/28 =333
=2 =3

Problemasm

[e5]

Por lo tanto, ¥/128 = 232.

Efectua las siguientes operaciones, simplifica a la minima expresion tu respuesta.

a)a x310 b) 75 x50
d)¥320 +i10 e) 486 + (-6)
g) \Wsgo h) —\/640

©

-3/a5 x (-3/81)
f) -4192 + (-6 )
i)3-256

Un numero es divisible
por 3 si la suma de sus
cifras es divisible por 3.



1.7 Suma, resta y potencia de raices n-ésimas

Efectua las siguientes operaciones: Dos raices pueden sumarse o restarse si son

a) 3\/% + ﬁ b) (G\/Z)a semejantes es decir, si tienen igual indice e
igual radicando.

Problema inicial J

Solucién
a) 16 +3/54 b) 4 )?
Simplificando a la minima expresion: Se descompone la potencia como producto:
=212 =332 =ax4x4
Se efectua la suma de raices semejantes: =843 se expresa como potencia.
V16 +V54 =232 +3132 Simplificando: V4% =Y(22)® =326 = 2.
=532 Por lo tanto, (Y4)® = 2.

Por lo tanto, /16 +3/54 =5 V2.

Conclusién
1. Los pasos para realizar suma o resta de raices n-ésimas son:
e Simplificar las raices a la minima expresion. p N
e Sumar o restar raices semejantes. El nimero /a no es real, si n es
par y a negativo.

2. La potencia de una raiz real cumple (Va)" = a x Na x - x¥q,

A Por ejemplo:
m-veces a— a— ¢
\1, =2, V73, AL 4,

Utilizando las propiedades de raiz n-ésima: (Vg )" =%axax - xa §/-2, no son ndmeros reales.

-

m-veces N 4
Reescribiendo como potencia el radicando: (Ya )™ = ¥a™
Problemas.Z
1. Efectua las siguientes operaciones.

a)24 +381 b)332 +1512 c) V80 + /405 d) V40 +3135
e) 500 —3108 f)¥576 -172 g) 486 — 144 h) 3243 -448
i) (X/27)° i) }/8)° k) R25)? ) N27)

2. Para demostrar que 2 =110 + V108 —3/-10 + V108, realiza los siguientes pasos:
a) Demuestra que (1 + V3)3=10 + 613, luego escribe esta igualdad como raiz cubica.

b) Demuestra que (-1 + \/3)3 =-10 + 63, luego escribe esta igualdad como raiz cubica.

c) Efectuda la resta de las raices cubicas de los literales anteriores y concluye.



1.8 Exponente racional

Problema inicial
1. Simplifica las siguientes expresiones, escribe tu respuesta como una potencia.
a) V2° b) 327
Recuerda que para todo
2. Demuestra que 24 =22, numero real a positivo:

Solucién
1.a) V26 =22 x 2% x 22 b) 212 =323 x 23x 23x 23
=2x2x2 =2x2x2x2
= 23_ = 24.
Por lo tanto, /26 = 23. Por lo tanto, 3212 = 24.
Se observa que 3 =2 Eaxpgnente Se observa que 4 = 12 exponente
2 —— indice 3 —— indice
2.32% = ‘3\l\/7 por propiedades de raices n-ésimas,
= \/3 V(22)? al aplicar propiedades de potencia,
=122 se utiliza que Vqg" = a.

Por lo tanto, 2% = 22, Se observa que 2=2 —> &xponente
6 3 —> indice

Deﬁnicién

Si @ es un numero real positivo, m y n son nimeros enteros y n es positivo, se define:
uL
an = n}am
Una potencia con exponente racional % es la raiz n-ésima de una potencia m-ésima.

Ademds, si r es un entero positivo se cumple que Na™ = Ya™, por lo que es valida la simplificacion de
exponentes racionales, para todo a > 0:

mr m
n

nr

a =a

b
Problemasm
1. Escribe las siguientes raices como potencias con exponente fraccionario, simplifica si se puede.

a)v2 b) V3 042 d) 332
&) {52 320 8) e h) {52
2. Escribe las siguientes potencias fraccionarias como raices de una potencia.
5 3
a) 5* b) 37 02 d) 7°
3 A E 1
e) 12’ f) 112 g) 9® h) 10*

©



1.9 Propiedades de los exponentes racionales

Problema inicial

Realiza las siguientes operaciones expresando tu respuesta como potencia con exponente racional.

5 3 0 1 21 2 2 3 3
a)2*x2* b) 33 +33 c) (8% d)3*x9’ e)32°+2*
Soluciésn 3 o
a) 2*x 2* =425 x 423 se escribe como raiz, b) 3 +33=3/310+1/31 se escribe como raiz,
=‘,25X23 4310 31
A o
=22, =33 o 1 o

hlw

3 3,
4 _ 24

5
Por lo tanto, 2* x 2* = 22. Observa que: 2* * =22,

21 1
c) (8% = {82
_ g
1
=8’
21
Por lo tanto (8%)* =
3 3
e) 32+ 2°=4323 + {2
V323 + 23
=32+ 2)?
=163
3
=16"

3
4

Por lo tanto, 32* +

se escribe como raiz cubica,

2,1 1
372 3

83 Se observa que: 8° > =8’

3

2 = 64 Se observa que: (32 +

Conclusién

se escribe como raiz cuadrada,

se escribe como raiz,

Por lo tanto, 3% + 3% = 33, Se observa que: 3

d)3§x9§=3\/?xw
=337x 9
=3 x9p

272

2

27°.

2
3

win

Por lo tanto 33 x93 =27

N~

2 2
3=

Observa que: (3 x9)* =

3
4 _

hlw

2)*=

se escribe como raiz,

1. Las propiedades con exponentes enteros se aplican también a los exponentes racionales. Sia y b son
numeros reales positivos, m y n son niumeros racionales, entonces:

b) L = gn-n

a)amxanzam+n o

C) (am)n =qmnxnr

m m — m a” _(a
d) a™ xb™ =(a x b) e)b_m_(?

2. Para simplificar una potencia racional se debe verificar que la base sea la menor posible.

Ejemplo

;

Simplifica las respuestas de los literales c), d) y e) del problema inicial.

&= (=27 =2

Problemasm

2 2 x2
d)27° = (39 =37 =3

3 3 x3
e) 16° = (24 = 27 = 23

Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.

7 8 1 3
a)2°x2° b) 9° x 9%

)

10 3
92

f) (8°)

~lo
ol

e) (9

Nl=

5
c) 25+ 25 d) 27° = 27

1

2 a2 3.3
g) 16°x 4 h) 982+ 2



1.10 Operaciones con raices de distinto indice

Problema inicial
Efectua las siguientes operaciones.

a)\3 x33 x¥3 b) /9 x3/9 + X9
Solucién
Se escribe cada raiz como exponente racional:
a) 3 <33 x 43 ) 45 x {3+ §13
V3 x i3 x {3 =3 x3x 3 Y9x5 + X5 =9 x 9%+ o7
R ¥ oiih
3,2,1 3,4 1
:3666 :912 12 12
=31 = 9%
=3. — 9%
1
Por lo tanto, V3 x 33 x %3 = 3. =(3?%)? simplificando
=3.

Por lo tanto, 19 x /9 + X9 = 3.

Conclusién
Para operar raices con distinto indice, se realizan los siguientes pasos:
1. Cada raiz se escribe como potencia con exponente racional.
2. Se efectuan las operaciones utilizando propiedades de exponentes racionales.
3. Se simplifica el resultado.

Ejemplo
Efectla las siguientes operaciones:
a)\32 x {7 +472 b) V3 x 3
PR
V32 X3 + 42 = VT < {27 £ 42 VEx{3=3x3
- 22 x 23 26 — 3% El;
= — 6
2§+4_; 32
=2°°° =33 no se puede simplificar,
- 2% =3/32 se escribe como raiz,
=23 = 3\/§
=8. Por lo tanto, /3 x¥/3 = /9.
Por lo tanto, V32 x4 +%2 = 8.
Problemas;
Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.
a) V8 x 8 + X8 b) V3 xi3 )3 %43
d) V4 x32 x X32 e)\243x39+43 f) 325 + /5



1.11 Practica lo aprendido

N

1. Efectua las siguientes operaciones, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:
a) 56 x 5° b) (—4) x (—4)? c)26x23 d)37x37
e) (-6)t x (—6) f) 39+ 3¢ g)2+2* h) (-5)*+ (-5)73
i) 42+ 43 )27+ (-2)7 k) (4 ) [-3)7]
m) (27)° n) (67)* o) (57) p) [(=2)7]7

2. Realiza los siguientes ejercicios, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:
a)3*x 54 b) 2°x3° c) (—4)*x 82 d) (-6)3x% (-5)3
e)9r+3° f) 1672 + (-2)7 g) (-35)’ + 57 h) (-18)* + (-3)*

3. Realiza las siguientes operaciones simplificando tu respuesta:
a) V12 %324 b) Y20 x 325 c) a8 =6 d) /80 + -5
e) \\324 f) 456 + /189 g) 64 -4 h) (22)°

4. Simplifica las siguientes raices: Escribe cada raiz como potencia racional.
a)Va b) {9 c) %027 d) 16

5. Efectua las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta a la minima expresion:
2) 49 %3 b) V& x 8 x 42 0)\27 +43 d) ¥ x 2 x {2

6. Realiza las siguientes operaciones:
a) A2 +33)/4 -6 +3/9) b) A2 -33)/4 + 36 +3/9)

N

Exponente irracional
El nimero V2 es irracional, por lo que su valor solo es aproximable: V2 = 1.414213...

Considera la siguiente sucesion de potencias racionales:
31=3, 314 =4.655536..., 3141 =4,706965..., 3'%14=4.727695..., 3'4142=4728733...

La sucesidn se aproxima al numero real 4.728804...
Los exponentes de la sucesidn se aproximan al valor V2. Por lo que, se dird que la sucesion se aproxima
al valor 3V2.

De esta forma, si x es un nimero irracional y a > 0, es posible definir la potencia a* siguiendo el proceso
anterior.

Por lo tanto, la potencia a* esta definida para todo niumero real x y a > 0. Las propiedades vistas anterior-
mente se generalizan para todo exponente real. Si @ y b son niumeros reales positivos, r y s nimeros reales:

a)arxa=a b) L =ar- o) (@) =a* d)a’ x b = (ax by e) %z(%)

N




2.1 Definicion de la funcidon exponencial

Problema inicial

Para cada literal completa la tabla 'y graﬁ(iaxla funcién dada. X - 1 0 1 2
a) flx) = 2* b) fix) = 3)
y
Solucién "
a) flx) = 2° b) fix) = (3)
. . 1\2
Six = -2 se tiene f(-2) = 27 =% Six=-2setiene f(-2)= (5) =(271)?%=2*=4
. . 1\
Six =—1 se tiene f(-1) =27 =% Six=~1setiene f(-1)= (5) =(27)7=2"=2
. . 1\0
Six=0setiene fl0)=2°=1 Six=0se tiene f(O):(E) =1
. . 1\t 1
Six=1setiene fl1)=2'=2 Six=1setiene f(1)=(5) =37
. . 1\2 1
Six =2 se tiene f(2)=22=4 Six=2setiene f(2)=(3) =5
X -2 -1 0 1 2 X =2 -1 0 1 2
1 1 1 1
y T > 1 2 4 Y 4 2 1 5 T

Se traza una curva sobre los puntos obtenidos en cada caso.

Definicion
Sea a un nimero real positivo y diferente de 1. La funcién f : R — R definida
por f(x) = a* se llama funcién exponencial. Al nimero a se le llama base.

En la funcidn exponencial
la variable x esta en el ex-

La grafica de la funcién exponencial f(x) = a* pasa por los puntos (0, 1) y (1, ). ponents.

Si se cumple que 0 < a < 1, entonces f(x) = a*, se puede escribir de la forma f(x) = b, donde b = % >1.
1

Por ejemplo f(x) = (E)x =(2)r=2""

*
Problemasm

Grafica las siguientes funciones exponenciales:

a) flx) = 3 b) flx) =3 c) flx) = 4* d) flx) = 4

©



2.2 Funciones exponenciales simétricas

Problema inicial

1. Grafica las siguientes funciones en un mismo plano cartesiano.

a)f,(x)=3* b) f,(x) = 37 c) flx) ==3*
2. Compara la coordenada en x de los puntos de f,(x) y f>(x) que tienen la misma coordenada en y.
3. Compara la coordenada en y de los puntos de f,(x) y f5(x) que tienen la misma coordenada en x.

Solucién i
1. a) f,(x) = 3" Yy y=f
L 9
X -2 -1 0 1 2 g
y | s | 5] 2] 3| 9 7
6
5
b) f,(x) =37 ¢
® 3
x -2 -1 0 1 2 5
y | 9| 3 1| 3| 3
X
c) f,(x) = -3*
x -2 -1 0 1 2
y | -5 |-3] 1| 3| -
y=1,x)
2' X =7E 3 a8 x
filx)=3* | f(x)=3 fi(x)=3% | f,(x) =-3
1 1 1 1
(23) | (23) (23) | (23
1 1 1 1
(v3) | (3 (23) | (2-3)
(0,1) (0,1) (0, 1) (0,-1)
(1,3) (-1,3) (1,3) (1,-3)
(21 9) (_21 9) (21 9) (21 _9)
Si (x, y) es un punto de la gréfica de f, entonces Si (x, ¥) es un punto de la gréfica de f, entonces
(=x, ¥) es un punto de la grafica de f,. Las grafi- (x, —y) es un punto de la grafica de f,. Las grafi-
cas son simétricas respecto al eje y. cas son simétricas respecto al eje x.

Se observa que:
e La grafica de la funcidn y = 3™ es simétrica a la grafica de la funcion y = 3* respecto al eje y.
e La grafica de la funcidn y = —3* es simétrica a la grafica de la funcién y = 3%, respecto al eje x.



Conclusién
1. Las funciones y = a* y y = a™ son simétricas respecto al eje y.
Para graficar y = a™ se cambia el signo a la coordenada en x de los puntos de la grafica de y = a*.

2. Las funciones y = a*y y = —a* son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a* se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la grafica de y = a*.

3. Las funciones y = a™y y = —a™, son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a™ se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la gréfica de y = a™.

Ejemplo
Grafica la funcién f, (x) = -3

Y

Para graficar f, (x) = =37 se cambia el signo a la coordenada en y de los ! 9
puntos de la grafica de f,(x) = 3™ g
7

6

fl0) =3 |f,(x)=-3~ s

4

1 1
(23) | (-9 '
2

(3 | @-3)

(0,1) (0,-1)

AN

(-1, 3) (-1,-3)

(-=2,9) (-2,-9)

y=1,x)

*
ProblemasA

1. Grafica las siguientes funciones en el mismo plano cartesiano utilizando las simetrias:
filx) = 2% f,(x) = 27, f,(x) = =27y f,(x) = =27

2. Grafica la funcién f,(x) = =3 a partir de la funcién f, (x) = 3. Comprueba que f, es simétrica a f, respecto
al origen: si (a, ) esta en la gréfica de f, en-
tonces (~a, —b) esta en la gréfica de f,.



2.3 Caracteristicas de las funciones exponenciales

Problema inicial

&

Se muestran las siguientes funciones y sus graficas:

1. f(x)=3"
Y

~

N W » U1 N 0 WV

"

T2 -0

N

7 X

2. f(x)=3"
J
9
8
7
6
5
4
3
2
1

=9 1 2

4

Para cada una de las graficas determina:
a) Interceptos con los ejes
¢) Si la funcidn es creciente o decreciente

X 9

Solucién

1. f(x)=3"

a) Interceptos con los ejes:
Eje y:£,(0) =3°=1, el intercepto es (0, 1).
Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.

¢) La funcion es creciente:

Si b < c entonces 3°< 3¢

2. f(x)=3"

a) Interceptos con los ejes:
Ejey: £,(0)=37=3°=1, el intercepto es (0, 1).
Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.

¢) La funcion es decreciente:
Si b < c entonces 37> 3~

b)Dominio y rango
d) Asintotas de la funcion

fes una funcion creciente sia< b = f(a) < f(b).
fes una funcién decrecientessia<b = fla) > f(b).

b) Dominio y rango:
Dr,=R

Rfl = ]0,00[

d) Asintotas de la funcidn:
v = 0 es asintota horizontal de la funcidn,
pues la grafica de f, se aproxima a la recta
v =0 a medida que x disminuye su valor.

b) Dominio y rango:
Dr,=R

sz = ]0,00[

d) Asintotas de la funcion:
y =0 es asintota horizontal de la funcidn.

3. Las graficas de las funciones f,(x) = =3y f,(x) = 3* son simétricas respecto al eje x.

Interce.pto Dominio Rango Creuer_mte © Asintota
en el ejey Decreciente
. Creciente _
filx)=3 ©1) R 10, o Si b < c entonces 3°< 3¢ y=0
. Decreciente B
fix)==3 (0,-1) R J=e0, 0 Si b < c entonces —3% > -3¢ y=0




Conclusién

La siguiente tabla retne las caracteristicas de las gréficas de las funciones f,(x) = a*, f,(x) = a™y f,(x) = —a*

donde a > 1.
filx)=a f(x)=a™ flx)=-a*
Intercepto en el
g 0,1) 0,1) (0,-1)
Dominio R R R
Rr, =10, +oo[ Ry, = ]-20, 0]
Rango 1 Rr, =10, +oo 2
: -{yER |y >0} =10, +eol -(yER|y<0}
Creciente o Creciente Decreciente Decreciente

Decreciente

Si b < c entonces a® < a°

Sib < centoncesa®>a™

Si b < ¢ entonces —a® > —a¢

Asintota

y=0

y=0

y=0

Ademas, observa que las funciones f,, f, y f, no tienen intercepto con el eje x.

Si a es un numero real tal que a > 1, entonces:

e La funcion f(x) = a%, se llama funcién exponencial creciente.

e La funcion flx) = a

<
Problemasu

* se llama funcion exponencial decreciente.

1. Utiliza la simetria respecto al eje x para completar las caracteristicas de la funcién f(x) =—a™ a partir de
las caracteristicas de la funcion f(x) = a™, a > 1.

Interce‘pto Dominio Rango CreC|er'1te © Asintota
enelejey Decreciente
e Decreciente _
i) =@ (0,2) R 10, oo Sib < centoncesa®>a* y=0
flx)=-a™ R y=0

. Determina el intercepto en el eje v, dominio, rango, monotonia y asintotas de las siguientes funciones.

a) fylx) = 2* b) f,(x) = 27 c) f,(x) = =2* d) f,(x) = -2
. Resuelve las siguientes desigualdades utilizando la grafica de la funcién y = 2%,
a)2*>1 b)2*<1

. Demuestra que la funcidn f(x) = 2* + 2 es creciente en [0, o[, desarrollando los siguientes pasos:
. 1 1\ . 1

a) Demuestra que sic #0y d # 0 entonces (c + ?) - (d + 3) =(c d)(l cd)'

b) De a) prueba que (2° +27%) — (2 + 279 = (2° - 2“)(1 —%)

c) De b) concluya que si 0 < a < b entonces f(a) < f(b).

. Demuestra que la funcidn f(x) = 2* + 2~ es decreciente en |-, 0].



2.4 Desplazamientos horizontales y verticales de la funciéon exponencial

Problema inicial N
1. Grafica las funciones de cada literal en un mismo plano cartesiano.
a) f,(x) = 2% f(x)=2"""y [ (x) =271 b) f,(x) =2% f(x) =2"=1yf (x)=2"+1

2. Describe la gréfica de las funciones £,(x), f,(x) como un desplazamiento horizontal o vertical de la funcién

f,(x).

Solucién
a) fl(x)zzx’ fz(X)=2x_1, fs(x)=2x+1

X -2 -1 0 1 2
1 1

fx) | 3 N 1 N 2 \ 4

fl) | / N /% / 1 /2
1 ¢ ¢ ] u

fx) | 5 1 2 4 8

Al dibujar las graficas de las funciones se observa que:
* La grafica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha de la funcién f,(x).
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la izquierda de la funcién f(x).

% -2 | -1 0 1 2 >
1 1 4
- Py 1 2 4
fix) | 7 5 ;
3 1
fz(x) ) 0 1 3
y=1x)
5 3 :
f3x) 4 2 2 3 > y=1x) € _2¢ = R > X
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad -1
hacia abajo de la funcion f,(x). A\
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad La asintota horizontal de
hacia arriba de la funcién f (x). flx)=a“+kesy=k.
Conclusién
La gréfica de la funcién f(x) = a*~" es un desplazamiento horizontal de A unidades de la funcién f(x) = a*.
¢ Si h > 0 el desplazamiento es hacia la derecha. ¢ Si h <0 el desplazamiento es hacia la izquierda.

La gréfica de la funcidn f(x) = a* + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la funcion f(x) = a*.
e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba. ¢ Sik < 0 el desplazamiento es hacia abajo.

Problemas;
1. A partir de la grafica de f(x) = 3* grafica las siguientes funciones:
a) flx) =32 b) flx) = 3*** c) flx) =3*-3

2. A partir de la grafica de f{x) = 4~ grafica las siguientes funciones:
a) fla) = 4 b) flx) = 42 ¢) flx) = 4 +2



2.5 Grafica de funciones exponenciales con simetria y desplazamientos*

Problema inicial

En cada literal traza la gréfica de f(x) a partir de la gréfica de f,(x) = 2%, utiliza simetria y desplazamientos.

a)flx)=2""1+1 b) flx) = 27"V -1 La simetria se aplica si la poten-
cia es negativa o si la variable
tiene signo negativo.

Solucic’m

a) La grafica de f, se dibujé en la clase 2.1.

Se grafica y = 2*~%, como un desplazamiento de una unidad
hacia la derecha de f,.

Se grafica f(x) = 2*~* + 1, como un desplazamiento de una
unidad hacia arriba de y.

Si (x, y) es un punto de f (x), entonces el punto (x+ 1, y + 1)
es un punto de la grafica de f(x).

b) Se grafica f,(x) = 2 a partir de la simetria con la grafica de f,
respecto al eje y.

Se puede escribir f(x) = f,(x—1) - 1.

Asi, f(x) es un desplazamiento de una unidad a la derecha y
una unidad hacia abajo de f(x).

Sea (x, y) un punto de f,(x), entonces el punto (x + 1, y — 1)
es un punto de la grafica de f(x).

Conclusion
Para elaborar la grafica de una funcién exponencial f(x) se Ejemplo: flx) = —2-=-1 -1
realizan los siguientes pasos: . 1 fx)= 2
1. Se dibuja la grafica de f,(x) = a*. YTy 34 fi

B

2. Se dibuja una funcién f,(x) de acuerdo a los signos de la j Simgtna respecto
potencia y el exponente de f(x): al origen.
* a* se utiliza simetria respecto al eje y. 2. f,(x)==2~

* —a” se utiliza simetria respecto al eje x.
Desplazamiento

» —a™*se utiliza simetria respecto al origen.
3. flx)=—2"w-1 -1

3. Desplazamiento, escribiendo f(x) = f,(x — h) + k entonces
el punto (x, y) de la grafica de f, se desplaza al punto
(x+ h, y +k) de la grafica de f.

<
Problemas.\,

Grafica las siguientes funciones utilizando simetrias y desplazamientos:
a) flx) =372+ 1 b) flx) =4+"1-3 ¢) flx) = =271+ 2 d) fix) = —3++1-3

e) fla) =371+ 2 ) flx) =22+ 1 g) flx) =31~ 1 h) flx) = =32 +2

@



2.6 Ecuaciones exponenciales

Problema inicial

Encuentra una solucion para cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 5% =25 b)2:=3 )4 =8 d)(%)x= 81
Solucién .
a)5*=25 b) 2°=5

Descomponiendo 25 = 5?2,
sustituyendo 5% = 52,

Por lo tanto, x = 2.

c)4=8
Descomponiendo 4 = 22y 8 = 23,
sustituyendo (22)* = 23,
aplicando propiedades de potencia 2% = 23,

entonces 2x = 3.

Por lo tanto, x =

N w

Deﬁnicién

Una ecuacion exponencial es aquella que tiene términos de la forma

a*cona>0ya#1.

Para resolver una ecuacidn exponencial se realiza lo siguiente:

1. Se escriben todos los términos en la misma base para obtener una
igualdad de potencias con la misma base: a’= a°.

2. Se igualan los exponentes r = s y se resuelve esta ecuacion.

®
Problemasu

Descomponiendo 8 = 23,
. !
sustituyendo 2% =5,

escribiendo con exponente negativo 2* = 273,

Por lo tanto, x = -3.

d) (3) =81
Descomponiendo 9 = 32y 81 = 3%,
sustituyendo (%)x =34
escribiendo con exponente negativo: (372)* = 34,
aplicando propiedades de potencia: 37 = 34,
entonces —2x = 4.

Por lo tanto, x = -2.

Ejemplo: 27~ =%

= 3\x — 23x l_l_ -2
SRR

33x = 3—2

D

N 3x =-2

Por lo tanto, x = —

w|N

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 2x:16 b) 3—x+1=9x+2

e) 5% +7 =

® |~

f) 93x+1 = 27—2x—2

3x—4_i 2x—3_l
C)5 =35 d)2 T4
g) 8 X+3 = fgx+2 h) 42x-1 =%



2.7 Ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones cuadraticas

Problema inicial
A partir de la ecuacion exponencial: 4°— 2% = 2 realiza lo siguiente:

a) Escribe 4* como potencia de 2. b) Sustituye y en lugar de 2* en la ecuacidn.
c) Resuelve la ecuacion resultante. d) En las soluciones encontradas sustituye 2*en lugar
e) Resuelve las ecuaciones resultantes. dey.
Solucién

a) Se representa 4* como una potencia de 2: b) Al utilizar que (2%)* = (2%)% se tiene:
4*=(22)*=2* al descomponer 4 = 22, (25)2=2%=2
Asi, se obtiene la ecuacion (22)*—2* = 2. 8 l

y-y=2

c) Resuelve la ecuacion resultante. d) En las soluciones encontradas sustituye
y?—y =2 es una ecuacion cuadratica, 2%en lugar de y.
resolviendo:

y=2 o y=-1
y-y-2=0 l
2=2 2¥=-1
(y=2)y+1)=0 °
y=2 o y=-1

e) Resuelve las ecuaciones resultantes.

2*=2 o} 2* =—1, esta ecuacion no tiene solucidn,
2v=21 ya que 2* > 0, para todo x real.
x=1

Por lo tanto, la solucion es x = 1.

Conclusién
Una ecuacion exponencial, en la que aparece una suma o resta de potencias, se puede reducir a una ecua-
cion cuadrdtica si una de las bases es el cuadrado de la otra.

Este tipo de ecuaciones se representa asi: p(a*)* + ga* + r = 0.

Para resolverla se realiza lo siguiente:

1. Se efectua el cambio de variable y = a*.

2. Se resuelve la ecuacién py* + gy + r = 0, del paso anterior.

3. En las soluciones encontradas y =y, y = y,, se sustituye y pora*: a*=y, ya*=y,.

4. Por ultimo se resuelven ambas ecuaciones, si se puede. Estas son las soluciones de la ecuacién original.

b 3
Problemasu

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas.

a)4*-2"-12=0 b)9*-2(3*)+1=0 Si una potencia tiene la forma
a**’, con r un nimero real, se
)4 -6(2)+8=0 d) 5(25%) - 26(5*)+5=0 reescribe a**’ = a’ (a¥).

Por ejemplo, 271 = 2(2%).

e) 9" 1+8(3)-1=0 f)45+2-525) +1=0



2.8 Practica lo aprendido N

1. Justifica las siguientes afirmaciones.
a) La grafica de las funciones y = 2*y y = 2 son simétricas respecto al eje y.
b) La grafica de las funciones y = 3*y y = =3 son simétricas respecto al eje x.
c) Si (a, b) es un punto de la grafica de la funcidn y = 3*entonces (—a, —b) es un punto de y = 3%,

2. Utilizando las gréficas de las funciones f,(x) y f,(x). Determina la ecuacidn de f,(x) a partir de f,(x).
a) fy(x) = 5* b) f,(x) = 4~
y )

f,(x)

U1l

v =f)x)

: / / yzf(X)\\ y=f2(x)
T o 1 2z X
= o 1 2z ¥
0) flx) = 2¢ d) fylx) = -2
Y
/ y
4 = =l 0 X
3 | —
y=fx) 4 y=f,(x) y=fyx)
/‘ 3
= 1 X y=flx) ,

3. Grafica las siguientes funciones y describe sus caracteristicas: interceptos con los ejes, dominio, rango,
asintota de la funcidn y crecimiento o decrecimiento.

a)flx)=2"3-2 b) flx)=3*"1+4 c) flx)=5%*2+2 d) flx)=-4""1-1

4. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 23x—1=32 b) 3—2x+3=% C) 43x—3:1
d)25“3=% e) 72-4=49 f) 1673 = 821

5. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas:

a)9*—4(39+3=0 b) 6*~5(6")-6=0 c) 3¥*3-4(3"*1)+1=0




2.9 Problemas de la unidad ™

\_

1. Simplifica las siguientes expresiones:

a) (3—2)3 x (34)2 b) [22 x (724)—2 -1 C) 254 x 573 d) 34 x 68

37 2 57 2*

2. En los siguientes literales se tienen dos nimeros reales, Utiliza el hecho que a < b = @ < VB y el expo-

establece cual es el mayor de ellos. nente racional, para escribir las raices con indice

a\V2yi2  b)V3y¥s  o¥12yvVe d)4yieg  cominPaaV2yN2
N2=2°=2"=2" y V2=2"=22=N2°

3. En los siguientes literales determina cudl de los dos nimeros reales es el mayor de ellos:

a)\2yVa b) V8 y 316 c)V125y+5 d) \/; y 3\/8—T1 Escribe cada radicando como una potencia

4. Efectta el producto (3 —4/48 + 2)(\/3 + 148 + 2).

5. Racionaliza el denominador de la fraccidon = realizando los siguientes pasos:
3
a) Escribe /3 como una potencia.

.z 3 . . .
b) Resuelve la ecuacion V3x = 3, escribe la solucién como una potencia.
2
3

c) Efectua G

X .z . .
x>, conx la solucidn del literal anterior.

6. Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones.

6 4 10
a) — b) — c)—
) G ) = ) =
7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 4x-2 — gx+1 b) 33x = P72x+3 C) 2—x=\/§
d)2° x 4° =128 €) 9~ 4(37*1) +27 =0 f)a=—27"2+4=0
g) (4 3)(6°*1)(3*¢) =6 h) 12¥-2=2%"4 i)—3*-9(3%) +10=0
8. Justifica las siguientes afirmaciones:
a) \5 y 425 representan el mismo nimero.
b) Las graficas de y = 2*y y =—-2"no se intersecan en ningun punto.
c)y =2*yy =4*se intersecan en un solo punto.
9. Grafica las siguientes funciones.
a) flx) = 27+ 2 b) flx) = 2 - 2
10. Determina para cada funcidn del problema anterior lo que se pide:
a) Dominio y rango b) Los intervalos donde es creciente o decrecientey
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