Sucesiones aritmeéticas
y geomeétricas

Las sucesiones tanto aritméticas como

geométricas han sido una tematica que se

Numeros figurales (triangulares y cuadrangulares) de la ha desarrollado a lo Iargo de Ia historia sin

época de los griegos. definir un autor principal. Hay registros de

diferentes culturas, por ejemplo en Babi-

lonia, los créditos y los calculos conllevaban de alguna manera una formula parecida

al interés compuesto, lo cual requiere trabajo con sucesiones geométricas; los egipcios

también trabajaron con la suma de sucesiones para expresar algunas fracciones; los grie-

gos trabajaron con patrones y disefiaron nimeros figurales como los que se observan en
la primera imagen.

En el analisis de las sucesiones siempre
esta el andlisis de patrones, los cuales
han sido utilizados en diferentes areas.
En la actualidad se aplican férmulas fi-
nancieras, cuya base (en algunos casos)

son las sucesiones geométricas, inclu-  yna de las sucesiones mds famosas e importantes es la sucesion
so algunos fendmenos de la naturale- de Fibonacci, la cual modela algunas formas de la naturaleza.

za, como la reproducciéon de algunos seres vivos, pueden modelarse como sucesiones
geomeétricas o aritméticas segun la situacion.

La unidad contiene un repaso sobre patrones, con el objetivo de identificar su secuencia
y la forma en que se han generado para luego realizar un estudio generalizado. Luego se
hara un estudio mas amplio sobre las sucesiones aritméticas y geométricas, y se analiza-
rd la suma de los primeros n términos de una sucesion.



1.1 Patrones

Problema inicial
Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.
a) Determina en la Figura 4 y la Figura 6 si la secuencia se va formando de igual manera.

é? ] é?
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6
b) ¢ Cual figura corresponde a la Figura 7 si la secuencia se va formando de la misma manera?
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Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7
c) Determina el nimero faltante y la regla que se ha utilizado para generar la secuencia.

@ G ) ) @ @ @& @

Posicion 1 Posicién 2 Posicion 3 Posicién 4  Posicion 5 Posicién 6  Posicion 7 Posicién 8

&

Solucién _
a) Puede observarse que cada figura se obtiene agregando dos cuadradosa —
la figura anterior, acomodandolos en forma de L. Entonces, la Figuradyla [ |

Figura 6 son las que muestran las figuras de la derecha. L L] | [ [ 1]
Figura 4 Figura 6

b) Si se considera que el cuadrado grande va rotando 90° en el sentido horario respecto a su centro, la
Figura 2 se obtiene rotando una vez la Figura 1, la Figura 3 se obtiene rotando una vez la Figura 2, la
Figura 4 se obtiene rotando dos veces la Figura 3, la Figura 5 se obtiene rotando una vez la Figura4 vy la
Figura 6 se obtiene rotando una vez la Figura 5. Por lo tanto, la Figura 7 se obtiene rotando dos veces
la Figura 6, por lo que la Figura 7 es E

c) Puede observarse que /KA/K%\/LS\/LG\
(2) 3) ) (8) (1) (171) ()

Posicion 1 Posiciéon 2 Posicion 3 Posicion 4  Posicion 5  Posicion 6  Posicion 7

Entonces, el siguiente niumero debera ser 23 + 7 = 30.
Para generar un numero se suma el nimero anterior y su posicion.

Conclusién
Un patrén matematico es una secuencia de numeros o figuras que satisfacen cierta regla y con la cual pue-
de generarse cualquier elemento de la secuencia.

>
Problemasm

Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.

a) Determina las figuras 5, 6 y 7 que corresponden b) ¢ Cual figura corresponde a la Figura 7?

a la secuencia e identifica la regla que se ha utili-
zado para generarla. EE Eh ﬂ I:E F ﬂ év?

Figural Figura2 Figura3 Figurad4 Figura5 Figura6 Figura?

H c) Determina el niumero faltante y la regla que se
ha utilizado para generar la secuencia.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

2 6 12 20 30 42 é?

©



1.2 Patrones generalizados

Problema inicial

&

Observa la siguiente secuencia:

EDRTIRED (18) (1) (@) (&2) -

6 7 8 9

a) éCuadl es la regla que se ha utilizado para generar la secuencia®?

b) ¢ Cuales son los numeros que corresponden a las posiciones 8 y 9?

¢) ¢Cual seria el nimero correspondiente a la posicién 20? ¢y a la posiciéon 1007?
d) ¢Cuadl seria el numero correspondiente a una posicidn cualquiera n?

Soluci()n

Definicién

Ejemplo

a) Al observar la secuencia se puede determinar que todos los nimeros son multiplos de 3, por lo que la
regla utilizada es multiplicar por 3 el nimero de posicidn en la que se encuentra.

b) Por el resultado del literal a, en las posiciones 8 y 9 corresponden los nimeros 3(8) = 24 y 3(9) = 27.

¢) Como el numero se obtiene multiplicando la posicién por 3, entonces 3(20) = 60 es el nimero que
corresponde a la posicion 20 y 3(100) = 300 es el nimero que corresponde a la posicion 100.

La sucesion también pue-
de generarse sumando 3 al
ndmero anterior.

d) El nUmero que correspondera a la posicion n es 3n.

A una secuencia de numeros que sigue cierta regla también se le conoce como sucesidn. En una sucesion,
sus elementos tienen un orden y habitualmente se denotan por a,, donde n representa la posicion que
ocupa dicho elemento. Por ejemplo, en la sucesién del Problema inicial, a, = 3, a, = 6, a, = 21, a, = 3n.

A cada elemento de una sucesidn se le llama término y al término que ocupa la n-ésima posicion (con n
un numero natural) se le lama término general. Por ejemplo, a, = 3n es el término general del Problema
inicial.

Una sucesion es finita si tiene una cantidad finita de elementos. Caso contrario, se dice que la sucesién es
infinita.

| ibi ., h d En algunas ocasiones no es posible
Al escribir una sucesion se hace en orden, a,, a,, a,, ..., Q,, ..., encontrar el término general, en

donde los puntos suspensivos indican que la sucesion sigue. una forma simple, que describa
una sucesion.

Determina el término general de la siguiente sucesion y calcula los términos 20, 41y 101.

-1,2,-3,4,-5, ..

Observa que la sucesion va alternando signo en sus términos, y en cada posicidn impar su signo es negativo
y en cada posicion par, su signo es positivo. Nota que esto puede escribirse como:

. 1 sinespar
(-1)" = o
—1sinesimpar



Ademas, los valores absolutos de los nimeros que componen la sucesidon son todos consecutivos y coinciden
con su posicion dentro de la sucesion, por lo tanto, el término general es a, = (-1)" n.

Por lo tanto, los términos 20, 41y 101 son a,, = (-1)*°20 = 20, @,, = - 41y q,,, = — 101.

Problemas.Z
1. Para cada sucesion, encuentra el término general y los términos que se piden.
a)2,4,6,8, ... icudleseltérmino 42? b)1,3,5,7,9,11, ... éicudlesel término 217
c)1,4,9, 16,25, ... icudleseltérmino 11? d)1,8,27,64,125,... éicudleseltérmino 8?
e)l 1111 l... écudl es el término 954? f)2,0,2,0,2,.. écudleseltérmino 10?, ¢y el 55?

12I3I4I516

2. Enlista los primeros cinco términos de la sucesion que tiene término general @ , en cada uno de los
siguientes casos:
_ —an — = = p2_
a)a,=3n+1 b)a,=4n-2 cJa =-n+2 da,=n*-3

n

3. Observa el siguiente proceso: sea T el nimero de elementos de la Figura 5, en la siguiente sucesion:

[ J
[ J [ N J
[ J [ N ] 00
[ J [ N ] [ N J o000
(] [ N J [ 2 N J [ 2 N M J o0 00606 ---
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5
e Se reordenan los elementos e Se duplica la figura. e Se unen las dos figuras iguales forman-
de la figura 5. do un rectdngulo de 5 x 6 elementos.
[ J o0 000 ([ o0 0000 Porlotanto
[ N J [ N 3 M J [ N J o600 0O0O0 !
[ 2 N J 00 00 o000 0O 2T5=5(6)
[ 3 2 M J ([ N J o000 o000 0O
o0 00O ([ ] o0 000 o000 0O
Generaliza el proceso anterior para determinar el término general 7, de la sucesion.
4 N\

Una de las sucesiones mdas famosas es la conocida Sucesion de Fibonacci.

Fibonacci fue un matematico italiano que nacid en Pisa, alrededor de 1175. Su nombre verdadero era Leo-
nardo de Pisa pero comunmente se le conocia como Fibonacci, nombre que representa la versidn corta de
Filius Bonaccio, que significa hijo de Bonaccio.

La sucesion de Fibonacci es de la siguiente forma:

Qyp = Apa + Q-

Los primeros términos de la sucesion de Fibonaccison: 1,1, 2, 3, 5, 8, ...; es decir, los términos de la sucesidn
de Fibonacci pueden determinarse sumando los dos términos anteriores.

Esta sucesion tuvo su primera aparicion cuando se planted el problema que involucraba la reproduccién de
un par de conejos, con la hipotesis que estos eran inmortales, se volvian adultos al cabo de un mes, y que de
cada pareja de conejos nacia una pareja de conejos (un macho y una hembra).




1.3 Sucesiones aritméticas: definicion

Problema inicial

Observa la siguiente secuencia y responde:

§§

Figura 1

Figura 2

Figura 3
Figura 4

a) Enlista el numero de elementos de los primeros 10 términos de la sucesién.

b) éCual es la regla que se ha utilizado para generar la sucesion?

c) Sia un término se le resta su término anterior, ¢ qué se puede observar si se hace en repetidas ocasiones?
d) Si sumas los términos 1y 10,2y 9, 3y 8 y asi sucesivamente, ¢qué sucede?

&

Solucién
a) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.

Término aq a, Qs a, as (o a, ag Qg | Qg
Nimero de elementos | 3 5 7 9 11 | 13 | 15 | 17 | 19 | 21

b) Si se observan las figuras, se han ido afnadiendo dos cuadrados respecto a la figura anterior.

a,—a,;=5-3=2

as—a,=11-9=2

Qy—ag=19-17=2

d) Obsérvese que los términos 1y 10,2y 9,3y 8,4y 7,y 5y 6, a pares siempre estdn a una misma
distancia de los extremos. Puede observarse que al sumar términos que estan a igual distancia de los
extremos, el resultado es siempre el mismo: 24.

3 5 7 9 11 1|3 15 17 19 21
1|1+13=24
9+15=24

7+17=24
5+19=24
3+21=24

c) Al tomar un término y restarle su anterior se puede observar que el resultado
siempre es el mismo cuando se hace varias veces. En este caso resulta ser 2.

Definicién
A la sucesién donde sus términos pueden obtenerse sumando un mismo nimero al término anterior se
llama sucesion aritmética.

Una sucesion aritmética tiene la propiedad que al restarle a un término su anterior siempre se obtendra el
mismo resultado. A este resultado se le llama diferencia.

Un detalle importante que hay que re-
saltar sobre las sucesiones aritméticas es

Otra de las propiedades de una sucesion aritmética finita es que que la diferencia puede ser un nimero

al sumar términos que estan a una misma distancia de los cualquiera, esto es, puede ser un nume-
extremos el resultado es el mismo. ro entero, racional, decimal o irracional.
Problemas

Identifica si cada sucesion es una sucesion aritmética. En caso de serlo, determina su diferencia.

a) 5,11, 17,23, 29, 35, ... b)-3,0,3,6,9, 12,15, ...

5 7 9 _ 11
c)1,2,3,4,57,8, .. d) 2, > 3, > 4, > 5, e
e)-4,-4,-4,-4,-4,-4, ... f)11,7,3,-1,-5,-9, ...



1.4 Sucesiones aritméticas: término general*

Problema inicial
Encuentra el término general de la sucesidn aritmética del Problema inicial de la clase 1.3.

Solucién
Obsérvese primero que si a,_; es un término cualquiera, a, es el término que le sigue. Como cada figura se
obtiene sumando dos cuadrados a la figura anterior, se tiene que
5=3+2, 7=5+2, 9=7+2, .. Q,=0Q,+2

a,=a,+2 as=a,+2 as=as+2
Se tiene entonces que
AQ=a+2, A3=Q,+2, A=Q3+2, As=Q+2,.., Qy=Qu3+2, Q=0 +2, Q,=Q,1+2

Se necesita encontrar una férmula en términos de la posicion que ocupa en la sucesidon. Nétese entonces

que,
an = an—l + 2

=an—2+(2+2)

=Q,3+(2+2+2)

=Q, .+ (2+2+42+2)
Si se continla de ese modo a,=a,+ (2 + 2;;4 +2)=(a;+2)+(2 + er—z}" +2) Observa que
= = 4=n-(n-4).
-a3+(2+2n-t3 +2)-(az+2)+(2+2r-L+_3 +2) n-(n-4)

=+ (2+2+-+2)=(a;+2)+(2+2+--+2
2224+ 2) = (@ +2) + (2424 +2)

=a+(2+42+--+2)

n-1——

Se tiene entonces que a,, es igual al primer término mas n — 1 veces 2, es decir, el término general de la
sucesidones a,=a,; +2(n —1).

Conclusion
En una sucesion aritmética, si d es su diferencia, su término general esta dado por a, = a, + d(n —1).

Ejemplo

Calcula los términos 4, 12, 17 y 99 de la sucesidn aritmética a, = —2 + 6(n — 1) y determina cudl es el tér-
mino a, y su diferencia.

Para calcular los términos que se piden, se sustituye la n por la posicién del término. Asi,

a,=-2+6(4-1)=-2+6(3)=-2+18=16 a,=-2+6(12-1)=-2+6(11) =64
a,=—2+6(17-1)=—2+6(16) = 94 Qo =—2+6(99—1)=—2 +6(98) = 586

, ) . En muchas ocasiones, el término general de una sucesion arit-
Ademds, a, = -2y su diferencia es d = 6. mética se presenta en la forma a, = a; — d + dn. Por ejemplo,

a, =—2+6(n —1) puede escribirse como a, =— 8 + 6n.
b

Problemasm

1. Establece el término general de las sucesiones aritméticas de los problemas de la Clase 1.3.

2. Determina los términos 1, 7, 11, 20 y 100 de cada una de las siguientes sucesiones aritméticas:

a)a,=5+4(n-1) b)a,=-1+7(n-1) ca,=2-3(n-1)
d)a,=-4-(n-1) e)a,=3-(n-1) fla,=5-3(n-1)
gla,=7+3(n-1) h)a,=-0.6+2(n—-1) i)a,=-0.4-0.7(n-1)

©



1.5 Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 1*

Problema inicial
Resuelve cada literal.

&

a) éCudntovalelasumal+2+3+:-+28+ 29+ 307 Busca una forma de calcularla sin sumar término a
término.

b) Si se tienen los numeros 1, 2, 3, ..., n—3,n—2y n—1, icudnto vale la suma de todos ellos?

c) ¢Cuénto vale la suma S, de los primeros n términos de la sucesion a, = a, + d(n — 1)?

d) En la sucesion aritmética a,, = 1 + 2n, écuanto vale la suma de los primeros 10 términos?

Solucién

Para el literal a, considera también
lasuma30+29+28+---+3+2+1.

a) Si se realiza la suma
1)+(2 +(3 )+ +(28+29+(30

+30+29+ 28+ - +(3 +2 + 1
31+31+31+--+31+31+31 (1)

el resultado es el mismo. Enlasumal+2+3+...+28+29+ 30 hay 30 términos, por lo que en la suma
(1) se estd sumando 30 veces el numero 31, por lo tanto es igual a 31(30).

Por otra parte, la suma en (1) se obtuvo sumando1+2+ 3 +---+ 28+ 29 + 30 dos veces, por lo que la

suma pedida es igual a @. Al simplificar, se obtiene

15
31(30) _ 31(39)

S = 2= = 31(15) = 465.

1
Porlotanto,1+2+3+...+28 +29 + 30 = 465.

b) Si se utiliza la misma técnica utilizada en la parte a), se tendria

1 |+ 2 |+ 3 |+ +n=-3+n=-2)+n-1
+n-1+n-2+n-3 +--+ 3 |+ 2 |+ 1

n + n + n 4+ >+ N + N o+ N e (2)

La suma en (2) tiene n — 1 términos, por lo que vale n(n — 1). Pero nuevamente, se ha sumado dos
vecesl+2+3+- +n—-3+n—-2+n-1, porloque

nn-1
1+2+3+-- +n—3+n—2+n—1=%.
¢) Se colocan los n términos en el nuevo orden
+d +d +d +d
P L
Sn = Q + a, + as toeee t Ay + (0 /) + a,
-d -d -d -d
7 N N 7 N o N
Sp= @t Qg+ Ay ot @ o S ¢}

2S,= (@, +ay) +(a, + @) +(a,,+as) + - + (a3 + a,5) + (@, + a,4) +(a,ta,)

En el Ultimo rengldn, todas las parejas tienen el mismo valor a, + a, porque en cada suma el primer
sumando va aumentando por d y el segundo por —d.

Como hay n parejas se tiene 2S, = n(a, + a,). Por lotanto S,, = % n(a, + a,).

Si se sustituye a, = a, + (n — 1)d, se tiene que S,, = % n[2a, + (n - 1)d].

B



d) Se quieren sumar 10 términos de la sucesidn a,, = 1 + 2n, entonces se calcula el primer y décimo tér-

mino
a,=1+2(1)=3,

a,,=1+2(10)=21.
Asi, la suma de los 10 primeros términos es:
S, =3 n(a; +a,) =3 (10)(3 +21) = 5(24) = 120.
Definicién

n

La notacién Zai es una forma abreviada de escribir la sumaa;, +a,+a;+ -+ a,, +a,, +a,y se lee “la
=1

sumatoria de a; desde i igual 1 hasta 7 igual n”.

Bajo esta notacion, la suma de los n primeros términos de una sucesidn aritmética esta dada por

n
S= Zai = % nla,+a,) = %n[Za1 +d(n—-1)]; con d la diferencia de la sucesion.
=1

A esta suma se le conoce como suma parcial de una sucesion o serie, que en este caso se trata de una su-
cesion aritmética. [

El simbolo X es una letra griega que corresponde a la letra mayuscula sigma. Cuando se
utiliza para representar una suma se hace referencia a él como “el simbolo de sumatoria”.

b g

L~

1. Para cada caso, calcula lo que se pide.
a) La suma de los primeros 21 términos de la sucesién a,, = —6 + 6n.
b) La suma de los primeros 28 términos de la sucesiéon a,, = 11— (n —1).
c¢) La suma de los primeros 77 términos de la sucesién a,,=—4 + 5(n — 1).
d) La suma de los primeros 33 términos de la sucesién a,, = 0.5 + 2(n — 1).

2. Dos flechas se encuentran dentro de un tridngulo y un pentagono de modo que apuntan a los vértices
de estos. A continuacidn se muestran cuatro figuras de la secuencia en la que giran las flechas:

3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2
5 3 5 3 5 3 5 3
4 4 4 4

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Si las flechas siguen siempre el mismo movimiento, determina el numero de figura en la cual las flechas
habran apuntado un mismo vértice por trigésima vez.



1.6 Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 2

Problema inicial
¢Cuantos términos de la sucesion a,, =5 + 2(n — 1) deben sumarse para obtener 1845?

Solucién .
Como la suma de los primeros n términos de una sucesién aritmética esin[ZOL1 +d(n —1)] se tiene que

@ =5y gnl2a;+d(n-1)]= 3n[2(5) +2(n - 1)] = 3n[10 +2(n — 1)] = 5n + n(n—1) = n? + 4n = 1845.

Se ha obtenido una ecuacién de grado 2 donde la incégnita es n. Como se desea saber cuantos términos
deben sumarse para obtener 1845, hay que determinar las soluciones de dicha ecuacion.

Resolviendo,
n(n+4)=1845 > n’+4n-1845=0 = (n+45)(n—-41)=0.

De aqui se tiene que n = —45 o n = 41. Pero por ser n una posicidon de la sucesidn, este no puede ser
negativo, por lo tanto, se deben sumar 41 términos de la sucesion a, =5 + 2(n — 1) para obtener 1845.

Conclusién
Para determinar el numero de términos que deben sumarse de una sucesion aritmética para obtener un
resultado especifico, debe resolverse la ecuacion cuadratica que resulta de igualar la formula de la suma
parcial con el total que se desea.

<
Problemasu

1. Determina el numero de términos que deben sumarse en cada sucesidn aritmética para obtener el re-
sultado indicado.

a) a,=—1+ (n —1); suma parcial 434 b) a, = 3 + 4(n — 1); suma parcial 1081
c) a,=-3+3(n —1); suma parcial 270 d) a,=5-2(n —1); suma parcial — 391
n
e)a,=—4-7(n—-1); suma parcial =129 f)Z[—lOO +4(i—1)] =0 1081y 391 son
=1 s
217 es multiplo de 7. ' multiplos de 23.

2. ¢Cuantos términos de la sucesion aritmética 2, 8, 14, ... hay que sumar para obtener 1064?

e a
Carl Friedrich Gauss fue un matematico, fisico, astronomo y geodesta aleman, nacié el 30 de abril de 1777 y falleci6 el
23 de febrero de 1855. Es considerado el principe de los matematicos y desde sus afios tempranos mostré extraordina-
rias pruebas de su habilidad mental. De nifio, después de haberle preguntado a varios miembros de su familia sobre la
pronunciacién de las letras del alfabeto, aprendid a leer por su cuenta.

Gauss ingreso a la escuela cuando alcanzd los 7 afios de edad, donde eventualmente se incorpord al curso de Aritmé-
tica, estudios en los cuales la mayoria de pupilos permanecian hasta los 15 afios, que era la edad en la que terminaban
sus estudios obligatorios. En dicho curso ocurrié un evento digno de mencionar, ya que fue de gran influencia para la
futura vida de Gauss: en una ocacion Buttner, el director de la escuela, quien también era su maestro de Aritmética, did
a la clase el ejercicio de escribir todos los numeros del 1 al 100 y sumarlos. El problema apenas habia sido asignado,
cuando Gauss puso la tableta donde escribia sobre la mesa y dijo: jAqui estd!, mientras los demas pupilos ain estaban
calculando, multiplicando y sumando; en ese momento Biittner vid la tableta de Gauss y encontré escrito un solo nu-
mero, que era la respuesta correcta.

Gauss estaba en posicion de explicar al profesor cémo lleg6 a este resultado y dijo: “100+1=101, 99+2=101, 98+3=101,
etc., y asi tenemos tantos pares como hay en 100. Asi, la respuesta es 50 x 101, o 5050”.

Dunnington, G. W., Gray, J., Fritz-Egbert Dohse. Carl Friedrich Gauss:
Titan of Science. The Mathemathical Association of America.




1.7 Sucesiones aritméticas: problemas

Problema inicial
Determina la diferencia de una sucesion aritmética cuyo tercer término es 27 y cuyo quinto término es 35.
Calcula el primer término y el término general de la sucesion.

Solucién
Si a, es la sucesion aritmética con diferencia d entonces a,, = a, + d(n —1).

De los datos, se tiene que a; = 27 y as = 35. Pero

a3=a1+d(3_1)=a1+2d=27,
a5=a1+d(5_1)=a1+4d=35.

Luego,
as—a;=35-27=q,+4d-a,—-2d =2d
=8=2d
=>d=4

Sustituyendo d = 4 en la primera ecuacion a, + 2(4) =27 = a,=27-8=19.
Entonces, el primer término y el término general de la sucesion son

a,=19ya,=19+4(n-1)=15+4n.

Conclusién
En ocasiones se conocen algunos datos de una sucesidn aritmética, y para determinar el término general
de esta, se utiliza la definicidn de sucesidn aritmética y los datos conocidos.

Si se conocen dos términos de la sucesion aritmética, para determinar el término general se resuelve el

sistema de ecuaciones lineales que resulta de aplicar la definicion del término general en cada término
conocido.

b
Problemasm

1. El segundo término de una sucesidn aritmética es 12 y el cuarto término es 22. Determina el término
general de la sucesion.

2. El quinto término de una sucesion aritmética es —11 y el décimo término es —26. Calcula el séptimo
término.

3. De una sucesion aritmética se sabe que a, = -5y que a;5 = 31. Calcula a,.

4. El octavo término de una sucesion aritmética es 8 y el vigésimo es 44. Determina el término general de
la sucesion.

5. Calcula la suma de los primeros 10 términos de la sucesién aritmética que tiene por séptimo término a
—25y cuyo noveno término es —35.

6. Se tiene que as + ag + a; + Qg + Qg + A1y = 219 y @, = 34. Determina el término general a,, de la sucesion
aritmética.

n
7. Dada la sucesion aritmética a, = 43, a, = 37, ..., écudl es el primer entero n tal que Zai <0°?
=1



2.1 Sucesiones geométricas: definicion*

Problema inicial
a) Si el area del cuadrado en la Figura 1 es 1, determina el area sombreada si cada cuadrado se ha dividido
en cuatro cuadrados iguales.

E=mss

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) éQué regla se puede establecer para encontrar el valor del area sombreada en cada figura?

c) De acuerdo al literal b), enlista los 7 primeros términos de la sucesion.

d) Si se divide un término entre su anterior, {qué se observa? Realiza este procedimiento al menos tres
veces.

&

~N

Solucién
a) Si el area sombreada en la Figura 1 es 1, al haberse dividido en cuatro partes iguales, el area sombreada
en la Figura 2 representa la cuarta parte respecto al area sombreada del cuadrado de la Figura 1, es decir,
el drea sombreada es igual a %.

De igual forma, el area sombreada en la Figura 3 es la cuarta parte del cuadrado que esta sombreado en

la Figura 2, por lo que el darea sombreada es % 4= %.

Continuando con el mismo andlisis, el drea sombreada en la Figura 4 es la cuarta parte del cuadrado que
estd sombreado en la Figura 3, es decir que el drea sombreada es % +4= é.

b) Para encontrar el area sombreada en una figura se puede dividir entre 4 el valor del drea sombreada de
la figura anterior.

c) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.

Término a, | a, | Gz | Q; | Qs | Qg | Qy

) 1 | 1 | 1| 1| 1] 1
Valordelarea | 1 | 4 | 96 | 54 | 256 | T024| 3096

d) Al dividir un término entre su anterior se tiene

tq=Lt:oq=1 tq=—t 1 _1 L1 .1 _1
Gra=grl=g @7~ % =7096 * 1024 4 s~ Aa=7256764 "3
Se puede observar entonces que siempre se obtiene el mismo resultado: %.

Conclusién
Una sucesion donde sus términos pueden obtenerse multiplicando por un mismo nimero el término
anterior se llama sucesion geométrica.

Una sucesion geomeétrica tiene la propiedad que al dividir un término entre su anterior, el resultado siempre
es el mismo. A este resultado se le llama razén.

Problemas
Determina si las siguientes sucesiones son geométricas. En caso de serlo, especifica la razon.
a)2,4,6,8,10, 12, ... b)1,3,92781,..
c)3,-6,12,-24, 48,96, ... d)-1,-2,-4,-6,-8,-10, ...



2.2 Sucesiones geomeétricas: término general*

Problema inicial
Encuentra el término general de la sucesion geométrica de la clase 2.1.

Solucién
Se sabe que si a,_; es el término n — 1, a,, es el siguiente término. Como cada término de la sucesiéon geomé-
trica se obtiene multiplicando por % el término anterior, se tiene que

1_1 1 _1_1 1_1_1 1
———Xl, —_— == x=, —_— ===, ..., A, =T XQq,_
44 16 4%2 64 4 <16 V4T
a:lxa _1 1

2 4 1 ag—Ixaz a4=IXa3

Es decir,

1 1 1 1 1 1
Q=7 XAy, A=FX0Ay A=FXAz ey Q=7 XAy, Ay =7 XAng, =G XAy

Se desea encontrar una férmula que describa la sucesién en términos de la posicidon que ocupa un elemento.

Nétese que,
1 1.1 1,11 _(1.1.1_1
an:Zxan-lz(fxf)xan—f(ZXZXZ)XGH‘(ZXZXZXZ)xan—4

Si se continla de ese modo,

Y O S SRR § Y O S SO § Y O R § 1 (Ll Lly...
an_(4x4x4x x4)xa4_(4x4x4x x4)xa3_(4x4x4x x4)xa2_(4x4x4x x4)xa1
L= ~ -’ \ J L= ~ -’ . ~ -’

n—4 n-3 n-2 n-1

Entonces, a, es igual al primer término multiplicado por el producto de n — 1 veces la razén %; es decir,

gue el término general de la sucesién geométrica es a,, = al(%) ,donde a, = 1.

Conclusién
En una sucesion geométrica, si r es su razon, su término general esta dado por a,, = a,r* 1.

Problemas 4

~

1. Establece el término general de las sucesiones geométricas del problema de la clase 2.1.

2. Observa el siguiente proceso:

Paso 1.Se divide un cuadrado de lado 1 en 9 Paso 2.De cada cuadrado que queda, se di-
partes iguales y se quita el del centro. vide en 9 partes iguales y se quita el cuadra-
do del centro de cada uno de ellos.

Paso 3.Se realiza el mismo proceso [ s Eediatee e Si se sigue de ese modo, determina el va-
con los cuadrados que quedan, divi- FEEEREEHTE lor del drea del cuadrado mas pequefio en

diéndolos en 9 partes iguales y qui- B i H H i i el que queda dividido el cuadrado inicial,
tando el del medio. SEmamas B después de haber realizado el proceso n

R R veces. A esta figura se le conoce con el
s BHE B \ombre de Alfombra de Sierpinski.




2.3 Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 1

Problema inicial
1.SeaS=1+r+r*+r3+..+r 3+ r2+rv% Calcula el valor de S — rS y determina otra expresion para S.

2. Calcula la suma de los primeros n términos de la sucesion geométrica a,, = a,r" .

@

3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesidon geométrica a,,

Solucién
1.SetienequeS=1+r+r2+r¥+..+r" 3+ rv2+ "1 se multiplica por r toda la expresion y se obtiene
rS=r(l+r+r+r3+ .  + 13 +r2+ ) = r+ 24+ 3+ L+ 2 P 4,

S=1+y+ri+r+ .+ P+ + 1t
rS= R N A A b e
_rn

S-rS=1

Si se resta rS de S se obtiene

1-r - r'—1

1-r r—1°
. Si r =1 la suma significa sumar n veces 1

PorloqueS(1—-r)=1-r"Sir#1, se despejaSy se tiene que S =
r"—1
r=1

Esdecir,sirz1, 1+r+r?+r3+. .. +r3+r2+prl=
por lo que S = n.

2. Alenlistar los primeros n términos de la sucesion
Qq, Ay = 1A, Q3= Ay, Ay= 1304, ..., Apy = T73A4, Qg = T720Q4, A, = 700,

Y calcularla suma
a,+ra;+ria +ria .+ r3a +r 2o+ rla =l r+ P+ + L+ r3 E rmt el

=a1(rn 1) sirzl.

r—

Si r=1, entonces la suma es na,.

3. Utilizando el resultado de 2, como se quiere calcular la suma de los primeros 5 términos, n =5, ademas

a,=1lyr= %, entonces la suma buscada es La fraccién compleja se calcula
5 como
(l) 1 1023 a
4 1024 _ 1023 . 3 _ 341 b _a.c_a_d_ad
1 = = -——_—= —_—, ——b.d—bx - .
N 3 1024~ 4~ 256 c ¢ be
- z d
4 4
Conclusién
La suma parcial de una sucesion geométrica a,, = a," %, escrita con el simbolo de sumatoria, estad dada por
n rm—1 .
al( ) sirzl
S, = Z @™ = r-1
=1 na, sir=1.
P *
roblemas £
4 N\
1. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesion a,, = 15(2)" . Puede utilizarse la cal-

culadora cuando hay
que efectuar potencias
grandes. También es
3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesién 4, —i,i, —i, recomendable dejar la

3’97 27 respuesta expresada en
\fraccién y no aproximar. )

2. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesion a,, = 3(-2)" 1.

4. Calcula la suma 2 + (—l) +(i) + -+ hasta el término 5. Deja expresado con

3/ "\18
exponentes.




2.4 Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 2

Problema inicial
B ¢ Cuantos términos de la sucesién geométrica cuyo primer término es % y razén —4 deben sumarse para

obtener 102.57?

Solucién
n
_1(E=4)-1)_
Se sabe que l;ai =3 ( a-1 )-102.5.
Entonces i am
%(4_)_1 L4 ):1_10[1-(-4)n] = 102.5

= 1—(-4)"=102.5(10) = 1025
>  (-4)'=-1024 s (1)

Un primer analisis que puede hacerse es que, se tiene la potencia de un nimero negativo y este resulta ser
negativo, por lo tanto, n debe ser impar. Como n es impar, (— 4)" = — 4", por lo que resolver (1) es equiva-
lente a resolver 4"=1024.

Se escribe 1024 como potencia de 4: 1024 = 4°. Al sustituir se obtiene 4" = 4°, Entonces n = 5.

Por lo tanto, deben sumarse los primeros 5 términos de la sucesion a,, = % (—4)"?! para obtener 102.5.
Conclusién

Para determinar el nimero de términos que deben sumarse de una sucesion geométrica para obtener un

resultado especifico debe resolverse la ecuacidon exponencial que resulta de igualar la férmula de la suma
parcial con el total que se desea.

<
Problemas A

i 1. Determina cudntos términos deben sumarse de cada sucesién para obtener el resultado indicado

a)l, 2,48, 16,..., suma parcial 511 b) 2, 6, 18, 54, ..., suma parcial 2186

c) 4,-20, 100, — 500, ..., suma parcial -10416 d)a, =%(2”‘1), suma parcial %
2 364 o ) . 6303

e)a,= 3 (=3)™1, suma parcial 3 fla,= 3( 7) , suma parcial 2201

2. Determina los posibles valores que pueden obtenerse al calcular una suma parcial de la sucesién 1, -1,
1,-1,1, ..

3. A partir de un segmento de longitud 1 se construye la siguiente sucesion:

Paso 1. Se divide el segmento en tres partes iguales y se extrae el seg-
mento del medio. Se tienen dos segmentos de longitud 3

Paso 2. Luego se dividen los otros dos segmentos en tres partes iguales
y se extraen los segmentos del medio. Se tienen cuatro segmen-

. 1
tos de longitud 3

Si se continla este proceso, responde:
a) En el paso n, écuantos segmentos se han extraido?
b) ¢Cual es la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen en el paso 10?
B c) ¢En qué paso la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen es menor a 0.1?



