Probabilidad

El contexto historico en el que surgieron los conceptos de probabilidad se dieron en el
ambito de la resolucién de problemas que aparecian al momento de realizar algunos
juegos de azar, por ejemplo, en un juego dos personas elegian que al lanzar una moneda
caeria cara o corona vy el ganador seria aquel que lograba ya sea 5 caras o 5 coronas, sin
embargo, los jugadores se retiraban cuando uno tenia 4 caras y el otro 3 coronas. Si cada
jugador habia puesto 32 monedas, el problema era determinar la forma mas justa de re-
partir las 64 monedas. Este problema fue planteado por un experto jugador y apostador
llamado Antoine Gombaud, caballero de Meré, a los matematicos franceses Pascal y Fer-
mat, quienes mediante correspondencia resolvieron todo tipo de problemas sobre juegos
de azar, creando la nocién de probabilidad y aplicandola en la resolucién de estos proble-
mas; estos estudios fueron retomados después por el matematico francés Pierre-Simén
Laplace, quien presenta la teoria analitica de las probabilidades y se sigue hasta que se
formaliza matematicamente toda la teoria de probabilidades con la axiomatica del mate-
matico ruso Kolmogorov, en 1933 aproximadamente.

La rama de la estadistica inferencial se
fue desarrollando conforme los afios pa-
saron, y su aplicacién en diversos campos
cientificos ha resultado muy importante,
puesto que a partir de la inferencia se ha
podido modelar fendmenos y predecir
comportamientos de estos fendmenos
con bastante certeza, en areas como la

economia, educacion, transporte, cons-

Imagen representativa sobre el problema de Monty Hall, en un truccion, etc.
concurso de television de 1963.

Los contenidos que estudiards en esta unidad abarcan primero la nocidon de probabilidad
experimental y tedrica, y luego se construiran los axiomas de Kolmogérov para el estudio
de la probabilidad, finalmente se estudia la probabilidad condicional y la importancia de
los experimentos independientes.



1.1 Actividad introductoria

N
Materiales 4 i

- Una moneda, un lapicero, un juego de naipes. SO b

7

Actividad -

- Dibuja en tu cuaderno una tabla con 3 filas y 11 columnas, en la primera columna e )/

coloca los titulos, prediccion y resultado, y en la primera fila los nimeros del 1 al 10.
- Coloca en la segunda fila los resultados que podrias predecir al tirar una moneda, si en el primer lanza-

miento crees que caera cara coloca “Ca” abajo del nimero 1, sino coloca “Co”. Observa el ejemploy llena
la fila de predicciones en tu cuaderno; como lo muestra el ejemplo:

Lanzamiento| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Prediccion | Ca

Resultado

- Ahora realiza 10 lanzamientos con la moneda y llena la fila de resultados. Luego responde:

a) Analiza si es mas factible que en 10 lanzamientos de la moneda se obtengan 10 caras, o que en 10
lanzamientos se obtengan 6 caras y 4 coronas.

b) ¢ Cuales son todos los posibles resultados que se podian obtener al lanzar una moneda?

c) éCuantas veces se obtuvo cara como resultado al lanzar la moneda 10 veces? é Cuantas veces se obtu-
VO corona?

d) Divide la cantidad de caras obtenidas en los resultados entre 10 (frecuencia relativa).

Definicion
Al lanzar una moneda no se puede saber con certeza el resultado que se obtendra, sin embargo, puede
existir una forma de tener un parametro sobre los resultados que son mas certeros y los que no. La rama de
la matematica que estudia la forma de representar con nimeros la mayor o menor certeza de la ocurrencia
de un resultado para realizar predicciones se conoce como: probabilidad.

Un proceso que genera un conjunto de datos (o resultados, como el hecho de lanzar una moneda) se
conoce como experimento. El conjunto de los posibles resultados que se pueden obtener al realizar un
experimento se conoce como espacio muestral. Un elemento del espacio muestral se conoce como evento
simple y cualquier subconjunto del espacio muestral se conoce como evento.

El valor obtenido dividiendo la cantidad de veces que se obtiene un resultado especifico entre el total de
veces que se realiza un experimento (frecuencia relativa) se conoce como: probabilidad experimental.

P(A)=

Total de veces que se realiza un experimento

Numero de veces que sucede un evento A

Problemas
Utilizando el juego de naipes (baraja), realiza una prediccion respecto al color que se puede obtener en
cada carta, al sacar 10 cartas (después de sacar una carta, no se devuelve). Luego realiza el experimento y
escribe los resultados en una tabla, asi como lo hiciste en la actividad:

a) éCual es el espacio muestral del experimento del color que tiene una carta extraida de la baraja?

b) Ejemplifica al menos 5 eventos simples que pueden ocurrir en el experimento de extraer 10 cartas y
ver su color.

c) Basado en los resultados obtenidos, calcula la probabilidad experimental que al extraer una carta, esta

sea de color negro.
\_ J
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1.2 Probabilidad

Problema inicial

Considerando el experimento de lanzar una moneda una vez.
a) ¢Piensas que la posibilidad de caer cara es mayor que la de caer corona?
b) ¢ Con cudl nimero se podria expresar la posibilidad de caer cara?

Solucién
a) Al lanzar una moneda solo hay dos posibles resultados, cae cara o cae corona. Ambas opciones ten-
drian la misma posibilidad de caer.

b) Solo hay dos posibles resultados y para que caiga cara solo hay una forma; ademads los resultados tie-
nen la misma posibilidad de caer y esto se puede expresar como una fraccion:

l <—— Una forma de caer cara.
Dos posibles resultados cara o corona. — )

Definicion
Si en un experimento se cumple que cada evento simple (cada posible resultado) tiene la misma posibilidad
de ocurrir, entonces el valor obtenido dividiendo el total de elementos que tiene un evento A (casos favo-
rables), es decir, n(A), entre el total de elementos del espacio muestral S (casos posibles), es decir, n(S), se
conoce como probabilidad tedrica, ademas:
n(A)

Ejemplo

Calcula la probabilidad de que al lanzar un dado caiga un nimero par (la cantidad de puntos sea par).
Considerando el espacio muestral S={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Denotando el evento A = “Cae un nimero par”, este evento se puede expresar como A = {2, 4, 6}.

Por lo tanto, P(A) = % = % :%_

<
Problemasm

1. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado dos veces caiga el nUmero 3 en ambas ocasiones (la
cantidad de puntos sea 3).

2. Determina la probabilidad de que al lanzar dos dados, la suma de todos los puntos (de ambos dados)
sea 7.

3. Considerando el espacio muestral (S) como conjunto, analiza el siguiente S| A g B
diagrama de Venn, si cada evento simple tiene la misma probabilidad
de ocurrir, resuelve:

a) Determina la probabilidad tedrica de A.
b) Determina la probabilidad tedrica de B.

4. Calcula la probabilidad tedrica del evento de sacar una carta roja en una extracciéon de una baraja y com-
parala con la probabilidad experimental. Para la probabilidad experimental utiliza la clase anterior.



1.3 Interseccion y regla de adicion para probabilidad

Problema inicial
Se tira un dado una vez y se definen los siguientes eventos:

A:Cael,203 B:Cae 1,305

a) ¢Qué representa el evento “ocurre A o B”? Determina su probabilidad.
b) ¢ Qué representa el evento “ocurre Ay B”? Determina su probabilidad.

Solucién
a) El evento ocurre A o B, significa que al lanzar el dado puede caer 1, 2, 3 0 5, es decir, AUB ={1, 2, 3,
5}. Entonces se tiene que los casos favorables son 4 y los casos posibles (al tirar un dado) son 6. Por lo

tanto, P(A o B) = % = %

b) El evento ocurre A y B, significa que al lanzar el dado puede caer 1 o 3 (para que se cumpla tanto A
como B), es decir ANB = {1, 3}. Entonces se tiene que los casos favorables son 2 y los casos posibles
son 6, por lo tanto, P(Ay B) = % = %

Conclusién
Sean A y B dos eventos cualesquiera de un espacio muestral (S), al evento definido por “ocurre tanto A
como B” se denota por AMB y se lee “evento A intersectado B”.

Cuando la interseccion de 2 eventos es vacia, es decir, ANB = &, se dice que los eventos A y B son
mutuamente excluyentes.

Ademas, al evento definido por “ocurre el evento A o el evento B” se denota por AUB y se lee “evento A
unido B”. Puesto que se cumple que n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB), entonces:

n(AUB) _ n(A)+n(B)-n(ANB) _ n(A) , n(B) n(ANB

_ ) _
P(AUB) = () = () = m m— 7(5) = P(A) ar P(B) = P(AﬂB).

Cuando los eventos A y B son mutuamente excluyentes se cumple que: P(AUB) = P(A) + P(B).

Ejemplo

¢Cual es la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja de 52 cartas, el resultado sea un “as” 0 7?
Se puede denotar los eventos: A: La carta es un “as”. B: La cartaesun7.

Se cumple que n(A) = 4 (los 4 “ases” de la baraja), n(B) = 4 (los 4 “sietes” de la baraja), y el evento de extraer
un “as” oun 7 es AUB y ademds ANB = &, por lo tanto:
4 1 .1 _2

4
P(AUB)=P(A)+P(B)= §+§ =E+E=E'

Problemas;
1. Determina la probabilidad de que al lanzar dos dados el resultado de sumar sus puntos sea 5 o 7.

2. Considerando los eventos A, B y C en el espacio muestral (S), analizael |S A B 7 C
diagrama de Venn y determina:
a) P(ANB) b) P(AUB) c) P(ANC) d) P(AUC)

e) ¢ Cuales eventos son mutuamente excluyentes y cuales no? 2 15 9

3. Determina la probabilidad que al ordenar 3 nifias y 3 nifios, dos nifias especificas estén siempre juntasy
2 nifios especificos estén siempre juntos.



1.4 Aplicacion de la regla de adicion de probabilidad*

Problema inicial
En una empresa se producen 500 dispositivos, entre celulares, tabIets laptops; entre estos 500 dispositivos
la probabilidad de que un producto sea un celular defectuoso es 20, la probabilidad de que el producto
sea una tablet defectuosa es 135, y la probabilidad de que sea una laptop defectuosa es <5 1 . Determina la

probabilidad de que al seleccionar uno de los 500 productos, este sea defectuoso.

Solucién
Considerando los eventos  A: es celular. B: es tablet. C: es laptop.

Sea D el evento: producto defectuoso; solo tiene tres opciones a
saber, ser celular defectuoso, ser tablet defectuosa o ser laptop A
defectuosa.

Observando el diagrama de Venn a la derecha, se cumple que
P(D) = P(DNA) + P(DNB) + P(DNC).

Ademis se sabe que P(DNA) = 2—10, P(DNB) = P(DNC) =

125’

Por lo tanto, la probabilidad de que al extraer uno de los 500 productos sea defectuoso es:

3,1 _25+12+10 _ 47
P(D) = P[(DNA)U(DNB)U(DNC)] = P(DNA) + P(DNB) + P(DNC) = _+E+% 00 - 500

Conclusién
Para calcular la probabilidad de un evento D que se divide en varios even- S
tos particulares A, A,, A,, ... ,A,, mutuamente excluyentes y que la union
de todos los A, conforman el evento D, se calcula de la siguiente manera:

P(D) = P[(DNA,)U(DNA,U .. U(DNA,)] = P(DNA,) + P(DNA,) + ... + P(DNA,).

Ejemplo
Para una rifa se utilizan papeles de 4 colores diferentes, % de todos los papeles estan premiados. De todos
los papeles %3 estan premiados y son verdes; % estan premiados y son rojos; y %3 estan premiados y son
morados. Determina la probabilidad de que al extraer un papel sea de color amarillo y esté premiado.

Considerando los eventos D: El papel sale premiado. A.: El papel es verde.
A,: El papel es rojo. A,: El papel es morado. A,: El papel es amarillo.
Entonces, P(D) = P(DNA,) + P(DNA,) + P(DNA,) + P(DNA,).

- — - — ~ir_1_ 1 _1_1
Luego, P(DNA,) = P(D) —P(DNA,) —P(DNA,) — P(DNA,) c 18 3 18" 3%

P >
roblemas £
1. Se encuesta a algunas personas acerca de su sexo y profesidn, y a partir de ello se sabe que del total de
personas, % son mujeres médicas, - son mujeres matematicas, y 1—16 son mujeres que laboran en otras

actividades. Determina la probabilidad de que al seleccionar una persona encuestada, esta sea mujer.

2. En una clinica pediatrica se atiende la misma cantidad de nifias y de nifos, y = e 1 de todos los nifios aten-
didos son nifias mayores de 12 meses. Determina la probabilidad de que sea atendida una nifia de a lo
sumo 12 meses.
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Problema inicial

1.5 Axiomas de probabilidad (tedrica)

Considerando el experimento de tirar un dado, resuelve:
a) Determina la probabilidad de obtener un 3 en la tirada.
b) Determina la probabilidad de obtener 1, 2, 3, 4,5 0 6 en la tirada.

Solucién
Expresando el espacio muestral como S={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Sean Ay B los eventos correspondientes a cada literal.

a) Se cumple que A = {3}, entonces P(A) = % = %.
_ _nB)_6 _
b) Se cumple que B=1{1, 2, 3, 4, 5, 6}, entonces P(B) = o 1.

Axiomas de Kolmogodrov
Para dos eventos Ay B de un espacio muestral S se cumple:

1) 0 < P(A) < 1. Dado que A € S, entonces se cumple 0 < n(A) < n(S).

2) P(S) = 1. En esta situacion los casos favorables son todos los casos posibles, o bien A =S.

3) Si ANB = & entonces P(AUB) = P(A) + P(B).

Del axioma 2 y 3 se deduce que P(S) = P(SUJ) = P(S) + P(J),
y entonces P(J) = 0.

Ejemplo

A partir del axioma 3 de Kolmogdrov, demuestra que si A, By C son eventos del espacio muestral S, y
ANB=BNC=CNA =4, entonces P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C). D R p——

que: (AUB)NC = (ANC)U(BNC).

Puesto que (AUB)NC = (ANC)U(BNC) = GUD = &, entonces por el axioma 3:

PI(AUB)UC] = P(AUB) + P(C)  -------- (1) De lamisma manera si cada pareja de los eventos

A, A, A, ..., A, son mutuamente excluyentes,
entonces se tiene que:

Luego como A(B = &, entonces por el axioma 3:

P(AUB) = P(A) + P(B) - ) PIA,UA,U...UA)=P(A)+P(A,)+..+ P(A ).

Por lo tanto, sustituyendo (2) en (1), se cumple que
P(AUBUC) = P[(AUB)UC] = P(A) + P(B) + P(C).

Problemas

1. Determina la probabilidad que al formar un grupo de 5 personas entre 4 mujeres y 4 hombres si:
a) esta} {ntegrado por 2 hombres y 3 mujeres; _ Utiliza las propiedades de los
b) esta integrado por al menos un hombre o por al menos una mujer; . pinatorios para simplificar los
c) estd integrado por 3 o por 4 mujeres. célculos.

2. Sean A, B, Cy D eventos del espacio muestral S,y ANB=ANC=BNC=BND=CND=DNA=, demuestra
que P(AUBUCUD) = P(A) + P(B) + P(C) + P(D).



1.6 Probabilidad del complemento*

Problema inicial
Calcula la probabilidad que al tirar un dado 3 veces caiga 1 al menos una vez. J

Solucién
Considerando el evento A: Cae 1 al menos una vez en 3 tiradas, entonces se puede definir el evento:

A°=No cae 1 en las 3 tiradas.

Ademas, para el espacio muestral S, se cumple que S = AUA®y ANA°= & entonces:

P(S) = P(AUAS) = P(A) + P(A®), pero P(S) = 1 (por los axiomas de Kolmogdrov), entonces P(A) + P(A°) = 1.
Por lo tanto P(A) = 1 — P(A).

Luego, n(S) = 63 (consicigranQO que cada tirada tiene 6 opciones) y n(A<) = 52 (hay 5 opciones, 2, 3, 4, 5y 6)
por lo tanto, P(A°) = Z(_S): % _ %.

, goq_ 125_ 91
Finalmente P(A) = 1-P(A9) =1 216 = 316"
Conclusién
Sea A un evento dentro de un espacio muestral S. Al evento A° se le conoce como complemento del evento
A, y a P(A°) se le conoce como probabilidad del complemento del evento A. Se cumple que
P(A) = 1 - P(A9).

Ejemplo
Determina la probabilidad que al ordenar 3 nifias y 3 niflos no queden las 3 nifias todas juntas.

Considerando el evento A: Las 3 nifias no quedan todas juntas. | También puedes encontrar los casos favora-

N ] bles contando por el complemento y calcular
Entonces A% Las 3 ninas quedan todas juntas. directamente lo que se esta pidiendo.

Luego n(A) = 4!3! yn(S) =6!

n(A) _ 4131 1 1

o) = 1 -1-_1_4
LuegoP(A)-m- q -5,yporlotanto,P(A)-1 e

b J

Problemasm

1. La probabilidad de que una tuerca producida por una maquina sea defectuosa es41—0, determina la
probabilidad que la tuerca sea no defectuosa.

i 2. Determina la probabilidad de que al tirar una moneda 10 veces se obtenga al menos una cara.

& 3. En un juego de dados se lanzan 6 dados, y un jugador gana si en la tirada se obtiene al menos un “1” en
alguno de los dados. Determina la probabilidad de ganar en este juego de dados.

4. Considerando el evento A en el espacio muestral (S), analiza el diagra- S
ma de Venn y determina:

a) P(A9) b) 1-P(A°) c) P(ANA°) d) P(AUA")




1.7 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas sobre probabilidad.

1. Determina el espacio muestral del experimento de lanzar 2 dados al mismo tiempo. Luego expresa como
subconjunto el evento “la suma de los puntos es 7”, y el evento “la suma de los puntos es 5”.

2. Carmen se transporta por la ciudad de Santa Ana, se encuentra
en el punto Ay desea llegar al punto B como lo muestra la figura. v
Determina la probabilidad de que tomando los caminos mas cor-
tos se cumpla lo siguiente:

a) Carmen pasa por el punto M o por el punto N. P
b) Carmen pasa por el punto Py por el punto N.

3. Considerando los eventos A, By C en el espacio muestral (S), analiza el diagrama de Venn y determina:

a) El espacio muestral S, el evento A, el By el C. S
b) P(A), P(B) y P(C). A

c) P(ANB), P(BNC) y P(ANC). 0,
d) P(AUB), P(BUC) y P(AUC).
e) P(A°), P(B°) y P(C9).

f) 1-P(A), 1 - P(B%) y 1 - P(C). L

14

4. Se eligen el presidente y vicepresidente de una comision de entre 5 hombres y 5 mujeres. Determina la
probabilidad de que el presidente sea mujer y el vicepresidente sea hombre.

5. Considerando las piezas de Braile formadas por un rectdngulo con 6 celdas en el que cada celda puede
estar vacia o tener un punto en relieve. Al seleccionar una pieza de Braile, determina:

a) La probabilidad de que la pieza tenga exactamente 3 puntos y 3 vacios.

b) La probabilidad de que la pieza tenga un punto o un vacio.

¢) La probabilidad de que la pieza tenga 8 puntos.

6. En una tienda de electrodomésticos se determina que al llegar un cliente, la probabilidad de que compre

un televisor es 14—5, que compre una refrigeradora es %, y que compre una lavadora es 12—5 Determina la
probabilidad de que al llegar un cliente se venda alguno de estos 3 productos. Considera que cada cliente

compra a lo sumo un producto.

7. En un juego de azar se descubre que un dado estd cargado, pues al lanzarlo 20 veces, en 17 ocasiones
cayo 6. Si el juego consiste en lanzar un dado una vez y que no caiga 6, determina la probabilidad de
ganar el juego.

8. Se encargaran 12 pupusas para cenar, y se puede escoger entre pupusa de ayote, revueltas y de queso.
Determina la probabilidad de que al encargarlas, al menos una pupusa sea revuelta, considerando que
cada tipo de pupusa tiene la misma probabilidad de ser seleccionada.

\_ J




2.1 Probabilidad condicional

Problema inicial N
Los resultados de una encuesta sobre profesiones se Ocupacioén Mujeres | Hombres | Total
muestran en la tabla de la derecha. Calcula la proba- Médico 40 31 71
bilidad de que al elegir una persona sea una mujer Matematico 22 24 46
matematica dado que ya se ha elegido una mujer. Oficios en el hogar 15 15 30

Total 77 70 147

G J

Solucmn L. . Ocupacién Mujeres | Hombres | Total
Sea A: es matematico y B: es mujer. —

Médico 40 31 71
Dado que ya se sabe que al elegir la persona esta fue Matematico @ 24 46
mujer (ya no cabe la posibilidad de que sea hombre), | Oficios en el hogar 15 15 30
entonces los casos posibles son 77. Total 77D 70 147

Y los casos favorables estan en la celda donde coincide que sea mujer como que sea matematico, es decir,
son 22 casos favorables.

2

2
777"

Por lo tanto, P(A si ya sucedid B)
Definicion

Dados dos evento Ay B, se puede estar interesado en encontrar la probabilidad de que suceda el evento A

suponiendo que ya sucedio el evento B. Esto se conoce como probabilidad condicional, se denota P(A/B),

y se lee: “La probabilidad de A dado B”. Para calcularla se puede considerar que los casos posibles son las

formas en que puede suceder B, es decir n(B), y los casos favorables como las formas en que puede suce-
der ANB, es decir n(ANB). Entonces se cumple que

_ n(ANB)
P(A/B) = ORE
Considerando el total de casos que tiene el espacio muestral como 7n(S), se tiene que la igualdad anterior
es equivalente a n(ANB)
_n(ANB) _ _ n(S) _ P(ANB)
P(A/B) = n®) - nB) . P@E)
n(S)

Ejemplo
Determina la probabilidad de que al lanzar un dado el resultado es mayor que 4 dado que es impar.

Considerando, A: es mayor que 4y B: es impar.

P(ANB) = % (solo 5 cumple), P(B) = % (cumplenel 1,3y 5), por lo tanto P(A/B) = P(If(_Q)B) = 57573
Problemas Z
1. Considerando la tabla del Problema inicial, determina:
a) La probabilidad de escoger un hombre dado que se ocupa de los oficios del hogar.
b) La probabilidad de escoger un matematico dado que es hombre.
c) La probabilidad de escoger una mujer dado que es matematico.

2. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado el resultado es impar dado que es mayor que 3.

3. En una empresa de carros hay 3 maquinas que ensamblan la misma cantidad de carros, y al escoger un

carro al azar, la probabilidad de que sea defectuoso y que sea de la maquina 1 es L Determinala pro-

120°
babilidad de que un carro producido por la maquina 1 sea defectuoso.



2.2 Variantes de la probabilidad condicional

Problema inicial
En una bolsa hay 3 bolitas azules y 5 bolitas blancas, si se extraen dos bolitas, una después de la otra sin
reposicion (sin regresar la primera bolita que se saca a la bolsa), determina la probabilidad de que las dos
bolitas sean de color azul.

Solucién
Sea A: la primera bolita es azul y B: la segunda bolita es azul.

Se estd interesado en que tanto la primera como la segunda bolita sean azules, es decir, P(ANB).

Se tiene que P(A) = %, ahora quedan 7 bolitas, de las cuales 2 son azules. Por lo tanto P(B/A) = %
De la definicion de probabilidad condicional se sabe que P(B/A) = P(If\(—Q)B) , de lo cual se puede deducir que:
3 2 3
P(ANB) = P(A)P(B/A) = 3 x5 = 5.

Por lo tanto, la probabilidad de extraer dos bolitas azules es %.

Conclusién
Es posible calcular la probabilidad de una interseccién a partir del resultado de probabilidad condicional
que se estudid en la clase 2.1, para ello se cumple que: P(ANB) = P(B)P(A/B).

Este resultado se conoce como Teorema del producto para probabilidad.

b
Problemasv

1. En una bolsa hay 2 bolitas azules y 4 bolitas blancas, si se extraen dos bolitas, una después de la otra sin
reposicion, determina la probabilidad que la primera bolita sea azul y la segunda sea blanca.

2. Se tiene una baraja con cartas de 4 colores diferentes (uno de esos colores es verde), cada color tiene 5
cartas numeradas del 1 al 5. Si se extraen 2 cartas, una tras otra sin reposicidn, determina la probabilidad
de los siguientes eventos:

a) Ambas sean 1.

b) La primera sea 2 y la segunda sea 3.

c) La primera sea 3 y la segunda sea 4 de color verde.
d) Ambas sean del mismo color.

e) La primera sea 2 y la segunda 1 del mismo color.

3. Utilizando el diagrama de Venn de la derecha calcula: u
a) P(B) y P(A). A 1 B
b) P(B/A) y P(A/B). 3
c) Calcula P(ANB) de dos formas diferentes a partir de 5

los literales anteriores.




2.3 Aplicacion de la probabilidad condicional

Problema inicial
Se extraen dos cartas una tras otra de una baraja, determina la probabilidad de que la segunda carta sea de
diamantes dado que la primera fue de diamantes, si:

a) La primera carta no se devuelve a la baraja para la segunda escogitacion.
b) La primera carta se devuelve a la baraja para la segunda escogitacion.

Solucién
Considerando A: la segunda carta es de diamantes y B: la primera carta es de diamantes.

a) Para que la primera carta sea de diamantes hay 13 cartas disponibles, y luego dado que no se devuelve,
para que la segunda carta sea de diamantes solamente habria 12 cartas disponibles. Y los casos
posibles son 52 y luego 51 para la segunda carta, por lo tanto, P(ANB) = 13x12 _1

52x51 17°
Ademads, para que la primera carta sea de diamantes hay 13 posibilidades, y para la segunda carta

. . . _13x51_ 1
habrian 51 cartas disponibles, por lo tanto, P(B) = GRS
_P(ANB)_1 .1 _4

Por lo tanto, P(A/B) = ORI

b) La diferencia con el caso anterior es que para que la segunda sea de diamantes se tendran 13 cartas

disponibles de nuevo, y en los casos posibles 52 y 52, por lo tanto, P(ANB) = g i ;z = 1—16 .
, _13x52_1 _P(ANB) _1 .1 _1
Y andlogamente P(B) = R Por lo tanto, P(A/B) = bB) 16742

Conclusién
La probabilidad condicional a menudo se utiliza para agregar condiciones dependiendo la conveniencia o la
situacion determinada. Por ejemplo para el Problema inicial podria ser de utilidad para estudiar las estra-
tegias de juego, en otras situaciones podria utilizarse para pronosticar el clima, situaciones de epidemias y
caracteristicas de las personas que afecta, entre otros.

Problemas Z
1. En un juego de cartas la primera carta ha sido de tréboles, para ganar es necesario que la segunda carta
también sea de tréboles. Analiza en qué situacion se tienen mayores probabilidades de ganar, si la se-
gunda carta es extraida de la misma baraja que la primera (sin reponer la primera carta), o si la segunda
carta es extraida de una baraja integra (de la cual no se ha extraido ninguna carta aun).

2. En un estudio se quiere determinar si la diabetes es una consecuencia del sobrepeso,y se investigd que la
probabilidad de que una persona tenga sobrepeso es %, y ademas cuando una persona tiene sobrepeso
la probabilidad de que tenga también diabetes es % Determina la probabilidad de que una persona ten-
ga tanto sobrepeso como diabetes.

3. En una carpinteria se han elaborado 25 pupitres de los cudles 4 estan defectuosos, 5 tienen pequefios
problemas y los demas estan en éptimas condiciones. Determina la probabilidad de que al escoger 2
pupitres uno tras otro, el primero esté defectuoso y el segundo tenga pequenos problemas.

4. En un juego se tienen 3 puertas, y tras una de ellas hay un premio de un carro; el juego consiste en que el
concursante elige una de las 3 puertas, luego el presentador, quien conoce qué hay detrds de cada puer-
ta, abre una puerta que sabe que no tiene premio, y da la opcidn al concursante que cambie de puerta.
Utiliza la probabilidad condicional para determinar con cual opcion (cambiando o quedandose con la
puerta) tiene mayores probabilidades de ganar.



2.4 Problemas con probabilidad condicional

Problema inicial
En una carpinteria se disefan pupitres para personas zurdas, y en ella trabajan Marta, Maria y Carlos. Las
probabilidades que un pupitre elaborado por Marta, Maria y Carlos tenga defectos son 0.1, 0.12 y 0.11,
respectivamente. Si todos producen la misma cantidad de pupitres, determina:

a) La probabilidad de elegir un pupitre defectuoso.
b) La probabilidad de que al elegir un pupitre defectuoso este lo haya elaborado Marta.

~N

Solucién
a) Sean los eventos A: es de Marta, B: es de Maria, C: es de Carlos, D: es defectuoso.

Entonces se cumple que P(D) = P(AND) + P(BND) + P(CND).

Ademas se sabe que: P(D/A) = 0.1 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Marta).
P(D/B) = 0.12 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Maria).
P(D/C) = 0.11 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Carlos).

Puesto que todos producen la misma cantidad de pupitres, P(A) = P(B) = P(C)

P(AND)
P(A)

Analogamente se cumple que P(BND) = %(0.12) y P(CND) = %(0.11).

1
3
1)

Ademas se sabe que P(D/A) = , entonces P(AND) = P(A) x P(D/A) = (

Por lo tanto, P(D) = 5 (0.1) + 5 (0.12) + $(0.11) = 3 (0.33) = 0.11.

b) Ahora bastaria calcular P(A/D) (la probabilidad de que un pupitre sea de Marta dado que es defectuoso).

Dado que P(A/D) = F’(F’,*(—Q)D’ y del literal a), P(AND) = +(0.1) y P(D) = 0.11.
< (0-1) 10 Observa que una probabilidad se puede escribir como frac-
Por lo tanto, P(A/B) = (0 11) 33 cién o como decimal, y el Problema inicial también se puede

trabajar convirtiendo los decimales a fracciones.

Conclusién
Para calcular la probabilidad de que un pupitre sea defectuoso fue necesario aplicar la regla de adicion en-
tre las intersecciones de eventos excluyentes (si un pupitre lo elabora Marta no pudo haber sido elaborado
por Carlos o Maria), este resultado se conoce como teorema de probabilidad total.

Luego, se utilizd el resultado para calcular la probabilidad de que un pupitre sea de una persona en particu-
lar dado que ya se sabe que es defectuoso, este resultado se conoce como teorema de Bayes.

Problemasm

1. En una fabrica hay 2 maquinas que ensamblan la misma cantidad de carros cada una; la probabilidad de
que un carro ensamblado por la maquina 1 tenga problemas es 0.05 y la probabilidad de que un carro
producido por la maquina 2 tenga problemas es 0.07, determina:

a) La probabilidad de que un carro tenga problemas.
b) La probabilidad de que un carro haya sido ensamblado por la maquina 1 dado que tiene problemas.

2. Una imprenta posee 3 impresoras, la impresora 1 produce el 20%, la impresora 2 el 40% y la 3 produce el
resto. La probabilidad de que la impresora 1 imprima defectuosamente una pagina es == 100, que lo haga la
impresora 2 es 510 y que sea la impresora 3 es 55 1 . Determina la probabilidad de que al tener una pagina
defectuosa esta haya sido impresa por la maquma 3.
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2.5 Experimentos independientes*

Problema inicial N
Se definen dos experimentos y dos eventos de la siguiente manera:
T,: Lanzar una moneda A,: Cae cara
T,: Lanzar un dado A,: Cae uno o dos

a) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A,, cuando en T, ocurre A,.
b) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A,, cuando en T, ocurre A,.
c) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A, y en T, ocurre A,.

. )
Solucién
Sean S,y S, los espacios muestrales de T, y T, respectivamente.
a) Puesto que el experimento T, no influye en el experimento T,, la probabilidad de A, es: % = % = %
b) Puesto que el experimento T, no influye en el experimento T,, la probabilidad de A, es: Z((g\ll)) =%,

c) Considerando T,y T, como un solo experimento T con espacio muestral S, y denotando por C el evento
ocurre A, en T,y A, enT,, se tiene que n(S) = n(S,) x n(S,) y n(C) = n(A,) x n(A,), por lo tanto:

P(C) = Zig = 1’11((,23 z Z:Q;)) = Z((éll)) X Z((ézz)) = %X % = % [EI resultado del literal c) se puede]

expresar como P(C) = P(A,) x P(A,).

Definicion
Tomando dos experimentos T, y T, de modo que A, es un evento de T, y A, es un evento de T,, se cumple
que si la ocurrencia del experimento T, no influye en el experimento T, (y viceversa), se dice que T, y T, son
experimentos independientes.

Se cumple que la probabilidad que ocurra tanto el evento A, en T, como el evento A, en T, es:
P(A,) x P(A,).

Ejemplo
Determina la probabilidad de que al lanzar un dado 2 veces se obtenga “1” en la primera tiraday “2” en la
segunda. Sea A: Cae “1” en la primera tirada, y B: Cae “2” en la segunda tirada.

Como Ay B son eventos de dos experimentos independientes (lanzar el dado la primera vez es un experi-

mento y lanzarlo la segunda vez es otro), entonces la probabilidad es:
- 1,1_1

) P(A)xP(B)-6><6-36.
Problemasm

1. Determina la probabilidad de que al extraer dos cartas de una baraja la primera sea de corazén vy la se-

gunda de trébol. Considera que después de la primera extraccion se devuelve la carta.

2. Determina la probabilidad de que al lanzar una moneda 3 veces, se obtenga solamente una caray sea en
el ultimo lanzamiento.

3. Determina la probabilidad de que al extraer 2 cartas una tras otra de una baraja (con reemplazo), se
cumpla que la primera es una carta roja, y la segunda es “J” o de diamantes.

4. Determina la probabilidad de que al responder 5 preguntas de verdadero y falso al azar se obtengan 4

respuestas correctas.
D



2.6 Probabilidad de experimentos repetidos, parte 1

Problema inicial
Determina la probabilidad de que al lanzar 5 veces un dado se obtengan “6 o 3” dos veces.

Solucién
Considerando en un lanzamiento el evento A: Cae 6 0 3 y B: No cae 6 ni 3.

Lanzar el dado 5 veces son 5 experimentos independientes, y para obtener el evento se tienen los siguientes

Casos:

2 3
A A B B B tiene probabilidad P(A) x P(A) x P(B) x P(B) x P(B) = (%) (%) .
5C2 casos

2 3
A B A B B tiene probabilidad P(A) x P(B) x P(A) x P(B) x P(B) = (%) (%) .
El total de casos es igual al nimero de maneras que hay para escoger 2 de los 5 lugares en donde ocurrira
el evento A, por lo tanto hay 5C2 casos, y todos estos casos son mutuamente excluyentes y de igual proba-
bilidad, por lo tanto la probabilidad es: 12/2\3 80
5C2(3) (3) = 7
Conclusién
Sea p la probabilidad de que suceda el evento A en un experimento. Cuando se repite n veces el experi-
mento, la probabilidad de que ocurra el evento A r veces (0 < r < n) es:
(nCr)p"(1-p)" .

Ejemplo

Analizando el desempefio de un jugador de futbol se obtuvo la informacion de que al tirar una falta, la
probabilidad de que marque gol es %, la probabilidad de que el tiro pegue en algln poste es %, y la pro-
babilidad de que el tiro vaya fuera es % Determina la probabilidad de que al realizar 6 tiros, 3 sean gol, 2
peguen en el poste y 1 vaya fuera.

Considerando en un tiro de falta los eventos A: es gol, B: pega en el poste, C:va fuera.

Puesto que cada tiro de falta es independiente del otro, se puede dar el caso de obtener los 3 goles en los
primeros tiros, luego 2 al poste y 1 va fuera, cuya probabilidad es P(A) x P(A) x P(A) x P(B) x P(B) x P(C).

Luego el total de casos es igual al total de formas en que se pueden escoger los experimentos (tiros) en
que hard gol (6C3) y luego de los restantes experimentos (tiros) escoger cuéles pegaran en el poste (3C2).

. o . 1\(1\’(3\_ 3
Cada uno de estos casos tiene una probabilidad de ocurrir de (E) (?) (E) = 5000

3 9

5000 _ 250 °

Por lo tanto, la probabilidad es: 6C3 x 3C2 x

b g
Problemasm

B 1. En una bolsa se tienen 3 bolitas rojas y 4 bolitas negras. Se extraen 4 bolitas una tras otra y con reemplazo
(la bolita extraida se devuelve a la bolsa). Determina:
a) La probabilidad de que hayan sido 2 bolitas rojas y 2 negras.
b) La probabilidad de que haya sido a lo sumo 1 bolita roja.
c) La probabilidad de que haya sido al menos 1 bolita negra.

B 2. Determina la probabilidad de que al extraer 7 cartas (una tras otra) con reemplazo de una baraja tradi-
H cional (de 52 cartas) 3 de ellas sean de diamantes, 2 sean de color negro y 2 sean de corazones.



2.7 Probabilidad de experimentos repetidos, parte 2

Problema inicial
En un juego se lanza un dado hasta que se obtiene 2 veces el nimero cinco, determina la probabilidad de
lograr esto en 4 l[anzamientos del dado.

Solucién
En este caso en el cuarto lanzamiento debe caer cinco, y en los primeros 3 lanzamientos también debe
caer 1 vez cinco. Como cada lanzamiento es independiente del otro, entonces se tiene que la probabilidad
requerida es:

Conclusién
Considerando un evento A del espacio muestral de un experimento, si el experimento se repite n veces
hasta que ocurra r veces el evento A, entonces el evento A tuvo que haber ocurrido (r — 1) veces en las
primeras (n — 1) repeticiones y en la ultima repeticidon del experimento.

b
Problemasm

B 1. De una baraja tradicional se extrae una carta tras otra, con reposicion (después de extraerla se devuelve
a la baraja), los experimentos terminan cuando se extraen 3 cartas de diamante. Determina la probabili-
dad de obtener estas 3 cartas de diamantes en las primeras 6 extracciones.

2. En un juego de mesa se puede comenzar a mover el pedn hasta que se obtiene 6 en el lanzamiento de
un dado.

Determina:

a) La probabilidad de comenzar a mover el pedn a partir del primer lanzamiento.

b) La probabilidad de comenzar a mover el pedn a partir del tercer lanzamiento.

c¢) La probabilidad de comenzar a mover el pedn después de a lo sumo 3 lanzamientos.
d) La probabilidad de comenzar a mover el pedn en al menos 3 lanzamientos.

B 3. La meta de produccidn individual de una empresa textil es de 4 camisas sin imperfecciones, y la probabi-
lidad de producir una camisa con imperfecciones es %

Calcula:

a) La probabilidad de lograr la meta produciendo exactamente 5 camisas.

b) La probabilidad de lograr la meta produciendo a lo sumo 6 camisas.

c¢) La probabilidad de lograr la meta produciendo al menos 7 camisas.

4. Determina la probabilidad de que al sacar cartas de una baraja tradicional (52 cartas) la segunda carta de
tréboles sea en la quinta extraccion, considerando que la extraccion es con reposicion.

B 5. Un experto de tiro lanza dardos a un blanco, y se sabe que acierta 7 de cada 10 tiros. Un juego consiste en
que 3 participantes dicen cuantos tiros serd necesario hacer para lograr que 4 dardos den en el blanco;
el primer participante dice que se lograra en 5 tiros, el segundo dice que en 7 tiros y el tercero dice que
en 10 tiros. Determina qué participante tiene mayor probabilidad de ganar.



2.8 Practica lo aprendido

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

. La probabilidad de que llueva en un dia de octubre es

H7.

1. Determina la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja tradicional sea de corazones, si ya

se sabe que la carta extraida es de color rojo.

. La probabilidad de que un programa de televisidn sea visto por un hombre casado es 0.3, la probabili-

dad de que sea visto por una mujer casada es 0.4, y la probabilidad de que un esposo vea el programa
cuando su esposa lo ve es 0.7.

Calcula:

a) La probabilidad de que una pareja casada vea el programa.

b) La probabilidad de que una esposa vea el programa dado que el esposo lo ve.
c) La probabilidad de que al menos uno de los esposos vea el programa.

. Para rifar 3 premios participan 15 personas, de las cuales 10 son mujeres y 5 son hombres, determina la

probabilidad de que 3 hombres ganen un premio, si una misma persona no puede ganar dos premios.

1

3T
Calcula:

a) La probabilidad de que no llueva durante 5 dias seguidos.

b) La probabilidad de que llueva 3 dias de una semana (5 dias).
c¢) La probabilidad de que llueva hasta el sexto dia del mes de octubre.

. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado 5 veces se obtenga exactamente un cuatro, un seis y

un uno, en alguno de los lanzamientos.

. EI 30% de los conductores tienen un accidente de transito, el 30% de estos accidentes es debido a que el

conductor estaba bajo los efectos del alcohol, el 20% por contestar el celular y el 5% cambiaba la emiso-
ra. Por otro lado, el 40% de los conductores van bajo los efectos del alcohol, el 50% contestan el celular
y el 70% cambia la emisora mientras conduce.

Determina:

a) La probabilidad de que una persona choque dado que se conduce ebria.
b) La probabilidad de que una persona choque dado que contesto el celular.
c¢) La probabilidad de que una persona choque dado que cambié la emisora.

En el control de calidad de una envasadora de alimentos se extraen productos hasta completar 4 defec-
tuosos, si el 95% del producto es producido de buena calidad.

Determina:
a) La probabilidad de que se extraigan 10 elementos en el control de calidad.
b) La probabilidad de que los primeros 4 productos sean los defectuosos.




2.9 Problemas de la unidad

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1. Determina la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja tradicional sea de diamante o de
picas o Jota.

[Q Picas &Tréboles J

¥ Corazones 4 Diamantes

2. Calcula la probabilidad de que al lanzar 3 dados la suma sea 10.

3. Determina la probabilidad de que al ordenar 3 bolas azules (idénticas), 4 bolas moradas (idénticas) y 2
bolas negras (idénticas) las bolas negras queden todas juntas.

4. En un juego se tienen 2 bolsas, la primera contiene 3 bolas blancas, 2 rojas y una negra, la segunda con-
tiene 2 bolas blancas, 3 rojas y 3 negras. Se extrae una bola de alguna de las bolsas.

Calcula:
a) La probabilidad de que se extraiga una bola negra de la segunda bolsa.
b) La probabilidad de que se extraiga una bola roja.

5. En un ropero hay 3 pares de zapatos negros y 4 pares de zapatos cafés. Si se extrae un zapato, determina:

a) La probabilidad de extraer un zapato café derecho o un zapato negro izquierdo.
b) La probabilidad de extraer un zapato izquierdo o de color negro.

6. Calcula la probabilidad de que en una cadena binaria (de 0 y 1) de longitud 6 aparezcan al menos 3 ceros
juntos al final de la cadena.

7. Determina la probabilidad de que al ubicar 2 torres en un tablero de ajedrez (8 x 8) estas queden alinea-
das vertical u horizontalmente.

8. Determina la probabilidad de que al ubicar 3 nifias y 3 nifios en una mesa redonda ningun nifio quede a
la par de otro nifio.

9. Considerando las piezas de Braile formadas por un rectangulo con 6 celdas en el que cada celda puede
estar vacia o tener un punto en relieve. Determina la probabilidad de que al escoger una pieza del siste-
ma Braile tenga al menos una casilla vacia (sin punto en relieve).

J




2.10 Problemas de la unidad

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1.

2.

En un juego se tiene una baraja tradicional de la que se han quitado 3 cartas de corazones, una de dia-
mante y 2 de tréboles, el juego consiste en adivinar de qué palo sera la carta que se extraiga de la baraja
modificada (picas, corazones, tréboles o diamantes). Determina la opcidn que tiene mayor probabilidad
de ganar.

Un juego consiste en adivinar cuantas caras caeran al lanzar 7 veces una moneda, Carmen dice que
caerdn 4 caras y Carlos dice que caeran 3 caras. Determina quién tiene mayor probabilidad de ganar. Si
fueran 8 lanzamientos, determina cual seria la opcién mas probable.

E3. Un juego de dados consiste en adivinar después de cuéntas tiradas se obtendra 3 veces el nimero 5. Una

persona dice que se lograra después de 6 tiradas, otra dijo que después de 7, y otra dijo que después de
8 tiradas. Determina qué persona tiene mayores probabilidades de ganar. ¢ Qué opcidn habrias dicho tu
para tener la mayor probabilidad de ganar?

4. La probabilidad de que en una calle el semaforo esté arruinado es 0.2, la probabilidad de que en dicha
calle ocurra un accidente es 0.5, y la probabilidad de que ocurra un accidente considerando que el se-
maforo estd dafiado es 0.75.

Determina:
a) La probabilidad de que ocurra un accidente y el semaforo esté arruinado.
b) La probabilidad de que el semaforo esté arruinado dado que ocurrid un accidente.

E5. Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 bolas rojas, todas indistinguibles entre si, se extraen 3 bolas de la
urna, una después de la otra, con la condicion que si la bola es roja se devuelve a la urna, pero si la bola
es blanca no se devuelve. Determina la probabilidad de que al sacar 3 bolas, exactamente una de ellas
sea de color blanco.

6. En un consultorio se tiene que la probabilidad de que alguien tenga céncer si se le ha diagnosticado es
0.9, y la probabilidad de que alguien lo padezca si se le ha diagnosticado que no lo tiene es 0.15, ademas
se sabe que el 20% de los pacientes son diagnosticados con cancer.

Calcula:
a) La probabilidad de que un paciente padezca de cancer.
b) La probabilidad de que un paciente sea diagnosticado con cancer si lo padece.

B 7. En un juego de un programa de television se gira una ruleta de colores, participan 3 personas. El juego
consiste en adivinar después de cuantas giradas caera la ruleta en la casilla de color rojo. Una persona
dice que en la tercera girada, otra dice que en la sexta girada, y la Ultima dice que en la cuarta girada.
Determina cudl de las personas tiene mayor probabilidad de ganar si la probabilidad de que caiga rojo en
la ruleta es 0.3. ¢Qué opcion habrias dicho tu para tener la mayor probabilidad de ganar?

-




