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Estimados docentes:

Reciban un cordial saludo, por medio del cual les expresamos nuestro agradecimiento por la
importante labor que realizan en beneficio de la ciudadania salvadorefia.

Como Ministerio de Educacion, Ciencia y Tecnologia (MINEDUCYT) a través del Proyecto de
Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en Educacién Basica y Educacion Media (ES-
MATE) hemos disefiado para ustedes la Sugerencia metodoldgica para la asignatura de Mate-
matica, que se convertird en una herramienta importante para la labor docente que realizan
dia con dia.

El objetivo principal de este recurso es brindarles orientaciones concretas para el desarrollo
de las clases de esta asignatura y lograr asi una mejora significativa en los aprendizajes de los
estudiantes salvadorefos.

Es importante destacar que la Sugerencia metodoldgica esta en correspondencia con las clases
propuestas en el Libro de texto disefiado para los estudiantes, concretizando de esta manera lo
establecido en el Programa de estudio de Matematica.

No dudamos que aprovechardn al maximo este recurso y estamos seguros de que pondran

todo su esfuerzo y dedicacidn para seguir contribuyendo al desarrollo de nuestro querido pais.

Atentamente,

Carla Evelyn Hanania de Varela
Ministra de Educacion, Ciencia y Tecnologia

Ricardo Cardona Alvarenga
Viceministro de Educacién
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l. Introduccion

La presente Sugerencia metodoldgica (SM) forma parte de una serie de materiales elaborados por el equipo del
Proyecto de Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en Educacién Basica y Educacion Media (ESMATE)
del Ministerio de Educacion, Ciencia y Tecnologia con la finalidad de contribuir a la mejora de los procesos de
aprendizaje en la asignatura de Matematica.

En esta SM se explican con detalle todos los elementos que deben considerarse para realizar el proceso de
aprendizaje, con base en la resolucidn de problemas planteados para lograr el desarrollo de las competencias en
los estudiantes. Su uso permitird al docente abordar la clase de forma efectiva y utilizar de manera adecuada el
Libro de texto (LT).

Los principales objetivos que se pretenden lograr con el uso de esta sugerencia son los siguientes:

1. Orientar la planificacion de la clase a partir de una propuesta de contenidos e indicadores organizados
temporalmente en lecciones y unidades.

2. Ofrecer sugerencias metodoldgicas concretas y pertinentes que ayuden a los docentes y estudiantes en
la comprensidn de los contenidos.

3. Proponer estrategias concretas para el desarrollo de los indicadores de logros, que permitan el abordaje
de las competencias matematicas que deben alcanzar los estudiantes.

El MINEDUCYT ofrece al sistema educativo nacional estos materiales con la conviccién de que el uso pertinen-
te de estos permitira fortalecer la practica docente y asi desarrollar de manera efectiva los aprendizajes de los
estudiantes. Para lograr este propdsito, a continuacién se establecen los puntos de partida esenciales para su
implementacion:

1. Importancia fundamental del aprendizaje de la matematica: el desarrollo del razonamiento matematico ge-
nera en los estudiantes competencias para resolver problemas complejos, analizar situaciones, ser creativos,
criticos, eficientes, pragmaticos y logicos; capacidades que les permitiran vivir como ciudadanos comprome-
tidos consigo mismos y con el desarrollo sostenible de sus comunidades, ya que los saberes matematicos
permiten reconocer que la ciencia esta presente en todo lo que nos rodea, por lo que cualquier objeto de la
realidad puede ser utilizado como herramienta tecnolégica que ayude a resolver situaciones problematicas,
las cuales enfrentara dia con dia.

2. Rol fundamental del docente y protagonismo del estudiante: la labor del docente se vuelve determinante en
la formacidén del estudiante, de ahi su importancia para que el sistema educativo logre sus propdsitos; estos
materiales estan estructurados de tal manera que el docente tenga herramientas oportunas para “asistir” el
aprendizaje, es decir, con la mirada puesta en el logro del aprendizaje de cada estudiante, lo cual implica que
estos ultimos sean los protagonistas en las clases. Este protagonismo se evidencia con el alcance de los indi-
cadores de logro en cada clase, los cuales se convierten en “peldafos” para desarrollar las competencias de
unidad y buscan lograr que los estudiantes movilicen todos los saberes alcanzados para resolver exitosamente
problemas simples y complejos, esto tiene como base, el conocimiento y la comprensién de cada indicador y
su concrecién en cada una de las clases propuestas.

3. Secuencia de la clase, experiencia auténtica del aprendizaje: el protagonismo del estudiante se traduce en Ia
propuesta de la secuencia de las clases, de estas, la mayoria contiene los siguientes pasos o momentos:

= Problema inicial
= Solucidn del problema inicial
* Conclusién (definicion, teorema, resumen, generalizacién)

* Problemas
o Sugerencia metodoldgica



El analisis de esta secuencia se desarrolla describiendo la intencionalidad de cada elemento de la clase. De
esta forma, se propone un itinerario para que los estudiantes, asistidos por sus docentes, construyan los con-
ceptos y logren las competencias requeridas.

4. Sintonia determinante con la gestion escolar: para optimizar la efectividad de estos materiales educativos,
otro aspecto fundamental a considerar es la generacion de un ambiente propicio para el desarrollo de los
aprendizajes, el cual estd unido estrechamente con la gestién administrativa y organizacion de la institucion
educativa. Entre los elementos de dicha gestion, se destaca como determinante la cantidad de horas clase
efectivas que el personal docente desarrolla en el afio escolar; la propuesta de contenidos esta planteada para
gue sean desarrollados durante al menos 192 horas clase al afio, las cuales se deben garantizar como condi-
cion indispensable en el logro de los aprendizajes. Ya que oficialmente se dispone de 240 horas clase, las 48
restantes, pueden ser utilizadas por los docentes para realizar evaluaciones, capacitaciones y otras actividades
gue el Ministerio de Educacidn, Ciencia y Tecnologia o el centro educativo requiera.

Entre los elementos de la estructura de este documento es importante mencionar el apartado IV. Estructura
de la Sugerencia metodoldgica, donde se presenta la secuencia y el propdsito de la clase, ademas, en algunas
clases se describen las posibles dificultades que los estudiantes pueden presentar en algin punto especifico de
la clase. Otro de los elementos importantes a destacar es la resolucion de los problemas planteados en la clase.
También se propone un modelo de prueba de cada unidad, formulado en correspondencia directa con los indica-
dores de logro y los problemas planteados en cada clase, el cual puede ser de gran utilidad como una referencia
para constatar los aprendizajes de cada estudiante en coherencia con todo el proceso.

Otro elemento relevante es el apartado V. Orientacion para el desarrollo de una clase de matematica con base
en la resolucion de problemas, donde se describen cada uno de los elementos de la secuencia de la clase, las
principales actividades que deben realizar los estudiantes en su proceso de aprendizaje y los docentes en la
asistencia o mediacion de los mismos. Se destacan ademas, los aspectos que sugieren acciones especificas en
sintonia directa con el protagonismo del estudiante y la funcion mediadora del docente.

Esta Sugerencia y demas materiales educativos han sido elaborados con la participacién activa de muchos do-
centes a nivel nacional, que con su experiencia y empefio por la formacién de los estudiantes, han hecho aportes
significativos a cada uno de los elementos de los mismos. Siguiendo esta dindmica de participacion, se considera
importante asumir estos materiales como una propuesta flexible y mejorable, donde el personal docente debera
hacer las adecuaciones que considere necesarias para apoyar el aprendizaje de sus estudiantes.



Il. Estrategia para el mejoramiento de los aprendizajes en matematica

La meta con el uso de estos materiales educativos es el mejoramiento del aprendizaje de los estudiantes, quie-
nes asumiran la responsabilidad del futuro del pais; y como parte de la estrategia que se propone, a continua-
cion se presentan los factores relacionados con dicha finalidad:

Tres factores fundamentales para mejorar el aprendizaje

Materiales
(LT y SM)

Tiempo de
aprendizaje
activo

Asistencia
docente

Los tres factores planteados constituyen las prioridades estratégicas para mejorar los aprendizajes; los Materia-
les, como el Libro de texto y la Sugerencia metodoldgica, el Tiempo de aprendizaje activo dentro de la clase y
en el hogar y la Asistencia o Facilitacidon del docente para propiciar el aprendizaje.

Materiales

Para garantizar la efectividad y eficiencia del aprendizaje se necesita un material que tenga la secuencia diddctica
apropiada v el nivel de complejidad razonable, basado en el nivel de comprensidon de los estudiantes, es decir,
los contenidos de dicho material tienen que ser académica y didacticamente adecuados y al mismo tiempo ser
mas amigables para el aprendizaje.

Para satisfacer la primera necesidad mencionada, en los dominios cognitivos que se desarrollardn en la asignatura
de Matematica deben estar estrictamente reflejadas las competencias establecidas por el MINEDUCYT. Para
cumplir la segunda necesidad, el contenido del LT debe corresponder lo mas cercanamente posible a las
necesidades académicas que tienen los estudiantes salvadorefios.

Tiempo de aprendizaje activo

Es importante destacar que como un paso previo a la elaboracion de estos materiales de texto, el MINEDUCYT
realizé una investigacion en las aulas y detectd una caracteristica no favorable: que el tiempo que se dispone
en cada aula para el aprendizaje activo es insuficiente; en consecuencia, se ha limitado el desarrollo de las
capacidades de los estudiantes, es asi que en el LT que se ha elaborado, se recomienda a los docentes que
aseguren un espacio de al menos 20 minutos para que cada uno de los estudiantes aprenda activamente por si
mismo o interactivamente con sus compaferos.

° Sugerencia metodoldgica



Aprendizaje activo

1. En forma individual
¢En qué momento se fortalecen los aprendizajes? Cuando un estudiante esta trabajando individualmen-
te, leyendo el LT, resolviendo problemas en su cuaderno de apuntes, etc., se aprende activamente. Por
el contrario, cuando el estudiante solo esta escuchando lo que estd explicando el docente, se aprende
menos porque su actitud de aprendizaje serd pasiva en forma general.

Por esta razon, se recomienda al docente que garantice un espacio de tiempo donde cada uno de sus
estudiantes aprenda activamente de forma individual.

2. En forma interactiva
En la practica docente, muchas veces se provee asistencia a uno o dos alumnos en forma particular, de-
jando sin atencidn al resto de estudiantes. Es un hecho que es dificil brindar asistencia a cada estudiante
aungue todos tienen la necesidad de aprender.

¢Existe otra alternativa para que todos los alumnos reciban asistencia oportuna?

Se debe generar aprendizaje interactivo entre alumnos (o aprendizaje mutuo), ya que este tiene varias
ventajas, primero, en el trabajo en parejas, si un estudiante no entiende un contenido, puede consultar a
su compafiero sin perder el tiempo (sin esperar la asistencia de parte del docente); segundo, el estudian-
te que explica a sus companeros, profundiza su comprension a través de la explicacion en forma verbal;
tercero, los alumnos a quienes no se puede dar asistencia en forma individual tendran mas oportunidad
de aprender, y cuarto, se genera un ambiente de convivencia en el aula.

Por lo que se recomienda que realicen primero el trabajo individual y luego el aprendizaje interactivo.

Se espera que cada uno de los estudiantes intente resolver los problemas y ejercicios planteados en las paginas
del LT, durante (por lo menos) 20 minutos en cada clase. Con esta actividad individual (o interactiva) se pretende
contribuir al fortalecimiento del aprendizaje de los estudiantes y por consiguiente a mejorarlo, asi como incre-
mentar la capacidad de interpretacion de la situacién problematica planteada.

Antes de finalizar este punto, cabe mencionar que, ademas del uso del LT en el aula, se debe garantizar como
minimo 20 minutos de aprendizaje activo en el hogar, resolviendo los problemas que no se lograron resolver
en clase. Sumando 20 minutos en el hogar a otros 20 minutos de aprendizaje activo en la clase y esforzandose
durante 192 dias, se espera que se cumpla la siguiente relacién: (20 minutos + 20 minutos) x 192 dias = Mejora
de aprendizajes. A todos los docentes del pais se les invita a estar conscientes de esta relacién.

Asistencia y facilitacion

El MINEDUCYT se propone cambiar el paradigma acerca del rol de los docentes, de enseiiar hacia asistir el
aprendizaje. Tradicionalmente, en el proceso de ensenanza se hacen esfuerzos por responder équé es lo que
hace el docente?, en lugar de preocuparse por saber équé es lo que lograron los estudiantes?, centrarse en el
aprendizaje es un esfuerzo genuino que debe ser la base para evaluar el desempefio docente.

Las actividades del docente deben ser planificadas para elevar el nivel de aprendizaje y preocuparse por el re-
sultado de los estudiantes.



I1l. Estructura del Libro de texto

1. Elementos de una clase del Libro de texto

La siguiente pagina corresponde a la clase 4.7 de la unidad 4.

Indica el nimero Hace referencia al

de la leccién. numero de la clase.
/ Cuando aparezca este
) icono, significa que los
En el primer momento [ 4~ | — estudiantes pueden uti-
de la clase, el estudlaplte 4.7 Funcion irracional f(x) = ayx lizar la calculadora para
debe pensar una solucion | __ - resolver el problema.
a partir de una situacién roblamg iniclal
pr.obl.ematlca,' la cual per' E 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):
mite introducir el conteni- ~ T o T 112 3 T 2Ts T 1713z 5
do que se desarrollara. v | o
2. Coloca los puntos (x, y) en el plano cartesiano y Ginelos con una linea, ées similar a alguna grafica de
En este segundo momen- las funciones estudiadas anteriormente?
to de |a Clase, e| |ibro de L 3. ¢Para cudles valores de x se encuentra definido el valor de y?
texto propone una O va-s—» Solucién
rias formas de resolver el 1. La tabla queda de la siguiente manera:
problema planteado. [« ol 1[2[s3[afs]6]7]s]o9]
[y [ o[ 1 J1aa]a7s] 2 [224a]245]265] 28] 3 |
Y
2. La linea que se forma al unir los puntos aparece en la figura de N Indica la unidad a la que
la derecha. La linea se asemeja a la mitad de una parédbola, solo » t— corres Onde Ia Clase
que esta vez se abre hacia la derecha. 4 p :
. . x
Se consolida el contenido, ) A O
aquf se relaciona el pro- 3. El valor de y se encuentra definido para todo «x positivo o igual a cero, es decir, x € [0, oo[.
blema |n|p|al yla soluaop, > Conclusién
para expl ICar con |enguaje La ecuacién y = es la ecuacion de una funcion de [0, oo a IR, cuya grafica pasa por el origen y es similar
matematico la finalidad ala n:jitad.d_e una[gara’?ola que se abre hacia la derecha. En general, flx) = avx, con a # 0, es una funcién
. cuyo dominio es [0, o[ y:
del Contenldo' 1. Si @ > 0 entonces el rango de fes [0, o[ y su gréfica queda arriba del eje x.
2. Si @ < 0 entonces el rango de f es |-, 0] y su gréfica queda debajo del eje x.
En algunas clases se pro-
pone un prollolema mas, | p Eiemplo
p_alra mejorar a compren- Grafica las funciones f{x) = 2vx y g(x) = —vx , encuentra el dominio y el rango en cada una.
sion del contenido.
La gréfica de f queda arriba del eje x y resulta de multiplicar por 2 los o EpS)
valores de x; mientras que la grafica de g queda debajo del eje x'y 5
resulta de multiplicar por —1 los valores de . o
3
Ambas gréficas se muestran en la figura de la derecha, su dominio es 2 4
[0, o[ y los rangos son Ry = [0, o[, Ry = |-, 0]. 1 5
oNI 2 3/4 5 6 7 8 9 v
4 £
Se presentan problemas .
i ici yE&lx)
Yy EJE!’CICIOS para_ que el oy Problemas.,:
eStUdlante praCthue |0 Para cada caso, grafica la funcién f, encuentra el dominio y el rango:
aprendido. a) fla) = 3 b) ) =2 I fi = 1w &

2. Aspectos importantes del Libro de texto

Clases con mayor nivel de dificultad: el titulo de algunas clases tienen un asterisco (*), esto significa que el nivel
de dificultad es mayor comparado con el resto. El docente debe estar pendiente del trabajo de sus estudiantes,
en el caso que no avancen, se puede dar una mayor orientacién respecto a la solucién del problema inicial. Por
ejemplo:

h: valor max

Problema inicial N
Los estudiantes de primer afio de bachillerato del Instituto Nacional de San Matias, en La
Libertad, realizan experimentos en su clase de ciencias naturales sobre tiro vertical. Han
descubierto que, al lanzar una pelota de fatbol verticalmente hacia arriba, la distancia f{x)
en metros sobre el suelo después de x segundos estd dada por la funcion:
fad— _Ba2 i 10020 |. L

o Sugerencia metodoldgica




Informacion complementaria: en el libro se utilizan algunos elementos que facilitan el aprendizaje de los
contenidos, como presaberes, pistas, informacién adicional relacionada con la historia de la matematica, y se
representan con diferentes colores:

Informacion

Presaberes Pista .
adicional

Distribucion de las clases: el libro esta compuesto por 8 unidades didacticas, cada una formada por diferentes
lecciones y estas ultimas compuestas por distintas clases. En la numeracién del titulo de cada clase, el primer
numero indica la leccién y el segundo indica la clase.

Ademads, al finalizar cada unidad siempre aparecen algunos problemas sobre las tematicas abordadas, y en
ocasiones también se desarrollan algunas practicas en GeoGebra, como recurso tecnoldgico de la matematica.

Desarrollo de clases con el uso de GeoGebra: uno de los componentes innovadores en el Libro de texto es el uso
del software matematico, para modelar procesos o construcciones con el fin de proporcionar herramientas que
vayan acorde a la dinamizacion de la matematica. Para ello, al final de algunas unidades se proponen practicas
para que los estudiantes puedan verificar algunos resultados obtenidos en la unidad y se plantean algunas
situaciones para que las resuelvan.

Desarrollo de clases introductorias utilizando material concreto: en algunas unidades se han disefiado clases
gue permitan introducir los contenidos, con el fin de potenciar la légica, la intuicién y el razonamiento espacial,
y asi facilitar la comprension de los mismos.



IV. Estructura de la Sugerencia metodoldégica

1. Programacién anual

Periodo

Mes

Unidad
(Horas de clase)

Pag. de GM
(Pag. de LT)

Contenidos

Primero

Enero

U1: Numeros reales (10)

23-50
(7-18)

Operaciones con raices cuadradas
Racionalizacion

Numero neperiano y dureo
Numeros reales

Valor absoluto

Intervalos

Febrero

Marzo

U2: Operaciones con
polinomios y nimeros
complejos (37)

51-144
(19 - 60)

Grado de un polinomio

Productos notables

Factor comun monomio y polinomio

Trinomio de la forma x? + (a + b)x + ab
Trinomio cuadrado perfecto

Diferencia de cuadrados

Método de la tijera

Division larga de polinomios

Divisidn sintética

Teorema del residuo

Teorema del factor

Resoluciéon de ecuaciones cuadraticas usando
factorizacién y la férmula general

Numero complejo: parte real y parte imaginaria
Operaciones con numeros complejos: suma, resta,
multiplicacion y division

Raices cuadradas de numeros negativos
Discriminante de la ecuacién cuadratica

Raices de un polinomio

Segundo

Marzo

U3: Desigualdades (15)

145-182
(61-76)

Solucidn algebraica de una desigualdad lineal
Solucidn grafica de una desigualdad lineal
Aplicaciones de la desigualdad lineal

Desigualdad triangular

Desigualdad de las medias aritmética y geométrica
Desigualdades con expresiones racionales

Abril

Mayo

U4: Funciones reales (40)

183 -288
(77 - 122)

Definicidn de funcion

Grafica de una funcién

Dominio y rango

Grafica de una funcidn cuadratica: parabola, vértice,
dominio y rango

Desplazamientos verticales y horizontales

Forma general de la ecuacion de la funcidn cuadratica
Valor maximo o minimo

Aplicaciones del valor maximo o minimo

Interseccion de la grafica de una funcién cuadratica
con los ejes de coordenadas

Desigualdades cuadraticas

Otras funciones reales

Practica en GeoGebra
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Periodo

Mes

Unidad

(Horas de clase)

Pag. de GM
(Pag. de LT)

Contenidos

Tercero

Junio

Julio

U5: Resolucion de triangulos
oblicuangulos (33)

293 -372
(123 - 160)

Razones trigonométricas de un angulo agudo
Triangulos rectdngulos notables

Aplicaciones de las razones trigonométricas
Angulo de depresién y elevacion

Simetrias en el plano cartesiano

Angulos en el plano cartesiano

Razones trigonométricas de cualquier angulo
Area de un triangulo

Ley de los senos y ley del coseno

Resolucion de triangulos

Aplicaciones de la ley de los senos y la ley del coseno

Agosto

U6: Identidades y ecuaciones
trigonométricas (15)

373-418
(161 - 176)

Identidades trigonométricas de angulos opuestos
Identidades trigonométricas de angulos
complementarios y suplementarios

Teorema de la adicion

Teorema del dangulo doble

Teorema del dngulo medio

Ecuaciones trigonométricas

Cuarto

Agosto

Septiembre

U7: Vectores y nimeros

complejos (25)

419 - 480
(177 —204)

Definiciones sobre vectores

Operaciones con vectores

Base y coordenadas

Paralelismo

Proyeccién ortogonal

Producto escalar de vectores paralelos y no paralelos
Forma trigonométrica del producto escalar
Representacion geométrica de un nimero complejo
Resultados geométricos de las operaciones basicas
con nimeros complejos

Resultados geométricos de la multiplicacion y divisién
de nimeros complejos

Férmula de Moivre

Practica en GeoGebra

Octubre

U8: Estadistica descriptiva (17)

481 -528
(205 —224)

Definiciones basicas sobre estadistica

Tipos de muestreo

Medidas de tendencia central y de dispersion
Coeficiente de variacion

Cuartiles

Diagrama de caja y bigotes

Deciles y percentiles

Practica en GeoGebra

Para desarrollar todo el contenido establecido, se debe cumplir la programacién mostrada.

2. Apartados de la unidad

a) Competencia de la unidad: describe las capacidades que los estudiantes deben adquirir al finalizar la uni-

dad.

b) Relacion y desarrollo (entre los grados anteriores y el posteriores): muestra en qué grado los estudiantes
aprendieron los saberes previos y en qué grado daran continuidad al contenido.

c) Plan de estudio de la unidad: presenta el contenido de las clases de cada unidad.

d) Puntos esenciales de cada leccidn: describe los elementos importantes de las lecciones por unidad.




3. Prueba de la unidad

Se presenta un ejemplo de la prueba para medir tanto el nivel de comprensién por parte de los estudiantes
como el nivel de alcance del objetivo de la unidad por parte de los docentes. Si el rendimiento es bajo en algunos
problemas, los docentes deben pensar en cdbmo mejorarlo y al mismo tiempo, tratar que este bajo rendimiento
no sea un obstaculo para el siguiente aprendizaje. De esta manera, los docentes podran utilizar esta prueba para
discutir con sus colegas, ya sea de la misma institucion o de otras, sobre los resultados obtenidos.

4. Elementos de una pagina de la SM

Secuencia de la clase
en la leccion.

Propésito de la

Indicador de logro
clase.

Numero y nombre
de la clase.

Pagina del libro de
de la leccion.

texto.

/

Leccion

o

Numeros reales

Indicador de logro:

\ 1.1 Operaciones con raices cuadradas (Repaso)

1.1 Efectua operaciones ¢lementales con raices cuadradas.

Problema inicial Propésito:
Resuelve los siguientes ejercicios: Recuerda que:
{ a) V6 x V10 b) V8 + V18 )12 +75 d)\18 - 50 & f“{iﬂ‘”b J En esta unidad se trabaja con raices cuadradas, El Problema inicial plantea las operaciones con
% "\E desde su definicion, hasta la racionalizacion de raices cuadradas en el orden con el que se tra-

bajaron en noveno grado. Los estudiantes deben

Solucién 3. Va'b=aVb denominadores. En esta clase se desarrollan las
a) V6 x V10 operaciones con raices cuadradas: suma, resta, utilizar la descomposicion en factores primos para
producto y division, asi como la simplificacion de efectuar la simplificacién.

V6 xV10 =V6 x 10 Ve raices
—_— 8 .
B CPEETTE) 7 N _% _f_
e Ve > Solucion de problemas!
I = 75 =TT
=2V3x5 o a)V21xV14 =\21x 14 b) V6 x V12 =6 x 12
-5 - =\Bx7)x2x7) =V2x3)x(3x2)
Por lo tanto, V6 x V10 =2 V15. :% =\2x3x7? =V2x22x3?
e %3 B =
Por lo tanto, «4‘8%\)13:%_ =7W2x3 =2x3\2
=76. =6\2
) V12 +\75 d) V18 - V50
" . - . 7. VA . 55 _VI5
Se simplifican las raices cuadradas Se simplifican las raices cuadradas c)V24 <6 = e d) V1527 = ot
V‘Hi;‘i%xs vﬁi;‘z‘ﬁ; 3 _ _ “@5
- - Nt N7
V75 =3x 5 V50 = V2 x 52 N7 _ 5
=5\3 =52 =V N9
se efecttia la suma de términos semejantes: se efectua la resta de términos semejantes: =2 = %
V12 4475 =23+53 V18 -50 =3V2-5\2 N3
=%

=73 =-2\2
Conclusién
Un nimero b es raiz cuadrada de un nimero a si al elevar al cuadrado el
numero b se obtiene el nimero a, es decir b= a.
Sia >0, la raiz cuadrada no negativa de a se denota por Va.
« Al efectuar un producto o una divisién de raices se utilizan las propiedades:

Un niimero positivo a tiene dos
raices cuadradas: Vay - Va.,

e) Simplificando:
V40 =27 x2 x5 = 2V10.
V90 =V2x37x 5 = 3V10.

f) Simplificando:
V80 =V27x27x 5 =2 x 25 = 4+5.
V45 =37x 5 = 35,

Va x Vb =Vaxb % = /% Para simplificar utiiza el he- Ffectuando: Efectuando:

' ones indi - b choqueN@h=avB. : _ : -~

Se realizan las operaciones indicadas y por Gltimo se simplifica si es posible. \/E ++90 = Z‘IE +3V10 N80 + \/E = 4\/5 +3V5
10 c
=5V10. =7,

* Al efectuar una suma o una resta de raices se simplifican las raices cuadradas y luego se realiza la suma
o resta de términos semejantes.

Problemas 2

g) Simplificando:
V28 =2 %7 =2\7.
V63 =377 =3V7.

h) Simplificando:
V32=\22x22x2=2x22=4\2.
V8=127x2 =212

Realiza las siguients con raices 3
a) V21 x V14 b) V6 x V12 c)V24:6 d) V15 +\27 ';:f“"f ;:r:fv“f;‘:fc';‘;:
o) V76 + V30 )80 + 75 )28 -E3 h)\32-\8 grandes. Efectuando: Efectuando:
V28 -V63 = 27 - 3\7 V32-V8=4V2-22
==\7. =22

Q Sugerencia Metodolégica

Resolucion de los
problemas del LT.

En algunas clases se utilizan también los aparta-

dos Materiales o Posibles dificultades.

En el desarrollo de los problemas de algunas clases, se presenta informacién adicional e importante para el do-
cente, esto se hace a través de un cuadro como el siguiente:

Informacion importante para el

docente.

©
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V. Orientacidn para el desarrollo de una clase de matematica

con base en la resolucion de problemas

1. Recomendacion pedagdgica para el desarrollo de la clase

En consonancia con el Programa de Estudio anterior, esta nueva versién también sugiere el desarrollo de las cla-
ses de matematica basandose en el socioconstructivismo a través del enfoque de Resolucién de Problemas. En
las clases impartidas con este enfoque el centro del proceso de los aprendizajes son los estudiantes, por lo que
ellos mismos construyen sus conocimientos y procedimientos a partir de la situacién diddactica o problematica
planteada. En este proceso, el rol principal del docente es facilitar o asistir en el aprendizaje de los estudiantes,
para lo cual debera seguir el procedimiento que se detalla a continuacién:

Proceso de aprendizaje Proceso de asistencia de Puntos que se deben tomar en

Pasos . .. . .
(estudiante) aprendizajes (docente) cuenta en la asistencia

1 | Verificaciéon de la respuesta | Verificar la respuesta correc- | Utilizar como maximo 3 minutos
de los problemas de la tarea | ta de los problemas de la ta- | para este paso.

y recordatorio de presaberes. | rea correspondientes a los
gue quedaron pendientes en
la clase anterior en el LT.

2 Resolucién individual del|Orientar para que lean el |- Mientras los estudiantes re-
problema inicial de la clase. | problema inicial de la clase,| suelven el problema inicial, el
confirmar el nivel de com-| docente debe desplazarse en
prensién de los estudiantes| el aula para verificar los avan-
sobre el temay luego invitar-| ces y las dificultades que pre-
les a que resuelvan de mane-| senten.

ra individual (aprendizaje ac- | - Sitienen dificultades, indicarles

tivo). que lean la solucién del LT.
- Utilizar como mdaximo 6 minu-
tos.

3 |[Aprendizaje interactivo con|Fomentar el trabajo entre|- En un primer momento, que

sus compaferos. compafieros para que con-| trabajen por parejas, gradual-
sulten entre ellos las solu-| mente puede aumentar el nu-
ciones y dudas. mero de integrantes por equi-

po, hasta un maximo de cuatro.
- Sitienen dificultades, indicarles
que lean la solucién del LT.

4 | Socializacién de la solucién y | Orientar para que lean la| Si se considera necesario, se

la conclusion de la clase. solucion y conclusion de la | debe explicar la solucién o invi-
clase. tarles a que socialicen la solucién
en plenaria.

5 Resolucidon del primer item |Indicar que resuelvan el| Si hay estudiantes que ya re-
de la seccion de problemas | primer item de la seccién de | solvieron el primer item, invi-
y ejercicios (aprendizaje acti- | problemas. tarles a que trabajen los demas
Vo). items.

14/




6 Evaluacidn del primer item de | Verificar la solucidn del pri- |- Mientras los estudiantes tra-

los problemas. mer item de todos los estu-| bajan, el docente debe despla-
diantes y asegurarse de que | zarse en el aula revisando el
lo resolvieron correctamen-| primer item de todos los estu-
te. diantes.

- Dependiendo de la dificultad,
el docente puede explicar
la solucién o simplemente
escribir la respuesta.

7 Resolucion del resto de items. | Orientar para que realicen el | A los estudiantes que terminan
resto de items. Luego verifi- | primero, se les indica que apoyen
car si las respuestas son co- | a sus compaferos.

rrectas y orientar para que
hagan nuevamente los pro-
blemas en los que se equi-

vocaron.
8 Tomar nota de la tarea para la | Asignar la tarea de los pro-| Si no se logran resolver todos los
casa. blemas que no se resolvie- | problemas de la clase del LT, se
ron del LT. pueden asignar como tarea, pero

analizando la cantidad de tareas
gue tengan los estudiantes.

Tal como se presentd en la estrategia para el mejoramiento de los aprendizajes de los estudiantes, se debe
garantizar como minimo 20 minutos de aprendizaje activo, esto se lograra si se sigue el proceso presentado
anteriormente, sobre todo en los pasos 2, 3,5y 7.

2. Puntos importantes a considerar en la facilitacion del aprendizaje

a. Uso adecuado del tiempo

EnelProgramade Estudio se proporcionanlosindicadoresde logroylos contenidos que deben ser desarrollados
en el nimero de horas de clase establecidas en este mismo documento curricular. Segun el programa, se
establece que una clase debe durar 45 minutos y la carga horaria anual es de 240 clases. De acuerdo con
este lineamiento, en este tiempo se debe facilitar el aprendizaje de todos los contenidos planteados. En este
sentido, se requiere una eficiencia en el aprendizaje en funcién del tiempo establecido. Alcanzar el indicador
de logro en 45 minutos no es una tarea sencilla, por lo que, a continuacion, se presentan algunas técnicas para
la facilitacion de los aprendizajes:

B Ubicacion de los pupitres de los estudiantes
La forma para ubicar los escritorios o pupitres puede variar dependiendo del propdsito de la clase, sin
embargo, en la clase de matemadtica basicamente se recomienda que los ubiquen en filas, es decir, todos los
estudiantes hacia la pizarra debido a las siguientes razones:

a. Facilidad para desplazarse entre los pupitres para verificar el aprendizaje de los estudiantes.

b. Facilidad para el aprendizaje interactivo entre compafieros.
c. Comodidad en la postura de los estudiantes para ver la pizarra.
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B Distribucion del LT antes de iniciar la clase
En las aulas se tienen establecidas normas de conducta, pero serd necesario que se incluya una mas: que
oriente a los estudiantes a tener preparados los recursos o materiales necesarios antes del inicio de la clase.
Una vez establecida esta norma, se pueden asignar algunos estudiantes para la distribucion del LT, de tal
manera que se responsabilicen de repartirlos antes de iniciar la clase.

B Tiempo que puede destinar para el recordatorio o repaso
El tiempo de una clase es limitado y cada una tiene su indicador de logro, que todos los estudiantes deben
alcanzar. Si se destinan mas de 3 minutos en la parte inicial donde se recuerdan los presaberes, en la mayoria
de los casos no se logrard alcanzar el indicador por falta de tiempo y este desfase ird provocando otros
desfases en las clases posteriores; por consiguiente, en el afio escolar no se conseguira abordar todos los
contenidos establecidos en el Programa de Estudio.

Cuando se detectan dificultades en la parte del recordatorio, muchas veces no se logra retroalimentar en
un tiempo corto, sino que se requiere mas tiempo para asegurar el presaber. Por ejemplo, en bachillerato
usualmente se tienen dificultades en la resolucidon de ecuaciones, para reforzar este dominio se requiere de
mas tiempo para resolver problemas. Al desarrollar la parte del recordatorio entonces, el docente no debe
olvidar que su propdsito es dar una pista para resolver el problema de la clase de ese dia, y el reforzamiento
no es su propodsito principal.

B Tiempo que se debe destinar para la resolucidon individual en el Problema inicial de la clase
Tal como se establecio en el punto 1. Recomendacién pedagdgica para el desarrollo de la clase, se deben
utilizar 6 minutos. Muchas veces los estudiantes simplemente estan esperando otra orientacion del docente
sin que sepan qué hacer enlaresolucién individual. En este caso, es mejor orientar un aprendizaje interactivo,
invitandoles a que consulten con sus comparieros.

B Tiempo insuficiente para terminar el contenido de una clase
Es posible que haya clases donde no alcance el tiempo por lo que quedaran items sin ser resueltos. Algunos
docentes los toman como contenidos de otra clase, sin embargo, es mejor considerar dejarlos como tarea;
en el caso de que los estudiantes estén sobrecargados de tareas, el docente puede tomar la decision de
reservar estos problemas sin resolver y utilizarlos para el reforzamiento previo a las pruebas o para asignar
a los estudiantes que terminan rapido.

B Formacion del habito de estudio en los tiempos extra en la escuela

En ocasiones, el tiempo de las clases no alcanza para la consolidacion de los aprendizajes, en este caso, ade-
mas de la asignacién de la tarea, puede utilizarse una alternativa de aprovechamiento del tiempo extra en
la escuela. Segun los horarios de las escuelas no hay un tiempo extra, pero en la practica, si existe. Por ejem-
plo, cuando el docente atiende alguna visita o emergencia antes de iniciar la clase o la jornada, antes de que
esta termine o cuando termina una clase en menos de 45 minutos, etc., por lo que serd mejor aprovechar
este espacio de tiempo para realizar los problemas pendientes del LT. Principalmente, se puede aprovechar
el tiempo para reforzar los contenidos basicos donde hay mayor dificultad.



B Revision de todos los problemas resueltos, garantizando que las respuestas sean correctas
Revisar todos los problemas que hayan resuelto los estudiantes no es una tarea facil, ya que implica bas-
tante tiempo, por lo que se debe buscar una alternativa que resuelva esta situacion. Para esto, es necesario
formar dos habitos en los estudiantes:

1. El habito de autocorreccidn.
2. El habito de realizar nuevamente los problemas donde se han equivocado.

Al formar el primer habito, el docente consigue una opcidn para confirmar las respuestas correctas verbal-
mente o por escrito en la pizarra; para consolidarlo se puede invitar a los estudiantes a que intercambien
los cuadernos para corregirse mutuamente. El segundo habito, por su parte, permite que los estudiantes no
se queden con dudas, lo que ayudara a la formacién de su personalidad asignandole valor al esfuerzoy a la
motivacion al lograr el aprendizaje.

b. Planificacién
En este documento se propone la planificacion de cada clase, por lo que no es necesario elaborar en otra hoja
la planificacidn, guidn o carta diddctica, sino que deben basarse en las propuestas de este documento para
impartir la clase. Incluso, si se considera necesario, se pueden escribir algunos puntos importantes con lapiz
de grafito (ya que este documento pertenece a la escuela y no al docente, por lo que no debe escribir con
lapicero). En caso de que se considere necesario realizar una adecuacidn de acuerdo con la particularidad de
los estudiantes, puede hacerse siempre y cuando esté basado en el contenido propuesto en este documento.

c. Evaluar y brindar orientacidn necesaria desplazandose en el aula
Mientras los estudiantes resuelven el problema, el docente debe desplazarse en el aula para evaluar el nivel
de comprensién del contenido, revisando el trabajo de los estudiantes y observando si han comprendido el
enunciado.

Muchas veces se brinda asistencia individual a algunos estudiantes que han tenido dificultad, pero no alcan-
za el tiempo para atender a todos. La orientacidon debe realizarse de la siguiente manera: si el numero de
estudiantes que tienen dificultad es menor a cinco, brindar orientacidn individual, de lo contrario, es mejor
brindar otro tipo de orientacién, por ejemplo: explicacion en plenaria, por grupo, a la hora de revision de la
respuesta correcta, entre otras.

d. Tratamiento a los estudiantes que terminan los problemas mas rapido que el resto

Una seccién esta conformada por un grupo heterogéneo, por lo que siempre hay diferencias entre estu-
diantes, especialmente en el tiempo que se tardan en resolver los problemas. En la educacién publica debe
garantizarse igualdad de oportunidades para aprender, y en este sentido, si no se tiene orientacion sobre
qué hacer con los estudiantes que terminan los problemas antes que otros, ellos estardn perdiendo tiempo y
se pueden convertir en un factor negativo para la disciplina del aula por no tener qué hacer. Para evitar esta
situacion y aprovechar el rendimiento de estos estudiantes, el docente puede establecer el siguiente compro-
miso: cuando terminen todos los problemas y los hayan revisado, entonces, ellos pueden orientar al resto de
sus companferos. De esta manera, los que tienen dificultades pueden recibir orientacidon de sus compafieros,
mientras los estudiantes que orientan también lograran interiorizar el aprendizaje de la clase. Asi mismo, el
docente puede preparar otra serie de problemas para la fijacién del contenido u otro tipo de problemas que
tienen caracter de desafio, para que los estudiantes puedan seguir desarrollando sus capacidades.
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e. Revisidn de los cuadernos de apuntes
Si no se brinda un monitoreo continuo sobre el uso del cuaderno, eventualmente puede que se utilice de
manera desordenada, por lo que es necesario que se revise periédicamente su uso, en promedio, una vez al
mes. La clave para esto es aumentar el numero de revisiones al inicio del afio escolar, de tal manera que los
estudiantes sientan que estan siendo monitoreados y se forme en ellos un habito.

f. Revision de las tareas
De la misma manera que la revisién de los cuadernos de apuntes, es necesario brindar un monitoreo continuo
sobre la realizacidon de las tareas. Ademas de verificar la realizacidén de la tarea en el primer proceso de cada
clase, se puede programar periddicamente la revisién, prestando especial atencidon a los estudiantes que ha-
yan cumplido con todas, los que se hayan autorevisado con las respuestas correctas y los que resolvieron de
nuevo los problemas donde se habian equivocado.

g. Formacion del habito de estudio en el hogar

Segun el resultado de la prueba de matematica en el Tercer Estudio Regional Comparativo y Explicativo (TER-
CE), el resultado de los alumnos que estudian mas de 30 minutos en el hogar es claramente mejor que los que
estudian menos o nada. El tiempo ideal de estudio dependera del grado, pero por lo general se consideran
necesarios 10 minutos por grado, mdas 10 minutos. Por ejemplo, para el caso de 3* grado es 10 x 3 + 10 = 40
minutos. Formar el habito de estudio de los estudiantes en el hogar es tarea no solamente del docente, sino
también de los padres de familia y no es nada facil. Por lo que, al inicio, se podria formar el habito de estudio
a través de la asignacion de tareas.

h. Ciclo de orientacidn, verificacidn, reorientacion y felicitacion

Como ciclo basico de todas las orientaciones que hace el docente, si se orienta una accion se debe dar el mo-
nitoreo o verificacién del cumplimiento de la misma. Luego, si los estudiantes cumplen, se les debe felicitar
porque ya pueden hacerlo; en caso contrario, hay que orientar nuevamente sobre el asunto. Esto aplica en
todas las orientaciones. Por ejemplo, si se asigna una tarea, se verifica si el estudiante la cumple, se le felicita
y si no la realiza se debe reorientar. Este ciclo aplica también en la asistencia del aprendizaje, si se orienta
respecto a un contenido y a través de la prueba se verifica que lo hayan hecho correctamente, se debe felici-
tar; en caso contrario, se debe reorientar. El ciclo parece sencillo, pero para cumplirlo continuamente se debe
formar el habito.



VI. Pruebas de unidad y periodo

1. Importancia de la aplicacién de las pruebas

Los resultados que se obtienen al evaluar el aprendizaje de los estudiantes proporcionan al docente infor-
macién valiosa que le permite tener un panorama real sobre el avance obtenido. Con base a esto, el docente
puede tomar decisiones con el fin de garantizar que sus estudiantes alcancen los indicadores de logro de cada
clase, desarrollen las competencias transversales y cumplan a su vez con las competencias de grado propues-
tas.

Cuando los resultados son positivos, el docente continla mejorando su practica, con el fin de que cada vez sea
mas efectiva.

Si los resultados no son tan favorables, serd necesario que el docente autoevalle su desempefio basado en
los resultados del aprendizaje de cada estudiante, y ponga todo su empeiio y esfuerzo para dar lo mejor de
si. Para ello, debe participar en procesos de formacidn e investigar sobre los contenidos donde considere que
tenga mayores dificultades y podria incluso consultar con sus companeros de trabajo.

Es importante destacar que el docente es uno de los actores mas importantes en el ambito educativo; por tal
razén, debe asumir su rol como tal y autoevaluar su desempefio basado en los resultados del aprendizaje de
cada estudiante.

Considerando lo anterior, debe hacer uso de las pruebas que contiene esta SM, las cuales buscan recolectar
informacion valiosa y relacionada con la realidad de los aprendizajes, tanto adquiridos como no adquiridos.

2. Propositos de las pruebas

Resumiendo lo anterior, se podria concluir que los propdsitos son los siguientes:

= Obtener informacion en cuanto al nivel de comprension de los contenidos por parte de los estudiantes.

= Disefar estrategias de mejora en los contenidos donde los estudiantes salieron deficientes.

* Evaluar el desempeno del docente y mejorar su practica basandose en el analisis de los resultados de la
prueba.

3. Funcion de cada prueba

Son dos tipos de pruebas, de unidad y de periodo. Todas tienen el mismo propdsito planteado, sin embargo,
segun convenga, se puede dar varias funciones a cada una de ellas. A continuacion se plantean algunos
ejemplos de cdmo utilizarlas.

a. Prueba de unidad
Los items que aparecen en dicha prueba corresponden a los principales indicadores de logro (curriculares)
los cuales estan enunciados en las clases de cada unidad. Por lo tanto, el docente puede conocer el nivel de
comprension de los contenidos por parte de los estudiantes. Lo ideal es dar una retroalimentacion una vez
se detecten las dificultades; sin embargo, no siempre se tiene suficiente tiempo para impartir clases adicio-
nales. En ese caso, se puede invitar a los estudiantes para que ellos mismos revisen y trabajen los items que
no pudieron resolver en el momento de la aplicacién de la prueba.
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Se puede entregar la copia de las respuestas de la prueba que esta en este documento, para que los
estudiantes la analicen en grupos, de esta forma, ellos pueden aprender interactivamente con sus
compafieros; luego, el docente puede recoger la prueba revisada por los estudiantes y ésta podria ser una
informacion referencial sobre el avance de sus estudiantes.

Antes de la aplicacion de dicha prueba, es recomendable anunciarles a los estudiantes con el fin de que
ellos repasen con antelacion los contenidos de la unidad a evaluar.

b. Prueba de periodo
Los items que aparecen en esta prueba corresponden a los contenidos esenciales del respectivo periodo.
El momento ideal para aplicar dicha prueba sera un dia antes de finalizar el periodo, ya que, en la ultima
clase, se pueden retroalimentar los contenidos. Sin embargo, si no se puede hacer asi, podria aplicarse en
el ultimo dia del periodo y dar la retroalimentacion en la primera clase del préximo.

Ademas de esto, aprovechando las Reflexiones Pedagdgicas, se puede compartir el resultado de las
pruebas con docentes de otros centros educativos. Asi se podran consultar cuales son las dificultades que
han encontrado, qué tipo de esfuerzos han aplicado otros docentes, entre otros temas que contribuyan al
mejoramiento de los aprendizajes. Una vez establecido un grado de confianza con otros docentes, se podria
establecer comunicacion via redes sociales, para compartir informacion que facilite procesos y contribuya
a mejorar los aprendizajes de los estudiantes.

Al final de cada unidad y de cada periodo, estaran las pruebas respectivas, de manera que puedan ser

fotocopiadas por cada docente, y posteriormente se encontrara la resolucién y rubrica de evaluacion para
cada item.

4.Uso de los resultados de la prueba

Ejemplo. Se supone que se aplica una prueba a estudiantes de primer afio de bachillerato, y de los resultados
se presentan dos situaciones:

a. Respuesta

Desarrolla el siguiente producto notable: (x + 3)?
correcta:

Solucién de los estudiantes x’+6x+9

Porcentaje de estudiantes que

. 70%
resolvieron de esta forma

b. Respuesta

) Desarrolla el siguiente producto notable: (x + 3)?
incorrecta:

Solucidén de los estudiantes x2+9

Porcentaje de estudiantes que
resolvieron de esta forma




Enlasdossituaciones planteadas, écdmo se puedenanalizar los resultados?

Informacién que el docente puede obtener de este resultado:

Capacidad adquirida Capacidad no adquirida
Desarrollo de un producto notable Concepto de potencia
Uso adecuado del algoritmo Concepto de multiplicacion

Estrategia para aprovechar los resultados para la retroalimentacion:

Posible consideracion a corto plazo Posible consideracion a mediano plazo

Para facilitar la comprension del desarro- | Se deberd promover una actividad de
llo de un producto notable se sugiere utili- | “aprendizaje interactivo entre alumnos”
zar recursos geoméetricos. con el fin de hacerles un recordatorio de
los contenidos anteriores con el apoyo y
sugerencia de sus compafieros.

Si se observa la misma situacién con va- | Promover el autoestudio en la casay en el
rios alumnos, sera necesario reforzar ha- | centro educativo hasta que tengan domi-
ciéndoles un recordatorio en la pizarra | nio de este tipo de items.

sobre el mismo tipo de item.

Con lo anterior, el docente podra dedicar su tiempo y esfuerzo a enfocarse en los contenidos que el
estudiante no pudo contestar correctamente.

Para finalizar, a continuacion se presenta el proceso del uso adecuado de las pruebas que el docente debe
seguir:

a. Aplicar la prueba incluida en la SM en el momento oportuno.
- Prueba de unidad (cada vez que se finalice una unidad).
- Prueba de periodo (antes de finalizar cada periodo).
b. Revisar la prueba aplicada.
c. Analizar la informacidn que se obtenga con respecto a los resultados.

d. Disefiar una estrategia para la retroalimentacion.

e. En el caso de la prueba de periodo, se analizaran los resultados con los docentes de centros
educativos cercanos durante la Reflexion Pedagdgica para crear una estrategia de mejora.
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Unidad 1. Numeros reales

Competencia de la unidad

Utilizar las propiedades de orden, escritura y operaciones de los niUmeros reales para resolver problemas.

Relacién y desarrollo
T - Primer afio de Segundo afio de
ercerciclo bachillerato bachillerato

Unidad 2: Raiz cuadrada (9°) Unidad 1: Numeros reales Unidad 4: Funciones tras-
e Raiz cuadrada y numeros e Numeros reales cendentales |
reales e Potenciay raiz n-ésima
e Operaciones con raices cua- e Funciones y ecuaciones
dradas exponenciales

Unidad 3: Desigualdades
¢ Desigualdad
¢ Desigualdad lineal
¢ Desigualdad no lineal Unidad 5: Funciones trascen-
dentales I
1 e Funcion biyectiva e inversa
e Funcion logaritmica

e Funciones trigonométricas
Unidad 4: Funciones reales Practica en GeoGebra
e Definicidn de funcion
e Funcién cuadratica i
Aplicaciones de la funcién
cuadratica

Otras funciones
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Plan de estudio de la unidad

Leccion Clases
1 1. Operaciones con raices cuadradas (Repaso)
1 2. Operaciones combinadas con raices cuadradas (Repaso)
1 3. Racionalizacién con denominador Va
1 4. Racionalizacién con denominador binomio
1 5. Los numeros neperiano y aureo

1. NUmeros reales

1 6. Definicidn de los numeros reales: la recta numérica
1 7. Definicidn de los numeros reales: nimeros decimales
1 8. El valor absoluto de un nimero real
1 9. Definicién de intervalo
1 10. Practica lo aprendido
1 Prueba de la unidad 1

10 horas clase + prueba de la unidad 1



Puntos esenciales de la leccion
Leccion 1: Niumeros reales

Se estudia la definicién de raiz cuadrada, donde se observa la distincidn entre la representacién de la raiz cua-
drada no negativa de un namero real y las raices cuadradas como soluciones de una ecuacién cuadratica. Se
trabajan las operaciones elementales y combinadas con raices cuadradas, asi como la racionalizacién simple y
luego con denominador binomio. Se definen los niUmeros reales representados a través de la recta numérica y
se aborda su representacion escrita con nimeros decimales. Se introduce el concepto de valor absoluto como
funcidn por medio de la nocidn de correspondencia. Por ultimo se definen los intervalos y se estudian sus repre-
sentaciones en la recta numérica y en la notacién de conjuntos.
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Numeros reales

1.1 Operaciones con raices cuadradas (Repaso)

Problema inicial

Por lo tanto, V6 x 10 = 2 V15. _

Resuelve los siguientes ejercicios: Ref/lfrdj_quei
2) V6 x 10 b) V8 18 012 +75 d)Vig-v50  \@xPIvexs
235 "N
Solucién 3.Nab = ab
a) V6 xV10 b) V8 + 18
V6 x\10 =6 x 10 \@+\/E=V£3
18
=V(2x3)x(2x5) 4
=V22x3 x5
- |4
=2V3x5 _\/:
= 215 =:%
2
3

Por lo tanto, 8 +/18 = %

c) V12 ++/75 d) V18 =50
Se simplifican las raices cuadradas Se simplifican las raices cuadradas
V12 =22 %3 V18 =\2x3?
=23 =3\2
\75 = 3% 52 V50 = V2 x 52
=53 =5\2
se efectya la suma de términos semejantes: se efectla la resta de términos semejantes:
V12 +475 =2V3 +5V3 V18 /50 =3V2-5V2
=7\3 =-2\2
Conclusién

Un nimero b es raiz cuadrada de un ndmero «a si al elevar al cuadrado el
nuimero b se obtiene el numero a, es decir b? = a.

Si @ > 0, la raiz cuadrada no negativa de a se denota por Va.

e Al efectuar un producto o una division de raices se utilizan las propiedades:

Va x Vb =\axb % = \/% Para simplificar utiliza el he-
cho que Va?b = aVb.

Un numero positivo a tiene dos
raices cuadradas: Va y —Va.

Se realizan las operaciones indicadas y por ultimo se simplifica si es posible.

e Al efectuar una suma o una resta de raices se simplifican las raices cuadradas y luego se realiza la suma
o resta de términos semejantes.

*
Problemasv

Realiza las siguientes operaciones con raices cuadradas:

a)\/ﬁxm b)\/gx\/ﬁ c)\/ﬂ+\/g d)\/ﬁ+\/ﬁ Realiza la descomposicién

prima, para evitar calculos

&) V0 + 30 \B0+VA5 g 28-\63  h)\32-\g  eandes

o




Indicador de logro

1.1 Efectya operaciones elementales con raices cuadradas.

En esta unidad se trabaja con raices cuadradas,
desde su definicion, hasta la racionalizacion de
denominadores. En esta clase se desarrollan las
operaciones con raices cuadradas: suma, resta,
producto y divisién, asi como la simplificacién de
raices.

i\

Solucién de problemas:
a)\V21x+14 =\21x 14
=\(3x7)x(2x7)
=\2x3x7?
=7\2x3
=7\6.

o) 24 + 6 =2

E
\a4
2.

e) Simplificando:
V40 =v22x 2 x 5 = 2710.
V90 =2 x 32x 5 = 3110.

Efectuando:
\40 ++/90 = 2410 + 3v10
= 5v10.

g) Simplificando:
V28 =v22x7=27.
V63 =437x7 = 37.

Efectuando:
\28 -\63 =27 -3V7
-7,

El Problema inicial plantea las operaciones con
raices cuadradas en el orden con el que se tra-
bajaron en noveno grado. Los estudiantes deben
utilizar la descomposicion en factores primos para
efectuar la simplificacidn.

N

b) V6 x V12 =\6 x 12
=V(2x3) x (3x2?)
=\2x27x3?
=2x3V2
= 6V2.

d)\/1_5+\/2_=%

5
9

‘”|U<"| G5 G %

f) Simplificando:
V80 = V22 x 22x 5 = 2 x 2V/5 = 4+/5.
V45 =32 x 5 = 315.

Efectuando:
V80 + /45 = 45 + 315
= 775.

h) Simplificando:
V32=122x22x 2 =2 x 2\2 = 42.
V8 =v22x2 =2V2.

Efectuando:

V32-V8=4V2-2\2

= 2V2.
(27]
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1.2 Operaciones combinadas con raices cuadradas (Repaso)

Problema inicial
Realiza las siguientes operaciones:

a)V2(V6 +~10) b) (V2 +V15)(V5 - 6)
Solucién
a)V2(V6 +10) =2 x6 +2 x~10 Aplicando la propiedad distributiva,
=\2x6+V2x 10
=12 +v20 se puede hacer la descomposicién prima de una sola vez,
=V22x3+V22x5 ’

=23+ 25,
Por lo tanto, V2 (V6 ++10) = 243 + 2+5.

b) (V2 + VIS)(V5 ~\B) =2 x 5 V2 x V6 +VI5 x V5 ~VI5 x &

=\V2x5-2V3+5V3-V3"x5x2
=V10-2V3 +5V3 —3V10
=-2110 + 3V3.

Por lo tanto, (V2 +V15)(\'5 —v6) = —2V/10 + 313.

Conclusién
En las operaciones combinadas con radicales se realizan los
siguientes pasos:

1. Se efectian las multiplicaciones y divisiones.
2. Se simplifican las raices cuadradas.
3. Se efecttian las sumas y restas de raices semejantes.

Efectuando el producto,

realizando la
descomposicion prima,

Recuerda la propiedad distributiva y los pro-
ductos notables:
a(b+c)=ab+ac
(a +b)(c+d)=ac+ad +bc+bd
(a+b)*=a’+2ab +b?
(a +b)(a-b) =a*-b?

Problemas ./
Efectua las siguientes operaciones:
a)\V2(V14 +5) b) V6 (3 —\8) c)\5 (4V10 + 7415)
d) (2-V18)(2 +V18) e) (V2+13) f) (8 —V6)*

g) (N5+v12)(V10 ++24) h) 7 = V5)V21 - V15)

i) (V12 - 4)\6+9)




Indicador de logro

1.2 Efectlia operaciones combinadas con raices cuadradas.

Propésito
En la clase anterior se trabajaron las operaciones En la Solucién se sugiere a los estudiantes reali-
con raices separadamente; en esta clase se desa- zar el paso de la descomposicién prima desde la
rrollan las operaciones combinadas. Siempre se multiplicacién para no efectuar el producto. En
debe recalcar la simplificacion de los resultados. los Problemas puede sugerirse a los estudiantes
L ) KeI uso del paréntesis para la multiplicacion. )

Solucién de problemas:
a)V2(V14 +V5) =V2 x V14 + V2 x V5 =2 x 14 + 2 x 5 =V22x 7 + 10 = 217 + V10
b) V6(V3—8) = V6 x V3 - V6 x V8 =6 x 3 -6 x 8 =237 —V27x 22 x3=3xV2-2x2V3=3V2-43

c)\/§(4\/ﬁ+7\/ﬁ)=\/§x4\/1_0+\/§x7\/1_5 d)(2—\/§)(2+\/ﬁ)=22—(\/§)z
=4V5x 10 + 75 x 15 =4-18
=42 x 52 + 743 x 52 =-14
=4x5xV2+7x5x%x13
=20V2 +35V3
e) (V2 +3)* = (V2)* + 2(V2)(V3) + (V3)? f) (V8 -6)’ = (V8)* - 2(V'8)(V6) + (\V6)*
=2+2V2x3+3 =14-2V8x6
=2+2V6+3 =14-2V22x22x 3
=5+2V6 =14-2x2x 23
=14-8V3

g) (V5 +12)(V10 +v24) =5 x V10 + V5 x V24 + 12 x\10 + V12 x 24
=V5x 10 +V5x 24 +V12 x 10 +V12 x 24
=V2x52+45x22x2x3+V22x3x2x5+V2?x22x 2 x 32
=5V2+2v30 + 230 + 2 x 2 x 3\2

=5V2 + 2430 + 230 + 1242
=17v2 + 430

h) (N7 =V5)(N21 = +15) =7 x V21 =7 x V15 =5 x V21 + 5 x V15
=\7x21-V7x15-5x21 +5x 15
=V3 x 72-4105 - V105 +3 x 52
=73 -2V105 + 5v3
= 1273 - 27105

i) V12 -4)\V6+9)=V12 xV6 +V12x9-4 x/6 - 36
=12 x6 +9V12 - 46 - 36
=V22x2x32+9V22x3-4V6-36
=62 +18V3-4V6-36
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1.3 Racionalizacion con denominador Ja

Problema inicial
Racionaliza el denominador y simplifica si es posible:

3 2
a) — b) =
) V6 ) V20
Solucién
3 _3 6 - L ,
a)_s_Tsxﬁ Multiplicando y b) Simplificando la raiz cuadrada,
dividiendo por Vs, 5
3xE NG N20=v22x5
= observa que X2 =1, =5
V6 x\6 V6 =2N5
_3e sustituyendo y racionalizando,
& 22
_\6 N20 |25
2 _ 1.5
Por lo tanto,i= % V5 N5
6 - 1 x5
5
-5
o
Por lo tanto, = = N5 .
"N20 5
Conclusion
Para racionalizar el denominador de % se realizan los siguientes pasos:
L Na < Racionalizar una fraccién es en-
1. Se multiplica por: Yo contrar una fraccién equivalen-
b N te con denominador entero.
2. Se simplifica el resultado cuando sea posible: — x Ya _ WNg
Va Va a
Problemasl
1. Racionaliza el denominador y simplifica siempre que sea posible.
5 7 3 4
a) NS b) 14 <) Vis d) A Revisa si se simplifica
antes de racionalizar.
Vig V12 V10 \N72

2. Racionaliza el denominador y determina cudles son iguales.

2 3 N5
3 V10 b) N7 c) V2
N27 V3 N2
°) % N7 8%

(10

S
d)\/ﬁ

h) 37
)7\/§




Indicador de logro

1.3 Racionaliza fracciones con denominador Va.

Posibles dificultades

Ahora que ya se han utilizado las operaciones con En algunos problemas la division permite la sim-

raices cuadradas se aborda la racionalizacién de plificacion por lo que es bueno mencionarla; sin
fracciones con denominador Va, se sugiere sim- embargo, puede dar lugar a confusion, en tal caso
plificar antes para evitar calculos grandes. es mejor simplificar después de racionalizar.

Solucién de problemas:

5 .5 N5 W 2 _ 2  Ni0_2V10 _N10
la) =" =\5 23) 5" V5 “Nio - 10 s
7 _ 7  Nia_7N14 _N14 3 _3 N7_3V7
) =T Ve 14 2 2b) =5 X7
1c)i:ix£=_3 15—& 2c)£:£xﬁ=\/§xﬁ= SXZ:@
V15 V15 «15 15 5 V2 V2 V2 2 2 2
1d) Simplificando: Zd)@=@xﬂ=\/ﬁ>ﬁ/ﬁ=m 7N15 _N15
V8 =23 = 242, V21 V21 V21 21 21 21 3
Racionalizando:
i:i:i:ixﬂ:&:ﬁ Ze)ﬁzﬁxﬁz\/ﬁx\/ﬁzV32X32X7=3X3\/7=ﬁ
V8 22 V2 V2 N2 2 21 21 V21 21 21 21 7
1e) Simplificando: Zf)ﬁzﬁxﬁzﬁxﬁz\/3x7=@
\/E=\/2x32=3\/§. N7 N7 N7 7 7 7
Racionalizando:
6 _ 6 _2 N2_2V2_
VI8 32 V2 N2 2 V2. 2g)%=\/—g><%=ﬁ;\@= 25XS=@
1f) Simplificando: 2h) 3VZ _3V7, V3 _ 3V7xV3 _ 7x3_N21
V12 =V22x 3 = 2V3. N3 N3 N3 7x3 7 7

Racionalizando:
NE _ N6 _ VB N3 _YexV3_V6x3_N2xF _ 33

Vi2 2V3 2V3 V3 2x3 6 6 6 alve)
_\2 b)ye)
T2 fyyh)

En este caso, también puede efectuar primero la
divisién y luego racionalizar:

Ne_ [6_ 1_1 N2_\2
N12 \/; \/; N
1g) V2 - 23 _ 23 , NTO _ 2¥3 x V10 _ 2V3x10 _ V30
gV_ V10 \/_ \N10 10 10 5

1h) Simplificando:
72 =N27x 2x 37 =2x 3V2 = 6V2.

Racionalizando:

V15 _ V15 _ V15, N2 _ V15 xV2 _V15x2 _ V30
N2 62 6V2 N2 6x2 . 12 12"
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1.4 Racionalizacion con denominador binomio

Problema inicial
¢De qué manera podrias racionalizar el denominador?

a) 2
V5 +2

Solucién
Recordando el producto notable “Suma por diferencia de binomios”: (x + y)(x —y) = x> — y?

Se puede efectuar este producto para una suma por diferencia de dos raices cuadradas:
(Va +\b)(Va -Vb) = (Vay - (\BY = a - b

Ahora se aplicara esto a los ejercicios propuestos.

El producto de una suma de raices cuadradas, de nimeros
racionales, por su diferencia es un nimero racional.

a) 2 - 2 < V5 -2 multiplicando y b) 1 - 1 x N3+V2 multiplicando y
V5+v2 V5+v2 V5-v2  dividiendo por una V3-vV2 V3-V2 V3+V2  dividiendo por una
2 x (V5 =~2) resta de términos 1x (V3 +3) suma de términos
" N5 +V2)N5-2) T V323 +\2)
_2x(N5-v2) _N3+\2
T 52 T 3-2
_2x(V5-V2) _N3+V2
- 3 - 1
_2\5-2\2 =V3+42.
3 .
2 n5-2\7 Por lo tanto, ——— =43 +2.
Por lo tanto, N i 3 . N3—-V2
Definicién

A la expresion Va — Vb se le denomina la conjugada de Va + Vb. La conjugada de una expresion de dos
términos se obtiene cambiando el signo del segundo término. Dos expresiones son conjugadas si una es la
conjugada de la otra.

Para racionalizar una fracciéon cuyo denominador sea suma o diferencia con raices cuadradas, se multiplica
y divide por la conjugada del denominador.

Ejemplo
Racionaliza el denominador
N7 -2
ﬁ\/§2=\ﬁ\rfzxg:§ la conjugada de V7 —2 es\7 + 2,
_ V3x(N7+2)
(N7=2)(N7 +2) efectuando el producto notable,
_ V3x\7+V3x2 N7-2)7+2)=(7)*-(2)?=7-4=3,
3
_V2T+2V3 V3 _V21+2V3
= 3 . Por lo tanto, Fo3- 3 .
Problemas.Z
Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones:
a) 1 b) 2 0 V3 d) V6 e)\/§+\5 f)\lﬁﬂﬁ ) 4 h)\/ﬁ+2
V6+vz NT-\5 YN+ YNii-vio ®'VB+ve 'Nis-v5 8/ Ni0+3 1-v7

®

52




Indicador de logro

1.4 Racionaliza fracciones con denominador Va +Vb o a +Vb.

Propésito

Con la base de las operaciones combinadas se es-
tudia ahora la racionalizacion de fracciones con
denominador binomio.

En el Ejemplo se indica a los estudiantes que al
efectuar el producto notable (suma por diferen-
cia) escriban la diferencia de los cuadrados ya cal-
culados, omitiendo el proceso.

Solucién de problemas:

a) =L =1 W V6-V2 _ V6 -V2 __N6-V2 _V6-V2 _N6-
V6+VZ V6+V2 Ne-2  (6+v2lV6-v2) (eP-(aF  6-2 | 4

2 V745 20N7+N5) _ 2N7+N5) _2(N7+N5) _\[7 4 5

2 __
o) N5 T NTNE “ NG T WT-NsINT +\B) T 7P -(P - 75

) V3 V3x(V12-vV6) V3xV12-V3xV6 _ V3x12-V3x6 _V2Zx32-V2x32_ 6-3\V2 _2-\2

GV W2+ VeIN1Z-Ve) 12-6 B 6 ) 6 R
V6 V6x(V11+V10) _V6xV11+V6xV10) _V6x11+V6x10 _ _

d) T-N15 - NII-VIO)NIT +V10) - 11-10 = 1 = V66 +V2? x 3 x5 =66 + 2V15

V3+V2 _ (V3+V2)(VB-V6) _ V3xVB8-V3xV6+V2xV8-V2xV6 _V3x8-V3x6+V2x8-V2x6

V8+V6 (V8+V6)(V8—6) 8-6 2

_N22x2x3-N2x32+N2?x22-N2?x3 _2V6-3V2 +4-2V3
2 2

e)

f)\/1_5+\/§_(\/1_5+\/§)(\/1_5+\/§)_(VE)Z+2VEXV§+(V§)2_15+2V15x5+5_20+2V3x52_20+2x5\/§_2+\/§
VIS —V5 ~ (V15 ~V5)NT5 + V5) - 15-5 U T

4  _  4x(N10-3) _4V10-12 _4V10-12 _ B
g)‘/ﬁ+3_(\/ﬁ+3)(\/ﬁ—3)_ 10-9 1 =410 -12

h)\/ﬁ+2_(\/ﬁ+2)(1+\/7)_\/ﬂx1+\/ﬁx\/7+2><1+2xx/7_\fﬁ+\/14x7+2+2\/7_\fﬁ+\/2x72+2+2\/7
1-N7  (1-7)(1+V7) 1-7 - -6 - -6

__N1a+7\V2+2+2V7
6
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N

1.5 Los numeros neperiano y dureo

Problema inicial
El nimero neperiano e

Suvalor es 2.718281828459045... y puede aproxi-
marse mediante la expresién (1 + %) donde n es
un numero natural muy grande.

A partir de lo anterior realiza lo siguiente:

1+V5
2

Es la razdon de las longitudes de dos segmentos
distintos a y b a través de la relacion: La suma de

El nimero dureo ¢ =

las longitudes es al segmento mayor, como el seg-
mento mayor es al segmento menor.

Algebraicamente, la proporcién dada se escribe asi:

1. Observa que el valor numérico de la expresidn Q a
anterior aumenta, si aumenta el valor de n. f r N oatb % =
B 2. Encuentra el valor numérico de la expresion e
anterior con los valores n = 1000, n = 10000, = —~— —
= 100000 atb
L n= : A partir de la proporcién calcula ¢.
Solucién b . . -
1. Se evaldan los valores con una calculadora. =2r0_92,9_ 1+—ya=$, luego ===
a a a a’b 1 a ¢
n 1 2 E & b=1+ qi), sustituyendo en la proporcién,
1 n
(1 + ;) 2 | 2.25 | 2.3703... | 2.4414... d*=1+¢,  multiplicando por ¢,
Al aumentar el valor de n aumenta el valor de la ¢$*— P —1=0, transponiendo los términos del
expresion.

2. Se elabora una tabla con los valores dados.
n 1000 10000 100000
)
n
Al tomar valores “muy grandes” de n, se aproxi-
ma al valor de e dado al principio.

2.71692... | 2.71814... | 2.71826...

Conclusién
El nimero e es irracional, por lo que su valor exacto
solo es aproximable.

Leonard Euler, en Introductio in Analysin infinitorum de
1748, dio dos expresiones para aproximar el valor de e.

= lim 1y slm(2, 2 22 2 .1
e‘w(l"n) veselotutata Tt

J.L. Coolidge. (1950). The number e.

*
Problemasw
11 1 1

miembro izquierdo.
Se aplica la férmula general de la ecuacion
cuadraticapara a=1,b=-1yc=-1

—(-1) £ V(=17 -4{1)(-1) 15
d) = 2(1) = 2 ,

¢ es positivo, pues es la razén de longitudes.

Por lo tanto, ¢ = #

El nimero ¢ es irracional pues no puede escribirse

como el cociente de dos niUmeros enteros.
( A
El nimero aureo es una constante que aparece con fre-

cuencia en diversos campos de la naturaleza: crecimiento
de las hojas, esqueletos de los mamiferos, etc. Ademas,
tiene presencia en el arte y la mdusica, pues tal propor-
cién, se cree, tiene relacion con la percepcion de la armo-

niay belleza.
Casans, A. (2001). Aspectos estéticos de la divina

roporcion.
. prop J

. e 1.1.1.1
i 1. Utilizando la expresion e =&+ 4o+ m L+,

aproxima el valor de e hasta n = 10.

connunnumeronaturalyn!=nx(n—-1)x--- x2x1,

2. En el pentagono regular ABCDE de lado 1 se han trazado todas las diagonales, realiz:g lo siguiente:

a) Demuestra que AABC ~ ABFA.  b) Demuestra

que ABCF es isdsceles.

c) Demuestra que FA = a — 1, donde a es la longitud de la diagonal AC. ¢ A

1
d) Demuestra que @ = ——7.

12

e) Encuentra el valor de a.

D E

>4
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1.5 Realiza calculos de los niUmeros neperiano y dureo.

Se presentan dos numeros reales que poseen
como peculiaridad las siguientes caracteristicas:
el niUmero neperiano se obtiene como aproxima-
ciéon de ciertas expresiones algebraicas y la razén
aurea como una proporcion geométrica.

.

Posibles dificultades

Respecto al problema 2, los estudiantes pueden
haber olvidado varias nociones geométricas, por
lo que se sugiere recordar las propiedades del
pentagono regular como: todos los lados y angu-
los tienen igual medida.

I ANE J
Solucién de problemas:
= n 1 2 3 4 5
1,1, 1 _ - _
o T 1 2 2 2.5 2.6 2.7083 2.716
n 6 7 8 9 10
é + % + nl, 2.71805 2.71825396 |2.7182787698...12.7182815255...12.7182818011...

2a) En el tridangulo ABC.
XABC =180° x 3 + 5 =108
AB = BC= AABC es isdsceles = <BCA = «CAB.
B
Sea 6 = <BCA = «<CAB
= 260 +108°=180°= 6 =36°.
Asi <BCA = <CAB = 36°.
D
Andlogamente se prueba en AABE que
%BEA = <ABE = 36°.
Por lo que en el tridngulo BFA
XABE = «CAB = <FAB = 36°.

Por lo tanto, por criterio AA se tiene que
AABC ~ ABFA.

2c) Se tiene que

2b) En el triangulo BCF,
IFBC = <ABC — <ABF

= AFBC=108°-36°=72°

Luego, <CFB es exterior al AABF
= JXCFB = <FAB + <ABF

= ICFB=36°+36°=72"°

= JIFBC = <«xCFB=72°.

Por lo tanto, ABCF es isdsceles.

2d) Del resultado en 2a), AABC ~ ABFA, entonces

CF+FA=AC=FA=AC-CF=>FA=a—-CF AC_BA ja__1 ,,--1
., 0 BA FA 1 a-1 a-1

ABCF es isdsceles con <FBC = «<CFB = 72°,

entonces CF=CB =1.

Por lo tanto, FA=a — 1.

2e)a=m:> ala-1)=1=>a’-a-1=0
. , L (1) + NV =21 =) +
Aplicando la formula cuadratica: a = (1) % (2(11))2 4ED 1 +2\/§ .

1++5
2

Comoa>0,a= (nimero aureo).

@
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1.6 Definicion de los numeros reales: la recta numérica

Problema inicial
B 1. Dibuja la recta numérica y ubica los siguientes nimeros:

a3 b-2 ol d-2 e-25 fl4 g5 he -1 jm

2. Clasifica cada uno de los nimeros anteriores como racional e irracional. (En la recta numérica b ests a la

Lderecha deasiysolosia<b.

——e e
Solucién a b
1. Se utilizan los valores aproximados en decimales de los nimeros dados:
a)3=3 b)—2=-2 c)2=05 d)-g=-18 e)-2.5=-25
f)1.4 g) V5 = 2.236... h) ¢ = 1.618... i) -1 j)m=3.141...

Antes de colocar los nimeros en la recta numérica, se ordenan de menor a mayor.

25<-2<-2<-1<5<14<$p<\5<3<™

-3 ) -1 0 1 2 3
i A I 11 ! !
s I -2 _T 1 14 ¢ \5 3
-2 1 2
a) 3 es racional b) -2 es racional c) %es racional d) —%es racional
5 . 7 . . . . .
e)-2.5= -5 es racional f)1.4= Ses racional g) V5 es irracional h) ¢ esirracional
i) —1 es racional j) mes irracional
Definicién
El conjunto de los nimeros reales esta formado por - Nuimeros reales R _
los nimeros racionales y los nimeros irracionales. 5 Racionales Q L Irracionales
- 3| v B

El simbolo utilizado para representar el conjunto de Enteros 7Z

. =3,-2,-1,0

los numeros reales es R. \11 -3 -5
- - . Naturales
La recta numérica es una representacion del conjun- b o .
to de los nimeros reales: a cada nimero real le co- 1,2,5,7,
rresponde un Unico punto en la recta y viceversa. s 0.75
b d
Problemas.w
B 1. Ubica los siguientes nimeros en la recta numérica.
a) % b) 1 c)-3 d)\3
e)-2 f)-05 g) 2.9 h) 0.15
L n - K)\Z ) Z
=7 ie ) 3

2. Determina a cudles de los siguientes conjuntos: N, Z, Q pertenece cada numero del problema 1 o si es
un numero irracional.

©
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1.6 Ubica los numeros reales en la recta numérica.

Posibles dificultades

En esta clase se explora la relacion de orden de los Es posible que el orden no esté claro, por lo que
numeros reales a través de la ubicacion de pun- es necesario que los estudiantes dibujen la recta
tos en la recta numérica. Posteriormente, el estu- numeérica con marcas entre las unidades para di-
diante utilizara estos conocimientos para elaborar ferenciar al menos los valores de las décimas en-
graficas y establecer soluciones de desigualdades. tre los numeros. )
Solucién de problemas:
1a) % -0.4 1b) 1 1c) -3 1d) 3 =1.73...
1e) _g =-16 1f) -0.5 = -0.555... 1g) 2.9 1h) 0.15
7
1) -2 =-11 1j)e=271... 1k) V2 = 1.41... 10) £ =2.333....
Se ordenan de menor a mayor. Se utilizan los valores aproxima-
dos en decimales de los nimeros

3<-2 < B<05<015< 2 <1<V2<VB< L <e<29 dados:

-3 -2 -1 0 1 2 3

T T T_ 0.15 [ I T T T T 2T9

8 11 -0.5 . 7 e 2.
-3 -5 10 2 1 V23 3
5
2a) % es racional. 2b) 1 es natural. 2c) -3 es entero.
8 . _
- A 2e) —— esracional. 0 =-2 i
2d) V3 = 1.73... es irracional. )~ 2f) -0.5 = - esracional.
: 3 - L 11 :
2g) 2.9 = % es racional. 2h) 0.15 = >0 5 racional. 2i)— 75 es racional.
o 7 .

2j) e=2.71... es irracional. 2k) V2 = 1.41... es irracional. 21) 5 es racional.

En el problema 2, pueden haber distintas so-
luciones. Por ejemplo, en 2b), 1 es natural,
entero y racional.

@ Sugerencia metodolégica



1.7 Definicion de los numeros reales: niumeros decimales

Problema inicial
B Escribe como un ndmero decimal los siguientes nimeros reales:

a)3 b) -2 03 d) 2 e) & )7 ge h) m

Solucién
a) 3.000..., es un nimero decimal, su parte entera es 3 y su parte decimal es 0.000...

b) —2.000..., es un nimero decimal, su parte entera es —2 y su parte decimal es 0.000...

c) %, se divide %= 3+2=15. d) %, se divide %= 5+3=16.

e) 3, sedivide g=1+6=0.16. f)\7=2.645751...

g) e =2.7182818... h) Tt = 3.141592...
Deﬁnicién

Los numeros decimales se utilizan para representar partes de la unidad, por lo que un nimero decimal se
escribe de la forma a.bcdefg... donde a es un nimero entero y los numeros b, ¢, d, e, f, g... pueden ser
los nimeros 0, 1, 2,3,4,5,6,7,8y9.

Al nimero a se le denomina la parte entera y al nimero 0.bcdefg... se le denomina parte decimal.

Asi, el conjunto de los nimeros reales R esta formado por todos los nUumeros decimales:
Numeros Reales R

Racionales Q Irracionales
Numeros decimales Ndmeros decimales
periodicos no periodicos

Enteros Z
Numeros decimales
con parte decimal
0.0000...

b d
Problemas.
Clasifica cada uno de los siguientes nUmeros decimales como racional o irracional.

a) 0.125 b) 0.101001000100001... )0

d) 5.75757575... e)-7.321 f) 1.221212121212121...
g)-10 h) 3.333333... i) 3.141592653589...

j) 4.12666666 k) 0.123456789101112... 1) -0.61803398874989...
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1.7 Clasifica los numeros decimales en racionales e irracionales.

En noveno grado se estudié la definicion de los
numeros irracionales como aquellos numeros
reales que no pueden representarse como el co-
ciente de dos enteros. En esta clase se establecen
las caracteristicas de los numeros reales por su
representacion decimal.

N

Solucién de problemas:

a) 0.125 es racional pues es periddico.

c) 0 es racional pues es periddico.

e) —7.321 es racional pues es periddico.

g) —10 es racional pues es periddico.

i) 3.1415926535... es irracional pues es no periddico.

k) 0.123456789101112... es irracional pues es no
periddico.

Posibles dificultades

Es de observar que el concepto implicito de de-
cimal periddico utilizado en la clase, incluye a los
numeros enteros y los decimales con parte deci-
mal finita, por la posibilidad de adicionar ceros
en la parte decimal; en ese sentido, cada niumero
real por su representacion decimal es periddico o
no periodico.

N

b) 0.101001000100001... es irracional pues es no
periddico.

d) 5.75757575... es racional pues es periédico.

f) 1.2212121212121... es racional pues es periddico.
h) 3.333333... es racional pues es periddico.

j) 4.12666666 es racional pues es periddico.

1) -0.61803398874... es irracional pues es no
periddico.

Sugerencia metodolégica



1.8 El valor absoluto de un nimero real

Problema inicial
Calcula el valor absoluto de los siguientes numeros:

a)2 b) -3 )7 d-3
El valor absoluto de un nimero real es la distan-
So|uci6n cia de ese nimero a cero en la recta numérica.
_2- ---3--
,/ \\ /’ \\
4 \ 4 AY
a)2 | f | Y | b)-3 i | | | |
T 1 T 1 T I I ] I ]
-1 0 1 2 3 -3 =2 -1 0 1
12| =2 |-3]=3
AT 3
4 N . P 4 ~o .
A Y
V7=264.. | q-3 . N
4 1 \
——t——+ | ! ! |
10 1 2 13 3 1 1 o
2.64... 4 2 4
\_i |_i
|\ﬁ|= \/7 41 4
El valor absoluto de un nimero positivo es el El valor absoluto de un nimero negativo es
mismo numero: igual a su numero opuesto:
|2]=2 N7| =7 |-3|=3 \_%|=%

Observa que:
—(-3)=3 vy _(__

}-

Alw

Definicién
Se observa que:
e El valor absoluto de un nimero positivo es el mismo nimero, es decir, si @ > 0 entonces |a| = a.
¢ El valor absoluto de cero es cero: |0]|=0.
e El valor absoluto de un nimero negativo es su nimero opuesto: si @ < 0 entonces |a|=—a > 0.
e Cada numero real determina un Unico valor absoluto, es decir, un nimero tiene un Unico valor absoluto.

El valor absoluto de un numero real a se define de la
Recuerda que:

siguiente manera:
: _ V& =V16=4, V07 =V0=0 y V[5F=VZ5=5
la| = a,sia=0 Por lo que, para todo nimero real a se cumple que:
=] ) 7 —
-a,sia<0 Va’ = a|

b d
Problemas.
1. Encuentra el valor absoluto de los siguientes nimeros:

a)V6 b) & c)-0.11111 d) -153

e)e f)-¢ g) 0 h)—%

2.Sean a y b dos nimeros positivos, demuestra que: si @ = b entonces |a—b| =a - b.

o
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1.8 Calcula el valor absoluto de nimeros reales.

Propésito

En la Solucidn se hace la observacion de que obte-
ner el valor absoluto de un nimero negativo tiene
el mismo resultado que obtener su opuesto, con
el objetivo de inducir su definicién como funcidn.

En séptimo grado, los estudiantes utilizaron el
valor absoluto con la definicion de la distancia al
origen, ahora se define como una regla de asigna-
cién utilizando la nocién de correspondencia.

Solucién de problemas:

1a) |V6| =6 1) || =55
1c) |-0.11111| =—(-0.11111) =0.11111 1d) |-153| = —(- 153) = 153
le) |e| =e 1) |-l =) = ¢
9010 -4 )3
2.a=2b>0

Por casos:

Casol:sia=b=a-b=0= |a-b|=]|0|=0=a-b.

Caso2:sia>b=>a-b>0=> |a-b| =a-0b.

@ Sugerencia metodoldgica
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1.9 Definicion de intervalo

Problema inicial

Escribe cdmo se lee y representa en la recta numérica las siguientes desigualdades:

a)5<x<8 b)-1<x<4 go0<x<?2 d3<x<-1
e)x>8 flx <-4 g)x<5 h)x>-2
Solucién

a) 5 < x < 8, esta desigualdad se lee:
x mayor que 5y menor o igual que 8.
Su representacion en la recta es:

5 no se incluye 8 si se incluye

S
00 & «—

c) 0 < x < 2, esta desigualdad se lee:
x mayor que 0 y menor que 2, por lo
que su representacion es:

1 4 > 1
T y T

-1 0 1 2 3

e) x > 8, esta desigualdad se lee:
X mayor que 8.
Se representa de la siguiente manera:

no hay extremo

)
; < ! ! g
7 8 9 10 11

g) x <5, esta desigualdad se lee:
x menor o igual que 5.

<% ! ' '
2 3 4

(LR 3

Deﬁnicién

b) -1 < x < 4, esta desigualdad se lee:

x mayor o igual que -1 y menor o igual
que 4.

Esta desigualdad se representa asi:

d) -3 < x < -1, esta desigualdad se lee:
x mayor o igual que =3 y menor que -1,
por lo que su representacion es:

! é L !
T T

4 -3 -2 -1 0

f) x < -4, esta desigualdad se lee:
X menor que —4.
Se representa de la siguiente manera:

no hay extremo

J
<% : . : &
8 -7 -6 -5 -4

h) x > -2, esta desigualdad se lee:
x mayor o igual que —2.

L 4

>
1

Un intervalo es una porcion de la recta numérica representado por una semirrecta o un segmento de recta.
Por ejemplo, los subconjuntos representados en el Problema inicial son intervalos: a), b), c) y d) son seg-

mentos, y e), f), g) y h) son semirrectas.

Retomando el Problema inicial, la notacién utilizada para representar un intervalo es:

a)5<x<8=]5, 8]

b)-1<x<4=[-1,4]

)0<x<2=1]0,2] d)-3<x<-1=][-3,-1]

A los nimeros que aparecen en el intervalo se les lama extremos del intervalo.
Si el extremo del intervalo no se incluye, el corchete se escribe al revés : “]” al principio y “[” al final.

2




e)x>8=1]8, | f) x < —4= ]-o0, —4[ g)x < 5= |-o0, 5] h)x >-2=[-2, 00
El simbolo “c0” representa el infinito, mientras que “—co0” representa menos infinito. Estos simbolos en un

intervalo indican que no existe otro nUmero que sea extremo del intervalo.
El corchete correspondiente a —oo0 o oo se coloca al revés, por ejemplo: “]—co, 8]” y “]1, co[”.

La siguiente tabla resume la notacidn de los tipos de intervalos, su representacion en la recta numéricay la
notacién como conjunto utilizando desigualdades:

Tipo Notacion de Representacién en la Notacidn de
de intervalo intervalo recta numérica conjunto
Cerrado [a, b] 2 ' Z {xeR|a<x<b}
Semiabierto & "
<
por la derecha [a, b b WeR[asx<b}
Semiabierto + %
<
por la izquierda Ja, b] a b we€RJa<x<Db}
Abierto la, b[ a : b {fxeR|a<x<b}
[a, oo ¢ ' — {xeR|x=a}
la, oo o ' —>> fxeR|x>a}
Infinitos
]-e0, a] < . {xeER| x<a}
Jreo,af | € xER|x<a}

En la notacién de conjunto, por ejemplo, el conjunto {x € R | a < x < b} se lee: los elementos x que per-
tenecen a los numeros reales tal que x es mayor o igual que a y menor o igual que b.

*
Problemas /
Representa los siguientes intervalos en las otras dos notaciones:

a)]-3, 0] b) ]-o0, -5[ ) [5, oof d) ]2, 6[
& f) ————
g) : o : : > h) <€— : . " s

-1 0 1 2 3 -11 -10 -9 -8 -7

N{reR| 9<x<-5}

k) {x €R | x >—4}

HxeR| -7<x<-2}

N{xeR|x<0}

@

@
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1.9 Representa intervalos en la recta numérica o en la notacion de conjunto.

Propésito

El estudiante conocio en Tercer Ciclo el conjunto
de los numeros reales, asi como algunos de sus
subconjuntos. En esta clase conocera otro tipo
de subconjunto de los numeros reales: los in-
tervalos, que son importantes para trabajar con
desigualdades en la Unidad 3 y con funciones

Los estudiantes pueden representar nimeros rea-
les por medio de puntos en la recta numérica, por
lo que en el Problema inicial se pretende que el
estudiante deduzca la representacién del segmen-
to de recta o semirrecta para una desigualdad. Sin
embargo, el primer item puede utilizarse como

reales en la Unidad 4. ejemplo.
N AN v
Intervalo Recta numérica Notacién de conjunto
_ —— ——————— _ <
a) -3, 0] G 5 1 o . {xeR| 3<x<0}
b) ]-o0, =5[] <€ o . o fxeR| x<-5}
—— =
c)[5,oo[ A S ) {xe]Rlx_S}
d) 12,6 L S S :
)12, 6] e (xER| 2<x<6)

Recta numérica Intervalo Notacién de conjunto
© T & 4 o 1 3 3 4 9 ¢ [-2, 5] {x€R| 2<x<5)
f) 0 ¢ ; 3 [1, 2] {xeR| 1<x<2}

. O 0, o xER| x>0
R N T 10, oo (xeR| x>0}
h) €—— : — J-e0, 7] {xeR| x<-7}

-1 -10 -9 -8 7
Notacién de conjunto Intervalo Recta numérica
{xeER| 9<x<-5} 1-9, 5[ IS R S A A
) {x ER| -7<x< _2} ]_7' _2] —I8 —; -6 —l5 -4 -3 —5 —I1
K {xeR|x2>-4) [~4, oo . L
_ — : : s :
N{xeR|x<0} ]-o0, O 3 2 -1 0 1



1.10 Practica lo aprendido

1. Racionaliza las siguientes fracciones:

1 b)—L _ 1 2
A Reres Sy V75

N f)\/§+ﬁ g) 1 h) 1
v 27 -8 V2 +V3 + 5 V2 +V3+2

f= 2. Sea n un nimero natural. Ubica en la recta numérica los nimeros V7 tales que 2 <Vn < 3.

3. Encuentra el valor absoluto de los siguientes niumeros:

a) 1,1 b) 2_3 0) 5 1 d)V2 +4/3 Utiliza el resultado del pr_(ablema
2 3 3 4 6 2 2 de la clase 1.8 y también que

si a y b son nimeros reales tales

e)\/7—\/§ f)\/E—\/E g)m—3 h)Zﬁ—G que 0 < a < b entonces Va < Vb.

4. Justifica las siguientes afirmaciones:

a) Al efectuar la division V12 <3 se obtiene un nimero entero.
b) Al efectuar la division V2 + /8 se obtiene un ndmero racional.
B c) El nimero dureo ¢ es menor que el neperiano e.
d) \2 ++3 24/5. Utiliza la definicién de raiz cuadrada.
e) Al efectuar la operacion: ¢? - % se obtiene un ndimero entero.
f) El valor absoluto de un nimero real nunca es un nimero negativo.

g) Sean a'y b nimeros reales, si 0 < b < a entonces |b—a| =a—b.

5. En los siguientes literales, équé valores puede tomar la variable x para que la igualdad se cumpla?

a) x| =1 b) |x| =6 c) x| =0 d) [x+1] =3
6. Completa el siguiente cuadro sobre las representaciones de intervalos.
Intervalo | Notacion de conjunto Representacion en la recta numeérica
]_41 7]
3 4
Nt —>
{xeR|x>09}
V2, 9]
{xeR|x <2}
[0, 2T [
T T
{XERl—E <x< 5}
<— g +
5

J
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1.10 Resuelve problemas correspondientes a los numeros reales.

1a) % 1b) V3 -2 1c) 2 ‘9“’7
.\/_
1d) 4+ 23 1e) -2 1f) 2136

1g) Efectuando el cambio de variable y = V2 + V3

1 = ! = y_\/g =y—\/§
V2+V3+V5  y+V5  (y+V5)(y-V5) T » -5

¥ = (V2 +V3)2= (V2)2+2 x V2 x V3 + (V3)?=2+2V2x 3 +3 =5+ 2VG6.

Sustituyendo y = V2 +V3'yy2=5+2V6

1 _y—«/E_\/i+«/§—\/§_«/§+«/§—\/§_\/§+\/§—\/§xﬁ_(«/im/?—«/ﬁ)(\/ﬁ)
V2 +V3+V5 -5 5+2V6-5 V6 - 2V6 V6 2(6)
_V2(V6)2 + V3(V6) - V5(V6) _ V27x3+V2x32-V30 _ 2V3 +3V2 - V30
- 12 - 12 - 12 :

2+5V2+3V3-4V6

1h) °

2. Para los nimeros naturales la condicién 2 < Vn < 3 equivale a la condicién 4 < n < 9.

Asi los niumeros naturales buscados son 5, 6, 7 y 8. .
También se puede resolver

- ] ) ) a pruebay error.
Ahora utilizando su valor decimal para ubicarlos en la recta numérica.

V5 =2.23... V6 =2.44... N7 =2.64... V8 =2.82...

S P
b o

I
V5 V6 V7 VB

3a) 2 3b) 5 3¢) = 3d) [V2 +3 |
La suma de dos niumeros positivos es un nime-
ro positivo, es decir 2 ++/3 > 0 por lo que
N2+3 ] =V2+13.

3e)\7 - 5. 3f) [N2-+3l.

Puestoque5<7=>\/§<\/7. Puestoque2<3=>\/§<\/§

Aplicando el resultado del problema 2, clase 1.8 = 2 =3 =+/2 + (—4/3) es un nimero negativo

se tiene que [\7—-+5] =47 —+/5. = |V2 =V3| = =(V2 =v3) ==2 +V3 =3 —2.
3g) V10-3=V10-9 3h) 27 -6 =28 —36.

9<10=9 <V10= 3 <10. Puestoque28<36=>\/§<\/%

Aplicando el resultado del problema 2, clase 1.8 = V28 -/36 =28 + (- V36) es negativo

se tiene que |V10-3| =10 -3. = |2V7-6| =—(2\7-6) =6 - 2V7.

- :@:\/E: = = =ﬂ=\/z=\/1=l i

4a)\12+43 VAR V4 =2, es entero. 4b)\2 ++8 Vs =5 =7~ esracional.

®



4c) Utilizando sus valores decimales: ¢ =1.61803...
ye=2.71828... porloque ¢ <e.

4e)

4d) Si+/2 ++/3 =+/5 entonces (\2 ++/3)? = 5.
Efectuando
(V2+43)2=(V2)2+2xV2xV3 +(\3)?=2+2V6 + 3
=5+2V6 #5.
Por lo tanto, \/2 ++/3 /5.

En la solucién se ha utilizado la reduccién al absurdo
asumiendo que la suma de ambos nimeros es la raiz
cuadrada positiva de 5.

¢2=( 2 2 a4 4
1__ 2 1-V5 __2(1-N\5) _

1+\/§)2=(1+\/§)2_1+2\/§+5=6+2\/§=3+\/§
_2(1=V5) _2(1-V5) _ _2(1-V5)

1-v5

$TT+V5 “1-V5  (1+V5)(1-V5)  1-5

4 2

1 =3+\/§_<_1—\/§)=3+\/§+1—V§=3+V§+1—V§_

2_
= ¢'-5="3 2 2 2

4f) Efectuando la resolucién por casos
Sia>0= |a|=a>0.
Sia<0= |a|=-a>0.
Sia=0=|0|=0.

Por lo tanto, el valor absoluto de un nimero real

nunca es negativo.

53) |[x|=1=>x=10x=-1.

Por lo tanto, x puede tomar los valores 1 o —1.

5¢) |[x| =0=>x=0.
Por lo tanto, x solo puede tomar el valor 0.

4 _
2 "2_2

4g) b-a
El sigho de b + (—a), sera el signo del mayor valor
absoluto de los nimeros (-a) y b.
|-a|=a, |b]|=by0<b<a.

Asi, b—a <0, por lo tanto:
|b-al=—(b-a)=-b—(-a)=-b+a=a-D.

5b) |[x| =6=>x=60x=-6.
Por lo tanto, x puede tomar los valores 6 o —6.

5d) |[x+1|=3=>x+1=30x+1=-3
Six+1=3=>x=2.
Six+1=-3=x=-4.
Por lo tanto, x puede tomar los valores 2 o —4.

6.
Intervalo | Notacion de conjunto Representacion en la recta numérica
1-4,71 | (xeER|-4<x<7)} " 5 >
3 4
[V10,[ | {x€R|x=+10} to——t—>
]9,00[ {XERIX>9} } 2 4)
1 2
V2, 9] | fxeR|V2<sx<¢)} ———r——
J=o0, 2] {(xER|x <2} < —t
1 2 3 4 5 6
[0,2n] | {x ER|O0<x<2m} ; - —
nn _'2 _1 Q 1 % 1 1
]75[ {xeR|—§<x<§} o - o
2
]-o0, 5] {xeR|x <5} <= —
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Unidad 2. Operaciones con polinomios y nimeros complejos

Competencia de la unidad

Adquirir habilidades en la factorizacion y divisidon de polinomios, identificando las condiciones necesarias
para la aplicacidon de los mismos y utilizarlos en la verificacién de teoremas en dlgebra y la resolucion

de problemas de matematica.

( Tercer ciclo )

Unidad 1: Multiplicacion de

polinomios (9°)

e Multiplicacion de polino-
mios

e Productos notables

e Factorizacion

Unidad 3: Ecuacion cuadrati-

ca (9°)

e Ecuacion cuadratica

e Aplicaciones de la ecua-
cion cuadratica

Relacién y desarrollo

Primer afio de
bachillerato

Unidad 2: Operaciones con
polinomios y nimeros com-
plejos

¢ Productos notables y fac-

torizacién

e Divisidn de polinomios

e Ecuacion cuadratica y nu-
meros complejos

Unidad 7: Vectores y nume-

ros complejos

e \ectores

e Producto escalar de vecto-
res

e Numeros complejos

e Practica en GeoGebra

Segundo aiio de
bachillerato

Unidad 1: Ecuaciones
e Ecuaciones y sistemas de
ecuaciones

Sugerencia metodolégica



Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases
1 1. Definicién de monomio, polinomio y grado
1 2. Productos de binomio por binomio, parte 1
1 3. Productos de binomio por binomio, parte 2
1 4. Productos de la forma (ax + b)(cx + d)
1 5. Cubo de un binomio, parte 1
1 6. Cubo de un binomio, parte 2
1 7. Combinaciones de productos notables
1 8. Practica lo aprendido
1. Productos notables y facto- , . . .
rizacion 1 9. Factor comun monomio y polinomio
1 10. Factorizacion de trinomios de la forma x? + (a + b)x + ab
1 11. Trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados, parte 1
1 12. Trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados, parte 2
1 13. Método de la tijera, parte 1
1 14. Método de la tijera, parte 2
1 15. Combinaciones de métodos de factorizacion, parte 1
1 16. Combinaciones de métodos de factorizacion, parte 2
1 17. Practica lo aprendido
1 Prueba de la leccién 1




Lecciéon Horas Clases

1 1. Division de polinomio por monomio
1 2. Division de polinomio por polinomio
1 3. Division sintética, parte 1
1 4. Divisidn sintética, parte 2
2. Divisidn de polinomios 1 5. Teorema del residuo
1 6. Factorizacion utilizando el teorema del factor, parte 1
1 7. Factorizacion utilizando el teorema del factor, parte 2
1 8. Factorizaciones sucesivas
1 9. Practica lo aprendido
1 1. Resolucién de ecuaciones cuadraticas por factorizacién
1 2. Resolucion de ecuaciones cuadraticas con la férmula general
1 3. Definicién de numero complejo
1 4. Suma, resta y multiplicaciéon de nimeros complejos
1 5. Division de nimeros complejos
3 ri(;zziggnfslae?;jﬁca y nd- 1 6. Raices cuadradas de numeros negativos
1 7. Discriminante de la ecuacion cuadratica
1 8. Factorizacidn de un polinomio
1 9. Raices de un polinomio
1 10. Practica lo aprendido
1 11. Problemas de la unidad
1 Prueba de las lecciones 2y 3
2 Prueba del primer periodo

37 horas clase + prueba de la leccién 1 + prueba de las lecciones 2 y 3 + prueba del primer periodo

e Sugerencia metodoldgica



Puntos esenciales de cada leccion

Leccion 1: Productos notables y factorizaciéon de polinomios

En esta leccidn se hace un repaso de los productos notables vistos en noveno grado: producto de la
forma (mx + a)(mx + b), el cuadrado de un binomio (ax t by)? y la suma por la diferencia de binomios
(ax + by)(ax — by). Luego de ello se deduce el desarrollo de los productos de la forma (ax + b)(cx + d)
y del cubo de un binomio (ax + by)3, y se trabajan combinaciones de productos notables. En la parte de
factorizacidn, primero se hace un repaso de los métodos vistos en noveno grado: factor comin mono-
mio, factorizacién de trinomios de la forma x? + (a + b)x + ab, la factorizacion de trinomios cuadrados
perfectos y diferencia de cuadrados; es importante mencionar que, en la clase sobre factor comun, se
agrega el factor comun polinomio, método conocido también como factorizacidon por agrupacion de
términos. Posteriormente, se introduce la factorizacién de trinomios usando el método de la tijera y se
trabajan combinaciones de los métodos de factorizacién.

Leccidn 2: Divisién de polinomios

En la primera clase de la leccion se repasa la divisién de un polinomio por un nimero, estudiada en oc-
tavo grado; con el mismo enfoque se desarrolla la divisién de un polinomio por un monomio. Luego, se
introduce la divisién de polinomios utilizando el algoritmo de la misma, conocida también como “divi-
sién larga de polinomios”. Después de ello se trabaja el caso particular de la divisidon de polinomios por
un binomio de la forma x — a utilizando la division sintética, procedimiento que se utiliza para compro-
bar y enunciar los teoremas del residuo y del factor. Para finalizar la leccion, se retoman los contenidos
vistos a lo largo de la misma y los de la leccion 1 para factorizar polinomios en una variable de hasta
grado tres, cuyo coeficiente de la variable con potencia 3 es 1.

Leccidn 3: Ecuacién cuadratica y nimeros complejos

Las primeras clases son un repaso de la solucién de ecuaciones cuadraticas usando factorizacion en la
forma (x + a)(x + b) y el método de la tijera, y la solucién de ecuaciones cuadraticas usando la férmula
general. Después se definen los nUmeros complejos, sus operaciones (suma, resta, multiplicaciéon y divi-
sién) y las raices de numeros negativos. Todos estos contenidos son necesarios para que, mas adelante,
se trabaje la factorizacidn de polinomios usando niumeros complejos y definir qué son y cuantas raices
tiene un polinomio.



Productos notables y factorizacion de polinomios

1.1 Definicion de monomio, polinomio y grado

Definicion
A la expresion algebraica formada por una o mas variables con exponentes enteros El término del polino
positivos, un purrjero real IIama‘d’o coeficiente y que sclzlo |.nvolucra multiplicaciones DN T EEEAE T
se le [lama término. La expresion formada por un término o por la suma de dos bles se llama término

0 mas términos se conoce como polinomio, y al polinomio formado por un solo independiente.
término se le lama monomio.

El grado es una caracteristica relacionada con los exponentes de las variables, este se define de la siguiente
forma:

1. El grado de un término es la suma de todos los exponentes de las variables. El grado del término inde-
pendiente, es decir, aquel que no posee variable es igual a cero.

2. El grado de un polinomio puede dividirse en dos tipos:
a) El grado asociado a una variable es el exponente mayor de la variable seleccionada.
b) El grado absoluto es el mayor grado de los términos del polinomio.

Si en un polinomio aparece involucrada una sola variable entonces las definiciones a) y b) coinciden y el
polinomio se llama polinomio en una sola variable.

Los términos de un polinomio pueden ordenarse de acuerdo al grado asociado a una variable o al grado de
cada término. Ordenar de forma descendente es iniciar con el término de mayor grado hasta finalizar con
el de menor grado, mientras que ordenar de forma ascendente es iniciar con el término de menor grado
hasta finalizar con el de mayor grado.

Ejemplo 1
Para el polinomio 11 + 3xy — 5xy? + 8x?y realiza lo siguiente:

1. Identifica las variables y los coeficientes del polinomio.

2. ldentifica los términos del polinomio y calcula el grado de cada uno de ellos.
3. Calcula el grado asociado a cada una de las variables.

4. Calcula el grado absoluto del polinomio.

1. Las variables del polinomio son x y y; los coeficientes del polinomio son los siguientes:

11 — término independiente 3 — coeficiente de xy
-5 — coeficiente de x*y? 8 — coeficiente de x*y

2. Los términos del polinomio son: 11, 3xy, —5x*y? y 8x%y. El grado de cada uno se calcula sumando los
exponentes de las variables que aparecen en cada término, es decir:

Grado de 11 — 0, pues no aparece variable alguna.
Grado de 3xy — 2, pues las variables x y y tienen como
exponente 1y 1 respectivamente.

El grado del término independien-
te siempre sera igual a cero.

Grado de—5x%*y? — 5, pues las variables x y y tienen como exponente 3y 2 respectivamente.
Grado de 8x?y — 3, pues x y y tienen exponentes 2 y 1 respectivamente.

3. El grado asociado a la variable x es 3, ya que es el mayor exponente de la misma. El grado asociado a
y es 2, pues es el mayor exponente de la variable.

4. El grado absoluto del polinomio es el mayor grado de los términos del polinomio, del literal b) puede
comprobarse que el término —5x%y? es el que posee mayor grado. Por tanto, el grado absoluto es 5.

®




Ejemplo 2

Para el polinomio 11 + 3xy — 5x*y? + 8x2y realiza lo siguiente:
1. Ordena los términos en forma ascendente y descendente con respecto a la variable x.
2. Ordena los términos en forma ascendente y descendente con respecto a la variable .
3. Ordena el polinomio en forma ascendente y descendente con respecto a los términos.

1. En la forma ascendente se ordenan los términos empezando con el término de menor grado de la
variable hasta llegar al término con mayor grado de la variable seleccionada; la forma descendente
es lo contrario. Asi, el polinomio ordenado con respecto a la variable x queda de la siguiente forma:

Forma ascendente — 11 + 3xy + 8x*y — 5x%y?.
Forma descendente — — 5x3y? + 8x?y + 3xy + 11.
2. La variable y en los términos 3xy y 8x?y tiene el mismo grado, entonces para ordenarlos se toma en
consideracion el exponente de la variable x. Asi, en la forma ascendente ird primero el término cuyo

exponente de x sea menor, y en la forma descendente ird primero el término cuyo exponente de x sea
mayor.

El polinomio ordenado con respecto a la variable y, de forma ascendente y descendente queda de la
siguiente forma:

Forma ascendente — 11 + 3xy + 8x*y — 5x%y? = 11 + (3x + 8x?)y — 5x3y2.
Forma descendente — — 5x3y? + 8x*y + 3xy + 11 = — 5x3y? + (8x? + 3x)y + 11.

Se observa que el término independiente 11, en la forma ascendente para cualquier variable siempre
va primero, mientras que en la forma descendente para cualquier variable se coloca al final.

3. Para ordenar con respecto a los términos, en la forma ascendente se inicia con el término de menor
grado, mientras que en la forma descendente se inicia con el término de mayor grado. Entonces, el
polinomio ordenado en ambas formas queda de la siguiente manera:

Forma ascendente — 11 + 3xy + 8x%y — 5x3y?.
11 y + 8x*y — 5x°y
Grado 0 Grado 2 Grado3 Grado5

Generalmente, los términos
de un polinomio se ordenan

Forma descendente — — 5x%y? + 8x%y + 3xy + 11. de forma descendente.

>
Problemas,,A

1. En cada literal identifica las variables, los coeficientes y los términos del polinomio. Luego, calcula el
grado de cada término, el grado asociado a cada variable y el grado absoluto del polinomio:
a) 10xy + 5x%y? — 2xy? — 6x3y® b) - 3a%b®*+4a’b—ab’*+ b
c)9Im?-12m?*n*+2mn—-5mn®+1 d) 8x*— 10 + 3x + 5x?

2. Para cada uno de los polinomios del numeral 1 realiza lo siguiente:
a) ordena los términos del polinomio con respecto a cada variable, tanto de forma ascendente como
descendente;
b) ordena el polinomio con respecto a sus términos.

3. Sindesarrollarlos productos, calculalasumade los coeficientes

L i . 5 ) No olvides que el término independiente
del siguiente polinomio: (x —3)? + (x + 2)®> + 9x — 10.

también es un coeficiente.

®




Indicador de logro

1.1 Identifica las variables y coeficientes de un polinomio, y calcula el grado con respecto a una variable o

a sus términos.

En esta clase se presentan las definiciones de
polinomio y monomio, enunciadas también en
octavo grado. Se define también el grado de una
expresion algebraica, dependiendo si se habla del
grado de un término o de un polinomio. Obsérve-
se que la definicidn de polinomio no restringe el

uso de letras como q, b, ¢, etc.

Solucién de problemas:
1a) 10xy + 5x%y* — 2xy* — 6x3y?
e \Variables: x, y
e Coeficientes: 10,5,-2y -6
e Términos y grados: 10xy (grado 2), 5x*y?
(grado 4), —2xy?* (grado 3) y —6x>y* (grado 6).
e Grado asociado a cada variable: x posee gra-
do 3,y y posee grado 3.
e Grado absoluto del polinomio: 6

1c) Im?—-12m?*n®*+2mn—-5mn?+1

e Variables:m, n

e Coeficientes: 9,-12,2,-5y 1

e Términosy grados: 9m? (grado 2), —-12m?n?
(grado 5), 2mn (grado 2), -5mn? (grado 3) y
1 (grado 0).

e Grado asociado a cada variable: m posee
grado 2, y n posee grado 3.

e Grado absoluto del polinomio: 5

Propésito

Se colocan las definiciones primero para homo-
geneizar el vocabulario utilizado a lo largo de la
unidad y, por ende, en todo el primer y segundo
afio de bachillerato.

1b) —3a?b* + 4a’b-ab*+ b

e Variables: a, b

e Coeficientes: -3,4,-1y 1

e Términos y grados: —3a?b® (grado 5), 4a3b
(grado 4), —ab? (grado 3) y b (grado 1).

e Grado asociado a cada variable: a posee gra-
do 3, y b posee grado 3.

e Grado absoluto del polinomio: 5

1d) 8x3 - 10 + 3x + 5x2

e Variables: x

e Coeficientes: 8,-10,3y5

e Términosy grados: 8x3 (grado 3),-10 (grado
0), 3x (grado 1) y 5x2 (grado 2).

e Esun polinomio en una sola variable, el gra-
do asociado coincide con el grado absoluto,
el cual es 3.

2a) Sélo se colocardn los polinomios ordenados en la forma ascendente, pues en la forma descendente solo
hay que invertir el orden en el que aparecen los términos:

Variable x: 10xy — 2xy? + 5x%y? — 6x3y?
Variable y: 10xy — 2xy? + 5x*y* — 6x3y?

Variable m: 1+ 2mn -5mn? + 9m? - 12m?*n?
Variable n: 1 + 9m? + 2mn —5mn?*—-12m?n?

Variable a: b — ab? - 3a?b? + 4a°b
Variable b: b + 4a3b — ab? — 3a%b?

Variable x: — 10 + 3x + 5x2 + 8x°

2b) Similar a 2a), solo se ordenard cada polinomio en su forma ascendente, pues en la descendente bastaria

con invertir el orden en que aparecen los términos:

10xy — 2xy* + 5x%y? — 6x%y?

1+9m?+2mn-5mn? —12m?n?

b—-ab?+4a3b —3a%b?
—10+3x+5x%+8x3

3. La suma de los coeficientes del polinomio puede obtenerse al sustituir x = 1:
(1-3+(1+2)*+9(1)-10=4+9+9-10=12
Por lo tanto, la suma de los coeficientes de (x —3)* + (x + 2)>+ 9x— 10 es igual a 12.

Sugerencia metodolégica



1.2 Productos de binomio por binomio, parte 1

Problema inicial
Desarrollalos siguientes productos notables:

a) (x+9)(x-5) b) (x +3)?

c) (x—7)

d) (x+4)(x—4)

Solucién
a) El producto es de la forma (x + a)(x + b) cuyo

desarrollo es:
(x+a)x+b)=x*+(a+b)x+ab

utilizando lo anterior,
(x+9)(x—=5)=x2+(9=5)x+ (9)(-5)

=x*+4x—45
Por lo tanto, (x + 9)(x — 5) = x* + 4x — 45.

¢) También es el cuadrado de un binomio, cuyo
desarrollo es:
(x—a)*=x*-2ax + a?
utilizando lo anterior,
(x=7)2=02=2(7)x+ 7
=x?—14x+ 49
Luego, (x—7)?=x*—14x + 49.

Conclusic’m

b) El producto es el cuadrado de un binomio, cuyo
desarrollo es:
(x+a)=x*+2ax+a?
utilizando lo anterior,
(x+3)=x2+2(3)x+3?
=x*+6x+9
Luego, (x+ 3)2=x%*+6x +9.

d) Es un producto de la suma por la diferencia de
binomios cuyo desarrollo es:
(x+a)(x—a)=x*—a?
utilizando lo anterior,
(x+4)(x—4)=x>—42
=x’-16
Por lo tanto, (x + 4)(x — 4) = x* - 16.

Los productos notables son productos de polinomios cuyos resultados pueden identificarse y escribirse de
manera directa. Sean a 'y b nimeros reales cualesquiera:

Producto notable

Desarrollo

Producto de la forma
(x+ a)(x + b)

(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab

(a+b)*=a?+2ab + b?

Cuadrado de un binomio

(a-b)*=a?*-2ab + b?

Suma por la diferencia
de binomios

(a + b)(a-b)=a?*-b?

-
Problemas.\ﬁ

Desarrolla los siguientes productos notables:
a) (x +3)(x+ 10)

d) (y+5)
g) (x +3)(x—3)

IS

m) (x +\/§)2

o) (3 -2)(5 +

e)(m—-2)

b) (y-6)(y—4)

h) (10 + y)(10 - y)

1

9 (x+5)(x=3
n) (y+2\8)
a) (v +V6)(y-e)

c) (x—8)(x+2)
f) (x+11)?
i) (m—-6)(m+6)

) ) (e+3)

o) (m+3)(m-3)
r) (x— Zm)(x+ Zm)

©




Indicador de logro

1.2 Realiza productos notables que son de la forma (x + a)(x + b), (a £ b)*y (a + b)(a - b).

Después de conocer las definiciones mas genera-
les sobre polinomios, se trabajan los productos
notables cuyo desarrollo serd de mucha utilidad
al momento de factorizar. Observe que el coefi-
ciente de la variable en cada binomio es igual a 1.

|\

/

Solucién de problemas:

a) (x+ 3)(x+10) =x*+ (3 + 10)x + 3(10)
=x*+13x+30

) (x—=8)(x+2)=x*+(-8+2)x +(-8)(2)
=x*-6x-16

e)(m-2)?=m2-2(2)m + 2>
=m?’-4m+4

g) (x+3)(x—-3)=x*-32
=x’-9

i) (m—6)(m +6)=m?-6?

=m?-36
0 (x+3)(x-2) =+ (- 3+ (5)F
=x2+x—%

m) (x +\/§)2 = 5% + 2(\/§)x +(\/§)2
=x*+ 215x +5
Bl

o)(m+ m—%)=m2—(

®

N

Posibles dificultades

Si los estudiantes no recuerdan los productos
notables desarrollados en noveno grado puede
comenzar con la Conclusidn y tomar el Problema
inicial como ejemplos. No es el propdsito de la
clase deducir el desarrollo de los tres productos
presentados, sino repasarlos o recordarlos.

/

b) (y = 6)(y —4) =y* + (-6 — 4)y + (-6)(-4)
=y>—10y + 24

d) (y +5)*=y"+2(5)y + 5
=y>+ 10y + 25

f) (x+11)2=x%+2(11)x + 112
=x?+22x+ 121

h) (10 + y)(10 —y) = 10% — y?
=100 -2

Do 3)foe3)=e e GG

)

3
— a2 2>
=y +2y+ 2

n) (y + 2\/§)2 =2+ 2(2\/§)y +<2\/§)2
=y2+ 43y + 12

o (53 +9) =(5) -
:E—x2
49

r) (x -~ 2\/@)(x + 2\/@) =x2— (2@)2
=x?-40

Sugerencia metodolégica
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1.3 Productos de binomio por binomio, parte 2

Problema inicial
Desarrolla los siguientes productos:
a) (4x + 3)(4x-5) b) (2x + y)?

c) (3x—2y)*

d) (5x + 6y)(5x — 6Y)

Solucién
a) El desarrollo del producto es similar al de
(x + a)(x + b), pues el término 4x aparece en
cada binomio:
(4 + 3)(4x—5) = (4x)> + (3 — 5)(4x) + (3)(-5)
= 16x2 + (-2)(4x) — 15
=16x?>-8x—15
Por lo tanto, (4x + 3)(4x — 5) = 16x* — 8x — 15.

c) El producto es, como el literal anterior, el
cuadrado de un binomio:
(3x = 2y)* = (3x)* — 2(3x)(2y) + (2y)?
=9x? - 12xy + 4y?
Luego, (3x—2y)? = 9x* — 12xy + 4y2.

En general
Sean a, b y m numeros reales cualesquiera. Entonces:
1. El producto (mx + a)(mx + b) se desarrolla de forma
similar al de la forma (x + a)(x + b), es decir:
(mx + a)(mx + b) = (mx)? + (a + b)(mx) + ab.

2. Los productos (ax + by)? y (ax — by)? son el cuadrado de
un binomio y se desarrollan:
(ax + by)* = (ax) + 2(ax)(by) + (by)?
(ax—by)* = (ax) - 2(ax)(by) + (by)*.

3. El producto (ax + by)(ax— by) es una suma por diferencia

de binomios y se desarrolla:
(ax + by)(ax — by) = (ax)* - (by)*.

*
Problemas.w

b) El producto es el cuadrado de un binomio:

(2x +y)* = (2x)* + 2(2x)(y) +y?
=4x7 + 4xy + y?

Luego, (2x + y)* = 4x + 4xy + y2.

d) El producto es una suma por diferencia de
binomios, y se desarrolla:

(5x + 6y)(5x — 6y) = (5x)* — (6y)*
= 25x% — 36>

Por lo tanto, (5x + 6y)(5x — 6y) = 25x> — 36y>.

Los babilonios resolvian problemas como el siguien-
te: “encontrar dos nimeros cuya suma (o diferencia)
y producto fuesen conocidos” utilizando el producto
notable del literal c). Por ejemplo, el “razonamiento
babildnico” para encontrar dos nimeros cuya suma
sea 14y producto sea 45, escrito en el lenguaje mate-
matico actual es el siguiente:

14 corresponde a la suma de los nimeros 7 +xy 7 — x,
el producto de ellos debe ser igual a 45:
(7 +x)(7—-x) =45

de lo anterior se obtiene 49 — x? = 45 cuya solucidn es
x = 2. Entonces, los nimeros son 9y 5.

Bunt, N. H., Jones, P. S. y Bedient, J. D. (1988). The
historical roots of elementary mathematics.

Desarrolla los siguientes productos notables:
a) (2x+9)(2x + 1) b) (3x—1)(3x +5)
d) (4x + 5y)? e) (2x—-7y)?

g) (2x + 5y)(2x - 5y)

) (on-3on- 2

m) (\/Ex+y)2

h) (6w + z)(6w — 2)

2

n) (\E w +\/§z)2

k) (%x + i)(%x— %

al (5= 30) (53]

¢) (5y—4)(5y -2)

f) (3y — 10x)?

i) (8y —3x)(8y + 3x)
1) (%y + 11)(§y - 5)

0) (4 - 3\/596)2

r) (Z\Ex - 3\/§y)(2\/§x + 3\/§y)

23]

®




Indicador de logro

1.3 Realiza productos notables que son de la forma (mx + a)(mx + b), (ax £ by)*y (ax + by)(ax — by).

Se retoman los tres productos notables vistos en
la clase anterior; esta vez se incluyen hasta dos
variables en los polinomios, con coeficientes igua-
les o diferentes a 1. La idea es que se reconozcan
o identifiquen los productos notables, indepen-
dientemente de los coeficientes o la cantidad de
variables que se utilizan.

\_ AN

Solucién de problemas:

a) (2x+9)(2x+ 1) = (2x)*+ (9 + 1)(2x) + 9(1)
=4x?+20x+9

c) (5y —4)(5y —2) = (5y)* + (= 4 - 2)(5y) + (-4)(-2)
=25y2—-30y +8

e) (2x—7y)* = (2x)? - 2(2x)(7y) + (7y)*
= 4x? — 28xy + 49y?

g) (2x + 5y)(2x — 5y) = (2x)* — (5)?
= 4x? — 25y

i) (8y —3x)(8y + 3x) = (8y)* — (3x)?
=64y —9x?

05+ 3)(5=3) =59 + G - 35+ B3

1. .27
=X TXT3

m) (V2 + ) = 207 + 22y + 57

0) (4-32x) =16 - 24\2x + 182

q) (\/Ex_ %y)(\/gaw %y) = Gy?— 19_6yz

@

Posibles dificultades

No es necesario que los estudiantes realicen los
calculos de las sumas o multiplicaciones de nime-
ros directamente, pero si deben identificar cada
producto notable y utilizar el desarrollo corres-
pondiente. Por ejemplo, para desarrollar (2x + y)?
deben recordar que, se eleva al cuadrado 2x, se-
guido del producto 2(2x)y y por ultimo se eleva al
cuadrado y.

/

b) (3x—1)(3x+5) = (3x)? + (-1 + 5)(3x) + (-1)(5)
=9x2+12x-5

d) (4x + 5y)% = (4x)? + 2(4x)(5y) + (5y)*
= 16x2 + 40xy + 252

f) (3y — 10x)% = (3y)> — 2(3y)(10x) + (10x)?
= 9y? - 60xy + 100x?

Usualmente se toman las variables en orden alfabéti-
co. Por tanto, también es valido que la respuesta sea
100x? — 60x;y + 9y>.

h) (6w + z)(6w — 2) = (6w)?* — 22
=36w?*—22

n=3en=3)= oy -3 Fhon+-3)3)

3 1
= 2_ = + —
4n 2n 3

) (Zy+11)(2y-9) = (35) + (11-5)(2) + (11)5)

= %y2+4y—55

2
n) (\/§w +\/§z) = 3w? + 215wz + 522

1 .1 1. _13_1 -, 1.5
p)(5x+9y)(5x 9y) 5% T g1Y

r) (2\/§x - 3\/§y)<2\/§x + 3\/§y) = 8x2 — 2792

Sugerencia metodolégica



1.4 Productos de la forma (ax + b)(cx + d)

Problema inicial
Desarrolla el producto (2x + 5)(3x + 4). Encuentra una regla para productos de la forma (ax + b)(cx + d).

J

Solucién
Se multiplica cada uno de los términos del primer binomio por cada uno de los términos del segundo:

(22 + 5)(3x + 4) = 2x(3x) + 2x(4) + 5(3x) + 5(4) multiplicar término a término,
=2(3)x*+[2(4) + 5(3)]x + 5(4) propiedad conmutativa y distributiva,
=6x%*+[8+15]x+ 20 desarrollar productos,
=6x2+ 23x + 20.

Por lo tanto, (2x + 5)(3x + 4) = 6x? + 23x + 20. Un producto de la forma (ax + b)(cx + d) se desarrolla como
sigue: (ax + b)(cx + d) = ax(cx) + ax(d) + b(cx) + bd

= acx? + (ad + be)x + bd.

Luego, (ax + b)(cx + d) = acx?® + (ad + be)x + bd.

Conclusién
El producto de binomios de la forma (ax + b)(cx + d) se desarrolla de la siguiente forma:
Producto de Producto de
ayc byd
— x|
ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + be)x + bd.
( ) ) ( )
Producto de a y d mas
el productode by ¢
Ejemplo

Desarrolla el producto (5x — 6)(2x + 7).
Enestecaso,a=5,b=-6,c=2yd=7. Luego:
(5x—6)(2x + 7) = 5(2)x% + [5(7) + (-6)(2)]x + (-6)(7)
=10x%+(35-12)x—42
=10x% + 23x - 42.

Por lo tanto, (5x — 6)(2x + 7) = 10x? + 23x — 42.

b d
Problemasv

1. Desarrolla los siguientes productos:

a)(x+9)(3x+1) b) (4x+1)(2x + 1) c) (2x+7)(3x-2)
d) (4x + 3)(x—2) e) (~x+7)(6x + 4) f) (x—8)(—2x-75)
g) (3x — 10)(~2x + 3) ) (x+2)(30+ 2) i) (52— ) (Gx— 1

2. Para cada caso, determina el valor de los enteros a, b, ¢ o d para que sea verdadera la igualdad:
a) (ax—7)(4x + d)=12x*—25x—7 b) (5x + 4)(cx + d) = 10x? + 33x + 20

c) (ax + b)(cx +6) =2x? +5x—42 d) (ax+ b)(cx +d) =5x*+ 23x + 12

Dos polinomios de grado 2, ex? + fx + gy mx? + nx + p sonigualessie=m, f=nyg=p.

D

@




Indicador de logro

1.4 Desarrolla el producto notable de la forma (ax + b)(cx + d).

Propésito
En esta clase se deduce la forma para el desarro- En el Problema inicial se deduce la regla para
llo de los productos de la forma (ax + b)(cx + d), desarrollar el producto de ax + b y cx + d.
donde los numeros a y ¢ son diferentes. Este pro- La Conclusion la presenta de manera general
ducto notable servird posteriormente para facto- pues serd aplicada tanto en el Ejemplo como
rizar trinomios utilizando el método de la tijera. ) Ken el numeral 1 del bloque de Problemas.

Posibles dificultades

Para el Problema Inicial, debe tener cuidado que los estudiantes no utilicen erréneamente el producto
notable de la forma (mx + a)(mx + b); si es necesario, recuerde el proceso para desarrollar productos de
polinomios, es decir, término a término. Por otro lado, no es necesario que los estudiantes realicen los cal-
culos de las sumas o productos de nimeros directamente, el propdsito es aplicar correctamente la regla
para el desarrollo de (ax + b)(cx + d).

/
Solucién de problemas:
1a) (x+9)(3x+1)=3x*+(1+27)x+9 1b) (4x+1)(2x+1)=8x*+(4+2)x+ 1
=3x>+28x+9 =8x’+6x+1
1c) (2x+7)(3x—2) =6x*+ (-4 +21)x - 14 1d) (4x+3)(x—2)=4x*+ (-8 +3)x—-6
=6x’+17x—14 =4x*-5x—-6
le)(—x+7)(6x+4)=—6x*+ (-4 +42)x + 28 1f) (x - 8)(-2x—-5) =—2x*+ (-5 + 16)x + 40
=—6x*>+38x +28 =—2x>+11x + 40
) 1 5\ ~.,.(5,3 5
1g) (3x = 10)(= 2x + 3) = — 622 + (9 + 20)x — 30 1h) (x+5)(3x+ E) - 3x *(E " 5)x+z
=—6x>+29x-30 5
=3x'+4x+
: _1 _ ) o302 (=L 3+ L
1i) (Sx 4)(6x 10) 30x +( > 2)x+ 20
1
_ 2 _ 1
=30x*—2x + 20

2a) (ax—7)(4x + d) = 12x* — 25x — 7; entonces debe cumplirse 4a = 12 y —7d = 7. De esto se obtienea =3y
d =1,y se verifica ad — 28 = -25.

2b) (5x + 4)(cx + d) = 10x? + 33x + 20; entonces debe cumplirse 5¢ = 10 y 4d = 20. De esto se obtienec=2y
d =5, y se verifica 5d + 4c = 33.

2¢) (ax + b)(cx + 6) = 2x? + 5x — 42; entonces debe cumplirse ac = 2 y 6b = —42. De la segunda se obtiene
b =-7. Para encontrar a y c se plantea ademas 6a — 7c = 5 y se resuelve el sistema:

ac=2 En d) se obtienen otras solucio-
6a—-7¢c=5 nes intercambiando los valores

como son nimeros enteros se obtienea =2y ¢ =1, y se verifica 6a + bc=5. deaconcybcond.

2d) (ax+ b)(cx+d)=5x*+23x+12;a=1,b=4,c=5yd=3,0a=-1,b=-4,c=-5y d =-3.

@ Sugerencia metodolégica
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1.5 Cubo de un binomio, parte 1

Problema inicial

Desarrolla el producto:
(a+b). (a+b)*=(a+b)(a+b)a+b)=(a+b)(a+b)

Solucién
El producto (a + b)® es la potencia clbica de a + b, y es igual a:

(a+b)*=(a+b)a+b)a+b)

asociando los primeros dos factores se obtiene:

(a+b)*=[(a+b)a+b)(a+b)

=(a + b)*(a + b).
Se desarrolla (a + b)? y se efectla el producto de trinomio por binomio:

(a+b)*=(a?+2ab + b*)(a+b) desarrollar el cuadrado de un binomio,
= a*a) + a?(b) + 2ab(a) + 2ab(b) + b*(a) + b*(b) multiplicar término a término,
=a®+a?b +2ab + 2ab? + ab? + b? desarrollar los productos de monomios,
=a®+3a%b + 3ab? + b>. reducir términos semejantes.

Por lo tanto, (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b°.

Conclusién
El producto de la forma (a + b)? se llama cubo de un El cubo de un binomio es igual al cubo del primer
binomio y se desarrolla de la siguiente forma: término, mds el triple del cuadrado del primer

término por el segundo, mas el triple del primer
término por el cuadrado del segundo, mas el cubo

(a+b)*=a®+3a%b +3ab> + b. del segundo término.

Ejemplo

Desarrolla el producto (2x + y)3.

El producto (2x + y)* también es el cubo de un binomio, por tanto se desarrolla de la siguiente forma:
(22 +y) = (2%)° + 3(2x)*(y) + 3(2x)y* + y°
= 8x3 + 3(4x?)y + 6xy> + 3
= 8x% + 12x%y + 6xy® + ).

Luego, (2x + y)® = 8x* + 12x%y + 6xy + y°.

<
Problemasm

Desarrolla los siguientes productos:

a) (x+1)° b) (y +4)* c) (m +5)°

d) (x +2y)® e) Bx+y)? f) (m +4n)?
g) (m + %)3 h) (y +%)3 i) (3x +2y)?

)i (%x + 3y)3 k) (%x +y)3 ) (%m +%n)3

@




Indicador de logro

1.5 Realiza el producto notable de la forma (ax + by)>.

Ya se ha recordado el desarrollo del cuadrado de
un binomio. En esta clase, y utilizando el producto
notable (a + b)? se deduce y aplica la regla para
desarrollar cubos de binomios, cuando el segun-
do término se suma al primero.

\_ AN

Solucién de problemas:

a)(x+1P=x3+3x2+3x+1

c) (m +5)3=m2+3m?*5)+3m(5%) +53
=m3+15m?+75m + 125

e) (3x +y)* = (3x)> + 3(3x)%y + 3(3x)y* + »*
=27x% + 27x%y + 9xy? + y?

IV _ s 2(1) IV, (Y
g)(m+3) =m?*+3m 3 +3m(3)+(3)
— 3 2 l i
=mi+mi+ om+ o

i) (3x + 2y)* = (3x)® + 3(3x)%(2y) + 3(3x)(2y)* + (2y)?
= 27x° + 54x*y + 36xy* + 8y*

k) (%x + y)3 = (%x)3 + 3(% x)zy + 3(% x) yr+y3
8

4
=2 434+ T a2v + 2 4 43
57X+ XY 2xy*+y

Propésito

En el Problema inicial se deduce el desarrollo del
producto de la forma (a + b)3. En el Ejemplo y los
Problemas debe utilizarse lo descrito en la Con-
clusién, aplicandolo a binomios que involucran
hasta dos variables y cuyos coeficientes pueden
ser enteros o fracciones.

b) (y + 4)* = y* + 3y*(4) + 3y(4°) + 4°
=y>+12y* + 48y + 64

d) (x + 2y)* = &3 + 3x%(2y) + 3x(2y)* + (2y)?
=23 + 6x%y + 12xy% + 83

f) (m +4n)® = m®+3m24n) + 3m(4n)? + (4n)3
=m3+12m?n + 48mn? + 64n?

I R

3 3 1
=3+ =292+ Sy + =
YrSytaytyg

i) (%x + 3y)3 = (%xf + 3(%x)2(3y) + 3(%x)(3y)2 +(3y)?

= 2—17x3 + X%y + 9xy? + 27y

Vo - s oo

B ITIRE Sy [ 3 24 = p3
27m an an 27n

@ Sugerencia metodolégica



1.6 Cubo de un binomio, parte 2

Problema inicial

Desarrolla el producto: 5_ 3
P (@ b, (a=b)=[a+(-b)]

Solucién
Se escribe (a— b)* como [a + (— b)]* y se desarrolla como el cubo de un binomio:

(a=bpP=la+(-b)P
=a®+3a*-b) +3a(-b)*+ (- b)®
=a®-3a%b +3ab*- b?

Por lo tanto, (@ — b)® = a®—3a?b + 3ab* - b3.
Conclusién
El producto de la forma (a — b)® también es el cubo de un binomio y se desarrolla:
(a—0b)*=a>-3a% +3ab*-b3.

En general, (ax + by)® y (ax — by)? también son productos notables y se les llama cubo de un binomio; se
desarrollan de la siguiente forma:

Positivo Positivo Positivo Positivo

(ax + by)® = (ax)’ + 3(ax)*(by) + 3(ax)(by)* + (by)’.

(ax—by)® = (ax)® — 3(ax)*(by) + 3(ax)(by)* - (by)*.
4 4 ¥ 4

Negativo Negativo Positivo Negativo

Ejemplo

Desarrolla el producto (2x — 3y)3.

El producto (2x — 3y)3 también es el cubo de un binomio, por tanto se desarrolla de la siguiente forma:
(22 = 3y)* = (2x)° - 3(2x)*(3y) + 3(2x)(3y)* - (3y)°
= 8x% - 3(4x?)(3y) + 3(2x)(9y?) — 27y3
= 8x% — 36x%y + 54xy? — 273
Luego, (2x — 3y)® = 8x® — 36x%y + 54xy? — 273,

>
Problemas.

1. Desarrolla los siguientes productos:

a) (x—1)° b) (y - 3)° ¢) (m - 10)°
d) (4x-y) e) (m—5n)® f) (5x—2y)°
1\? 1\? . 2\
8)(-3) n (y-3) )m-3)
o (1 3 1\3 1 1.\3
i (3 -29) K (3m - 5n) )(3%-39)
2. Para cada caso, determina el valor de a o b para que sea verdadera la igualdad:
a)(x+a)P=x*+6x2+12x+8 b) (v —a)®=y3—12y* + 48y — 64
c) (ax + by)® = 8x° + 60x%y + 150xy? + 125y° d) (ax—by)* = %xi‘ - %xzy + %xy2 - %y3

®



Indicador de logro

1.6 Realiza el producto notable de la forma (ax — by)>.

En esta clase se deducira el desarrollo del cubo de
un binomio, cuando su segundo término se resta
del primero, es decir, (a — b)®. Ademas, se presen-
ta en forma general el desarrollo del producto no-
table (ax £ by)3.

\_ AN

Posibles dificultades

Propésito

En el Problema inicial se deduce el desarrollo del
producto de la forma (a — b)® escribiéndolo como
[a + (- b)]® para utilizar el resultado de la clase
anterior. En el Ejemplo y los Problemas debe uti-
lizarse lo descrito en la Conclusién, aplicandolo a
binomios que involucran hasta dos variables y cu-
yos coeficientes pueden ser enteros o fracciones.

Debe tenerse cuidado con el sigho negativo del segundo término en los binomios. J

Solucién de problemas:
la) (x—-1)=x*-3x*+3x-1

1c) (m - 10)® = m? - 3m?(10) + 3m(100) — 1000
= m? - 30m? + 300m — 1000

1le) (m —-5n)*=m3-3m?*5n) + 3m(5n)*-(5n)3
=m2-15m?n + 75mn?-125n3

19 e 2) = -2 2e(2] -]

Y B % SR DV
2 12 216
) (m=3) = me=-3me(3) + 3m(3) - (3
- =) = —_ =+ =) —£=
1i) (m 3) m?—-3m 3 3m 3 3
4 8
= 3 2+_ —_—
m*—-2m 3 M55
1.\ 3.9 5 1 2 1 3
_ = = _ = + = —_—
1k)(3m 6n) 27m SN+ mnt = —n

1b) (y —3)° = y* - 3y*(3) + 3y(9) - 27
=y3-9y2+27y-27

1d) (4x —y)? = (4x)* — 3(4x)*y + 3(4x)y* — ¥3
= 64x® — 48x%y + 12xy* — y?

1f) (Sx — 2y)° = (5x)* — 3(5x)*(2y) + 3(5x)(2y)* — (2y)°
= 125x% — 150x%y + 60xy% — 8y3

3 2 3

1 1 1 1

1) {y-3) == 3(3) + 2(3) ~3)
332,33, 1

=) zy +4y 8

1) (3x-29) = (3o - 3(3a 290 + 3227 - 0°

1 2
=57 = X% +4xy’ - 8y

1

3
L S

1
=+ 2 __ = A3
6 X T 27Y

2a) El desarrollo del miembro izquierdo es x3 + 3ax? + 3a%x + a3, entonces debe ocurrir 3a =6, 3a? =12y
a® = 8. De la primera de estas ecuaciones se obtiene a = 2 y, al comprobarlo en las demas se satisfacen

cada una. Por lo tanto, a = 2.

2b) Por un razonamiento similar a 2a) se obtiene a = 4.

2¢) El desarrollo del miembro izquierdo es ax® + 3a*bx*y + 3ab’*xy? + b3y?, entonces debe ocurrir a® = 8,
3a*b =60, 3ab?* =150y b*=125. De la primera y ultima de estas ecuaciones se deducena =2y b =5; al
comprobarlo en las demas se cumplen cada una. Por lo tanto,a=2y b =5.

2d) Por un razonamiento similar a 2c) se obtiene a = % yb= %

@

Sugerencia metodolégica



1.7 Combinaciones de productos notables

Problema inicial
Desarrolla lo siguiente:
a) (2x+3)3—(2x—3)3 b) (a+ b + ¢)?

Solucién

a) Ambos productos, (2x + 3)® y (2x — 3)3, son cubos de binomios. Una vez identificados los productos
notables que aparecen en la expresidn se desarrollan de acuerdo a lo visto en clases anteriores y se
reducen los términos semejantes, si los hay:

(1) (2) (1) (2)
—t—  —— —— -~ —— -
(22 +3)* = (2x = 3)* = 8« + 3(2x)*(3) + 3(2x)(3)* + 27 — [8x® — 3(2x)*(3) + 3(2x)(3)* — 27]

= 87 3(427)(3)+ 3Tl 278G 3(4x")(3) - 342(9]

=36x% + 27 + 36x2 + 27
=72x*+54
Por lo tanto, (2x + 3)* — (2x — 3)3 = 72x? + 54.

b) Sea a + b = x; entonces (a + b + ¢)? = (x + ¢)? corresponde al cuadrado de un binomio:

(a+b+c)=(x+c)? sustituira + b = x,
=x?+2xc+? desarrollar el cuadrado de un binomio,
=(a+b)*+2(a+b)c+c? sustituirx =a + b,

=q*+2ab+b*+2ac+2bc+c?

=a?+ b?+c*+2ab +2ac+2bc
=a?+ b*+c*+2(ab+ac+ be).

Luego, (a+ b +c)*=a?+ b*+c*+2(ab + ac + be).

En general

Al desarrollar combinaciones de productos notables:
1. Se identifican primero cuales son los productos notables involucrados en la expresion.
2. Se desarrollan los productos teniendo cuidado con los signos.
3. Se reducen los términos semejantes, si los hay.

b d
Problemasw
1. Desarrolla lo siguiente:

a) (5x + 11)(5x — 6) + (x — 2y)(x + 2y) b) (10x — y)* + (x — 10y)?
) (x—1)2+(x+2)*+ (x+4)(x-5) d) (x + 4y)® + (x — 5y)3
e) (%x +%y—1)(%x+%y + 1) f) (\Ex+\/§y)(\/§x—\ﬁy)—(x+y+ 1)

2. Utiliza productos notables para resolver lo siguiente:

a) éCual es el valor numérico de a>—b?sia+b=25ya—b=10?
b) éCudl es el valor numérico de ab sia*+ b*=58ya + b =10?
c) Sin utilizar calculadora encuentra el resultado de 1013.

®




Indicador de logro

1.7 Desarrolla operaciones con polinomios utilizando los productos notables.

Posibles dificultades

En esta clase se retoman todos los productos no- Recuerde a sus estudiantes que deben identificar
tables estudiados anteriormente; en esta ocasion los productos notables involucrados en la expre-
estan incluidos dentro de expresiones algebraicas sién algebraica antes de empezar a desarrollar.
las cuales hay que desarrollar y escribir en su mi- Aunque la factorizacion ya se ha visto en noveno
nima expresion. grado no se recomienda utilizarla en este momen-
to, pues el contenido se retomara posteriormente

Y y. Ken esta unidad. y.

Solucién de problemas:

1a) (5x + 11)(5x —6) + (x — 2y)(x + 2y) = (5x)* + (11 — 6)(5x) + 11(-6) + x* — (2y)?
=25x% + 25x — 66 + x* — 4y?
=26x>—-4y>+25x - 66

1b) (10x —y)? + (x — 10y)? = (10x)? — 2(10x)y + y* + x* — 2x(10y) + (10y)?
=100x? — 20xy + y? + x> — 20xy + 100y?
=101x? — 40xy + 101y?

1o) (x— 1)+ (x+2)*+ (x+4)(x-5)=x*-2x+1+x>+4x+ 4+ x*—x—20
=3x?+x—15

1d) (x + 4y)® + (x — 5y)° = x° + 12x%y + 48xy? + 64y> + x> — 15x%y + 75xy* — 125y3
=2x% - 3x%y + 123xy* - 61y3

1 1 1 1 1 1.V .2
=x+=y—-1){=x+=y+1)=(=x+=y) -
19)(2x 2Y 1)(2x 2” 1) (2x 2y) !
=% 2+%xy+%y2_1 En 9° grado se demostro que:

(a+b+c)?=a?+b*+c*+2ab+2bc+2ca
1) (V2 +V3y) (V22 =\By) = (x + y + 1) = (V2x) =(V3y) = [ + 37 + 1+ 2(xy + 2+ )]

=2 =3y —x?—y*—1-2xy—-2x—-2y

=x?-2xy —4y*-2x-2y -1

2a) Se sabe que (a + b)(a — b) = a* — b? se sustituyen a + b =25y a— b = 10 en lo anterior:

— 2 _ ]2
(252)(152) B CZtSO b En los problemas 2a) y 2b) NO deben encon-
a - = trarse los valores de a y b.
Por lo tanto, el valor numérico de a? — b? es 250.

2b) Se sabe que (a + b)? = a? + 2ab + b?; se despeja ab y se sustituyen a?> + b*=58 ya + b = 10:
2ab=(a+b)*—(a?+ b?)
2ab=100-58=42
ab=21
Por lo tanto, el valor numérico de ab es 21.

2¢) 1013 = (100 + 1) = 1003 + 3(100%)(1) + 3(100)(12) + 13
= 1000000 + 30000 + 300 + 1

=1030301
@ Sugerencia metodolégica



1.8 Practica lo aprendido

1. Desarrolla los siguientes productos:
a) (x+7)(x—5)
d) (y —10)(y +8)
g) (x+5)(x-5)

2. Desarrolla los siguientes productos:
a) (3x+7)(3x+2)
d) (9x + 4y)?
g) (10m + 7n)(10m —7n)

a) (2x-3)(x—4)
d) (Zx + %)(?mc +

3)

b) (m + 8)?
e) (y -4y

WG -2)5 )

") (5= 59) (5 + 59)

b) (x +6)(3x +5)

e) (Sn + %) (4n -

1

c) (n—6)(n—3)
f) (x + 6)2
i) (n—2V2)(n+22)

) (sn-5)(5n-5)

f) (22 + 3 y)?
i) (Var + Ay )(x =Aly)

. Desarrolla los siguientes productos de la forma (ax + b)(cx + d):

c) (4y—3)(5y +2)
f) (%x - 8) (%x + 3)

5)

4. Determina los nimeros enteros a, b, ¢ o d para que sea verdadera la igualdad:

a) (x+ b)(cx—6) =2x2+12x— 54

c)(ax+1)(cx+5)=8x*+22x+5

5. Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

a) (m+3)3

d) (y - 4)°

g) (10x + 3y)?

6. Desarrolla lo siguiente:
a) (3x+4)(3x—4)—(2x +5)(2x-9)

o) 2x—-yP - (x+yP
e) (3x—7)(4x +5) + (52 + 1)(5x —6)

7. Resuelve lo siguiente:

b) (v + 10)3
e) (5-m)’

h) (%m - Sn)3

b) (2x —5)(cx + d) = 6x? — 35x + 50

d) (5x+ b)(cx+d) =10x?-9x -9

b) (x + 3y)? + (2x — 5y)?
d) (3x—4y +5)(3x—4y-05)
f) (x+9)(2x—11) + (x—5)?

a) ¢Cual es el valor numérico de (a—b)?sia*+ b>*=40y ab=12?
b) éCual es el valor numéricode a+ bsia?—b*=24ya-b=2?
c¢) Utilizando productos notables, calcula el resultado de las siguientes operaciones:

¢ 1032

* 105(95)

e 45(55)

d) Sea x = 445, calcula el resultado de la operacién: 446(444) — 447(443)
escribiendo las cantidades en términos de x y utilizando productos notables.
e) Demuestra que (x +y)> = x° + ¥* + 3xy(x + y).

7
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1.8 Resuelve problemas correspondientes a productos notables.

Solucién de problemas:

1la) x>+ 2x—35 1b) m?+ 16m + 64

1d) y*—2y-80 le)y?—8y +16
1g) 22 - 25 1h)%— 2
2a) 9x? + 27x + 14 2b) %yz -2y—-45

2d) 81x2 + 72xy + 16)2 2e) 9x2 — 2xy + %yz

2 _ 2 i 2 __ T
2g) 100m?*—49n 2h) e X =gy

3a) 2x? - 11x+ 12 3b) 3x2 +23x + 30

3d) 622 + ~ x+§ 3e)20n2—2n—§

4a)b=9,c=2 4ab)c=3,d=-
ad)b=3,c=2,d=-3 5a) m®+9m? + 27m + 27

5c) x° + x+1—12x ﬁ 5d) y*—12y? + 48y —64

5f) x° — %x e 5g) 10005 + 9005y + 270xy? + 27y
5h) — 125 %mzn +15mn?-125n?

6a) 5x% + 8x + 29 6b) 5x> — 14xy + 34y?

6d) 9x2 — 24xy + 16y? — 25 6e) 37x>—38x — 41
7a) (a-b)?*=a*+b*-2ab=40-24 =16

a? —b2 24

7b) a+b= > 7 =12

7c) 1032 = (100 + 3)? 105(95) = (100 + 5)(100 - 5)
=10000 + 600 +9 =10000 - 25
=10609 =9975

7d) 446(444) — 447(443) = (445 + 1)(445 — 1) — (445 + 2)(445 - 2)
=(x+1)(x—1)—(x+2)(x-2)
=x’-1-x*+4
=3

7€) (x +y)? = x° + 3x%y + 3xy? + )3

=x° + y3 + (3x%y + 3x)?)
=x*+y* +3xy(x +y)

7

se extrae factor comun 3xy.

1c) n? —%n+3
1f) x? + 12x + 36

1i) n>-8

4
2c) 25n2-5n + >

2f) 4x2 + &\3xy + 3y?

2i) x—y

3c) 20y’ -7y -6

3f) —x -x-24
4c)a=4,c=2

5b) y3 + 30y + 300y + 1000

5e) 125-75m + 15m? — m?

Al ordenar los términos en 5e) se
tiene —m? + 15m?—75m + 125

5i) x\x + 3x\y + 3vxy + y\y
6c) 7x° — 15x%y + 3xy? — 2y?

6f) 3x>-3x—-74

45(55) = (50 — 5)(50 + 5)
=2500-25
= 2475

sea x =445,

se aplican propiedades conmutativa y asociativa,
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1.9 Factor comin monomio y polinomio

Problema inicial

Factoriza los siguientes polinomios: Identifica el factor comun en los términos del
polinomio del literal a). En el literal b) asocia las

a) 10x2y + 6xy2 - 8xy b)xy+3x+2y+6 parejas de términos que tienen factor comun.
Solucién
a) Se debe identificar el factor comun en los términos del polinomio:
10x%y = 2(5)(x)(x)(y) = 2xy(5x)
bxy? = 2(3)(x)(y)(y) = 2xy(3y)
—8xy = —2(4)(x)(y) = —2xy(4)

se extrae dicho factor y escribiendo como producto de un monomio por un polinomio se tiene:
10x%y + 6xy* — 8xy = 2xy(5x) + 2xy(3y) — 2xy(4)
=2xy(5x + 3y —4).

Por lo tanto, 10x*y + 6xy* — 8xy = 2xy(5x + 3y — 4).

b) Los cuatro términos del polinomio no poseen factor comun. Sin embargo, el primer y segundo término
tienen factor comun x; mientras que el tercer y cuarto término tienen factor comun 2. Se asocian estas
dos parejas y se extrae el factor comun en cada caso:

xy+3x+2y+6=(xy+3x)+[2y + 2(3)]
=x(y+3)+2(y+3).

sea m =y + 3; sustituyendo en la expresién anterior y extrayendo factor comin m se obtiene:
xy+3x+2y+6=xm+2m
=(x +2)m.
Luego, xy +3x+ 2y + 6 = (x + 2)(y + 3).

Conclusién
Factorizar un polinomio significa escribirlo como producto de polinomios mas simples; a dichos polinomios
simples se les llama factores. Si todos los términos de un polinomio tienen en comin un monomio, entonces
se extrae ese monomio y se escribe como producto de un monomio por un polinomio:

ma+mb+mc=m(a+b+c).

Si los términos del polinomio no tienen factor comun pero estos pueden asociarse en grupos de términos
con un factor comun diferente en cada grupo, entonces:

1. Se extrae el factor comun en cada grupo. Al proceso de factorizar
. . ., i o asociando términos que
2. Si al hacer lo anterior en la expresiéon quedan monomios multiplicados por tengan el mismo factor

un mismo polinomio, entonces se extrae este polinomio comun: comln también se le

llama factor comun por

ma +mb+na+nb = mia + b) +nia+ b) agrupacion de términos

= (m +n)(a + b).

b d
Problemas.

Factoriza los siguientes polinomios:

a) x% + xy? b) 2a - 8ab c) x%y? — X%y + xy

d) -10a?b? + 5ab* - 15abc e) —12xy? + 20x? + 16xy f) 12a2b%c — 6ab’c? + 18abc
g)mn—-4m+3n-12 h) xy —2x -5y + 10 i)2ab-12a+b-6
j)3xy—7x—12y + 28 k) 6mn + 8m + 15n + 20 1) x%y — 3xy? + 8x — 24y

m) %xﬁ%xﬂ%x n) 10v2a?b + 62 ab o) tm2+imn+im+in

2 2 3 3 @

J
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1.9 Factoriza polinomios cuyo factor comin es un monomio o un polinomio, utilizando las propiedades

asociativa y distributiva.

En esta clase se repasa la factorizacion extrayendo
el factor comun monomio, vista en noveno grado.
Se agrega ademas la factorizacidon extrayendo el
factor comun polinomio, conocida también como
factor comun por agrupacion de términos (en la
clase no se utiliza este nombre, se espera que el
estudiante identifique los casos donde debe agru-
par los términos).

_

Posibles dificultades

Propésito

En el Problema inicial, el literal a) es para recordar
como factorizar extrayendo factor comun; en el
literal b) debe indicar que asocien o agrupen los
términos, tal como dice el recuadro de la pista.
En el bloque de Problemas los estudiantes deben
identificar en cudles polinomios es necesario aso-
ciar los términos para factorizar.

- /

Recuerde a los estudiantes, cuando resuelvan el bloque de Problemas, identificar si todos los términos del
polinomio tienen factor comun o es necesario agruparlos. También aclararles que la manera de asociar los
términos puede ser diferente, pero deben llegar a la misma respuesta (los factores solamente apareceran

conmutados).

Solucién de problemas:

a) x* + xy® = x(x) + x(y?)
= x(x +?)

c) xX%y? — x%y + xy = xy(xy) — xy(x) + xy %y =1xy
= xy(xy —x + 1)

e) —12xy* + 20x* + 16xy = 4x(-3y° + 5x + 4y)

El resultado también puede ser —4x(3y? — 5x — 4vy).

ggmn-4m+3n-12=m(n-4)+3(n-4)
=(m+3)(n-4)

b) 2a — 8ab = 2a - 2a(4b)
=2a(1-4b)

d) —-10a?b? + 5ab? — 15abc = 5ab(-2ab + b — 3c¢)

El resultado también puede ser —=5ab(2ab — b + 3c).

f) 12a%b?c — 6ab?*c? + 18abc = 6abc(2ab — be + 3a)

h) xy—-2x—-5y+10=x(y—2)-5(y—-2)
=(x-5)(y-2)

i)2ab-12a+b-6=2a(b—6)+(b—6) (b—6)=1(b-6) j)3xy—7x—12y +28=x(3y—-7)—4(3y—-7)

=(2a +1)(b-6)

k)6mn+8m +15n+20=2m(3n +4) +5(3n + 4)
=(2m +5)(3n +4)

o e o (e (13 )
SURENE

., .1
También puede extraerse el factor comun Ex, de

esta forma el resultado seria %x(4x2 +2x+1).

= (x-4)3y~7)

1) x*y — 3xy? + 8x — 24y = xy(x — 3y) + 8(x — 3y)
= (xy + 8)(x —3y)

n) 102 a2b + 62 ab = 2+/2ab(5a) + 2~\2ab(3)

=2+2ab(5a + 3)
1,1 1 1.1 1
o)Zm +2mn+3m+3n—2m(m+n)+3(m+n)
=<%m+%)(m+n)
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1.10 Factorizacion de trinomios de la forma x? + (a + b)x + ab

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios en la forma (x + a)(x + b):
a)x?+10x + 16 b) y*—y-20

(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab

Solucién
a) Para factorizar x? + 10x + 16 en la forma (x + a)(x + b) deben buscarse dos nimeros cuya suma sea igual
a 10y cuyo producto sea 16. Como la suma es positiva entonces ambos nimeros deben ser positivos:

Pareja Producto Suma

ly1le 16 17 Puedes desarrollar el producto
—_— 2y8 16 10 (o + 2)(x + 8) para verificar si la
factorizacion es correcta.

Luego,a=2y b=8,yx*+10x+ 16 = (x + 2)(x + 8).

b) De forma similar al literal anterior, se buscan dos niUmeros cuya suma sea igual a —1 y cuyo producto
sea —20. Como el producto de ambos es negativo, uno de ellos debe ser positivo y el otro negativo:

Pareja Producto Suma

-1y 20 -20 19 Se puede descomponer el nimero
-2y 10 20 8 20 en sus factor-es primos para en-
contrar las parejas: 20 = 2(2)(5).
—-4y5 =20
— 4y-5 =20 -1

Porlotanto,a=4yb=-5yy*—y—20=(y+4)(y-5).

Conclusién
Para poder factorizar un trinomio en el producto notable (x + a)(x + b) debe verificarse que, dentro de los
términos del trinomio se encuentren: x?, otro término con variable x y el otro sin variable (término inde-
pendiente). Sean m y n nimeros positivos:

a) Si el trinomio es x* + mx + n entonces se buscan dos niimeros positivos cuyo producto sea n y cuya suma
sea m.

b) Si el trinomio es x> — mx + n entonces se buscan dos nimeros negativos cuyo producto sea n y cuya
suma sea —m.

c) Si el trinomio es x> + mx — n 0 x> — mx — n entonces se buscan dos nimeros, uno positivo y el otro ne-
gativo cuyo producto sea —n y cuya suma sea m o —m, segun sea el caso.

*
Problemasv

1. Factoriza los siguientes polinomios:

a)x’+7x+6 b) x*—9x + 14 c)y*-3y-40
d) y?+2y—-15 e)a’+2a-63 f) 62— 12b + 20
g) y*+ 14y + 40 h) x?—2x-35 i) x?—12x + 27
j)y*+5y-24 k) a* + 15a + 56 l) b2—9b-22
2. Sin desarrollar los productos, factoriza cada uno de los siguientes polinomios:
a)(x—1)2-2(x—-1)-24 Sustituye y =x— 1. b) (x + 1)’ +10(x + 1) + 21
c)(x—=2)2+5(x-2)-50 d) (x—3)>-5(x—3)+6

O
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1.10 Factoriza trinomios de la forma x? + (a + b)x + ab en el producto notable (x + a)(x + b).

En esta clase se repasa la factorizacién de trino-
mios de la forma x? + (a + b)x + ab vista en noveno
grado. Para ello se recuerda el desarrollo del pro-
ducto notable de la forma (x + a)(x + b). En el blo-
gue de Problemas se agregan casos donde debe
realizarse un cambio de variable para utilizar esta
factorizacion.

Posibles dificultades

En los trinomios del Problema inicial, recuerde a
los estudiantes que deben encontrar dos nimeros
enteros cuyo producto sea igual al término inde-
pendiente y cuya suma sea igual al coeficiente de
la variable con exponente 1. Por ser una clase de
repaso, puede optar también por comenzar por la
Conclusion.

- AN /

Solucién de problemas:

1a) El coeficiente de x es positivo al igual que el tér-
mino independiente. Entonces deben encontrar-
se dos numeros positivos cuyo producto sea 6y
cuya suma sea 7:

Pareja Producto Suma

—_— ly6 6 7

Por lo tanto, x> + 7x + 6 = (x + 6)(x + 1).

1c) El término independiente es negativo. Entonces
deben encontrarse dos nimeros, uno positivo
y otro negativo, cuyo producto sea —40 y cuya
suma sea —3. Los que satisfacen lo anterior son
5y -8; por lo tanto, y*— 3y —40 = (y + 5)(y — 8).

le)a*+2a-63=(a+9)(a-7)
1g) v+ 14y + 40 = (y + 10)(y + 4)
1) x?—12x+ 27 = (x—3)(x—-9)

1k) a*+ 15a +56 = (a + 8)(a + 7)

1b) El coeficiente de x es negativo y el término in-
dependiente es positivo. Entonces deben encon-
trarse dos numeros negativos cuyo producto sea
14 y cuya suma sea —9:

Pareja Producto Suma
-1y-14 14 -15
—> | 2y-7 14 -9

Porlo tanto, x>—9x+ 14 = (x—2)(x—7).

1d) El término independiente es negativo. Entonces
deben encontrarse dos nimeros, uno positivo
y otro negativo, cuyo producto sea —15 y cuya
suma sea 2. Los que satisfacen lo anterior son
5y-3; por lo tanto, y*+ 2y — 15 = (y + 5)(y — 3).

1f) b>—12b + 20 = (b — 2)(b - 10)
1h) x*—2x—-35=(x+5)(x—7)

1j) y*+5y—24=(y + 8)(y — 3)
1) 52— 9b-22 = (b + 2)(b - 11)

2a) Sea y = x—1, sustituyendo en el trinomio original se tiene y?> — 2y — 24. Este Ultimo se factoriza en el pro-
ducto (y + 4)(y — 6); sustituyendo nuevamente y = x — 1 se obtiene:
(x—1)-2(x—-1)-24=[(x—1) +4][(x—1) - 6]
=(x+3)(x-7)

Por lo tanto, (x—1)?—2(x—1)-24 = (x + 3)(x— 7).

En los problemas 2b), 2c) y 2d), los es-
tudiantes pueden utilizar una estrategia

2b) (x+1)2+10(x+1)+21=[(x+ 1)+ 7][(x+ 1) + 3] = (x + 8)(x + 4) como la presentada en 2a), es decir, ha-

cer el cambio de variable, o factorizar

2¢) (x—2)2+5(x—2)-50=[(x—2)+10][(x—2)=5] = (x + 8)(x—7) directamente. Queda a criterio de ellos

factorizar como les resulte mas compren-

2d) (x—3)>—5(x—3) + 6 =[(x—3) - 2][(x—3) - 3] = (x - 5)(x — 6) sible.
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1.11 Trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados, parte 1

Problema inicial

Factoriza los siguientes polinomios: (x+ )2 = x% + 2ax + a2
a)x*+12x+36 b) y*—100 (x+a)lx—a)=x*-a
Solucién

a) El primer término del trinomio y el término independiente son cuadrados, pues x? es el cuadrado de x y
36 es el cuadrado de 6. Ademas, 12x = 2(6)(x).

Entonces: x>+ 12x + 36 = x* + 2(6)(x) + 6%
Lo anterior corresponde al desarrollo del cuadrado de un binomio, x? + 2(6)(x) + 62 = (x + 6)%
Por lo tanto, x2 + 12x + 36 = (x + 6)2.
b) Ambos términos del binomio son cuadrados: y*>— 100 = y>— 102
Lo anterior corresponde al desarrollo de una suma por diferencia de binomios, y*—10%= (y + 10)(y — 10).
Luego, y*—100 = (y + 10)(y — 10).
Conclusién
El trinomio de la forma x? £ 2ax + a? se llama trinomio cuadrado perfecto. Este se factoriza como el cua-
drado de un binomio de acuerdo al signo del segundo término:
x2+2ax+a?=(x+a)?
x*—2ax+a*=(x—a)’
Para determinar si un trinomio es trinomio cuadrado perfecto debe comprobarse que el término indepen-
diente es el cuadrado de algin nimero, luego comprobar que el doble de ese nimero es igual al coeficiente
de la variable de primer grado. Por otro lado, el polinomio de la forma x? — a? se llama diferencia de cua-

drados, y se factoriza:
x2—a’=(x+a)lx-a).

*
Problemas.w

1. Factoriza los siguientes polinomios:

a)x’—6x+9 b) y2+ 10y + 25 c)b>-8b +16
d)x2—4 e)a?-36 f) 49 - y?
2 1 21, .1 N2y Zyp L
glb2+b+ h)a? = Sx+ ¢ )y’ +30+5
Vg2 L a_ 1 4 _
o= 5 S N g-v
2 25 -3, 59 SV ~
m) x% + 5x + 2 n)y AT o) x =X+ 100
2_ 36 a_ 4 81 _ 12
P a*= 73 Ay~ 57 gg—b

2. Sin utilizar calculadora, determina el resultado de las siguientes operaciones:
a) 77?2 -232 b) 9982 -4 c) 972+6(97)+9

U
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Indicador de logro

1.11 Factoriza polinomios que son trinomios cuadrados perfectos o diferencia de cuadrados en los produc-

tos notables (x £ @)’y (x + a)(x — a).

En esta clase se repasa la factorizacién de trino-
mios cuadrados perfectos y diferencia de cuadra-
dos, vista en noveno grado. Observe que el coefi-
ciente de la variable con exponente dos siempre
es 1. En el bloque de Problemas se agregan opera-
ciones aritméticas que deben resolverse utilizan-
do estas dos factorizaciones.

.

/

Solucién de problemas:

1a) x?—6x + 9 = x2— 2(3)(x) + 32
= (x—3)?

1c) b2—8b + 16 = b2 —2(4)b + 42
=(b-4)

le) a*—36=qa’—- 62
=(a+6)(a-06)

S L
o3

3+ 2yedaoedf

w4 - 3o-3

o

7 49 ( 7)2
—xXx+—= -
5 100 10

)l -33)

(77 +23)(77 - 23)
(100)(54)
= 5400

25

1m) x?+5x + 2

1lo) x?—

4
2 __ -
1a) - 31 -(y ¥

2a) 772 - 23?

2c) 972+ 6(97) + 9 = 972 + 2(3)(97) + 32
=(97 + 3)?
= (100)?
= 10000

Posibles dificultades

Recuerde el desarrollo de los productos notables
(x+a)y (x+ a)x— a) para que los estudiantes
puedan factorizar los polinomios del Problema
inicial. En el bloque de Problemas, en el numeral
2, si los estudiantes tienden a querer desarrollar
los productos para calcular los resultados de las
operaciones entonces desarrolle el literal a) como

ejemplo.
KJ p

1b) y? + 10y + 25 = y* + 2(5)(y) + 52
=(y+5)

1d) x> — 4 = x? - 22
=(x+2)(x-2)

1f) 49— y* =72 - y?
=(7+y)(7-y)

1 1 1)\2
—r 4+ — = - =
£+ 36 =(x-3)

2_
1h) x > G

03~ o) -
I N

2b) 9982 —4 = (998 + 2)(998 - 2)
=(1000)(996)
=996 000

Sugerencia metodolégica



1.12 Trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados, parte 2

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:

a) 49x* — 28xy + 4y? b) 121x% - 16y?
Solucién
a) El primer término del trinomio es el cuadrado de 7xy el tercer término es el cuadrado de 2y:
(7x)* = 49«7
(2y)? = 4y?
ademas, — 2(7x)(2y) = — 28xy, por lo que 49x? — 28xy + 4y?* es un trinomio cuadrado perfecto y se facto-
riza:

49x2 — 28xy + 4y* = (7x)* — 2(7x)(2y) + (2y)*
= (7x—2y)?
Por lo tanto, 49x* — 28xy + 4y? = (7x — 2y)>.

b) El primer término es el cuadrado de 11x mientras que el segundo es el cuadrado de 4y:
(11x)* = 121x?
(4y)* = 16y
entonces 121x? — 16y? es una diferencia de cuadrados y se factoriza:
121x? — 16y% = (11x)? — (4y)?
=(11x +4y) (11x —4y)
Por lo tanto, 121x? — 16y% = (11x + 4y)(11x — 4y).

En general
El trinomio de la forma a?x? + 2abxy + b*y? es un trinomio cuadrado perfecto y se factoriza:

(ax)? + 2(ax)(by) + (by)? = (ax + by)?
(ax)’ - 2(ax)(by) + (by)* = (ax — by)>.

El binomio de la forma a?x? — b%y? es una diferencia de cuadrados y se factoriza:
(ax)? = (by)? = (ax + by) (ax — by).

>
Problemasv

1. Factorizalos siguientes polinomios:

a) 4x? + 20xy + 25> b) 9x? — 12xy + 4y? c) 25a% + 60ab + 36b2
d) 9x? — 100y? e) 25x% — 16y? f) 49a2 - 4b?

1.5 2 2 _ 1. a4, 1 1.5
g)4x +Xy+y h) 9x 3xy+4y i) 9 Xt XY ey
N1 25 1 4 25
i) g% -9y k) 5-a? -5 0 ) 57%° = 5°
m) 4x? + 42 xy + 2y? n) 5a2 - 2+15 ab + 3b? 0) 6x2 + 843 xy + 8)2
p) 100a? — 7b2 q) 6x%— %yz r) 8x% — 11y?

2. Sin desarrollar los productos, factoriza los siguientes polinomios:
a)9x? +6x(y+2)+(y+2)® Sustituyez=y+2. b) (a —3)>-10(a - 3)b + 25b?
c) (2x+1)2+2(2x+1)(3y—4) + (3y—4)* d) 16a%— (b + 5)?
e)(x+9)2—(y-9)? f) 2% + y? + 2xy + 10x + 10y

@




Indicador de logro

1.12 Factoriza polinomios que son trinomios cuadrados perfectos o diferencia de cuadrados en los produc-

tos notables (ax + by)?y (ax + by)(ax — by).

En esta clase se continua con la factorizacion de
trinomios cuadrados perfectos y diferencia de
cuadrados. En los polinomios utilizados (Proble-
ma Inicial y el bloque de Problemas), el coeficien-
te de las variables con exponente dos es diferente

de 1.
\

Solucién de problemas:
1a) 4x? + 20xy + 25y% = (2x)* + 2(2x)(5y) + (5y)*
= (2x + 5y)?

1c) 25a% + 60ab + 36b% = (5a + 6b)?

1e) 25x% - 16y? = (5x)* — (4y)?
= (5x + 4y)(5x — 4y)

ey (b e
frees)
3w b o e bf

1k) 29—5a2 - %bz = (%a + %b)(ia - lb)

1m) 4x? + 4\2xy + 2y = (Zx +\/§y)2
10) 6x2 + 8\3xy + 8y2 = (\/Ex + 2\/§y)2
a_ 1o 1 _1
1q) 6x° - 5oy* = (\/Ex * 5y) (\/éx sy)
2a) 9x? + 6x(y + 2) + (y + 2)* = 9x? + 6x2 + 22

= (3x + 2)?
Se sustituye z=y + 2. - (3x+y+ 2)2

2c) (2x+1)*+2(2x+1)(3y—4)+ By —-4) =w? + 2wz + 2= (w + 2)?

2d) 16a*— (b +5)*=(4a+ b +5)(4a—b-5)

Posibles dificultades

Si los estudiantes no pueden factorizar los poli-
nomios del Problema inicial, puede recordarles el
desarrollo de los productos notables (ax + by)*y
(ax + by)(ax — by).

N

1b) 9x? — 12xy + 4y? = (3x)* — 2(3x)(2y) + (2y)?
=(3x—2y)?

1d) 9x? — 100y? = (3x + 10y)(3x — 10y)

1f) 490> - 4b* = (7a)* - (2b)?
= (7a + 2b)(7a - 2b)

2 _ 1o (3p— LF
1h) 9x 3xy+4y —<3x zy)

1j) a2 -9y = (%x 4 3y)(%x - 3y)
Bl 3

1n) 502 - 2VI5ab + 36 = (Y5a —\38)
1p) 10042 — 762 = (10a +\7b)(10a ~\7b)

1r) 8x? — 11y? = (2\/§x + \/ﬁy)(zxﬁx —\/ﬁy)

2b) (a —3)*-10(a—3)b + 25b% = 22— 10zb + 25b°
=(z—-5b)?
Se sustituye z=a — 3. - (a—5b—3)2

, Se sustituye w =2x+1
=(2x+1+3y_4) yz:3y—4'

=(2x+3y-3)?

2e) (x+9)2—(y—-9) =(x+9+y-9)(x+9-y+9)
=(x+y)(x—y+18)

2f) x>+ y>+ 2xy + 10x + 10y = (x + ¥)> + 10(x + y) = (x + y)(x + ¥ + 10)

7
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1.13 Método de la tijera, parte 1

Problema inicial
El polinomio 2x? + 13x + 15 no es un trinomio cuadrado perfecto; sin embargo puede factorizarse en la
forma (ax + b)(cx + d) realizando lo siguiente:

1. Descomponer 2 y 15 como producto de dos factores.
2. En el siguiente esquema, sustituye los valores de a y ¢ por los factores de 2, y los valores de b y d por
factores de 15. Realiza las operaciones indicadas hasta que se cumpla ad + bc = 13.

~

ax b —» bex
Multiplicar# *Multiplicar *Sumar
cx d —> adx
acx? bd (ad + be)x
3. Escribe 2x? + 13x + 15 como (ax + b)(cx + d).
Solucién
1. Los numeros 2 y 15 pueden descomponerse como producto de dos factores de las siguientes maneras:
— _ ] 1(15) El producto es conmutativo,
2=1(2) 15= { 3(5) por tanto 1(2) = 2(1).
2. Se sustituyen los valores de a y ¢ por los factores de 2, y los valores de b y d por factores de 15 hasta que
ad+bc=13:
eSia=1yc=2,b=1yd=15: 1x 1 —» 2x
Multiplicar¢ *Multiplicar *Sumar
2x 15 —> 15x
2% 15 @o X
eSia=1yc=2,b=3yd=5: 1x 3 —»  6x
Multiplicar¢ *Multiplicar *Sumar
2x S T 5x
212 15 A X
eSia=1yc=2,b=5yd=3: 1x 5 —» 10x
Multiplicar¢ *Multiplicar *Sumar
2x 3 — 3x

262 15 GV
3. De lo anterior se obtiene: 2x? + 13x + 15 = (x + 5)(2x + 3).
Conclusién
Sea un trinomio de la forma mx? + nx + p con m, n y p enteros diferentes de cero. Si existen a, b, ¢y d

ndmeros enteros tales que ac =m, bd = p y ad + bc = n entonces:
mx? + nx + p = (ax + b)(cx + d).

*>
Problemas,

Factoriza los siguientes polinomios utilizando el esquema del Problema inicial:

a)3a’+8a+5 b) 2x*+7x+3 c)2x*+9x+9
d)2y?+ 11y + 12 e)3y’+8y+4 f)3a*+ 17a + 20
g) 4x?+5x+1 h) 6x?+11x+3 i) 8y*+22y+5
j) 6y*+ 23y + 20 k) 6x?+ 17x + 12 1) 1002 + 27a + 18

52
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Indicador de logro

1.13 Utiliza el método de la tijera para factorizar trinomios en el producto (ax + b)(cx + d) donde a, b, cy

d son enteros positivos.

En noveno grado y en las clases anteriores, so-
lamente se factorizaban trinomios de la forma
x* + (a + b)x + ab o trinomios cuadrados per-
fectos. En esta clase se introduce el método de
la tijera para factorizar trinomios en el producto
notable (ax + b)(cx + d). Observe que, tal como
lo enuncia el indicador de logro, solo se utilizan
trinomios cuyos valores de a, b, ¢y d son enteros
Kposi’tivos.

Posibles dificultades

El Problema inicial enuncia los pasos a seguir
cuando se factoriza aplicando el método de la
tijera; para esta clase solamente se tomardn tri-
nomios cuyos coeficientes son positivos para que
los estudiantes vayan familiarizandose con el pro-
cedimiento. Desde el literal a) hasta el f) el coefi-
ciente de la variable con exponente 2 es un nime-
ro primo, esto reduce el nimero de ensayos.

N

Si con la Solucion del Problema inicial los estudiantes aun tienen dificultades entonces desarrolle el literal
a) del bloque de Problemas como un ejemplo, explicando paso a paso la soluciéon del mismo.

Solucién de problemas:

a) la 1 — 3a
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
3a 5 —*> 5a
3a? 5
Luego, 3a’+8a +5=(a+1)(3a+5).
c) 1x 3 — 6x
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
2x 3 —> 3x
262 9
Luego, 2x?+9x + 9 = (x + 3)(2x + 3).
e)
Multiplicar i, >< * Multiplicar Sumar
Luego, 3y +8y+4= (y +2)(3y +2).
g) 1x 1 — 4x
Multiplicar * * Multiplicar * Sumar
dx 1l — 1x
4x? 1 G
Luego, 4x?>+5x+ 1= (x+ 1)(4x + 1).
i)8y*+22y+5=(2y+5)(4y +1)

k) 6x*+17x+ 12 = (2x + 3)(3x + 4)

b) 1x 3 —» 6x
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
2x 1 —> 1x
262 3 @
Luego, 2x* + 7x + 3 = (x + 3)(2x + 1).
d) 8
Multlpllcarf *Multlpllcar i,Sumar
3 —> 3y
2y2 12 Qw

Luego, 2y* + 11y + 12 = (y + 4)(2y + 3).

f) la 4 — 12a
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
3a 5 —> 5a
32 20

Luego, 3a*+ 17a + 20 = (a + 4)(3a + 5).

h) 2x 3 — 9x
Multiplicar ‘ ‘ Multiplicar * Sumar
3x 1 —> 2
6 3 @w
Luego, 6x? + 11x + 3 = (2x + 3)(3x + 1).
j)6y*+ 23y +20=(2y +5)(3y + 4)
1) 10a? + 27a + 18 = (2a + 3)(5a + 6)

=1
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1.14 Método de la tijera, parte 2

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:
a) 2x*—-5x—-12 b)3y?—11y+8

Utiliza el método visto en la clase anterior.

Solucién
a) El coeficiente de x? y el término independiente deben escribirse como producto de dos nimeros enteros.
Como el término independiente es negativo entonces debe ser el resultado de multiplicar un nimero
negativo por uno positivo. Los nimeros 2 y —12 pueden escribirse como producto de dos factores de la
siguiente forma:
& 1(-12) 0 -1(12)
2=1(2) -12 = 1 2(-6) 0 -2(6)
3(-4) 0 -3(4)

Debe tenerse en cuenta lo siguiente: el resultado de ad + bc al sustituira=1,¢c=2,b=1yd=-12no
serd el mismo sisetomana=1,c=2, b =-12y d = 1; es decir, intercambiar los valores de b y d dara
un resultado diferente para ad + bc. El método de la tijera es, por tanto, una estrategia para factorizar
trinomios que consiste en experimentar con posibles soluciones hasta encontrar la correcta; a esta
estrategia de resolucién de problemas se le Ilama ensayo y error.

eSia=1yc=2,b=1yd=-12:

1x 1 — 2
Multiplicar* * Multiplicar *Sumar Al sustituir b =-12yd =1
2x 12 —» —12x el resultado de ad + bc sera

o __12 igual a —-23.

eSia=1yc=2,b=2yd=-6:

1x 2 —» 4x
Multiplicar‘ * Multiplicar *Sumar
2x -6 —» —6x

2w 12 @X

eSia=1yc=2,b=3yd=-4:

1x 3 — 6x
Multiplicar¢ ¢ Multiplicar *Sumar
2x -4 —> -Ax

2% -12 @OX

eSia=1yc=2,b=4yd=-3:

1x 4 —» B8x
Multiplicar ¢ ¢ Multiplicar ¢ Sumar
2x -3 —> -3x

2x° 12 Go X

eSia=1yc=2,b=-4yd=3:

1x -4 —» -8x
Multiplicar¢ ¢ Multiplicar *Sumar
2x 3 — 3x

2 -2 Gy

Luego, 2x?—5x—12 = (x — 4)(2x + 3).

=2




b) Se toman a vy c positivos; el coeficiente de y es negativo, mientras que el término independiente es
positivo; esto indica que los nimeros b y d deben ser ambos negativos. Teniendo en cuenta lo anterior,
los nimeros 3 y 8 pueden escribirse como producto de dos factores de las siguientes formas:

i _ [-1(-8) 0-8(-1)
3=16) 8_{—2(—4)0—4(—2)

eSia=1yc=3,b=-1yd=-

-1 — 3y
Multlpllcarf >< *Multlpllcar *Sumar
-8 —> -8y

8 AV

Por lo tanto, 3y*—11y + 8 = (y —1)(3y — 8).

Conclusién
Sea un trinomio de la forma mx? + nx + p con m, n y p enteros diferentes de cero, y m positivo. Para
factorizarlo en el producto de la forma (ax + b)(cx + d) se realiza lo siguiente:
1. Se descomponen los nimeros m y p en dos factores:

a) si ny p son positivos entonces p debe escribirse como producto de dos nlimeros positivos;
b) si n es negativo y p es positivo entonces p debe escribirse como producto de dos nimeros negativos;
c) si p es negativo entonces debe escribirse como producto de un nimero positivo y uno negativo.

2. En el siguiente esquema, se sustituyen los valores de a y ¢ por los factores de m, y los valores de by d
por los factores de p, realizando todas las combinaciones hasta que ad + bc = n:

ax b — bcx
Multiplicar# *Multiplicar *Sumar
cx d —> adx

acx? bd (ad + be)x

3. Se escribe mx? + nx + p como (ax + b)(cx + d).

Al método anterior para factorizar trinomios se le llama método de la tijera por la forma cruzada en que se
multiplican ax y d, cx y b en el esquema; también se le conoce como método del aspa simple.

>
Problemasm
1. Factoriza los siguientes polinomios utilizando el método de la tijera:

a)2x’—x-10 b) 2y?—y—-15 c)3y*- 16y +5
d)5x2+2x-3 e)5a*—14a + 8 f) 72 —=5x-2
g) 4x?+ 17x - 15 h) 6y?—17y + 12 i) 8a?—18a -5

2.Sea n un numero entero tal que el trinomio 21x?* + nx + 21 puede factorizarse en el producto
(ax + b)(cx + d), con a, b, ¢y d nUmeros enteros. Explica por qué n es un numero par.

3. El binomio x + 1 es un factor del trinomio x? + mx — 2, es decir, x* + mx—2 = (x + 1)(x — b). Ademas, el
binomio 2x — 1 es un factor del trinomio nx? + 5x — 4. Con base en lo anterior, calcula el resultado de %

35
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Indicador de logro

1.14 Utiliza el método de la tijera para factorizar trinomios en el producto (ax + b)(cx + d) donde a, b, cy

d son enteros cualesquiera.

En esta clase se continua utilizando el método de
la tijera para factorizar trinomios en el producto
notable (ax + b)(cx + d), en este caso los nimeros
a, b, cy d pueden ser enteros positivos o negati-

En los trinomios del Problema inicial y del bloque
de Problemas se admiten coeficientes tanto posi-
tivos como negativos para que, en la Conclusion
se generalice el método de la tijera.

VOS.

I\

\_ /

Posibles dificultades

Si con la Solucidn del Problema inicial los estudiantes adn tienen dificultades para utilizar el método de la
tijera entonces desarrolle el problema 1a) del blogue de Problemas como un ejemplo, explicando paso a
paso la solucién del mismo.

Solucién de problemas:

1a) 1x 2 — 4x -3 —» -6y
Multiplicar* * Multiplicar *Sumar Multlpllcarfl >< * Multiplicar *Sumar
2x -5 —> -5x —> 5y
202 ~10 ) D)
Luego, 2x* —x — 10 = (x + 2)(2x - 5). Luego, 2y -y-15= (y -3)(2y +5).
1c) 3y’-16y+5=(y-5)(3y—-1) 1d) 5x2 + 2x—3 = (x + 1)(5x— 3)
le)5a*—14a+8 =(a-2)(5a-4) 1f) 72 - 5x -2 = (x - 1)(7x + 2)

1g) 4x* + 17x—15 = (x + 5)(4x — 3) 1h) 6y> - 17y + 12 =(2y - 3)(3y —4)

1i) 8a*—18a-5=(2a-5)(4a + 1)

2. Como 21x% + nx + 21 = (ax + b)(cx + d) entonces se cumple lo siguiente: ac = 21, bd =21y ad + bc = n.
De las primeras dos se deduce que a, ¢, by d son todos impares (pues los resultados de los productos son
iguales a un nimero impar). Entonces ad y bc también son nimeros impares; pero su suma, ad + bc, dard
como resultado un nimero par. Por lo tanto, ad + bc = n es par.

Para la solucidon del numeral 2 no es necesario una demostracion matematica exhaustiva.
Basta con que los estudiantes tengan la idea intuitiva de por qué se cumple que n es par.

LSix2+ mx—2=(x+1)(x— b) entonces —b =-1. Se sabe

también que nx*+5x—-4 =

=—2y1-b=m;deloanteriorresultab=2ym
(2x— 1)(cx + d) usando el método de la tijera:
* -1—> -—cx

y v

d—> 2dx

2cx? -d (—c+2d)x
Luego, —-d = -4 y —c + 2d = 5; al resolver las ecuaciones anteriores resulta d = 4 y ¢ = 3. Finalmente,
2c = n, es decir, n=6y%=_—61=—6.

=



1.15 Combinaciones de métodos de factorizacion, parte 1

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:

a) 6x*y — 4x* + 30xy — 20x b) 6x*y + 57xy + 27y

Solucién
a) Lo primero es extraer el factor comun de los términos del polinomio, luego utilizar alguna de las
factorizaciones vistas en las clases anteriores:

6x%y — 4x* + 30xy — 20x = 2x(3xy — 2x + 15y — 10) factor comun 2x,
= 2x[(3xy — 2x) + (15y — 10)] asociar los términos dentro del corchete,

=2x[x(3y—2) +5(3y—2)] extraer factor comun xy 5 respectivamente,
=2x(x+5)(3y—2) extraer factor comun 3y — 2.

Por lo tanto, 6x*y — 4x? + 30xy — 20x = 2x(x + 5)(3y — 2).

b) Igual que en el literal anterior, debe extraerse el factor comun de los términos del polinomio y luego
utilizar los métodos estudiados en clases anteriores para factorizar:

6x%y + 57xy + 27y = 3y(2x* + 19x + 9) factor comun 3y.

Se utiliza el método de la tijera para factorizar 2x* + 19x + 9:
Iy
2x

2x?

—

—

18x
!

o |l—‘<—k0

Por lo tanto, 6x*y + 57xy + 27y = 3y(x + 9)(2x + 1).

En general . =
. . . . . El Ministerio de Educacién (MINED) ha ela-
Cuando se factoriza un polinomio cualquiera, lo primero es | porado una serie de videos sobre Matema-
verificar si sus términos tienen un monomio comun, de ser asise | tica en lo cotidiano, uno de ellos presenta la
extrae este monomio y se factoriza el otro polinomio utilizando | factorizacion de polinomios. Puedes visuali-

cualquiera de los métodos vistos en las clases anteriores. zarlo en el siguiente enlace:
https://goo.gl/ZgIVzs

Problemas
1. Factorizalossiguientes polinomios:
a) 20xy* — 20xy — 15x b) 90x3 — 40xy?
c) 18x3y + 12x%y? + 2xy® d) 6ab®*—33ab? + 36ab
e) 225x%y — 180x2y? + 36:xy> f) 3a2bc + 6a2bd + 15a%b — 2a%c — 4ad — 10a?

No desarrolles los productos, identifica en
este caso el factor comun.

O )

@ Sugerencia metodoldgica

2. Factoriza el polinomio (x + 1)(x — 3y + 4)*— (x + 1)(2x + y — 5)*.
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1.15 Factoriza polinomios extrayendo el factor comin monomio de sus términos.

Posibles dificultades

En la clase se utilizan todos los métodos vistos en Recuerde a sus estudiantes que siempre deben
la leccidn para factorizar diferentes polinomios; verificar si los términos del polinomio poseen un
en cada uno de ellos los estudiantes deben, pri- factor comun. Para no extenderse tanto en el Pro-
mero, extraer el factor comun de los términos y blema inicial puede repartir ambos problemas o
luego usar otra factorizacién. ) Ktrabajar solo uno y el otro dejarlo como ejemplo.

Solucién de problemas:

1a) 20xy? — 20xy — 15x = 5x(4y> — 4y — 3) extraer factor comun 5x,
=5x[(2y)*—2(2y) — 3] factorizar 4y?> — 4y — 3 usando la factorizacién del trinomio
=5x(2y + 1)(2y - 3) de laforma x? + (a + b)x + ab.

Para factorizar 4y* — 4y — 3 también pue-
de utilizarse el método de la tijera.

1b) 90x° — 40xy? = 10x(9x> — 4y?) extraer factor comun 10x,
= 10x[(3x)* - (2y)%] escribir 9x? = (3x)%y 4y* = (2y)?,
=10x(3x + 2y)(3x—2y) factorizar diferencia de cuadrados.

1c) 18x3y + 12x*y* + 2xy® = 2xy(9x% + 6xy + ¥?) extraer factor comun 2xy,
= 2xy[(3x)? + 2(3x)(y) + ¥*] escribir 9x? = (3x)*y 6xy = 2(3x)(y),
=2xy(3x +y)? factorizar trinomio cuadrado perfecto.

1d) 6ab®—33ab? + 36ab = 3ab(2b>-11b +12)  extraer factor comuin 3ab,
=3ab(b-4)(2b-3) factorizar 2b%— 11b + 12 usando el método de la tijera.

le) 225x%y — 180x%y? + 36xy° = 9xy(25x* — 20xy + 4y?) extraer factor comun 9xy,
= 9uy[(5x)? = 2(5x)(2y) + (2y)°] ~ 25x% = (5x)?, 20xy = 2(5x)(2y) y 4y* = (2y)?,
= 9xy(5x — 2y)? factorizar trinomio cuadrado perfecto.

1f) 3a%bc + 6a’bd + 15a%b — 2a’c — 4a*d — 10a? = a*(3bc + 6bd + 15b — 2¢ — 4d — 10)
=a?[3b(c+2d +5)—2(c+2d +5)]
=a?(3b-2)(c+2d +5)

2. (x+1)(x—-3y+4P—(x+1)2x+y—-5)=(x+ 1)[(x -3y +4)*— (2x + y—5)3]
=(x+1)[(x—3y+4)+(2x+y-5)][(x -3y +4) - (2x +y - 5)]
=(x+1)(x—3y+4+2x+y-5)(x—3y+4-2x—y+5)
=(x+1)3x—-2y—-1)(-x—-4y+9)

=




~

1.16 Combinaciones de métodos de factorizacion, parte 2
Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:
a) ax? + ay? + bx* + by*> = 2axy — 2bxy b) 2mx*-2nx*+5mx-5nx—-3m+3n
Solucién
a) Los términos del polinomio no poseen un factor comun, sin embargo pueden asociarse aquellos que si
lo posean y extraer el factor comun, o sea:
ax? + ay? + bx* + by? — 2axy — 2bxy = (ax? + ay?) + (bx? + by?) + (—2axy — 2bxy) asociar términos;
= a(x’ + %) + b(x* + y?) = 2xy(a + D) } extraer el factor
comun en cada caso.
=(a+b)(x* +y?) - 2xy(a + b)
Ahora se extrae el factor comun polinomio a + b y se factoriza el segundo factor:
ax? + ay* + bx? + by* — 2axy — 2bxy = (a + b)(x? + y?> — 2xy) extraer el factor comdn a + b;
= (a + b)(x*—2xy +y?) ordenar los términos;
=(a+ b)(x—y)? factorizar x* — 2xy + y2.
Por lo tanto, ax? + ay? + bx? + by?* — 2axy — 2bxy = (a + b)(x — y)%
b) De forma similar al literal anterior, se asocian los términos que posean factor comun y se extrae dicho
factor:
2mx?—2nx’>+5mx—5nx—3m +3n =2x*(m—n) +5x(m —n)—-3(m—n)
=(2x*+5x —3)(m —n)
se factoriza 2x? + 5x — 3 usando el método de la tijera:
ISV
2x -1 —> -
22 -3 G0
Luego, 2x*+5x—3 = (x+3)(2x— 1) y 2mx®>—2nx*+ 5mx—5nx—3m+3n = (x + 3)(2x — 1)(m — n).
En general
Al factorizar un polinomio, si sus términos NO poseen un monomio comun entonces se asocian los términos
que si lo posean, se extrae el factor comun polinomio y se aplica al otro factor cualquiera de los métodos
vistos en las clases anteriores.
También pueden asociarse términos convenientemente para factorizar un polinomio, sin que estos tengan
factor comun.
b d
Problemas.
Factoriza los siguientes polinomios:
a) 4a*x + 4a*y — b’x — by
b) 2em? + dm? + 50cn? + 25dn? + 20cmn + 10dmn
c) 4a*x — 12abx + 9b*x — 8a?y + 24aby — 18b%y
d) (a+b)(c—d)*+2(a+b)(c—d)(2c+3d) + (a + b)(2¢c + 3d)?
J
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1.16 Factoriza polinomios asociando términos que tienen factor comuin monomio.

Posibles dificultades

En esta clase, los estudiantes deben asociar los Tal como lo indica la Conclusidn, recuerde a sus
términos de los polinomios presentados que po- estudiantes que pueden asociar términos que po-
sean factor comun monomio; luego de ello, utili- sean factor comun. Si considera extenso el Pro-
zar cualquiera de los métodos vistos en la leccidn. blema inicial, retome solo un literal, retome el
L ) Kotro como ejemplo opcional. )

Solucién de problemas:

Recuerde que, en la solucién de cada literal, la manera de asociar los términos puede ser diferente pero siempre debe
llegarse a la misma respuesta. La diferencia sera que los factores en cada caso apareceran conmutados.

a) 4a’x + 4a’y — b*x — b%y = (4a’x + 4a*y) — (b*x + b*y)
=4a*(x +y) - b*(x +y)
= (4a?-b?)(x +y)
=(2a + b)(2a-Db)(x + )

b) 2cm? + dm? + 50cn? + 25dn? + 20cmn + 10dmn = (2cm? + 50cn? + 20cmn) + (dm? + 25dn? + 10dmn)
=2c¢(m?+25n? + 10mn) + d(m? + 25n% + 10mn)
=(2c + d)[m?+ 2m(5n) + (5n)?]
=(2c+d)(m +5n)?

c) 4ax —12abx + 9b%x — 8a2y + 24aby — 18b%y = (4a*x — 12abx + 9b%*x) — (8a?y — 24aby + 18b%y)
= x(4a*—-12ab + 9b%) — 2y(4a> - 12ab + 9b?)
= (x — 2y)(4a*—12ab + 9b?)
= (x - 2y)[(2a)* - 2(2a)(3b) + (3b)’]
= (x — 2y)(2a - 3b)?

d) (a+b)(c—d)?*+2(a+b)(c—d)(2c+3d) +(a+b)(2c+3d)?=(a+b)[(c—d)?+2(c—d)(2c +3d) + (2¢c + 3d)?]
=(a + b)[(c—d) +(2c + 3d))?
=(a+b)(c—d+2c+3d)?
=(a + b)(3c + 2d)?



~
1.17 Practica lo aprendido ~
1. Factoriza los siguientes polinomios (factor comun):
a) 4x%y? + 6x%y — 10xy b) — 15a?b% + 12b% - 21b?
c) —2a*b*c? — 20ab*c — 10abc d) % Xy — %xz + %xy - %x
e) 2ax + bx + 6ay + 3by f) 3mx—2my—12nx + 8ny
g)5ax—sz+%ay—%by h) 2mx + 4nx—-3my—6ny + 5m + 10n
2. Factoriza los siguientes trinomios en la forma (x + a)(x + b): En el pmblema 2 P los lite-
rales g), h) e i), realiza un cam-
a)x?—17x+70 b) y*+ 3y —40 c)a’—3a-54 bio de variable de modo que el
d) b? + 14b + 33 e) m? +2m —35 f) n2—8n—20 polinomio p.ueda.transformarse
en otro polinomio de la forma
g) 4x* + 24x + 35 h) 4y?— 24y + 27 i)9a*-3a-20 m?+pm +q y luego factorizarlo
en laforma (m + a)(m + b).
3. Factoriza los siguientes polinomios (trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados):
a)x?+ 18x+81 b) y2—20y + 100 c)a2+%a+%
d) b>-16 e)y?—121 f) %—az
2 2 9 225 . , 121 ,
g) 25x + 30xy + 9y h) 74 49b i) 900x 100
4. Factoriza utilizando el método de la tijera:
a) 2x? + 19x + 45 b) 3y? + 26y + 16 c)5a’-27a-18
d)3a*-10a + 8 e)5b*+13b-6 f) 10a*-23a -5
g) 12y*—-23y+5 h) 8x% + 10x — 25 i)6x?+11lx+4
5. Factoriza los siguientes polinomios:
a) 4x*y — 100xy? b) 5m? + 15m?—-350m
c) 75a3b — 60a2b? + 12ab? d) — 96x°y — 144x%y? — 54xy°
e) 4xy® — 26xy? + 42xy f) 60a?m — 80a’n + 30abm — 40abn
6. Factoriza los siguientes polinomios sin desarrollar los productos:
a) (5x -2y +9)>— (x— 8)? b) (@ +7)?2+2(a+7)(b-6)+(b-6)
c) (2y+3)2+3(2y+3)-28 d)(6y—-1)>-5(6y—1)-14
e)dm+n)P—-4m+n)(n-2)+(n-2)> f)3(4x+ 1)+ 11(4x+1)-20
7. Factoriza el siguiente polinomio: amx + anx + amy + any + bmx + bnx + bmy + bny
8. Utilizando factorizacion, calcula el resultado de las siguientes operaciones:
a)999: -1 b) 550% — 4502
C) 982 + 4(98) + 4 d) 9952 + 3(995) — 10
\_ J
D )

=
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1.17 Resuelve problemas correspondientes a factorizacidon de polinomios.

Solucién de problemas:
1a) 2xy(2xy + 3x—5)
1c) —2abc(abe + 106 + 5)
le) (2a + b)(x + 3y)
1g) (5a - 2b)(x + %y)
2a) (x—7)(x - 10)
2c) (a +6)(a—-9)

2e) (m +7)(m-5)
2g) (2x +5)(2x + 7)
2i) Ba +4)(3a-5)
3a) (x +9)°

3c) (a +%)2

3e) (y + 11)(y - 11)

3g) (5x + 3y)?

3i) (30x 4 %y)(SOx— %y)

43) (x + 5)(2x +9)

4c) (a - 6)(5a + 3)

4e) (b +3)(50-2)

4g) 3y -5)(4y-1)

4i) (2x + 1)(3x + 4)

5a) 4xy(x + 5y)(x—5y)
5¢c) 3ab(5a — 2b)?

5e) 2xy(y —3)(2y - 7)
6a) (6x—2y + 1)(4x—2y +17)
6c) 2(y + 5)(2y - 1)

6e) (2m + n + 2)?

7.(a+b)(m+n)(x+y)

8a) 9997 — 12 = (999 + 1)(999 — 1) = 998 000
8c) 982 + 2(98)(2) + 22 = (98 + 2)2 = 10000

1b) - 3b%(5a% - 4b + 7)

10 o~ 1y -3)
1f) (m —4n)(3x - 2y)

1h) (m +2n)(2x—3y +5)
2b) (y +8)(y = 5)

2d) (b +3)(b + 11)

2f) (n + 2)(n-10)

2h) (2y -3)(2y-9)

3b) (y - 10)?

3d) (b+4)(b-4)
1 1

(5 +4)(5-q)

3h)(%a + %b) (ia - ib)

4b) (y + 8)(3y + 2)

4d) (a —2)(3a —4)

4f) (2a - 5)(5a + 1)

4h) (2x + 5)(4x—5)

5b) 5m(m + 10)(m —7)
5d) —6xy(4x + 3y)?

5f) 10a(2a + b)(3m — 4n)
6b) (a + b +1)?

6d) 2(6y + 1)(3y —4)

6f) 2(2x + 3)(12x - 1)

8b) 5502 — 4507 = (550 + 450)(550 — 450) = 100 000
8d) 9952 +3(995) — 10 = (995 + 5)(995 — 2) = 993 000

®












sion de polinomios

2.1 Division de polinomio por monomio

Problema inicial

Realiza las siguientes divisiones: Para realizar la division de un polinomio por

. . un ndmero se multiplica el reciproco del
a) (20xy + 16x—4y) + 4 b) (12ab-2167%) +(3b) nimero por cada término del polinomio.

Solucién
a) Se cambia la divisién por la multiplicacion con el nimero reciproco del divisor, es decir:

(20xy + 16x—4y) + 4 = (20xy + 16x — 4y) (%)
= 1 1) gy (L
= 20xy (4) + 16x(4) 4y (4)
=5xy+4x—y
Por lo tanto, (20xy + 16x—4y) + 4 =5xy + 4x — .

b) Como en el literal anterior la divisiéon (12ab — 215?) + (3b) equivale a multiplicar 12ab — 2152 por el
reciproco de 3b; al realizar esto se obtiene:
(12ab —21b2) = (3b) = (12ab - 21b2)(%)

= 12ab(%) - 21b2(£)

4 7 b
_Yah _ 2¥ b2 K(b) b
T 3b 3y BB
=4a-7b

Luego, (12ab —21b?) + (3b) = 4a - 7b.

En general
Para dividir un polinomio entre un monomio se multiplica cada término del polinomio por el reciproco del

monomio y se simplifica el resultado.

Ejemplo

Realiza la divisidén (15x%y? — 40x*y — 25xy) + (—5xy).

Aplicando lo visto en la conclusion:
202 _ A0x2y — = (— - 202 (— 1\ _a0a2y (— L) — _1
(15x%y? — 40x*y — 25xy) + (— 5xy) 15xy( Sxy) 40xy( Sxy) 25xy( Sxy)
3 xy 8 x 5
__ By | My | 25xy
A

=-3xy+8x+5
Por lo tanto, (15x%y? — 40x*y — 25xy) + (— 5xy) = —3xy + 8x + 5.

>
Problemas.\ﬁ

Realiza las siguientes divisiones:

a) (-8abc + 22a*-18a) + (2a) b) (18xyz + 24x*yz) + (3xyz)

c) (-10a?b? + 45a*bc — 20abc) + (-5ab) d) (4a*y?2z? — 40x*y’z — 32xy%2%) + (—4xyz2)
e) (8a%b + 12ab?) + (10ab) f) (- 14xyz? + 15xy%2% — 18xyz) + (—6xy)
g) (-2ab* + 5ab®) + (%b) h) (9xyz — 2xy) + (— %xy)

o
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2.1 Realiza la divisidn de un polinomio por un monomio multiplicando por el reciproco del divisor.

Propésito
En octavo grado se trabajé la division de un po- En el literal a) del Problema inicial se repasa la di-
linomio por un nimero. En esta clase se repasa vision de un polinomio por un numero estudiada
lo anterior y se generaliza el procedimiento para en octavo grado, transformandola en la multipli-
dividir un polinomio por un monomio. cacion del polinomio por el reciproco del nimero;

este mismo proceso se utiliza en el literal b) cuan-
do se divide entre un monomio. La Conclusién
generaliza este proceso, el cual debe ser utilizado
tanto en el Ejemplo (el divisor es negativo) como
en el bloque de Problemas

\ L ' /

Posibles dificultades

De ser necesario, debe recordarles el proceso a utilizar cuando se multiplican fracciones. J

Solucién de problemas:

a) (-8abc +22a*>-18a) = (2a) = —8abc( )+ 22a? ( ) 18a( )

4 11 a 9
_ Babe | 2a®  Ba
20 2d 2a
=—4bc+11a -9

b) (18xyz + 24x*yz) + (3xyz) = 18xyz( 1 ) +24x yz( 1yz)

J:Sxyz %xzyz
- %yz Bxyz
=6+ 8x

c) (-10a?b? + 45a’bc — 20abc) + (- 5ab) = —10a2b2( ) + 45a2bc(— —) 20abc( 51b)
2ab 9 a
_ W0arh?  4B3abc 20abc
T~ " Bab  Bab Bab
2ab-9ac + 4c

d) (4x?y’2% — 40x>y’z — 32xy°2%) + (—-4xyz) = —xyz + 10xy + 8yz

e) (8a2b + 12ab?) + (10ab) = —a + —b

f) (- 14xyz? + 15xy°2> — 18xyz) + (— 6xy) = 2 ——yz +3z
. (b) _ 2 2
g) (- 2ab*+5ab?) + (?) =— Zabz(b) +5ab? (b)
=—4ab + 10ab’

h) (9xyz — 2xy) + (— %xy) =—6z + %
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2.2 Division de polinomio por polinomio
Definicién
Dados dos polinomios p y g en una variable, entonces existen los polinomios d y r tales que:
p=qd+r

donde r es cero o de grado menor a g. Como en la divisién de nimeros: el polinomio p es el dividendo, g
el divisor, d es el cociente y el polinomio r es el residuo de la division de p entre q.

El procedimiento para dividir polinomios es el siguiente: En Educacion Bésica se aprende a dividir

I~ . P numer n forma vertical icando |
1. Escribir la division en forma vertical y ordenar los términos umeros en forma vertical, Ub. cando los
elementos de la divisién como sigue:

del dividendo y el divisor segun las potencias decrecientes
. . . . Dividendo | Divisor

de la variable. Si falta una potencia de la variable se coloca
cero en el lugar correspondiente.

2. Dividir el primer término del dividendo por el primer término del divisor para obtener el primer
término del cociente.

3. Multiplicar el divisor por el término del cociente encontrado en el paso 2. Luego, restar este resultado
del dividendo.

4. Repetir este proceso, ahora con el resultado obtenido en el paso 3 como dividendo, hasta que el grado
del polinomio del dividendo sea menor al grado del polinomio del divisor.

Residuo  Cociente

A este procedimiento también se le conoce como divisidn larga de polinomios.

Ejemplo 1

Realiza la divisidn (x* + 3x? — 5x — 4) + (x + 2) y escribe el dividendo en la forma qd + r.

Los términos del dividendo y el divisor ya se encuentran ordenados de acuerdo a las potencias decrecientes
de la variable. Se escribe (x® + 3x> - 5x—4) + (x + 2) como la division en forma vertical de niUmeros:

X +3x2-5x-4 [ x+2

se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor, o sea x* + x, para obtener el

primer término del cociente:
B+322-5x—4 [x+2
(@) <+—— Resultado de x* + x

se multiplica el divisor por el primer término del cociente, o sea (x + 2)(x?) = x® + 2x?; este resultado se resta

del dividendo:
3 2
A.I .restar X3+ ,2x _del 3 —x—a |x+2
dividendo, los términos ) 5
— a2 X

del primero cambian

. 0+ x* -5x—-4
de signo.

Repite el proceso, tomando x*> — 5x + 4 como dividendo:

X +3x2-5x—-4 | x+2
— x3— 2% x? € x) +<—— Resultado de x2 + x

0+ 4" -5x-4
Restar el resultado de — X —2x

2 _ gy
(x+2)(x) de x> —5x—4. 0 —7x-4

®



Ahora se toma — 7x — 4 como dividendo:

X +3x2-5x-4 [ x+2

—x3 - 27 x? +x€7) «——— Resultado de (-7x) + x
0+ x> -5x-4
- x? —2x
0 -7%-4
Restar el resultado de - + 75+ 14 Puedes desarrollar la operacion:
(x+2)(-7) de —7x—4. —_— (x+2)(x*+x-7)+10
0 +10 para comprobar si la division es
correcta.

Luego, x* +3x?—5x—4 = (x + 2)(x*> + x— 7) + 10.

Ejemplo 2
Realiza la division (2x% — 20x — 50) + (x? + x — 4). Escribe el dividendo en la forma qd + r.

El dividendo no posee el término con x?, entonces se coloca cero en la posicién donde “deberia” estar este
término al momento de escribir la division en forma vertical:

2x*+0x?—-20x—-50 | x*+x—4
luego, se realiza el proceso visto en el ejemplo anterior:

28 +0x>—20x-50 [x*+x—4

Restar (x? + x — 4)(2x) de 2x® — 20x — 50 —» — 223 — 222 + 8x 2x—2
0 —24—-12x-50 L Resultado de (223) + &2

Restar (x? + x — 4)(=2) de =2x? — 12x—50 —> 24 + 2x — 8 — Resultado de (~2x) + %
0 —10x—58

Por lo tanto, 2x® — 20x — 50 = (x? + x — 4)(2x — 2) — 10x — 58.

Problemas
1. Realiza las siguientes divisiones y escribe el dividendo en la forma qd + r:

a) (¥ +x?2—5x+7)+ (x+3) b) (x® +2x*—5x+7) + (x— 1)
c)(®+4x?—8x—16)+ (x+5) d) (x®*—6x2+4x+19)+ (x—3)
e)(x¥+3x+9)+(x+2) f) (3 =7x2+11) + (x - 2)
g) (x*+5x?+5x+3)+ (x> +4x+1) h) (x* +x2—12x+2) + (x> + 3x—6)
i) (x®=5x2+5x—-1)+(x—1) j) (® +4x*—6x—5) + (x+5)
k) (2x* —3x*—x-2)+ (2> +x + 1) )(3x*+2x>-2x—-1)+ (3x>—x—-1)

2. Encuentra el valor de a para que el residuo de la divisidn (x® + 2x2 — x + a) + (x — 2) sea igual a cero.

3. Efectua la division (2x* + 6x° —x* + 3x— 1) + (2x2 + 1).

@

_/
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2.2 Realiza la division de un polinomio por un polinomio utilizando el algoritmo de la divisidn.

En esta clase se introduce el algoritmo de la divi-
sién de polinomios, también conocido como “la
divisién larga de polinomios”. Para ello se recuer-
da la forma vertical de la divisién de nimeros vis-
to en educacion basica, pues el proceso es similar
para polinomios.

La clase comienza con la Definicién, pues con los
Ejemplos se pretende ir haciendo el paso a paso
descrito en la misma y que los estudiantes se
apropien del algoritmo para utilizarlo en el blo-
gue de Problemas. Observe que el numeral 2 re-
quiere de un analisis mas profundo y tener claro

cudl es el residuo en una division.
\ I\ J

Posibles dificultades

Puede desarrollar un ejercicio sobre divisidon en forma vertical de nimeros naturales vista en educacién
basica para comparar con el proceso en la divisién de polinomios.

Solucién de problemas:

la) ©*+ x> - 5x+7 | x+3 1b) % + 2x> - 5x + 7 |x-1

= — 3x2 x*=-2x+1 =2+ X2 x*+3x-2
0=2x—-5x +7 0 +3%° —5x + 7
+2x7 + 6% —3%7 + 3x
0 +x +7 0 =2x+7
=x -3 + 20— 2
0 +4 0 +5

Luego, x* + x> —5x+7 = (x+3)(x* - 2x + 1) + 4. Luego, x3 + 2x*>—5x+7 = (x—1)(x*+ 3x—2) + 5.

Ic) ®+4x?-8x—-16=(x+5)(x*—x-3) -1 1d) x®* - 6x° + 4x+ 19= (x - 3)(x*-3x—-5) +4

le)x®*+3x+9=(x+2)(x*-2x+7)-5 1f) 3 - 7x+ 11 = (x— 2)(x*—-5x—-10) -9

1g) ¥ +5x*+5x+3=(>+4x+1)(x+ 1) + 2 1h) X +x>-12x+2=(x*+3x-6)(x—2)—-10

1) 3 -5x2+5x—-1=(x—1)(x*—4x + 1) 1)) ¥*+4x’—6x—-5=(x+5)(x*—x—1)

1k) 203 —-3x’—x—-2=(2x* +x + 1)(x — 2) 1U) 33+ 2x*—2x-1=(3x*—x—-1)(x+ 1)

2. Al utilizar el algoritmo de la divisidn para efectuar (x* + 2x> — x + a) + (x — 2) se obtiene como residuo

a + 14; para que este sea igual a cero entonces debe ocurrir:
a+14=0

De lo anterior se obtiene a = —14. Puede sustituirse este valor para verificar que el residuo de la divisidn
(P+2x02—x—-14) + (x—2)
es igual a cero.

Aun no se ha estudiado sobre propiedades de las potencias, por
lo que puede indicar a sus estudiantes que x?(x?) = x*.

®

3.2x*+6x3—x?+3x—1=(2x*+1)(x*+3x—-1)



e N
2.3 Division sintética, parte 1
Definicion
La division sintética es un método para realizar divisiones entre polinomios en una variable y se utiliza
cuando el polinomio del divisor tiene la forma x — a. En este método se trabaja con el esquema:

Dividendo Este método también funciona
cuando se divide entre un polinomio
de la forma mx — a. En este caso, se
| Cociente Residuo ubica el nimero % en lugar de a.

a

El procedimiento es el siguiente:

1. Ordenar los términos del dividendo segln las potencias decrecientes de la variable. Luego se escriben los
coeficientes del dividendo en forma horizontal, en la parte con titulo “Dividendo”.

2. Se escribe el primer coeficiente del dividendo en la parte con titulo “Cociente”; luego se multiplica este
numero por el valor de a y se escribe el resultado debajo del segundo coeficiente del dividendo.

3. Se suman las cantidades del paso 2, el resultado serd el segundo coeficiente del cociente.

. Repetir este proceso hasta obtener un nimero debajo del término independiente del dividendo.

5. El residuo sera la suma de las cantidades de la Ultima columna; los ndimeros a la izquierda del residuo
corresponden a los coeficientes del polinomio del cociente, cuyo grado sera uno menos que el grado del
polinomio del dividendo.

S

Ejemplo
Utiliza la divisidn sintética para realizar (x* + 3x2— 5x — 4) + (x + 2). Escribe el dividendo en la forma qd + r.

x+2=x—(-2), es decir,a=-2

De acuerdo al esquema mostrado en la definicion, se escriben los coeficientes del polinomio del dividendo
en el lugar correspondiente, en forma horizontal; se sustituye también el valor de a = -2:

1 3 -5 -4

se escribe el primer coeficiente del dividendo en la parte correspondiente al cociente (este serd el coeficiente
de la variable con mayor potencia del polinomio del cociente). Este nimero se multiplica por -2 y se escribe
el resultado debajo del segundo coeficiente del dividendo, o sea, debajo de 3:

1 3 -5 -4
-2 J’ o2
1

se efectla la suma 3 + (—2) y el resultado sera el segundo numero del cociente:

1 3 -5 -4

Resultado de 3 + (-2)

@ )
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se repite el proceso ahora multiplicando —2 por el segundo numero del cociente, se escribe el resultado
debajo de -5 y se suman ambas cantidades:

1 3 -5 -4

-2 -2 -2
BIOE 4
L 17 6

Resultado de -5 + (-2)

se multiplica =2 por -7, el resultado se escribe debajo de —4 y se suman ambas cantidades:

1 3 -5 -4
-2 -2 -2 14
D
1 1 -7 <—Resultado de -4 + 14
s . . ( 0
Este ultimo resultado 10, corresponde al residuo de la divi- A la divisién sintética también se le conoce como
sion. Los nimeros 1, 1y —7 son los coeficientes del polino- método de Ruffini o regla de Ruffini debido
mio del cociente, cuyo grado sera 2 pues el grado del poli- al matemdtico italiano Paolo Ruffini (1765 -
. . . . . 1822), que ademas estudié Medicina, Filosofia
nomio del dividendo es 3; o sea, el polinomio del cociente ) o ,
. y Literatura en la Universidad de Mddena en
es:x*+x—17. Italia. Puedes comprobar que el resultado de
la division sintética es el mismo que el de la
Por lo tanto, &% + 3x* = 5x — 4 = (x + 2)(x? + x = 7) + 10. divisién larga.
. Y,

*
Problemasw

Realiza las siguientes divisiones y escribe el dividendo en la forma qgd + r:

a) (x®*—12x%+ 23x—-5) + (x - 3) b) (x*+9x?—13x—4)+ (x—1)
1 -12 23 -5 1 9 -13 -4
3 3 1 J' 1
VT O
i -
c)(x*—4x?—-11x-2) =+ (x+1) d) (x®*—2x2-31x+20) =+ (x+5)
1 -4 =11 -2 1 -2 -31 20
- l AN 1 - J‘. ;)\x\l_s
1 17
e) (2 -3x*—4x—-1)+ (x—-2) f)(Bx*—11x*—5x+4)+ (x—4)
2 -3 -4 -1 3 =11 -5 4
2




Indicador de logro

2.3 Efectua la division de un polinomio por un binomio de la forma x — a utilizando la divisién sintética.

En la clase se plantea y utiliza el algoritmo de la
division sintética cuando el divisor es un binomio
de la forma x — a. Puede utilizarse la divisién larga
de polinomios para comprobar que los resultados
son iguales.

i\

Solucién de problemas:
a) (x*—12x%+23x—-5) + (x—3)

1 -12 23 -5
=27 =12

3 3
\/ 3\“’\ 3\’9\ a,.\/”‘\
| 1 / — / - -17

x*=12x* + 23x - 5= (x - 3)(x* - 9x—4) - 17

c)(x®*—4x*—11x-2)+ (x+ 1)

-4 -11 -2
6

1
1 L/x\«,\/_l RS 4 > % 4
1 -5 -6 4

xX—4x?-11x-2=(x+1)(x*-5x—6)+4

e)(2x*-3x*-4x—-1)+ (x—-2)

2 -3 -4 -1

2 4 2 -4
A\

| 2 1 -2 -5

263 -3x?-4x—-1=(x—-2)(2x*+x—-2)-5

Similar a la clase 2.2, se comienza con la Defini-
cion para que en los Ejemplos se desarrolle el
paso a paso del proceso de la division sintética y
los estudiantes no tengan mayor dificultad en el
bloque de Problemas.

N

b) (x*+9x?—-13x-4) + (x— 1)

1 9 -13 -4

1 3

L\,\x\l ! .4 10 \AT
| 1 10 —3/| -7

B+9x2-13x—-4=(x—-1)(x*+10x—-3) -7

d) (x®*—2x>-31x+20) + (x +5)

-2 =31 20
20

}«ALS&V?’S}, N
-7 4 )/| 0

x3—2x*—31x+20=(x+5)(x*-7x +4)

f) (3x*—11x*-5x+4) + (x—4)

3 ~11 -5 4

4 12 4 -4
A\

| 3 1 -1 0

3x3-11x*-5x+4=(x—-4)3x* +x—1)

Sugerencia metodoldgica



2.4 Division sintética, parte 2

Problema inicial

Realiza la division (x* — 8) + (x — 2). Escribe el dividendo en la Si falta una potencia de la variable debes
forma qd +7. colocar cero en el lugar correspondiente.
Solucién

El polinomio x* — 8 no posee términos con las variables x? y x, entonces debe colocarse cero en el lugar

correspondiente:
(x*+0x?+0x—8) +(x—2)

Utilizando division sintética se obtiene lo siguiente:

1 0 0 -8
2 2 4 8
| 1 2 4 0

El polinomio del cociente es x? + 2x + 4 y el residuo es cero. Por lo tanto, (x* — 8) = (x — 2)(x* + 2x + 4).

En general
Al dividir dos polinomios en una variable, los términos del dividendo y del divisor siempre deben estar
ordenados segun las potencias decrecientes de la variable. Si falta una potencia de la variable se coloca
cero en el lugar correspondiente.

Si el polinomio del divisor tiene la forma x — a entonces se utiliza la division sintética; en cualquier otro caso
se utiliza la division larga de polinomios.

Ejemplo
Realiza la division (x? — 2x — 20) + (3 + x). Escribe el dividendo en la forma qd + r.

Deben ordenarse los polinomios del dividendo y del divisor de acuerdo a las potencias decrecientes de la
variable, y colocar cero en el lugar donde falte una de la potencias:

(-2x*+ x>+ 0x—20)+ (x+3)

como el polinomio del divisor tiene la forma x — a se utiliza divisidn sintética, con a = —3:

-2 1 0 =20
-3 J' 6 =21 63
| =2 7 =21 43

Luego, —2x3 +x*+0—20 = (x + 3)(—2x? + 7x— 21) + 43.

*
Problemas,\ﬁ

1. Realiza las siguientes divisiones y escribe el dividendo en la forma qd + r:

a) (x*—40x + 12) + (x—6) b) (2x* — 65x —45) + (x + 5)
c) (x*-50)+ (x—4) d) (7x—2x3-5) + (x + 2)
e) (10x*-10-3x%) + (-3 +x) f) (x3+%)+(x+%)

2. Determina el valor de a para que el residuo de la division (x* — 27) + (x — a) sea igual a cero.

©




Indicador de logro

2.4 Utiliza la divisiéon sintética cuando el dividendo no posee todas las potencias de la variable.

En esta clase se continda con el algoritmo de la Tanto en el Problema inicial como en el Ejemploy
divisién sintética. En este caso, los polinomios to- el bloque de Problemas, los estudiantes deben re-
mados como dividendo no poseen todas las po- cordar que, tal y como se hace en la division larga
tencias de la variable. de polinomios, deben colocar cero en el “espacio”

correspondiente a la potencia de la variable que
no aparezca.

N AN v,
Solucién de problemas:
1a) (x* + 0x*>—40x + 12) + (x — 6) 1b) (2x® + 0x> — 65x—45) + (x + 5)
1 0 -40 12 2 0 —65 —-45
6 J' 6 36 =24 -5 -10 50 75
| 1 6 -4 =12 | 2 -10 -15 30
x*—40x+12=(x—-6)(x*+6x—4)—-12 2x3—65x—45 = (x + 5)(2x>—10x—15) + 30
1c) (x* + 0x%+ 0x—50) + (x—4) 1d) (- 2x3+0x*+7x—=5) + (x + 2)
1 0 0 =50 -2 0 7 -5
4 l 4 16 64 -2 l 4 -8 2
| 1 4 16 14 | -2 4 -1 | -3
x*—50=(x—4)(x*+4x+16)+ 14 20 +7x-5=(x+2)(-2x*+4x-1)-3
3 2 . 3 2 1 . 1
1e) (- 3x° + 1022 + 0x— 10 ) + (x — 3) 1f)(x +0x +0x+§)f(x+3)
-3 10 0 ~10 1 0 0 5
3 l -9 3 9 _1 _1 1 _1
2 2 4 8
| -3 1 3 -1 V
1 - 2 0
2 4

—3x*+10x*—10 = (x-3)(-3x2+x+3)-1

2. Usando la divisidn sintética se obtiene lo siguiente:

1 0 0 =27
a l a a? ad
| 1 a a? | a®-27

Debe ocurrir entonces que a® — 27 = 0, o sea, a® = 27. El nUmero que satisface lo anterior es 3, pues
33 =27. Luego, a = 3; puede efectuarse (x*—27) + (x — 3) y comprobar que el residuo es cero.

@ Sugerencia metodoldgica
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2.5 Teorema del residuo

Problema inicial
Dados los polinomios p =2x*-9x>-6x+7yq=x—>5:
1. Encuentra el residuo de la divisién p + q.
2. Sustituye x = 5 en el polinomio p. éA qué es igual este resultado?

Solucién
1. Utilizando la divisién sintética: - ~
Sean p, q, d y r polinomios en una
-9 -6 7 variable x tales que p = qgd + ry
qg=x—a.Asi:
p=(x—a)d+r

1 -1 | @ Sustituir x = @ en p serd igual a

sustituir x = a en la expresién

El residuo al realizar p + q es 2. (x—a)d +r, cuyo resultado es igual

ar:

2. Al sustituir x =5 en el polinomio p se obtiene lo siguiente:
P p g (a—a)d+r=0)d+r=r

2(5)*-9(5)*—6(5) + 7=2(125) - 9(25) -30 + 7 Luego, el residuo al efectuar

=2 la division de polinomios p + g
. L es igual a sustituir x = a en el
Este resultado es el residuo de la divisién p + q. polinomio p.
x J

Teorema

Sean p y g dos polinomios en una variable, con q de la forma x — a. El residuo al realizar la divisidn p + g
es igual al valor obtenido cuando se sustituye x = a en el polinomio p. A este resultado se le conoce como
teorema del residuo o teorema del resto.

Ejemplo
Encuentra el residuo que se obtiene al realizar la division (x* + 8x2) + (x + 7).

Utilizando el teorema, el residuo sera igual al valor obtenido al sustituir x = =7 en &3 + 8x?, es decir:
X3+ 8x% = (—7)* + 8(-7)?
=-343 +392
=49
Por lo tanto, el residuo de la division (x® + 8x?) + (x + 7) es 49.

*
Problemas.

1. Encuentra el residuo que se obtiene al realizar las siguientes divisiones:

a)(3x*-2x2+x-2)+ (x—1) b) (% +2x?—14x+2) + (x—2)
c) (—x*+9x*+ 7x + 15) + (x — 10) d) (3x*—5x) + (x+ 1)

e) (2x*—4x?—21x + 30) + (x + 3) f) (x*=7x%+55) + (x + 1)
g)(x3—x2+x)+( —%) h)(x3—x—1)+(x+%)

2. En cada caso determina el valor de a para que el residuo de la divisién p + g sea igual a cero:
a)p=x*-dax+3,q=x-1 b)p=—-x*+ax’*-ax+a* qg=x-2

©




Indicador de logro

2.5 Calcula el residuo de la division de un polinomio por un binomio de la forma x — a utilizando el teorema

del residuo.

Luego de haber desarrollado la division de polino-
mios se presenta el teorema del residuo. Este serd
utilizado en la factorizacion de polinomios de gra-
do tres que se estudiara en las siguientes clases.

- AN

Solucién de problemas:

1a) Utilizando el teorema del residuo, se sustituye
x =1 en el polinomio del dividendo, o sea:
3(1)*-2(1)*+1-2=3-2+1-2
=0
Luego, el residuo de (3x* —2x* +x—2) + (x — 1)
esigual a 0.

1c) Sustituyendo x = 10 en el dividendo:
—(10)*+9(10)?+ 7(10) + 15=-1000 + 900 + 70 + 15
=-15
El residuo de (— x® + 9x% + 7x + 15) + (x — 10) es
—-15.

1e) Sustituyendo x = -3 en el dividendo:
2(-3)*-4(-3)2—21(-3) + 30 =-54—36 + 63 + 30
=3
El residuo de (2x®*—4x*—21x+ 30) + (x+ 3) es 3.

1g) Sustituyendo x = % en el dividendo:

(1)3_(l>2+l=l_l+l

2 2] 278 4 2
_3

-8

El residuo de (x®* —x? + x) + ( —%) es %

2a) Sustituyendo x =1 en p:
1*-4a(l)+3=-4a+4

Debe ocurrir que —4a + 4 =0, luego:
da=4
a=1
Por lo tanto, a debe ser igual a 1.

El Problema inicial pretende, mediante un caso
particular, ejemplificar el resultado enunciado en
el Teorema. El Ejemplo lo utiliza de una forma mas
concreta, misma que deben seguir los estudiantes
en el numeral 1 del bloque de Problemas.

/

1b) Se sustituye x = 2 en el polinomio del dividendo:
(2 +2(2)?-14(2) +2=8+8-28+2
=-10
Luego, el residuo de (x3 + 2x? — 14x + 2) + (x — 2)
es igual a —10.

1d) Sustituyendo x = -1 en el dividendo:
3(-1)p*-5(-1)=—3+5
=2
El residuo de (3x®—5x) + (x + 1) es 2.

1f) Sustituyendo x = —1 en el dividendo:
(-1)*-7(-1)>+55=-1-7+55
= 47
El residuo de (x*— 7x? + 55) + (x + 1) es 47.

1h) Sustituyendo x = - % en el dividendo:

1\3 1 1 1
(3) (3) 1= 7713 1
-_19
T 27
1

Elresiduode (x*—x—-1)+ (x+§) es—=—.

2b) Sustituyendo x = 2 en p:
-(2P+a(2)’-a(2)+a*=a*+2a-8

Debe ocurrir que a® + 2a — 8 = 0; al resolver la

ecuacion se obtiene a =4 y a = 2. Por lo tanto,
el valor de a debe ser igual a—4 o 2.

Sugerencia metodolégica



2.6 Factorizacion utilizando el teorema del factor, parte 1

Problema inicial

Seap=x>+4x?+x—6:

1. Verifica que el valor obtenido al sustituir x = 1 en el polinomio p es igual a cero.

2. Factoriza el polinomio p. ¢Cudl sera el residuo al dividir p entre x —17?

Solucién
1. Sustituyendo x = 1 en el polinomio p se obtiene:
(1P +4(1)0°+1-6=1+4-5=0
es decir, el valor del polinomio p es igual a cero cuando x = 1.
2. Utilizando el teorema del residuo y con base en el resultado del literal a), el residuo al dividir el

polinomio p entre x — 1 sera igual a cero. Entonces p puede escribirse en la forma (x — 1)d, donde d
es un polinomio de grado 2 (pues el producto es de grado 3). Para encontrar al polinomio d se realiza

p+(x—1):
1 4 1 -6
1 J' 1 5 6
| 1 5 6 | ©

luego, d = x? + 5x + 6 y este se puede factorizar en (x + 3)(x + 2). Por lo tanto,

XB+4xP+x-6=(x—1)(x+3)(x+2).
Teorema

Sea p un polinomio cualquiera. Si el valor de p al sustituir x = a es igual a cero entonces p puede escribirse

en la forma (x — a)d, donde d es un polinomio de un grado menor que p. Este resultado se conoce como
teorema del factor.

Ejemplo

Sea p = x*—7x + 6. Verifica que si x = —3 entonces p = 0 y utiliza esto para factorizar el polinomio p.

Al sustituir x =—3 en p se obtiene:
(-32-7(-3)+6=-27+21+6=0.
Por el teorema del factor, p puede escribirse en la forma (x + 3)d. Se utiliza division sintética para encontrar d:

- <
|

w

N

luego, d = x> —3x + 2 y este se factoriza como el producto (x — 1)(x — 2). Por lo tanto,
X}=T7x+6=(x+3)(x—1)(x-2).

b
Problemasv
Para cada caso verifica que el valor del polinomio p es cero si x = a; luego factoriza p:

aA)p=x*+2x*—-x-2; a=1 b)p=x®+6x*+11lx+6; a=-1
C)p=x+2x*-5x-6;, a=2 d)p=x-5x>-2x+24;, a=-2
e)p=x*-21x-20; a=-4 f)p=x*-9x>+23x-15; a=5

@
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2.6 Utiliza el teorema del factor para factorizar polinomi
uno de sus factores lineales.

os de la forma x3 + mx? + nx + k cuando se conoce

En esta clase se utilizan los procedimientos y re-
sultados vistos en clases anteriores sobre division
de polinomios y residuos, y el teorema del factor,
para factorizar polinomios de grado a lo sumo 3.
Observe que, en los polinomios utilizados, el coe-
ficiente de x® es igual a 1.

_

N

El Problema inicial sirve para mostrar el significa-
do de que en la divisidon de polinomios el residuo
sea cero. Junto con el Teorema del Factor y el
Ejemplo de la clase se presenta como factorizar
un polinomio de grado 3, partiendo de uno de sus
factores.

/

Solucién de problemas:
a) Se sustituye x = 1 en el polinomio p:
13+2(1)9°-1-2=3-3=0

p =x®+ 2x* — x — 2 puede escribirse en la forma
(x—1)d. Se usa division sintética para encontrar d:

1 2 -1 -2
1 l 1 3 2
| 1 3 2 | o
d=x*+3x+ 2,y se factoriza como (x + 2)(x + 1).
Por lo tanto,

B+2x—x—-2=(x—-1)(x+2)(x+1).

c) Se sustituye x = 2 en el polinomio p:
22 +2(2)?-5(2)-6=16-16=0
p =x*+ 2x*>—5x — 6 puede escribirse en la forma
(x — 2)d. Se usa divisidon sintética para encontrar

d:

1 2 -5 -6
2 l 2 8 6
| 1 4 3 | o
d =x*+ 4x + 3, y se factoriza como (x + 3)(x + 1).
Por lo tanto,

X+ 202 -5x—-6=(x—2)(x+3)(x+1).

e) Se sustituye x = —4 en el polinomio p:
(-4)—21(-4)—20=-84+84 =0
p =x*— 21x — 20 puede escribirse en la forma
(x + 4)d. Al usar divisién sintética para encontrar
d se obtiened =x*—4x—-5=(x+1)(x—5). Por lo
tanto,
x3—21x—-20=(x+4)(x+1)(x-5).

o

b) Se sustituye x =—1 en el polinomio p:
(-1)*+6(-1)?+11(-1)+6=-12+12=0

p =x%+6x*+ 11x + 6 puede escribirse en la forma
(x+ 1)d. Se usa division sintética para encontrar d:

1 6 11 6
1 l 1 5 6
| 1 5 6 | O

d = x*+5x + 6, y se factoriza como (x + 3)(x + 2).
Por lo tanto,
+6x2+11lx+6=(x+1)(x+3)(x+2).

d) Se sustituye x = -2 en el polinomio p:

(=2)*=5(=2)2=2(=2) +24=-28 +28=0
p =x*—5x%—2x+ 24 puede escribirse en la forma
(x + 2)d. Se usa divisidn sintética para encontrar

d:

1 -5 2 24
-2 l 2 14 24
| 1 7 12 | o

d =x*—7x+ 12,y se factoriza como (x — 3)(x — 4).
Por lo tanto,
x3—=5x2—2x+24=(x+2)(x—3)(x—4).

f) Se sustituye x = 5 en el polinomio p:

53-9(5)°+23(5)—-15=240-240=0
p =x*—9x*+ 23x — 15 puede escribirse en la for-
ma (x — 5)d. Al usar division sintética para encon-
trar d se obtiene d = x> —4x + 3 = (x — 1)(x — 3).
Por lo tanto,

x3—9x?+23x—-15=(x-5)(x—1)(x—3).

Sugerencia metodolégica
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Problema inicial
Seap =x*-19x-30:
1. Encuentra los divisores (positivos y negativos) del término independiente.
2. Determina en cudl de ellos p es igual a cero; luego factoriza el polinomio p.

2.7 Factorizacion utilizando el teorema del factor, parte 2

>
Problemas ./
1. Factoriza los siguientes polinomios:

Solucién
1. Los divisores del término independiente —30 son: 1, +2, +3, 5, +6, +10, 15 y +30 (se coloca “+” para

indicar el divisor positivo y negativo), estos pueden encontrarse al descomponer 30 en sus factores
primos.

2. Se sustituye el valor de x en el polinomio p por los nimeros encontrados en el literal anterior:

a) six=1entonces (1)*—-19(1) — 30 =-48§;

b) si x =—-1 entonces (-1)* - 19(-1) — 30 =-12;
c) six =2 entonces (2)*—19(2) —30 =-60;

d) si x =—2 entonces (-2)*-19(-2)-30=0.

Por el teorema del factor, el polinomio p se puede escribir en la forma (x + 2)d; para encontrar d se
utiliza division sintética:

1 0 -19 30
-2 J' -2 4 30
| 1 -2 15 | ©

entonces d = x> — 2x — 15 y este se puede factorizar en (x + 3)(x — 5). Por lo tanto,

x*—19x—-30=(x+2)(x + 3)(x—5).

Conclusién

Sea p = x* + mx? + nx + k; los posibles valores de a tales que p pueda escribirse en la forma (x — a)d son los
divisores del término independiente k.

Es decir, para factorizar p = x* + mx? + nx + k puede realizarse lo siguiente:

1. Encuentra los divisores (positivos y negativos) del término independiente.

2. Determina cual de ellos hace que el valor del polinomio sea igual a cero.

3. Realiza la divisién para escribir p en la forma (x — a)d, donde d es un polinomio de grado 2.
4, Factoriza d con cualquiera de los métodos vistos en las clases anteriores.

a)x*—2x2—x+2 b)x®+2x?—x-2 c)xP+x?—14x-24
d) 23 — 5x2 — 9x + 45 e)y’-4y’+y+6 f)y’ =3y’ —4y+12
2.Factoriza: (x+10)3+1.  Sustituyex+10pory.

3. Encuentra la suma de los factores del polinomio: x* — 13x —12.

©
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2.7 Factoriza polinomios de la forma x® + mx? + nx + k encontrando los divisores del término independiente

y aplicando el teorema del factor.

En esta clase se factorizan polinomios de grado 3,
encontrando primero un numero entero a tal que
al sustituir x = a en el polinomio el resultado sea
cero, y luego aplicar lo estudiado en la clase 2.6.
Para ello se utiliza un resultado en dlgebra sobre
los divisores del término independiente del poli-
nomio, por esa razon solo se incluyen polinomios
cuyo coeficiente de la variable con exponente 3
esigual a 1.

Solucién de problemas:

1a) Los divisores de 2 son +1y +2; al sustituirx=1en

x3—2x2—x + 2 se obtiene:
13-2(12-1+2=3-3=0

Luego, x° — 2x?> — x + 2 = (x — 1)d; se utiliza divi-

sion sintética para encontrar d:

R | 2
1 l 1 1 =2
| 1 1 2 | o

Esdecir,d=0x?—x—-2=(x+1)(x-2),y:
=20 —-x+2=(x—1)(x+1)(x—2).

1c) X+ x? — 14x— 24 = (x + 2)(x + 3)(x — 4)

le)y’ -4y’ +y+6=(y+1)(y-2)(y-3)

Posibles dificultades

Recuerde a sus estudiantes que siempre deben
tomar los divisores positivos y negativos del tér-
mino independiente y probar con cual de ellos el
polinomio se hace cero. Para encontrar los divi-
sores, pueden descomponer el término indepen-
diente en sus factores primos.

_

1b) Los divisores de —2 son +1 y +2; al sustituirx = 1
en x* + 2x*— x — 2 se obtiene:

13+2(1)2-1-2=3-3=0

Luego, x> + 2x?> — x — 2 = (x — 1)d; se utiliza divi-

sion sintética para encontrar d:

1 2 a1 2
1 l 1 3 2
| 1 3 2 | o

Esdecir,d=0?+3x+2=(x+1)(x+2),y:
B+200—-x-2=(x—-1)(x+1)(x+2).

1d) x® - 5x>—-9x + 45 = (x — 3)(x + 3)(x —5)

1f) y*=3y2—4y + 12 = (y = 2)(y + 2)(y — 3)

</

2. Al sustituir y = x + 10 se obtiene y* + 1. Los divisores de 1 son +1; si y = —1 entonces:
(-1p2+1=—-1+1=0
Luego, y* + 1 = (y + 1)d; al usar la division sintética para encontrar d se obtiene d = y> -y + 1; este polino-
mio no se puede factorizar, por tanto y*+ 1 = (y + 1)(y*>—y + 1). Se sustituye y = x + 10:
(x+10)2+1=(x+10+1)[(x+10)>— (x+10) + 1]
=(x+11)(x*+20x+100-x-10+1)
= (x+11)(x*>+ 19x + 91)

Por lo tanto, (x + 10)* + 1 = (x + 11)(x? + 19x + 91).

El trinomio y>—y + 1 tiene
raices complejas.

3. Se debe factorizar x> — 13x — 12. Los divisores de —12 son 1, +2, +3, +4, +6 y +12. Al sustituir x = —1:
(-1)*-13(-1)-12=-13+13=0
Luego, x* — 13x — 12 = (x + 1)d; si se utiliza |a division sintética para encontrar d se obtiene d = x> —x—12,
el cual a su vez se factoriza en (x + 3)(x—4). Asi, x* - 13x— 12 = (x + 1)(x + 3)(x — 4); sumando sus factores:
(x+1)+(x+3)+(x—4)=3x.
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2.8 Factorizaciones sucesivas

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:
a) x*y? — 2x%y* — 9xy* + 18y? b) n®x*—n’y? —3n’x* + 3n%y? + 4x? — 4y?

Solucién
a) Primero debe extraerse el factor comun de los términos del polinomio, en este caso es y*
x%y? = 2x%y? — 9xy? + 18y” = (x* — 2x* — 9x + 18)y?
=y} (a® - 2x? - 9x + 18)
se factoriza x® — 2x? — 9x + 18 utilizando el teorema del factor y divisidn sintética; en este caso, el
polinomio es igual a cero cuando x = 2:

(2P-2(2)°-9(2) +18=8-8-18+18=0

1 2 -9 18
2 J' 2 o -18
| 1 0 -9 | ©

de lo anterior, x*y? — 2x%y? — 9xy? + 18y? = y*(x — 2)(x? — 9). El tercer factor, x> — 9, es una diferencia de
cuadrados que se factoriza en el producto (x + 3)(x — 3). Por lo tanto,
x3y? = 2x*y? — 9xy? + 18y? = y*(x — 2)(x + 3)(x — 3).
b) No todos los términos tienen un monomio comun, asi que se asocian aquellos que lo posean y se
extrae el factor comun polinomio:
n3x2 — n3y2 _ 3n2x2 + 3n2y2 + 4x2 _ 4y2 = n3(x2 _yZ) _ 3n2(x2 _yZ) + 4(x2 _yZ)
= (n® = 3n? + 4)(x? - »?)
el polinomio n® — 3n?* + 4 se factoriza usando el teorema del factor y divisidn sintética, este se anula
cuando n =-1:

1 -3 0 4
-1 J' -1 4 -4
‘ 1 -4 4 ‘ ©

de lo anterior, n®x? — n®y? — 3n%x* + 3n?y? + 4x*> — 4y* = (n + 1)(n’> — 4n + 4)(x*> — y?). El factor n>—4n + 4,
es un trinomio cuadrado perfecto cuya factorizacién es (n — 2)? y x> — y? puede factorizarse por diferen-
cia de cuadrados, siendo (x — y)(x + y). Por lo tanto,

nx? — ndy?—3n’x? + 3n2y? + 4x* — 4y* = (n + 1)(n — 2)(x — y)(x + y).

En general
Para factorizar un polinomio p se extrae el monomio comun de los términos del polinomio y se factoriza
el segundo factor. Si no todos los términos tienen un monomio comun entonces se asocian estos de forma
conveniente y se factorizan por cualquiera de los métodos vistos en las clases anteriores. Este proceso
se repite hasta dejar expresado el polinomio original como producto de polinomios en su mas simple
expresion.

>
Problemas Z
Factoriza los siguientes polinomios:

a) 3xy® + 15xy2 + 9xy — 27x b) 2abc® + 2abc? — 50abc — 50ab
c) m*n?—4m?*n? - 11mn? + 30n? d) 4x®y? — 16x%y> — 12xy* + 72y* — x* + 4x* + 3x — 18
_ W,

®
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2.8 Factoriza polinomios aplicando los métodos de factorizacién y divisiéon de polinomios..

En esta clase, para factorizar los polinomios los
estudiantes deben aplicar los métodos vistos en
las clases anteriores: factor comun, factorizacion
de trinomios, diferencia de cuadrados y division
de polinomios.

N\ AN

Solucién de problemas:

En ambos literales del Problema inicial debe, pri-
mero, extraerse el factor comun de los términos
(ya sea un monomio o un polinomio). Igual que
en la leccidn anterior, al factorizar un polinomio lo
primero es verificar si sus términos poseen factor
comun, y luego utilizar otro de los métodos estu-
diados. Esto se explica en la parte “En general”, y
debe aplicarse en el bloque de Problemas.

/

a) Se extrae el factor comun 3x de los términos del polinomio:
3xy® + 15xy? + 9xy — 27x = 3x(y?® + 5y* + 3y - 9)

Para factorizar y® + 5y? + 3y — 9 se usa el teorema del factor y divisidn sintética: los divisores de =9 son 1,

13y 19.Siy=1:

(1)*+5(1)>+3(1)-9=9-9=0

Luego, y* + 5y* + 3y — 9 = (y — 1)d; usando divisidn sintética para encontrar el polinomio d:

1 5 3 -9
1 l 1 6 9
| 1 6 9

De lo anterior, d = ¥y + 6y + 9 = (y + 3)% Por lo tanto, 3xy3 + 15xy? + 9xy — 27x = 3x(y — 1)(y + 3)%

b) 2abc® + 2abc? — 50abe — 50ab = 2ab(c® + ¢2—25¢—25)  extraer factor comun 2ab,
=2ab[c*(c+ 1) —25(c +1)] asociar términos y extraer factor comun,

=2ab(c?-25)(c+ 1)

extraer factor cominc + 1,

=2ab(c+5)(c-5)(c+1) factorizar ¢ — 25.

c) m3n?—4m?*n?-11mn? + 30n* = n’(m*-4m?-11m + 30) extraer factor comun n?,
=n*(m—2)(m?-2m —15) usar el teorema del factor y los divisores de 30,
=n* m-2)(m +3)(m-5) factorizar m?>-2m —15.

d) 4x3y? — 16x%y* — 12xy° + 72y* — x° + 4x* + 3x — 18 = 4y*(x® — 4x? — 3x + 18) — (x* — 4x* — 3x + 18)
= (4y? - 1)(x®—4x> - 3x + 18)
=2y +1)(2y —1)(x + 2)(x*— 6x + 9)
=2y +1)(2y — 1)(x + 2)(x — 3)?
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2.9 Practica lo aprendido

. Realiza las siguientes divisiones:

a) (x%y —xy? +y3) + (—y) b) (24m?n? + 30mn? - 15mn) + (3mn)
¢) (-a*b* + 2a’b* - 5ab?) + (-ab?) d) (35x°y32® — 25x%y’2? — 45x%y*2°) + (5x%y°2?)
e) (m’n + m*n’-3m’n?) + (%mzn) f) (2x%y? — 3x%y* - 5xy) + (— %xy)

. Realiza las siguientes divisiones utilizando la division larga y escribe el dividendo en la forma gd + r:

a) (26 +3x2+9) + (x + 2) b) (2x*—7x*-3x+2)+ (x—4)
c)(2y*—13y>+ 14y +2) + (y-5) d) (2y3 +5y*—-8y—6) + (2y + 1)
e)(3x* +11x?* —x—3) + (x* +4x + 1) f) (55 -8y* =14y +4) + (y* =2y —2)

. Utiliza la division sintética para efectuar las siguientes divisiones de polinomios y escribe el dividendo
en laformaqd +r:

a) (*—9x?+21x +2) + (x—4) b) (y*-3y*-6y—-11)+ (y—-5)
c)(2mi®+4m?+3m+8)+(m+3) d)(3n*+4n?’-6n-7)+(n+2)
e)(@®*-37a-1)+(a-6) f) (b*+8b*—29) + (b +7)

g) (2’ +1) + (x—1) h)(y3+2y2—y+1)+(y—%)
i)(x3+x2+x—1)+<x+%) j)(y3+2—17)+(y+%)

. Encuentra el residuo que se obtiene al realizar las siguientes divisiones:

a) (¥ +x2) + (x-2) b) (8y*—5y) + (v + 1)
c)(5m*+11m?*-9)+(m+2) d) (n®*-13n%+29n +10) + (n—3)
e)(y*+4y*—6y—6)+(y+5) f) (x3+%x2—x—1)+( —%)

. Sea k un nimero entero. Para cada caso determina el valor de k para que el residuo de la divisién p + ¢
sea igual a cero:

a)p=k®+(k+1)x*+(k—-4)x-2; g=x+1 b)p=x*+(k-3)x*+(k+4)x—-6k; g=x-3
)p=x>—-k?+2kx+k-1;, g=x-1 dp=kx+(k+1)x>-7x+3k; g=x+2

. Factoriza los siguientes polinomios:
a) — 2xy® — 4xy? + 32xy + 64x b) 5x3y? — 15x*y? — 90xy* + 200y>
c)—abc®-9abc? - 11abce + 21ab

. Factoriza los siguientes polinomios:

a) 4a*b? + 24a°b?* — 60ab? — 4006 — 9a® — 54a? + 135a + 900
b) (x+ 1P —(x+1)>-30(x+1)+72

®
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2.9 Resuelve problemas correspondientes a division y factorizacidon de polinomios.

Solucién de problemas:
1a) - x? + xy — y?
1c)a’-2a+5
le)3m +3mn-9n
2a) 2 +3x2+9=(x+2)(2x>—x+2)+5
2c) 2y -13y*+ 14y + 2 =(y—-5)(2y*-3y—-1)-3
2e)3x®+11x*—x—-3=(*+4x+1)(3x—-1)-2
3a) x*—9x?+21x+2=(x—4)(x*-5x+1)+6
3c)2m*+4m?*+3m+8=(m+3)(2m*-2m +9)-19
3e)a’-37a-1=(a-6)(a*+6a-1)—-7
3g) 23 +1=(x—1)(2x*+2x+2) +3

3

1\(.5.2
=2+ =x +
3)<x e

N a3 a2 1= _34
Bi) P+’ +x 1—(x+ >
4a) 23 +22=8+4=12

4c) 5(-2)° + 11(-2)*—9=—40+44 -9 =5

de) (-5) + 4(-5)* ~ 6(-5) ~ 6 =~125 + 100 + 30~ 6 = -1 4f) (3] +

5a) Se sustituye x =—1 en p:
k(-1 + (k+1)(-1)*’+ (k—-4)(-1)-2=—-k+3
Por el teorema del residuo, debe ocurrir que
—-k+3=0,0sea, k=3.

5c) Se sustituye x =1 en p:
13-k%(1)2+2k(1) +k—-1=-k*+3k
Debe ocurrirque—k*+3k=0,0sea,k=00k=3.

En los problemas del numeral 5, puede sustituir
el valor de k calculado en cada caso y comprobar
que el residuo p + q es igual a cero.

6a) —2x(y + 4)(y —4)(y + 2)
6c) —ab(c—1)(c+3)(c+7)
7a) 4b*(a® + 6a* — 15a — 100) — 9(a® + 6a — 15a — 100)

7b)Seay=x+1;asi, (x+1)*—(x+1)*-30(x+1)+72

1b)8mn +10n-5
1d) 7xyz —5x -9z

1f) — 3x%y + %xy M

2

2b) 23 - 7x*-3x+2=(x—-4)(2x*+x+1)+6
2d) 2y* + 5y’ -8y —-6=(2y +1)(y*+2y-5)-1
2f) 5y - 8y*— 14y +4=(y*-2y—-2)(5y+2) +8
3b) y*-3y*—6y—-11=(y-5)(y*+2y+4) +9
3d)3n*+4n*-6n-7=(n+2)(3n’-2n-2)-3
3f) b3 +8b>—-29=(b+7)(b?+b-7) +20

2y 1= )
Yoo

4b) 8(-1)*-5(-1)=-8+5=-3

9

8
a3 Lo

4d) 33 -13(3)2+29(3) +10=27-117+87+10=7

1(12 1 1
53/ -3-1=5+

1 1 ._ 5

8 2 4
5b) Se sustituye x = 3 en p:
33+ (k—3)(3)2+ (k+4)(3)—6k=6k+12

Por el teorema del residuo, debe ocurrir que
6k+12=0, 0sea, k=-2.

5d) Se sustituye x =-2 en p:
K(-2)3+ (k+1)(-2)>—7(-2) + 3k =—-8k* + 7k + 18
Luego, —8k? + 7k + 18 =0, o sea, 8k*— 7k—18 = 0.
Al resolver la ecuacién anterior se obtiene k = —%
ok=2.

6b) 5y*(x—2)(x + 4)(x—5)

= (4b?-9)(a® + 6a? — 15a — 100)
=(2b +3)(2b-3)(a-4)(a® + 10a + 25)
=(2b+3)(2b-3)(a—4)(a +5)?

=y’=y*=30y+72,y:

Y =y?=30y+72=(y=3)(y*+2y-24)=(y-3)(y +6)(y - 4)
Pero (y=3)(y+6)(y—-4)=(x+1-3)(x+1+6)(x+1-4)=(x—-2)(x+7)(x—3). Porlo tanto:
(x+1)2—(x+1)2=30(x+1)+72=(x—2)(x+ 7)(x—3).

8
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Ecuacion cuadratica y numeros complejos

3.1 Resolucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion

Problema inicial
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas utilizando factorizacion:  Siay b son nimeros reales tales que
a) x?— 15x + 56 = 0 b)5x2+1lx-12=0  db=Oentoncesa=00b=0.

Solucién
a) Para factorizar el polinomio se buscan dos niumeros cuyo producto sea 56 y cuya suma sea igual a
—15 (como el producto es positivo y la suma negativa ambos nimeros deben ser negativos). Para
encontrarlos puede descomponerse 56 en sus factores primos y buscar una combinacién de ellos que
cumplan lo dicho anteriormente. Se verifica entonces que: (—8)(-7) =56y — 8 — 7 =— 15, por lo que
x*—15x + 56 puede factorizarse en el producto (x — 8)(x — 7). Luego:

(x=8)(x—=7)=0

como el producto es cero, uno de los factores debe ser igual a cero:
x—8=0 o x-7=0.

Por lo tanto, las solucionessonx=8o0x=7.

b) Para factorizar 5x* + 11x — 12 se descomponen 5y —12 en dos factores y se aplica el método de la

tjera: 5x —4—> — 4y
! ' s
x 3 — 15x
522 12 1lx

entonces, 5x?+ 11x —12 = (5x—4)(x+3) =0, porloque 5x—4=00x+3 =0. Entonces, x=—ox=-3

son las soluciones de 5x% + 11x — 12 = 0.

[GIFS

Definicion
Una ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son nimeros reales y a # 0 se llama ecuacién
cuadratica. Para resolverla utilizando factorizacion se escribe ax? + bx + ¢ como producto de dos binomios
lineales, se iguala cada uno de ellos a cero y se resuelven ambas ecuaciones lineales.

Ejemplo

o .5 4
Resuelve por factorizacién, la ecuacién 5x2 —2=-3x

Si se encuentra una ecuacién equivalente a la dada pero cuyos coeficientes sean todos enteros, la
factorizacion resultara mas facil. Asi, al multiplicarambos miembros por 6, se obtiene la ecuacién equivalente
15x? — 12 = —8x. Para utilizar factorizacion la ecuacion debe estar igualada a cero: se pasa —8x al miembro
izquierdo y se obtiene la ecuacion 15x* + 8x — 12 = 0. Al factorizar por el método de la tijera se obtiene
(5x +6)(3x—2) =0, por lo que las soluciones de la ecuaciéon son x = — % yx= %

»
Problemasm

1. Calcula las soluciones de cada ecuacion utilizando factorizacion.

a)x*+2x-15=0 b) x>—15x+44=0 c)x>+4x+3=0
d)x2+7x-60=0 e) x>+ 16x+63=0 f) F02—x-15=0
g)%x2+%x+3=0 h)3x?+13x—-10=0 i)8x>—38x+35=0
i) 4% +21x - 18=0 k) 0.2 +0.3x —0.2=0 ) 322 - s5x - 2=0

2. Encuentra una ecuacion de grado 2 que tenga por soluciones a 1y —15.

®
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3.1 Resuelve ecuaciones cuadraticas utilizando factorizacion en la forma (x + a)(x + b) o el método de la

tijera.

Esta clase es un repaso de noveno grado sobre los
métodos de solucidén de ecuaciones cuadraticas
utilizando factorizacion. Se agregan casos donde
el trinomio debe factorizarse usando el método
de la tijera o aquellos con coeficientes fraccio-
narios o decimales donde debe multiplicarse la
ecuacién por un numero entero.

Solucién de problemas:
1a) x*+2x—-15=0
(x+5)(x—-3)=0

x+5=0 o x—-3=0
Las solucionessonx=-50x=3.

1c) x*+4x+3=0
(x+3)(x+1)=0
x+3=0 o x+1=0
Las soluciones son x =—3 o x = —1.

le) x2+16x+63=0
(x+9)(x+7)=0
x+9=0 o x+7=0
Las soluciones sonx=-9 o0 x =-7.

1g) Se multiplican ambos miembros por 2, obte-
niendo la ecuacidn equivalente:
x*+5x+6=0
(x+3)(x+2)=0
x+3=0 o x+2=0
Las soluciones son x =—3 0 x = 2.

1i) 8x*—38x+35=0
(2x-7)(4x-5)=0
2x—7=0 o 4x-5=0

. 7 5
Las soluciones son x = 5 oXx= 7

1k) Se multiplican ambos miembros por 10, obte-
niendo la ecuacién equivalente:
2x*+3x-2=0
(x+2)(2x-1)=0
x+2=0 o 2x-1=0

. 1
Las solucionessonx=-20x = PR

2. (x—1)(x+15)=0=>x*+14x-15=0

_

Esta clasey la siguiente (3.2) sirven para introducir
la idea sobre las raices de un polinomio, tomando
primero ecuaciones cuadraticas. En esta clase no
debe utilizarse la férmula cuadratica para resolver
las ecuaciones, sino hasta la siguiente.

=

1b) x*—15x+44=0
(x—4)(x-11)=0
x—4=0 o x—-11=0
Las solucionessonx =40 x=11.

1d) x*+7x—-60=0
(x+12)(x-5)=0
x+12=0 o x-5=0
Las soluciones son x =—12 0 x = 5.

1f) Se multiplican ambos miembros por 4, obte-
niendo la ecuacién equivalente:
x*-4x-60=0
(x+6)(x-10)=0
x+6=0 o x—-10=0
Las soluciones son x =—6 0 x = 10.

1h) 3x*+13x-10=0
(x+5)(3x-2)=0
x+5=0 o 3x-2=0

. 2
Las solucionessonx=-50x = 3

1j) 4x?+21x-18=0
(x+6)(4x—-3)=0
x+6=0 o 4x-3=0

Las soluciones sonx=-6 ox = %
1l) Se multiplican ambos miembros por 10, obte-
niendo la ecuacién equivalente:
6x>—x—-2=0
(2x+1)(3x—-2)=0
2x+1=0 o 3x-2=0

. 1 2
Las soluciones son x = — B oXx= 3

Sugerencia metodolégica



3.2 Resolucion de ecuaciones cuadraticas con la formula general

Problema inicial

- . - Las soluciones de la ecuacion
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

ax?+ bx+c=0(a#0)son:

a)2x*+3x-1=0 b)x*-2x-6=0 _—bi\b—4ac
x——za 0
Solucién

a) Esta ecuacion no puede resolverse por factorizacion; cuando esto ocurre se resuelve utilizando la férmula
general. Eneste caso,a=2,b=3yc=-1:

-3 ++/37-4(2)(-1) _ —3++/9+8 _3 i'\/ﬁ'

2(2) 4 4

X =

Entonces, las soluciones de 2x?> + 3x —1 =0 son:
—3++/17 -3-417
X = T yx= T .

b) Si se intenta resolver la ecuacion por factorizacion, se llega a que no es posible encontrar dos nimeros
enteros cuyo producto sea—6y cuya suma sea —2. De forma similar al literal anterior, se utiliza la férmula
generalcona=1,b=-2yc=-6:

r= ~(2) +\(-2P-4(1)(-6) _ 2tV4+24 _ 2428 _ 227 _ 147,

2(1) 2 2 2

24247
2

Observa que se simplifica porque puede sacarse 2

Entonces, las soluciones de x> — 2x — 6 = 0 son: 5
como factor comun en el numerador:

x=1+V7yx=1-+7. 2:2V7 _202V7) _ 1 47
2 2 -

Conclusién
Cuando una ecuacidn cuadratica no pueda resolverse mediante factorizacion, se utiliza la férmula general.

Ejemplo
4

Resuelve la ecuacion x =7 — e

Nétese que x = 0 no es solucidon de la ecuacién. La ecuacion puede llevarse a una ecuacién cuadratica al

multiplicar por x ambos miembros:
P P x*=7x—-4 = x*-7x+4=0

esta ecuacion no puede resolverse mediante factorizacién, porlo que al aplicar la férmula general se obtiene:
_7:(-77-4(1)(4) _ 7+49-16 _7:+33

2(1) 2 2
Entonces, las soluciones de x =7 — % son:
= 7++/33 y x= 7—\/§_
2 2
>
Problemas.

Calcula las soluciones de cada ecuacion:

a)3x*+x-1=0 b) x?=-2(2x + 1) c)x*-3(2x+1)=0 d)2x(3—-x)=3

=42 _ 2_ 15, .45 _ -g_5 —_3+2
e)x=x*-1 f) x X+ 0 g)2x=8 P h) x 3+x

®




Indicador de logro

3.2 Resuelve ecuaciones cuadraticas utilizando la férmula general.

En esta clase se repasa la solucién de ecuaciones
cuadraticas usando la férmula general. Se inclu-
yen ecuaciones con términos fraccionarios cuyo
denominador es igual a x y que se reducen a
ecuaciones cuadraticas.

/

Solucién de problemas:

_ —1x~12-4(3)(-1)

a) X = 20)

-1+y1+12

6
_ -1%+/13
T 6
Las soluciones de 3x>+ x —1 =0 son:

-1 ++/13 ~1-+13
X=—7p— 0 Xx=—"r

c¢) La ecuacion es equivalente a x> —6x—-3=0:
_ 6+~(-6)>—4(1)(-3)
- 2(1)
_6+136+12
2

8B 34243

Las soluciones de x>*—3(2x + 1) =0 son:
x=3+2V3 o x=3-23

X

e) La ecuacion es equivalentea x>—x—-1=0:

_ 1++(=1)*-4(1)(-1)
- 2(1)
_1+41+4
- 2
_1%4/5
T2
Las soluciones de x = x> — 1 son:
. 1+4/5 _ 1-45

2 0 2

g) La ecuacién es equivalente a 2x* — 8x + 5 = 0; al
resolverla se obtiene:

4++/6 4-+6
x:——iE; x:——?C—

®

Posibles dificultades

Recuerde a los estudiantes, al momento de usar
la formula general, incluir el signo de los coefi-
cientes.

N

b) La ecuacion es equivalente a x> + 4x + 2 = O:
_ 4T a0
- 2(1)
_ —4+16-8
2

=—4¢22\/i=_2i\/7

Las soluciones de x? =—2(2x + 1) son:
x=-2+2 0o x=-2-2

d) La ecuacion es equivalente a 2x> - 6x+ 3 =0:
_ 6+~(-6)"—4(2)(3)
- 2(2)

_6+\36-24

4
61243 3%43
T4 T2
Las soluciones de 2x(3 — x)= 3 son:
3+4/3 3-43
*=" 2

X =

f) La ecuacion es equivalente a 4x? — 30x + 45 = 0:
= 30300 - 4(4)(45)

2(4)
_30++/900-720
8
30645 _15%345
B 8 - 4
Las soluciones de x? —%x + % =0son:
15+ 345 15-3+/5

h) La ecuacién es equivalente a x> + 3x — 2 = 0; al
resolverla se obtiene:

-3++17 -3-+/17
x=—\/_ x=—\/_

2 ° 2

Sugerencia metodolégica



3.3 Definicion de numero complejo

Definicién
Se llama unidad imaginaria, y se denota por 7, al nimero que satisface i* = -1, es decir:
i=+-1.
Dados dos nimeros reales cualesquiera a y b, el nimero de la forma z = a + bi se llama nimero complejo.
Al conjunto de todos los nimeros complejos, es decir, aquellos de la forma a + bi se le denota por C.

Sea z = a + bi un numero complejo: . ]
. i Para denotar numeros complejos,
1. Si b =0 entonces z es un nimero real. usualmente se utilizan las letras zy w.

2.Si a y b son diferentes de cero entonces z se llama niimero | Sise necesitan mas de dos nimeros
imaginario. complejos, se utilizan subindices, por
3.Sia=0y b # 0 entonces z = bi se llama nimero imaginario puro. | &1emplo, 21, 2, z;, 2, etc.

Al nimero a se le llama parte real de z, y se denota por Re(z); mientras que al nimero b se le llama parte
imaginaria de z, y se denota por Im(z). Dos nimeros complejos son iguales si sus correspondientes partes
real e imaginaria son iguales, y viceversa.

Ejemplo 1
Para cada caso, determina Re(z) e Im(2): _
a)z=5-7i b)z=vV2+i c)z=#
a) Re(z)=5 b) Re(z) = V2 ¢) Lo primero es reescribir z:
Im(z) =7 Im(z)=1 4. 9% __ 5.9
z2= + > 2+ 2L
Luego, Re(z) =-2 e Im(z) =%.
Ejemplo 2

Seanz=2x+3iyw =4+ (y—1)i dos nimeros complejos. Determina los valores de los nimeros reales x
y y para que se cumpla z = w.

Para que se cumpla la igualdad entre los nimeros complejos z y w debe ocurrir:

Re(z) = Re(w) Im(z) = Im(w)
2x=4 3=y-1
al resolver ambas ecuaciones lineales se obtiene:
x=2 4=y
Por lo tanto, para que se cumpla z = w los valores de x y y deben ser 2 y 4 respectivamente.
Problemas._:

1. Para cada caso, determina la parte real y la parte imaginaria de z:

a)z=-3+8i b)2=%—6i c)z=5-+31

d)z=11 e)z=3 f)z=i_i

3

2. Para cada caso, determina los valores de los nimeros reales x y y para que se cumpla z = w:
a)z=(x+1)+5 , w=—6+(4-y)i b)z2=10-3xi , w=8y+15i
C)z=(x+y)+4i, w=-2x+3yi d)z=—x+3yi, w=(y-1)—xi

@
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Indicador de logro

3.3 Identifica la parte real y la parte imaginaria de un nimero complejo.

En la clase se definen los nimeros complejos, su
parte real e imaginaria y la condicidn para la igual-
dad de dos numeros complejos. Con este conteni-
do los estudiantes lograran mas adelante calcular
todas las raices de un polinomio, sean reales o
imaginarias.

Solucién de problemas:

1la)z=-3+8i
Re(z) =-3;Im(z) =8

1c) z =5 —31
Re(z) =v/5; Im(z) = -3

le)z=3
Re(z) =3;Im(z)=0

2a) Debe ocurrir que Re(z) = Re(w), Im(z) = Im(w):

Re(z) = Re(w) Im(2z) = Im(w)

x+1=-6 5=4-y
x=-6-1 y=4-5
x=-7 y=-1

Por lo tanto, para que z = w los valores de x y y
deben ser —7 y —1 respectivamente.

2c) Al igualar las partes imaginarias de ambos:
Im(z) = Im(w)

4 =3y
4
Yy=3

Igualando las partes reales y sustituyendo y:
Im(z) = Im(w)

X+y==-2x
-_4
3x= 3
R

9

Por lo tanto, para que z = w los valores de x y y
deben ser — % y % respectivamente.

®

AN

Esta clase solo trabaja lo relacionado a la parte
real e imaginaria de un nimero complejo, para
gue los estudiantes se apropien del lenguaje ma-
tematico y del uso de la unidad imaginaria. En las
siguientes clases se desarrollaran las operaciones
basicas con nimeros complejos.

W,
1b) 2= > - 6i
Re(2)=%; Im(2) = -6
1d) z = 11i
Re(z) =0; Im(z) =11
Me="2to 22 Lo 4 L

Re(z) =—4; Im(z) = —%

2b) Igualando las partes reales e imaginarias:

Re(z) = Re(w) Im(2) = Im(w)

10 =8y -3x=15
_10 =15
Y= =3
_5 x=-5
Y=3

Por lo tanto, para que z = w los valores de x y y

debenser-5y % respectivamente.

2d) Al igualar las partes reales e imaginarias:
Re(z) = Re(w)

—-x=y-1
x=-y+1

Im(z) = Im(w)
3y=—-x
x==3y

Se forma un sistema de ecuaciones de primer

grado con dos incégnitas. Utilizando el método
de sustitucion:

—y+1=-3y
2y=-1
1
y=-5
Asi,x=—3(— %)=% Por Iotanto,x=%yy=—%,

Sugerencia metodolégica



3.4 Suma, resta y multiplicacion de nimeros complejos

Problema inicial

Seanz=3+7iy w =2 —31i. Cudl es el resultado de las operaciones
z+w,z-wyzw?

Considera el numero i como una
variable para realizar las operaciones.

Solucién
Como en la suma de polinomios, solo pueden sumarse aquellos términos que sean “semejantes”:
Z+w=3+7i+2-31
=(3+2)+[7+(-3)
=(3+2)+(7-3)i
=5+4;
Para la resta deben cuidarse los signos de la parte real e imaginaria de w:
z-w=3+71—-(2-31)
=(3-2)+[7-(-3)I
=(3-2)+(7+3)
=1+10:
La multiplicacién se desarrolla como si fuese el producto de binomios, y teniendo en cuenta que 2 =—1:
zw = (3+71)(2-31)
=3(2) + [3(-3) + 7(2)]i + 7(-3)2
=6+ (-9+14)1—21(-1)
=6+21+5;
=27+51
Porlotanto,z+w=5+4i,z—w=1+10iy zw = 27 + 5.
Definicién
La suma y resta de los nimeros complejos z=a + biy w = ¢ + di se denotan por z + w y z— w respectiva-
mente, y se definen:
z+rw=(a+c)+(b+d)i
z—w=(a-c)+(b-d)i.

El producto de los niimeros complejos z = a + biy w = ¢ + di se denotan por zw y se define:
zw = (ac — bd) + (ad + be)i.

El complejo conjugado de z = a + bi, o simplemente conjugado de z, es otro nimero
complejo denotado por Z tal que Z = a — bi. Se llama médulo del nimero complejo
z=a+ bi al nimero real denotado por |z| y definido por:

|2| =VZZ =\a?+ B

2z = (a + bi)(a - bi)
= q2- b2

=a? + b?

Problemas
1. Para cada caso, calcula z + w, z— w y zw. Ademds, encuentra el conjugado y el médulo de cada nimero:
a)z=-5+4i,w=2-3i b)z=4-i,w=-6+41
C)z=-3-2l,w=-5+1 dz=8-i,w=12+31
e)z=5-21, w="61 flz=-3+8i,w=2

2.Sea z=a + bi un nimero complejo. Demuestra lo siguiente:
a)z+z=2Re(z) b) z—Zz=2Im(2):

®



Indicador de logro

3.4 Efectuda la suma, resta y multiplicacion de numeros complejos, y determina el conjugado y el médulo
de un nimero complejo.

Propésito

En esta clase se trabajan las operaciones de suma,
resta y multiplicacién de numeros complejos, ha-
ciendo una comparacién con el desarrollo de las
mismas en polinomios.

En el bloque de Problemas, los estudiantes deben
utilizar lo descrito en la Definicidn; es decir, iden-
tificar y sustituir los nimeros a, b, cy d.

Solucién de problemas:

la)z+w=(-5+2)+(4-3)i=-3+1 1b)z+w=(4-6)+(-1+4)i=-2+31
z—-w=(-5-2)+(4+3)i=-7+71 z-w=(4+6)+(-1-4)i=10-5i
zw = [-5(2) —4(-3)] + [-5(-3) + 4(2)]i = 2 + 23 zw = [4(—6) — (-1)4] + [4(4) + (-1)(-6)]i =—20 + 22i
zZ=-5-4;;, w=2+31 Z=4+, w=-6-4i
2] = (=5)7 + 42 =41 2] =42+ (-1) =17
lw] =27+ (=3)? =13 lw] = (=6)? + 4= 2413
Ic)z+w=(-3-5)+(-2+1)i=-8-1 d)z+w=(8+12)+(-1+3)i=20+2:
z—w=(-3+5)+(-2-1)i=2-3i z—w=(8-12)+(-1-3)i=-4-41
zw =[-3(-5)—(-2)1] + [-3(1) + (-2)(-5)]i=17+ 71 zw =[8(12) —(-1)3] + [8(3) + (-1)(12)]: =99 + 12:
zZ=-3+2;;, w=-5-1 zZ=8+1, w=12-31
2] = V(=3)2 + (-2)*= V13 |z| = 8 + (1) =65
lw| = (=572 +1° = 26 |w| =122 +32=3417
le)z+w=(5+0)+(-2+6)i=5+4; 1f)z+w=(-3+2)+8=-1+8;
z-w=(5-0)+(-2-6)i=5-8¢ z-w=(-3-2)+81=-5+8i
zw =(5-21)6i =301 —12i2=12 + 30i zw=(-3+8i)2=-6+ 161
Z=5+2i;, w=-61 zZ=-3-8,, w=2
|z| = 52+ (-2)* =29 |z| =V(-3) + 8 =73
lw|=6"=6 lw] =+27=2
2a)z+z=(a+bi)+(a-bi) 2b)z—-Z=(a+bi)-(a-bi)
=(a+a)+(b-0b)i =(a—-a)+(b+0b)
=2a+0i =0+2bi
=2a =2bi
= 2Re(2) =2Im(z)i

@ Sugerencia metodolégica



3.5 Divisidon de nimeros complejos

Problema inicial

. . z _a+bi . -
Seanz=a+biyw = c+di. Para calcular W erdi realiza los siguientes pasos:
- w —di
1. Multiplica por £ =£=4
P P w c-di

2. Efectya los productos indicados.
3. Encuentra el resultado.

Solucién _
1. Al multiplicar por % se esta multiplicando por 1, o sea que la expresién original no se altera:

2z _a+bi _a+bi  c-di
w c+di c+di  c-di

_ (a+bi)(c—-di)
" (c+di)c—di) *

2. Al efectuar los productos indicados, se obtiene:

(a+bi)(c—di) _ ac+bd+(—ad + bc)i
(c+di)c—di) ~ e+ d? :

3. La division de z entre w es entonces el nimero complejo:

ac+bd | —ad+bc -
c+d? c+d?

Definicion
Sean los numeros complejos z=a + biy w = ¢ + di. La divisién de z entre w se denota por% y esta dada por:
Z_a+bi _ac+bd , —ad+bc;
w c+di c+d? c+d?

Ejemplo

Divide 4 + 37 entre 5 — 1.

En este caso, al multiplicar por el conjugado de 5 — i en el numerador y denominador, se tiene que:
4+31 _4+3] y 5+7 _ (4+31)(5+17) _ (20-3) + (4 + 15); _ 17 +19; —£+Ei

5-1 5-1  5+i 52 412 26 26 26 26

4+3; 17 , 19.
— =4+,
5-1 26 26

Por lo tanto,

*
Problemasv

z. ( . N
1. Para cada caso, calcula o Observa que el objetivo en cada
a)z=3, w=2+ 41 b)z=5 w=2- 71 una de las operaciones vistas con
C) 2= —7i, w=6-2i d) =2+ 9i, w=-3-1 Iﬁs InL’lmeros. ’complejos es ’escri-
. . . . ir la operacién como un nimero
e)z=—-4+61L,w=2+71 flz=—-3-21, w=5+21 P .o
X . ! . complejo u + vi. Asi, en el caso de
g)z=4-21, w=-51 h)z=-2+61, w=31 la divisién, el objetivo es quitar el
numero complejo del denomina-
. . . L dor multiplicando numerador vy
2.Seanz=a+ biy w = c + di; realiza lo siguiente: denominador por el conjugado del
z denominador.
a) Calcula = b) Calcula (—) . Y,
w w
c) Calcula % d) Compara los resultados de b) y c)

@
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Indicador de logro

3.5 Efectua el cociente de dos nimeros complejos multiplicando por el conjugado del divisor.

En esta clase se trabaja la operacion de divisién
(cociente) de dos numeros complejos. La estrate-
gia a utilizar es la multiplicacion por el conjugado
del divisor (denominador), para escribir el resul-
tado en la forma u + vi, donde © y v son niUmeros
reales cualesquiera.

Si bien la Definicidn indica el resultado de la ope-
racion de division para los nUmeros z=a + bi y
w = ¢ + di, en la resolucién del bloque de Pro-
blemas no deben sustituirse los valores de @, b, ¢
y d, sino multiplicar por el conjugado del divisor
y realizar las operaciones resultantes tal como lo

establece el indicador de logro.

\ A\ J
Solucién de problemas:
12) 2 3 2-4i_302-4i) _6-12i _3 _3: 1b) Z = 5 2+7i_5@2+7i) _10+35i _10 ﬁi
w 2+4i 0 2-41 7 22+4? 4+16 10 5 w_ 2-7i 2+47i  22+7? 4+49 ~ 53 53
z  —71 _6+2i —7i(6+2i) 14-42i 7 21. z _2+90 _ -3+1 _ (-6-9)+(2-27)i 3 5.
—_= = = = — _= — X - = [
1) =i 6+ e+ 3%6+4 30 200 MWL =35 x5 9+1 2 2!
z —A+6i  2-7i _(-8+42)+(28+12)i _34 40. z —3-2i _5-2i (-15-4)+(6-10)i 19 4.
—_= - - = =— 4+ — —_= - - = = ———_-
le) =537 * 77 4+49 sttt Wo=55 x5 25+4 29~ 29"
z 4-2i 5 _10+20i 2 4. z _ —2+6i _ —3i _ 18+6i 2.
== xS =2 2 £ = 2 x == =2+=
1g)w -5 XSL 25 5 SL 1h)w 31 =31 9 2 3l
z _ac+bd  —ad+bc. (2\ _ac+bd —ad+bc:
Za)w_ 2+ d? 2+ d? ! 2b)<§) = 2+d>  2+d?
_ac+bd ad—bci
Toet+? ct+ d?

2¢) Z_a-bi 2d) Los resultados son iguales, es decir:
w c-di —
a-bi  c+di (i) =
c—di  c+di w
(ac + bd) + (ad - be)i
cZ+ dZ
ad - bc -
c2+ dZ

z
w

_ac+bd
T o+d?

Sugerencia metodolégica
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3.6 Raices cuadradas de nimeros negativos*

Problema inicial

Sea x un numero complejo. Determina todos los valores de x que satisfacen: x> = -5 i=V-1,77=-1 }

Solucién

Se busca el numero complejo tal que, al elevarlo al cuadrado, su resultado sea igual a —5; observa que -5
puede escribirse como el producto 5(-1), entonces: x? = 5(-1) = 512,

luego, x? = 52 se cumple para x =5 i 0 x = -5 i. En efecto:
(V5i) = (V5)'i=-s (5 if = (5 )iz =5

Por lo tanto, los valores de x que satisfacen x2 =5 son x =V5 i y x = -5 i.

Definicién
Sea @ un numero real positivo (@ > 0). Las raices cuadradas de — a son Vai y—Vai. Ademas:
V-a=+ai.
Ejemplo
Escribe los siguientes nimeros en la forma a + bi:
V=3 V3 2
— —_ - _— —-12==(-1)=1
a)yV-3+-5 b)\/g c)\ﬁ5 i?=—(-1)
Primero se escriben las raices de nimeros negativos en la forma« ai, luego se realizan las operaciones
respectivas: -
A V3 _ i N33 (-
a)V=3\=5=(3 )5 ) b) 5 = s J == %)
=15 72 _ 3. _ \/3 (—_i )
-5 ACH s
De lo anterior se concluye que: Luego N=3 _ 3, 51
N=3+=5 = —15. > .- i
5
Luego, M —\/E L.
£ ) ] .., =5 5
n general, sia y b son nimeros reales positivos:
e Voa , Na
1.N=aN=b # N(-a)(-a) 2. Tba a fc;, También puedes multiplicar por el conju-
gado de V5 i, 0 sea, — V5 i y verificar que
P > se llega a la misma respuesta.
roblemas.
1. Para cada caso, encuentra las raices cuadradas de —a si:
a)a=2 b)a=3 ca=7 d)a=10
e)a=4 fla=25 gla=3 ha=z
2. Escribe los siguientes nimeros en la forma a + bi:
2) VT V2 b) N7 N2 )BT
\=3 =4 \24
)= e =

®
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3.6 Encuentra las raices cuadradas de nimeros reales negativos y los escribe en la forma a + bi.

Luego de haber definido y realizado las operacio-
nes basicas con nimeros complejos, en esta clase
se encuentran las raices cuadradas de numeros
reales negativos (al igual que en noveno grado
se encontraron las raices cuadradas de nimeros
positivos). Esto sirve para que los estudiantes
comprendan que si @ es un numero real positivo
entonces V—a = Vai. Si los estudiantes tienen mu-
chas dificultades para resolver el Problema inicial,
el docente debe desarrollar la Solucidn.

N

Posibles dificultades

En el Problema inicial se retoma la definicion de
solucién de una ecuacion cuadratica; esta par-
te junto con la Definicion de la clase sirven para
introducir a los estudiantes en el calculo de las
soluciones de una ecuacién y de las raices de un
polinomio, tomando también aquellas complejas.
En el numeral 1 del bloque de Problemas los estu-
diantes deben utilizar lo descrito en la Definicién,
es decir, los resultados deben ser bastante inme-
diatos.

En el numeral 2 del bloque de Problemas, recuerde a sus estudiantes que, antes de realizar las opera-
ciones, deben escribir los radicales en la forma bi. En el caso de los literales d) y f) pueden multiplicar
numerador y denominador por el conjugado del denominador o solamente por —i tal como el literal c) del

ejemplo.

Solucién de problemas:

1a) —a = -2, luego las raices de =2 son V2i y — V2.
1c) —a = -7, luego las raices de =7 son \7i y —\7i.

1le) —a = -4, luego las raices de —4 son:
ai=2i y —a4i=-2i.

1g) —a=- %, luego las raices de —% son:

\/Ii_ii —\/ii——ii
3P T Y TNETTT T

Pueden racionalizarse las fracciones y dejarlas expresadas como

2a) V=72 =(\7i) \2

=141
2¢) V=3 V=7 = (3i)(7i)
=217
=—121
2e) % = % Puede racionalizarse el
2 ; resultado y dejarlo ex-
IRVE) presado como %

®

1b) —a = -3, luego las raices de -3 son \3i y —V3i.

1d) —a = -10, luego las raices de —10 son V10i y —\10i.

1f) —a = -25, luego las raices de —25 son:

\25i=5; y —+25i=-5i.

1h) -a=- %, luego las raices de —%son:

\/Ii_li _\/ii__l'
9 3 Y 9 37

\3

2b)\7 V=2 =7 (v2i)

=141
N=3 _N3i
2d) ==
_ 3
N7
N24 _ 2V6 (—i
20) =22 (5)
e

Sugerencia metodolégica



3.7 Discriminante de la ecuacion cuadratica

Problema inicial
De la ecuacién cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 se define el nUmero A = b? — 4ac. Para cada una de las siguientes
ecuaciones calcula el valor de A, establece su signo y resuelve cada una utilizando la férmula general
(considera las soluciones complejas):

a)2x>-5x-1=0 b)x*-2x+1=0 c)x*+3x+5=0

[A es una letra griega llamada ”Delta".]

Solucién

a) Al calcular A se tiene:
A=(-5)?-4(2)(-1)=25+8=33

es decir, A > 0. Al resolver la ecuacién utilizando la férmula general (el valor de A es el radicando de

la férmula general): —(-5)+~33  5++33
X = = .
4 4

La ecuacion 2x?—5x—1 = 0 tiene dos soluciones reales.

b) El valor de A es: A=(-2)2-4(1)(1)=4-4=0

o sea, A = 0. Luego, el valor del radicando en la férmula general es cero y:

_ —(-2)++0 2
x=—>—=5=1

La ecuacion x> — 2x + 1 = 0 tiene una solucidn real.

c) El valor de A es:
A=32-4(1)(5)=9-20=-11

es decir, A < 0. Al resolver la ecuacion utilizando la formula general:

-3:-11 _ -3%+11i
2 - 2 ’

X =

La ecuacion x? + 3x + 5 = 0 tiene dos soluciones complejas.

Definicién
Dada una ecuacion cuadratica ax? + bx +c¢=0, con a, by c nimeros reales y a # 0, se le llama discriminante
de la ecuacion cuadrética al nimero A = b2 — 4ac. El nimero y tipo de soluciones de la ecuacién cuadratica
puede determinarse de acuerdo a lo siguiente:
1.Si A > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales, es decir, pertenecen a los numeros reales.
2.Si A =0, la ecuacion tiene una solucion real.
3.Si A <0, la ecuacion tiene dos soluciones imaginarias, es decir, de la forma u + vi con v # 0.

Ejemplo
¢Cudl debe ser el valor de m para que la ecuacién x* + mx + 4 = 0 tenga una solucion real?
Para que tenga una solucién real debe cumplirse que A=0, es decir A=m2?-16=0. Luego, m =4 0 m =-4.
Por lo tanto, para que la ecuacién x* + mx + 4 = 0 tenga una solucion real m debe ser 4 o — 4.

Problemas /
1. Determina si las soluciones de cada ecuacidn son reales o imaginarias:
a)dx’+x-3=0 b)4x*+x+14=0

c)9x*—30x+25=0 d) 15x* + 12 =-8x

2. ¢Cual debe ser el valor de m para que la ecuacion x> — 6x + 5 — m = 0 tenga una solucidn real?

k@ J
®
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3.7 Determina el nimero de soluciones reales o imaginarias de una ecuacidn cuadrdtica utilizando su dis-

criminante.

Secuencia

En esta clase se generaliza el nimero o tipo de
soluciones de una ecuacion cuadratica, conside-
rando aquellas cuyo resultado son nimeros com-
plejos; lo anterior se realiza analizando el discri-
minante de la ecuacién.

N

Posibles dificultades

En el numeral 1 del blogue de Problemas, los es-
tudiantes deben utilizar lo descrito en la Defini-
cion, es decir, calcular el discriminante en cada
caso (no deben resolver la ecuacion). En el nume-
ral 2 debe realizarse un analisis similar al mostra-
do en el Ejemplo.

N

En el numeral 2 del bloque de Problemas puede suceder que los estudiantes asignen a ¢ solamente el

valor de 5; indiqueles que ¢ =5 — m.

Solucién de problemas:
la)a=4,b=1, c=-3; luego:
A=12-4(4)(-3)=1+48=49
De lo anterior se tiene A > 0, por lo tanto, la

ecuacion 4x? + x — 3 = 0 tiene dos soluciones
reales.

1c)a =9, b=-30, c = 25; luego:
A =(-30)2-4(9)(25) =900-900=0
De lo anterior se tiene A = 0, por lo tanto, la

ecuacion 9x? — 30x + 25 = 0 tiene una solucidén
real.

lb)a=4,b=1, c=14;luego:
A=12-4(4)(14)=1-224=-223
De lo anterior se tiene A < 0, por lo tanto, la

ecuacion 4x? + x + 14 = 0 no tiene soluciones
reales, sino dos soluciones imaginarias.

1d) La ecuacion es equivalente a 15x* + 8x + 12 =0,
cona=15,b=8, c=12; luego:

A =82—-4(15)(12) =64 -720 =- 656
De lo anterior se tiene A < 0, por lo tanto, la

ecuacion 15x* + 12 = — 8x no tiene soluciones
reales, sino dos soluciones imaginarias.

2. En la ecuacion cuadraticax?*—6x+5-m=0:a=1,b=-6y c=5-m. Luego,

A =(-6)* - 4(1)(5 - m)
=36-20+4m
=4m + 16
Para que la ecuacidn solo tenga una solucién real debe ocurrir A=0, o sea, 4m + 16 = 0:
dm =-16
m=-4

Por lo tanto, x> — 6x + 5 — m = 0 tendra solamente una solucion real si m = —4.

®
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3.8 Factorizacion de un polinomio*

Problema inicial
Utilizando niumeros complejos factoriza el polinomio x? + 12x + 40.

Solucién
Similar al caso de la factorizacién del trinomio de la forma x? + (a + b)x + ab, en este caso deben encontrar-
se dos numeros complejos cuyo producto sea igual a 40 y cuya suma sea igual a 12. Primero se resuelve la
ecuacioén x? + 12x + 40 = 0 utilizando la férmula general:

o= 2124122-4(1)(40) _ -12+V-16 _ ~12%4i __ o, 5.

2 2 2

luego,
xX=-6+2i O x=—6-2i

x—(—6+2i)=0 o x—(-6-2i)=0
x+6-21=0 o x+6+2i=0

seanz=6-2iy w =6 + 2i; puede comprobarse que zw =40y z+ w = 12, y se tiene:
(x+2)(x+w)=x*+(z+ w)x+zw = x>+ 12x + 40.

Por lo tanto, x>+ 12x + 40 = [x — (-6 + 21)][x — (-6 — 21)] = (x + 6 — 2i)(x + 6 + 21).

Conclusién
Si x, y x, son las soluciones (reales o imaginarias) de la ecuacidn cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 entonces:
ax?+bx+c=alx—x)(x—x,).

Ejemplo

Factoriza el polinomio x* — 6x% + 15x — 14.

Los divisores del término independiente son a = +1, +2, +7, +14. Al sustituir x = 2 en el polinomio original

se obtiene:
23-6(2)+15(2)-14=8-24+30-14=0

por el teorema del factor, x* — 6x? + 15x — 14 = (x — 2)d, donde d es un polinomio de grado 2; utilizando
divisidn sintética se obtiene:
x}—6x>+15x—14=(x—-2)(x*—4x +7)

el siguiente paso es factorizar el polinomio x?—4x + 7; esto puede realizarse utilizando la formula cuadratica:

= AEN(EAP - 4(1)(7) _4xN-12 4*22@" =2 +3i.

2 2

Por lo tanto, &3 — 6x2 + 15x — 14 = (x — 2)[x — (2 +V3i)][x — (2 =V3i)] = (x — 2)(x — 2 =V3i)(x — 2 +/3i).

b d
Problemas,

Factoriza cada polinomio:

a) x?—12x + 40 b) 5x* +8x + 5 c)x®—6x*+2x+24
d)x®+x+10 e) x> —3x%+ 25x + 29 f) a3 — 7x% + 20x — 50

®
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3.8 Factoriza polinomios de grado dos o tres utilizando nimeros complejos.

En esta clase se utilizan los nimeros complejos
para escribir polinomios de hasta grado tres en la
forma a(x — x,)(x — x,)(x — x,), donde los nimeros
X, X, y X; son complejos. Esto dard paso a que,
en la clase 3.9, se definan y calculen las raices de
un polinomio. Si los estudiantes tienen muchas
dificultades para resolver el Problema inicial, el
docente debe desarrollar la Solucién.

/

Solucién de problemas:

a) Se factoriza x* — 12x + 40 usando la férmula cua-

dratica:
_12++V144-160 _ 12 +\-16 _ 12+4i _ .
X = 5 = 5 === =62

Por lo tanto,
x*—12x+40 =[x — (6 + 21)][x — (6 — 2i)]
=(x—6—-21)(x—6+2i).

c) Para factorizar x* — 6x? + 2x + 24 se utiliza lo visto
en la leccién 2. Los divisores de 24 son #1, +2, +3,
14, 6, £8, +12 y 1£24; al sustituir x = 4 en el poli-
nomio se obtiene:

43—-6(4)*+2(4)+24=64-96+8+24=0
Luego, x3 — 6x2 + 2x + 24 = (x — 4)d. Al usar di-
visidn sintética para encontrar el polinomio d se
obtiene d = x? — 2x — 6; este Ultimo se factoriza en
el producto (x — 1 —\7)(x — 1 +7).
Por lo tanto,
BB —6x2+2x+24 = (x—4)(x—1—-\7)(x— 1 +7).

e) Los divisores de 29 son +1 y +29. Al sustituir x =—1
en x> —3x%+ 25x + 29:

(-1)*=3(-1)?+25(-1)+29=-1-3-25+29=0

Luego, x* — 3x% + 25x + 29 = (x + 1)d. Al usar di-

vision sintética para encontrar el polinomio d se

obtiene d = x? — 4x + 29; este ultimo se factoriza

en el producto (x—2 —5i)(x — 2 + 51).

Por lo tanto,
x°—=3x?+25x+29=(x+1)(x—2-5i)(x—2 +5i).

)

Posibles dificultades

En esta clase se utiliza basicamente todo lo visto
en lecciones anteriores, por ejemplo cdmo facto-
rizar un polinomio de grado tres, las raices de nu-
meros negativos, resolver una ecuacion cuadrati-
ca, etc. Los estudiantes deben tener claridad de
los procesos desarrollados en la clase.

- /

b) Se factoriza 5x* + 8x + 5 usando la férmula

cuadratica:
;= 8%\64-100 _-8+V-36 _ -8%6i __4, 3.
10 10 10 575

Por lo tanto,
4 3. 4 3.
2+ 8x+5= ( +———)( +—+—).
5x 83c55x5 S+l

d) El proceso es similar al del literal anterior; los
divisores de 10 son +1, 2, +5 y +10. Al sustituir
x=-2enx®+x+10:

(-2)*-2+10=-8+8=0

Luego, x> + x + 10 = (x + 2)d. Se usa divisidn sin-

tética para encontrar el polinomio d, obteniendo

d = x*>-2x+5; este Ultimo se factoriza en el pro-

ducto (x—1-2i)(x—1+ 2i).

Por lo tanto,
XB+x+10=(x+2)(x—1-21)(x—1+21).

f) Los divisores de =50 son +1, +2, +5, +10, +25 y +50.
Al sustituir x =5 en x* — 7x% + 20x — 50:
53— 7(5)% + 20(5) — 50 = 125 — 175 + 100 — 50 = 0

Luego, x* — 7x% + 20x — 50 = (x — 5)d. Al usar di-

vision sintética para encontrar el polinomio d se

obtiene d = x> — 2x + 10; este ultimo se factoriza

en el producto (x—1-37)(x—1 + 31).

Por lo tanto,
x3—=7x*+20x—-50=(x—-5)(x—1-31)(x—1+ 31).

Sugerencia metodolégica



3.9 Raices de un polinomio*

Problema inicial
Un ndmero a (real o imaginario) es una raiz de un polinomio en variable x si al sustituir x = a en el polinomio
el resultado es cero. Calcula las raices de los siguientes polinomios:

a)3x-12 b)2x>+7x+3 c)x®—3x2+25x+ 29

Solucién
a) Para determinar las raices de 3x — 12 hay que encontrar los valores de x que hacen cero el polinomio;
es decir, basta resolver la ecuacién 3x — 12 = 0 para determinar las raices. La solucidn de la ecuacién
es x =4, entonces 4 es la Unica raiz de 3x —12.

b) De igual forma que en el literal anterior, basta resolver la ecuacién 2x* + 7x + 3 = 0 para calcular las
raices del polinomio 2x? + 7x + 3. Resolviendo por factorizacion:

2x*+7x+3=(2x+1)(x+3)=0.

1 , . .
Entonces x = —Syx= —3 son las raices del polinomio 2x? + 7x + 3.

c) Como el polinomio es de grado 3 se utiliza el teorema del factor para determinar alguno de los valores
que hacen cero el polinomio; se sustituye x por alguno de los numeros +1, +29:

six=-1, entonces (-1)3—3(-1)2+25(-1) +29=-1-3-25+29=0

se utiliza divisidn sintética para realizar (x® — 3x? + 25x + 29) + (x + 1) y factorizar el polinomio original;
de esto se obtiene:
x*—3x%+25x +29 = (x + 1)(x* — 4x + 29)

una de las raices del polinomio es x = — 1. Se calculan ahora las raices de x? — 4x + 29 resolviendo la
ecuacién x> —4x +29 =0:

_ 4% \(=4)> = 4(1)(29) _ 4+~/-100 _ 42100
2 T2 2

=2+5;

X

Por lo tanto, las raices de x®*—3x?*+ 25x+29sonx=—1,x=2+5iyx=2—5i.

Conclusién
Sea p un polinomio en una variable:

Un polinomio de grado 1 se llama lineal, al de grado 2 se le conoce
1. Si p es de grado 1, entonces tiene una | como polinomio cuadratico y si es de grado 3 se le llama polinomio

raiz compleja. cubico. Un polinomio puede ser de grado n, para n un entero no nega-
tivo, y cuando es de una variable es de la forma:
2. Si p es de grado 2 entonces tiene dos QX"+ Qg X e+ X+ X+ Qg

raices complejas, contando aquellas | donde a, es distinto de cero.

que se repiten. Por ejemplo, el Un polinomio de grado n tiene n raices complejas. Si x;, x5, ..., X, son

polinomio x? + 2x + 1 puede escribirse | |as raices (distintas) del polinomio a,x" + @1 X™™ + == + X% + A X + do

como (x+1)?’yx=-1esunaraizdoble. | entonces puede factorizarse como:

A2 = 261) ™ (26 = 26) ™ o+ (26— 2,)"™

3. Si p es de grado 3, entonces tiene tres | donde alos m; se les llama multiplicidades de la raiz x;y cumplen que:
raices complejas, contando aquellas my+my+-+m,=n.

que se repiten.

Si un polinomio tiene una raiz imaginaria, el conjugado también es raiz.

\@

&
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3.9 Calcula las raices de un polinomio de a lo sumo grado tres, usando nimeros complejos.

En la clase se definen las raices de un polinomio.
Dado que ya se han trabajado numeros comple-
jos, se indica, de manera general, cuantas raices
complejas tiene un polinomio de hasta grado tres.
Si los estudiantes tienen muchas dificultades para
resolver el Problema inicial, el docente debe de-
sarrollar la Solucion.

La clase solo cuenta con el Problema inicial, su
respectiva Solucién y la Conclusion. Esto debido a
que los procesos para encontrar las raices de un
polinomio vienen a ser los mismos estudiados du-
rante toda la unidad. En el enunciado del Proble-
ma inicial y la Conclusién se indica qué es una raiz
de un polinomio y cuantas puede llegar a tener.

Posibles dificultades

Verifique que los estudiantes tienen claro qué significa encontrar las raices de un polinomio. Lo anterior
se reduce a resolver una ecuacién, pero es incorrecto decir “la raiz de 3x —12 = 0 es 4”; lo correcto es “la
raizde3x—12esd4o0x=4".

Problemas propuestos:
La clase no cuenta con un bloque de Problemas. A continuacién se proponen algunos problemas para desa-

rrollarlos con los estudiantes, si lo considera necesario.

Calcula las raices de los siguientes polinomios:
a)—4x-16
El polinomio es de grado 1, solo tendra una raiz
compleja. Para encontrarla se resuelve la ecua-
cion—-4x—-16=0:
—-4x =16
x=-4
Por lo tanto, la raiz de — 4x — 16 es x = —4.

b) x>-2x-1
El polinomio es de grado 2, tendrd entonces dos
raices complejas. Para encontrarlas se resuelve
x*—2x—1 =0 usando la férmula cuadratica:

x=21V4+4=2i22\/5=11\/§

2

Por lo tanto, las raices de x2—2x—1sonx=1+2
yx= 1-42.

c)x*-3x>+4x-2 d)x®*-3x2+x+5

El polinomio es de grado 3, tiene entonces tres
raices complejas. Una de ellas se encuentra usan-
do el teorema del factor, y buscando entre los di-
visores de -2 (+1y *+2) el que hace cero el polino-
mio. Six = 1:
13-3(1)2+4(1)-2=1-3+4-2=0
Se usa division sintética para calcular el cociente
(3 =3x%*+4x—-2)+ (x—1), donde resulta:
xX}-3xt+4x—-2=(x—1)(x>—2x+2)
Por medio de la férmula cuadratica se obtienen las
raicesde x>—2x+2,0sea,x=1+iyx=1-1.Por
lo tanto, las raices de x> = 3x? +4x -2 sonx =1,
x=1+iyx=1-1.

8

El polinomio es de grado 3, tiene tres raices com-
plejas. Usando el teorema del factor, se busca en-
tre los divisores de 5 (+1 y +5) el que hace cero el
polinomio. Six =-1:
(-1)*-3(-1)2-1+5=-1-3-1+5=0
Se usa division sintética para calcular el cociente
(x*-3x*+x+5)+ (x+ 1), donde resulta:
xX}—=3x*+x+5=(x+1)(x*—4x+5)
Por medio de la formula cuadratica se obtienen
las raicesde x> —4x+5,0sea,x=2+iyx=2—1.
Por lo tanto, las raices de x* — 3x> + x + 5 son
x=-1,x=2+1iyx=2—1.
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3.10 Practica lo aprendido ~

1. Resuelve las siguientes ecuaciones, analizando primero si puede resolverse por factorizacién; de lo

contrario, utiliza la formula general:
2

a)x2+§x+%=0

c) x(3x +10) =77
e)22x*+67x—-35=0
g)x*—6x+12=0
i)x?—2x+26=0
k)x*+3x+6=0
m)4x?+x+14=0

0)x*+4x+14=0

. Calcula el valor de x si:

x=1+ L
1+ 1
1+ 11
1+1+'-.
.Sea x=2+ 3
2+ 3
2+ 33
2+2+'~.

Demuestra que x = 3.

. Para cada caso, realizaz+wyz—w:
a)z=2-1,w=3+71
c)z=—6-lL,w=1
e)z=1-35, w=5-2i
g)z=-5 w=151

. Para cada caso, realiza zw y%;
a)z=-5+4i, w=2-31
c)z=-3-2l,w=-5+1
e)z=5-21, w="61
g)z=-9+7,w=4+9;

b)x*+5x=0

d) 15x% — 14 = 29x
f)2.7x* +4.2x +0.8=0
h)x>+5x+6=0
j)6x?+x+12=0
[)-3x2—5=-x

n) 15x2 + 8x =—12
p)x*+8x+17=0

¢Qué se puede observar de la expresion
encerrada en el recuadro rojo?

x=1+

b)z=-3+2i,w=2-41
dz=2+i,w=8-1
f)z=9i, w="5:
h)z=7-6i, w=-11-3i

b)z=4-1,w=-6+41
dz=8-i,w=12+31
flz=—3+8i,w=2
h)z=7-6i, w=-11-31

. Factoriza cada polinomio utilizando nimeros complejos:

a)dx’+x+1
c)x*—-x?—-14x+24

b) 9x? + 28x + 50
d) x*—11x% + 40x2 — 56x + 24

®
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3.10 Resuelve problemas correspondientes a ecuaciones cuadrdticas y nimeros complejos.

Solucién de problemas:

1a) Se multiplican ambos miembros por 12, obte-
niendo la equivalente 12x? + 8x + 1 = 0. Luego:

(6x+1)(2x+1) =0, o sea, x———yx——l

2

1c) Se efectua el producto para encontrar la equiva-
lente 3x* + 10x — 77 = 0. Luego:

(x+7)(3x—11)=0, esdecir, x=-7y x= i

3

1e) (2x+7)(11x—5)=O,osea,x=—%y x:%_

1g) Usando la férmula cuadratica se encuentran las
soluciones: x =3 +3iy x =3 —3i.

1i) Soluciones: x =1+ 571y x=1-5i.

. 3,415, 3 415,
1k) Soluciones: x =——=+——iyx=—————1.
2 2 2 2
; \223 . \223 .
1m) Soluciones: x = —% togiyxs _%_ ~.

10) Soluciones: x =—2 +10i y x = — 2 —\10i.

2. Observe que: x > 0y la 1
expresion encerrada en x=1+
el recuadro es igual a x.
Al sustituirla, se obtiene
la ecuacionx =1+ % .

Esta es equivalente a x> —x—1 =0 (con x # 0). Al

resolverla por la férmula cuadrdtica se obtiene la
- : _1.45
solucién no negativa x = >t
4a)z+w=5+61; z—w=-1-81
4e)z+w=-6; z—w=—6-21
4e)z+w=6-5i; z—w=—-4-1
4g) z+ w=-5+15i; z—w=-5-151

22 7
5a) zw = 2+23L'E - 1313
1.1
5¢)zw = 17+7Z'E >+
1 5.
5e)zw = 12+3OL,E=—?—€1
5g)zw=—99—53i;%=%+%i
eve1cafosd VT Vi5
6a) 4x +x+1-4(x+8 s L)(x+8+ A )

6¢c) x> —x2—14x+ 24 = (x—2)(x—3)(x + 4)
6d) x* —11x° + 40x2 — 56x + 24 =

(x—2)(x—3)(x—3-5)(x—3+15)

®

1b) x(x +5)=0,0sea, x =0y x =-5.

1d) (3x—7)(5x + 2) = 0, es decir, x =%y x=-2

5
1f) (3x +4)(9x + 2) =0, esdecir,x=—%y x=—%.
1h) (x + 2)(x + 3) =0, es decir, x =-2 y x = -3.

. . o1 ~287. 1 +287.
1j) Soluciones: x = St YXE T
. .. 1 459. 1 +59.

1) Soluciones: x = et g lyx=g-——; 1
__ 4 2nE a4 241
1n) Soluciones: x TREETEA AT

1p) Soluciones: x=—4+iyx=—4—1.

3.x>0, vy laexpresiéon ence-
rrada en el recuadro es ™~
igual a x. Al sustituirla,
se obtiene la ecuacion:

:2+é
X

Esta es equivalentea x> —2x—-3=0(conx#0),y
su solucién no negativa es x = 3.

4b)z+w=-1-2i; z—w=-5+61
4d)z+w=10; z—w=-6+21
Af)z+w=141; z—w =41
4h)z+w=-4-9i; z—w=18-3i

5b)zw-—20+221,w— 3 7%

5d) zw = 99+121'E ST,

_ 2 __3 .4
5f) zw = -6 + 161; i + 4

59 | 87 .
5h) zw——95+45, 0= "130 T 130"
6b) 9x? + 28x + 50 = 9( 194 ‘2954i)(x+%+ ‘29541')

En el problema 6b), los estudiantes
pueden usar calculadora.
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3.11 Problemas de la unidad ~

1. Factoriza los siguientes polinomios:
a) (x+y)* = (x-y)? b) (x +y)? + (x - y)?

2. Utiliza productos notables para calcular el resultado de las siguientes operaciones:

a) 190(210) b) 96(104) — 94(106)

) 3++5 —3-15 d) ¥100(101)(102)(103) + 1
Tomax=\3+V5 - V3-45 y Considera x = 100 y multiplica el primero
calcula 22 con el ultimo y el segundo con el tercero.

3. Considera los nimeros complejos z, =1+ 21, 2,=-2 + 31 y 2; = 1 — i. Calcula el resultado de las siguientes
operaciones:

a)ztz,+ 2 b)z12,+ 2,23+ 232 €) 212, 2,
2 2

z z z zZ:+z

d) 22+ 2% + 22 e) Ly 22,2 f) =——
2 23 & 2+ 25

4. Desarrolla cada uno de los productos para demostrar las igualdades:
a)(x+a)x+b)x+c)=x*+(a+b+c)x?+ (ab + bc + ac)x + abe

b) (a + b)(a?—ab + b?) = a® + b?
c) (@ + b?)(x? + y?) = (ax + by)? + (ay — bx)?
5. Encuentra un polinomio de segundo grado en una variable x que cumpla lo siguiente: el coeficiente de

x y el término independiente sean iguales; los valores del polinomio al sustituir x por 1y 2 sean 7y 18
respectivamente.

6. Sean x y y nimeros reales positivos. Factoriza los siguientes polinomios (puedes dejar los términos de
los factores con raices cuadradas):

a)x+2Vx+1 b)x—y
c)y+ay+4 d)x-1

7. Demuestra que para cualquier nimero complejo z, se cumple que |z]| 2 0.
8.Seanz=a+biyw=c+di, ise cumple que |zw| = |z| |w]|?

. . z |z
9.Seanz=a+biyw=c+di, ése cumple que |—| =—7
wl |wl
10. Determina los valores que puede tomar el nimero real m para que la ecuacion max? + 2x + 1 = 0 tenga
dos soluciones reales.

11. Determina los valores que puede tomar el nimero real m para que la ecuacién x* + 2x + m = 0 tenga
dos soluciones imaginarias.

J

@

®




Indicador de logro

3.11 Resuelve problemas correspondientes a operaciones con polinomios y nimeros complejos.

Solucién de problemas:
1a) (x+y) = (x—y)* =[x +y) + (x—y)l[(x +y) - (x—y)] factorizar diferencia de cuadrados,

= (x 5+ x=y)(e+ty=a+y) quitar paréntesis,
= (2x)(2y) reducir términos semejantes,
= 4xy desarrollar el producto.
1b) (x +y)* + (x —y)?’ =x? £ 2xy + y* + x> =2xy + y* desarrollar los cuadrados de los binomios,
=2x% + 2y? reducir términos semejantes,
=2(x*+y?) extraer factor comun.
2a) 190(210) = (200 — 10)(200 + 10)  reescribir las cantidades,
=200%-10? efectuar suma por diferencia de binomios,
=40000- 100 calcular cuadrados,
=39900 realizar resta.
2b) 96(104) — 94(106) = (100 — 4)(100 + 4) — (100 — 6)(100 + 6) reescribir las cantidades,
=100%-4?—-(100° - 6?) efectuar suma por diferencia de binomios,
=100"- 16 —160% + 36 calcular cuadrados y eliminar términos
=20 realizar resta.

2c) Sea x =3 +5 —3 —+/5. Se calcula el resultado de x:
x*=3 %—2@/3 +\/§)(\/3—\/§)+ 3=45
=6-2(3+5)(3 -5)
=6-2V9-5
=2
Es decir, x? = 2. Como x > 0 entonces x = 2.

2d) Sea x = 100, entonces 1100(101)(102)(103) + 1 = Vx(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1. Se desarrollan los productos
x(x+3)y (x+1)(x+2),yse asocian términos “convenientemente”:
V(e + 1) (x+2)(x+3) + 1 =V(x? + 3x)[(x2 + 3x) + 2] + 1
=(x? +3x)2 + 2(x2 + 3x) + 1
=(x?+3x)+1
Sustituyendo x = 100 en x? + 3x + 1 se obtiene como resultado 10301. Por lo tanto,
1100(101)(102)(103) + 1 = 10301.

3a)z,+2,+2;=(1-2+1)+(2+3-1)i =4i.
3b)z,2,=-8-1;2,2,=1+51; 2,2, =3 +1; luego z,2, + 2,2, + 2,2, =—4 + 51.
3c)z,2,=—8—-1yz,=1—1; luego z,2,2; =—9 + 7i.

3d) 27 =-3+4i,27=-5-12iy 22 = -2i; luego z} + z2 + 27 =—8 — 10i. Lo anterior también puede resolverse
tomandoencuentaque zi+2z; + 25= (21 + 2, +23)* = 2(2,2, + 2,25, + 25 2,). Asi:

Zi+ 22+ z2=(41)>-2(-4 + 51)

=-8-101.
Z_4 7.2 _ 5 1. 2 _ 1 3. 2.2, 2 _ 311 83.
—_— ] === — 4 — — = ——" —_—t—4t—="—-—-=—1.
e L I L A P A F R ETL
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1+% 152 72 .

= l.
2 2
2422 221 221

. ) z
3f) 2 +27=-8-8iy 23+ 25 =-5-14i; luego,
z
4a) (x + a)(x+ b)(x+c)=[x*+ (a + b)x + ab](x + c) desarrollar (x + a)(x + b),
=x3+ (a+ b)x* + abx + cx? + (ac + be)x + abe  desarrollar el producto resultante,

=+ (a+b+c)®+ (ab+ bec+ac)x + abe asociar y extraer factor comun.

4b) (a + b)(a?— ab + b?) = a® —a?b +.ab? +a*b —ab? + b3

=3+ b3

desarrollar el producto,
reducir términos semejantes.

4c) (a? + b?)(x? + y?) = ax? + a®y? + b2 + b*y* + 2abxy — 2abxy
= (a?x? + 2abxy + b*y?) + (a®y* —

= (ax + by)? + (ay — bx)?

desarrollar el producto y sumar cero,
2abxy + b*x?) asociar términos,
factorizar trinomios cuadrados perfectos.

. Sea ax? + bx + c el polinomio buscado. Como el coeficiente de x debe ser igual al término indepen-
diente entonces b = ¢, o sea, ax? + bx + b. Al sustituir x = 1 se obtiene a + 2b, y al sustituir x = 2 resulta
4a +3b. Segun lo indicado en el enunciado del problema, a + 2b =7y 4a + 3b = 18; la solucién del sistema

esa =3y b=2.Porlo tanto, el polinomio buscado es 3x? + 2x + 2.

6a) x + 2\x + 1= (\x)2+ 24x + 1 = (\x + 1)?
6¢) y + 4~y +4 = (\y) + 2(\y)(2) + 2> = (\ly + 2)?
7. Sea z = a + bi; entonces |z| =+ a?+ b? (ver Definicién de la clase

3.4). Los nimeros a?y b? son no negativos (pues a y b son reales),
y por tanto su suma también lo sera. Luego, Va? + b* > 0.

6b) -~y = (V) -
6d) x— 1 = (V) -

() = (Nx +\y) (e =y)
17= (Vx + 1)(Vx - 1)

En este problema, basta con que el
estudiante deduzca, intuitivamente,
por qué la propiedad es verdadera.
No se espera una demostracion ma-
tematica muy rigurosa.

8. zw = (ac - bd) + (ad + bc)i, luego:
|zw| =V(ac—bd)?* + (ad + bc)? sustituyendo en la férmula del médulo de un complejo,
=v(a? + b)) (2 + d?) usando el resultado del problema 4c), conx=dyy=c.
Ademas, |z| |w| =Va? + b2\ + d? =+(a? + b?)(c? + d?) . Por lo tanto, si se cumple |zw| = |z| |w].
T . z _ac+bd  —ad+bc._ ac+bd b -ad - .
9. De la Definicidn de la clase 3.5 se tiene —-=-"— o Lo T i; luego:
‘ ‘ \/ ac+bd {bc—ad) \/(ac+bd)2+(bc—ad)z
w c+ al2 \ 2+ 2 (2 + d?)?

Del resultado del problema 4c) se deduce que (ac + bd)?* + (bc — ad)? = (a? + b?)(c* + d?). Entonces:

‘ | \/(a2+ b)(c2+d?) a’+ b?
w (¢ + d?)? ¢+ d?
o lz] _ Na?+b? a+ b? z |z]

Adem3s, 21 _ = . Por lo tanto, | =| = .
lw| Net+d? P+d? |wl
10. Para que la ecuacidn tenga dos soluciones reales, el 11.

discriminante A = 4 —4m = 4(1 — m) debe ser mayor que
cero. Para que A sea mayor que cero, 1 — m debe ser
mayor que cero. Al probar algunos valores:
eParam=-1:1-m=2 eParam=0:1-m=1
eParam=1:1-m=0 eParam=15:1-m=-0.5
eParam=2:1-m=-1 eParam=3:1-m=-2

Se observa entonces, que A sera mayor que cero cuando

m es menor a 1.

En los problemas 10 y 11, puede
orientar a los estudiantes que los
resuelvan a prueba vy error.

Para que la ecuaciéon tenga dos
soluciones reales, el discriminante
A=4—-4m =4(1- m) debe ser menor
que cero. Para que A sea menor que
cero, 1 — m debe ser menor que
cero. De la solucién del problema 10
se puede observar que esto sucede
cuando m es mayor que 1.



























Unidad 3. Desigualdades

Competencia de la unidad

Resolver desigualdades lineales y no lineales con una variable haciendo uso de las propiedades de
desigualdad para la demostracion o comprobacién de teoremas matematicos, asi como la interpreta-
cién y resolucidn de situaciones del entorno que impliquen el uso de las mismas.

Relacién y desarrollo
T el Primer aiio de Segundo aio de
ercer ciclo bachillerato bachillerato

Unidad 3: Ecuaciones de pri- Unidad 3: Desigualdades Unidad 1: Ecuaciones
mer grado (7°) e Desigualdad » ® Ecuaciones y sistemas de
¢ |gualdad de expresiones e Desigualdad lineal ecuaciones

matematicas e Desigualdad no lineal
e Ecuaciones de primer gra-
do
e Aplicaciéon de ecuaciones
de primer grado

Unidad 4: Funciones reales
¢ Definicidn de funcion

e Funcién cuadratica
Aplicaciones de la funcién
e Funcion lineal cuadratica

Otras funciones reales
Practica en GeoGebra

Unidad 3: Funcion lineal (8°)

e Funcion lineal y ecuacion
de primer grado con dos —
incégnitas

e Aplicacion de la funcion li-
neal
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Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases

1 1. Propiedades de las desigualdades, parte 1

1. Desigualdad
1 2. Propiedades de las desigualdades, parte 2
1 1. Definicién de desigualdad lineal
1 2. Solucion de desigualdades lineales, parte 1
1 3. Solucién de desigualdades lineales, parte 2

2. Desigualdad lineal 1 4. Solucién de desigualdades lineales, parte 3
1 5. Interpretacién grafica de una desigualdad lineal
1 6. Aplicaciones de las desigualdades lineales
1 7. Practica lo aprendido
1 1. Actividad. Construccién de un tridngulo dados sus lados
1 2. Desigualdad triangular, parte 1
1 3. Desigualdad triangular, parte 2

3. Desigualdad no lineal
1 4. Desigualdad de las medias aritmética y geométrica
1 5. Desigualdades con expresiones racionales
1 6. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 3

15 horas clase + prueba de la unidad 3




Puntos esenciales de cadaleccion

Leccion 1: Desigualdad

En esta leccidn se enuncian las dos propiedades a utilizar en la resolucion de desigualdades: cuando se suma o
multiplica por un numero real (diferente de cero) ambos miembros de la desigualdad. En las clases se parte de
casos particulares para que los estudiantes verifiquen y deduzcan el resultado en cada situacién.

Leccidn 2: Desigualdad lineal

La primera clase retoma la definicidon de desigualdad lineal vista en séptimo grado. Luego, similar a la resolucién
de ecuaciones de primer grado, se comienzan a resolver desigualdades lineales de formas especificas (x + a > ¢,
ax = c) de tal manera que las propiedades vistas en la leccion 1 se apliquen directamente, y por tltimo llegar a
laformaax+ b = c(oax+b < c). Laleccion finaliza con aplicaciones en la vida cotidiana, es decir, situaciones
donde se planteen desigualdades lineales para encontrar e interpretar su solucién de acuerdo al contexto.

Leccion 3: Desigualdad no lineal

En esta leccidon se demuestran dos teoremas sobre desigualdades: la desigualdad triangular (tanto de las lon-
gitudes de un triangulo como del valor absoluto de numeros reales) y la desigualdad de las medias aritmética
y geométrica. Se resuelven también desigualdades con expresiones racionales, cuyo numerador es un nimero
real y cuyo denominador es un polinomio de grado 1 en una variable.
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Desigualdad

-~

1.1 Propiedades de las desigualdades, parte 1

Problema inicial
Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto, <, >, < 0 >:

=

a1l | -2 b)3s [ | Z )-3+2[ |5+2
d)-5+3[ |-7+3 e)%—lg—l—l f)1.5-5[ |4-5
Solucién
a) Un nuimero positivo siempre b) El nimero 3.5 es el decimal ¢) -3 < 5y al sumar 2 a am-
serd mayor que un numero correspondiente a l, Se bos numeros se obtiene
negativo. Entonces: puede utilizar cualquiera de —-3+2=-1y5+2=7, esde-
1 ) los simbolos < o > cir, la desigualdad se mantie-
- ; ne. Luego:
35(21 75 -3+2[<|5+2

d) De igual forma al literal ante- e) % > —1yalrestar 1 aambos f) De forma similar al literal e),

rior, como =5 > —7 entonces: como 1.5 < 4, entonces:

numeros se obtienen como
-5+3[>|-7+3 resultados —% y —2 respec- 1.5-5[<4-5
tivamente, es decir, la des-
igualdad se mantiene. Luego:

%—1 >]-1-1

Conclusién
Los simbolos <, =, <y > se utilizan para representar relaciones entre cantidades distintas o iguales. Estos

se leen como sigue: . .
<: menor o igual que =: mayor o igual que

<: menor que >: mayor que
La relacidn que indica cuando dos cantidades o expresiones matematicas son distintas o iguales se llama

desigualdad. En |la desigualdad a < b, la cantidad a es el miembro izquierdo y la cantidad b es el miembro
derecho.

Sean @, b y ¢ nimeros reales cualesquiera; si @ < b entonces | -2 Propiedad es valida para cualquier tipo de

. , desigualdad: a>b,a > b,y a < b. Es decir, al
a +c < b+ c. En general, si se suma (o resta) un nimero real a ; )
sumar un numero real ¢ a ambos miembros

ambos miembros de una desigualdad entonces la desigualdad |  p entonces la desigualdad se mantendra.

se mantiene.
c>0
_______ a<b I o a<b—
T ) l/‘ ) y’ TN y~ TN
a a+c b b+c a+c a b+c

|—a+c<b+c—| |—ot+c<b+c—|

*
Problemasv

Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto:

a) 3+7 [ J10+7 b) -1+4 | | 5+4 c)-6-2 [ |-9-2
d)—%—s . ]-05-5 €)-025+5[ |-2+5 f) 45+12) | 1+12
g)-3+27[ |-19+27 h) —=3+v2 [ |-1+42 i) \F—% E—\/?—%

@

©




Indicador de logro

1.1 Determina el simbolo de relacidon que hace verdadera una desigualdad cuando se suma el mismo nu-

mero real a ambos miembros.

En los grados anteriores se han trabajado con los
simbolos de desigualdad >, <, > y < para com-
parar cantidades. En esta clase se repasa esa no-
cion y se enuncia, ademas, la propiedad de las
desigualdades cuando se suma un numero real a
ambos miembros.

\_ /

Solucién de problemas:

a)3+7 10+ 7;yaque 3 <10y se estd sumando
7 a ambos miembros de la desigualdad.

c)-6-2 -9 —2; ya que =6 > -9 y se estd su-
mando -2 (o restando 2) a ambos miembros de la
desigualdad.

e)-0.25+5 - %+ 5; ya que —0.25 es el decimal
. ., 1 .
correspondiente a la fraccién — T También pudo

utilizarse el simbolo <.

g)—-3+2.7 1.9+2.7;yaque—-3 < 1.9y seestd
sumando 2.7 a ambos miembros de la desigual-
dad.

i)\/_—% —@—%;ya que V2 > -3 y se estd

sumando — % (o restando %) a ambos miembros

de la desigualdad.

Propésito

En el Problema inicial, los estudiantes deben rea-
lizar los calculos de las sumas (o restas) para es-
cribir el simbolo de desigualdad adecuado. En el
bloque de Problemas, los estudiantes deben esta-
blecer el simbolo de desigualdad sin realizar antes
las operaciones, es decir, utilizando la propiedad
descrita en la Conclusién.

\_ /

b)-1+4 5+4;yaque—1<5yseestd sumando
4 a ambos miembros de la desigualdad.

d) - % -5 —0.5-5; ya que —0.5 es el decimal
. ., 1 L
correspondiente a la fraccién — > También pudo

utilizarse el simbolo <.

f)45+1.2 1+1.2; yaque 4.5 > 1y se estd su-
mando 1.2 a ambos miembros de la desigualdad.

h)-3++2 —1++/2;yaque—3 <-1vyseestd su-
mando V2 a ambos miembros de la desigualdad.
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1.2 Propiedades de las desigualdades, parte 2

Problema inicial
Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto, < o >:

a)2(4) [ | 5(4)
d)6(-2) [ 13(-2)

b)-5(3) [ 14(3)
e)8(-4)[ | -5(-4)

c)-3(10) [ |-9(10)
f)-11(-5)[ | =7(-5)

b d
Problemas,_A

Solucién

a) 2 < 5y al aumentar 4 veces
ambas cantidades resultan
2(4) = 8 y 5(4) = 20, es decir,
la desigualdad se mantiene.
Entonces:

2(4) 5(4)

d) 6 > 3, pero ahora ambas can-
tidades se multiplican por un
numero negativo obteniendo
6(-2) = -12 y 3(-2) = -6, es
decir, la desigualdad se in-
vierte:

6(-2) 3(=2)

Conclusion
Sean @, b y ¢ nimeros reales tales que a < b.

b) De forma similar al literal a),
-5 < 4, al multiplicar por 3
ambos miembros la desigual-
dad se mantiene, y:

-5(3) 4(3)

e) De forma similar al literal d),
8 > -5 y al multiplicar por
un numero negativo am-
bos miembros se obtiene
8(-4) = 32y -5(-4) = 20, o
sea, la desigualdad se invier-
te:

8(-4) -5(-4)

c) =3 > —9; si se aumentan 10
veces ambas cantidades la
desigualdad se mantiene.
Luego:

-3(10) -9(10)

f) =11 < -7, y como en los lite-
rales anteriores, si se multi-
plica ambos miembros por un
numero negativo la desigual-
dad se invierte; entonces:

-11(-5) —7(-5)

desigualdadesa > b,a=b,ya < b.

1. Si ¢ > 0 entonces ac < bc, es decir, si se multiplica ambos [La propiedad es vélida también para Ias}

miembros de una desigualdad por un numero positivo
entonces la desigualdad se mantiene.

2. Si ¢ < 0 entonces ac > bc, es decir, si se multiplica ambos miembros de una desigualdad por un
numero negativo entonces la desigualdad se invierte.

1. Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto:

a) 8(5) [ | 11(5)
d) =10(=7) [ | -5(-7)
g T(-4) [ 15(-4)
D-65(-3) 1430

b) -3(6) [ | -7(6)
e) 4.8(9) [ | 1.3(9)

h-26) [ |2(3)
ISR

o 6(-3)[ [-4(-3)
f)-3.5(-2) [ | -3.6(-2)

) 200) L17(65)
DB (-11) [ 3 (-11)

2. Sean ¢y d nimeros reales positivos tales que ¢ < d. Escribe el simbolo de desigualdad correcto, < o >

(justifica tu respuesta):

a) 3c| |3d
d-2c| |-2d

b) —c| |-d
e)-7c| |-7d

3. Sea a un numero positivo. Demuestra lo siguiente:

a) Sia > 1 entonces a’ > q;

b) Si a < 1 entonces a* < a.

c)56c| |56d

f) 2cl |3d

®




Indicador de logro

1.2 Determina el simbolo de relacidon que hace verdadera una desigualdad cuando se multiplica el mismo

numero real a ambos miembros.

Se continda con la verificacidn de las propiedades
de las desigualdades. Se comprueba el resultado
al multiplicar ambos miembros de una desigual-
dad por un numero real diferente de cero, tanto
el caso cuando el numero es positivo como cuan-
do es negativo.

\_ AN

Posibles dificultades

Similar a la clase 1.1, en el Problema inicial los es-
tudiantes deben realizar los calculos de los pro-
ductos para establecer el simbolo de desigualdad
adecuado, diferenciando cuando se multiplica
por un numero positivo o negativo. En el bloque
de Problemas, en el numeral 1 deben utilizar las
propiedades descritas en la Conclusidon para de-
terminar el simbolo de desigualdad sin realizar los
calculos de los productos.

Verifique que los estudiantes invierten el simbolo de desigualdad cuando se multiplica por un numero
negativo; es importante hacer énfasis en este caso y evitar dificultades cuando se resuelvan desigualdades

lineales.

Solucién de problemas:

1a) 8(5) 11(5); ya que 8 < 11 y se multipli-
can ambos miembros por un numero positivo (la
desigualdad se mantiene).

1c) 6(-3) —4(-3); ya que 6 > —4 y se multiplican
ambos miembros por un numero negativo (la
desigualdad se invierte).

le) 4.8(9) 1.3(9)
1g) +(-4) [ > 5(-4)

f2) =173
13(3) 51 -36)
2a) 3c 3d; pues se multiplicaron ambos miem-

bros por un nimero positivo (3).

2c) 5.6¢ 5.6d; pues se multiplicaron ambos
miembros por un niumero positivo (5.6).

2e) -7c —7d; pues se multiplicaron ambos
miembros por un nimero negativo (-7).

3a) Si en a > 1 se multiplican ambos miembros por
a, entonces la desigualdad se mantiene (pues
a > 0). Luego a(a) > a(l1), o sea, a*> > a.

8

1b) -3(6) -7(6); ya que =3 > =7 y se multipli-
can ambos miembros por un numero positivo (la
desigualdad se mantiene).

1d) -10(-7) —5(=7); ya que =10 < =5y se multi-
plican ambos miembros por un nimero negativo
(la desigualdad se invierte).

1f) -3.5(-2) -3.6(-2)
1h)-£3) [<] 53)

1j) —6.5(—%) —4.3(—%)
1) V6(-11) V3(-11)

2b) —c —d; pues se multiplicaron ambos miem-
bros por un numero negativo (—1).

2d) —2¢ -2d; pues se multiplicaron ambos

miembros por un nimero negativo (—2).

2f) %c %d; pues se multiplicaron ambos miem-
bros por un nimero positivo.

3b) Si en a < 1 se multiplican ambos miembros por
a, entonces la desigualdad se mantiene (pues
a > 0). Luego a(a) < a(1), o sea, a* < a.

Sugerencia metodolégica



Desigualdad lineal

~

2.1 Definicion de desigualdad lineal

Problema inicial

La longitud de la base de una pizarra rectangular es el doble de su altura, y la medida de su perimetro es a
lo sumo 7.20 m2. Escribe una desigualdad que relacione el perimetro y la medida maxima que este puede
tomar.

Altura

F——Base ——88M8

~

K
Solucién
Sea x la longitud en metros de la altura de la pizarra como lo muestra la figura de abajo. De acuerdo al
enunciado del problema la longitud en metros de su base serd igual a 2x pues es el doble de la altura.
' 2x 1
El perimetro de la pizarra se calcula:
2x + 2(2x) = 6x
es decir, la medida del perimetro de la pizarra es igual a 6x. De acuerdo al problema, el perimetro es a lo
sumo 7.20 m?; esto es equivalente a decir que la medida del perimetro es menor o igual a 7.20 m2. Por lo
tanto, la desigualdad que relaciona el perimetro y la medida maxima de este es: 6x < 7.20.
Definicién

La desigualdad de dos expresiones matematicas de grado 1 que involucra una variable se llama desigualdad
lineal. En una desigualdad lineal, al valor desconocido que se representa por una variable se llama incégnita,
al intervalo de los valores numéricos de la incégnita que cumplen con la desigualdad se llaman solucién de
la desigualdad.

En esta unidad, las variables tnicamente podrdn tomar valores reales, es decir, nimeros reales.

*
Problemas.

1. Escribe los siguientes enunciados como desigualdades lineales:

a) Sara se tarda en llegar a su trabajo a lo sumo 1 hora con 15 minutos.

b) Segun el Ministerio de Medio Ambiente y Recursos Naturales (MARN), para el 2015 la cantidad de
sismos no sentidos fue 11 veces la cantidad de sismos sentidos; mientras que en total se registré una
cantidad superior a los 4000 sismos en ese afio.

c) La edad de Mario es un tercio de la edad de Antonio, y la suma de sus edades es inferior a 28 afios.

d) El consumo de energia de una lavadora es 500 watts por hora. Al finalizar cierto tiempo, el consumo
de energia superd los 3500 watts por hora.

2. Beatriz y José deciden ahorrar durante todo el periodo escolar; al finalizar el afio lectivo, el dinero aho-
rrado por Beatriz es superior a la mitad del dinero ahorrado por José. Escribe una desigualdad que rela-
cione el dinero ahorrado por Beatriz y José.

12




Indicador de logro

2.1 Expresa situaciones de la vida cotidiana utilizando desigualdades lineales de una variable.

En esta clase se repasa lo visto en séptimo grado,
sobre representacién de relaciones entre expresio-
nes matematicas. Se define qué es una desigual-

Propésito

Tanto en el Problema inicial como en el bloque de
Problemas, no se pretende resolver las desigualda-
des, solamente plantearlas para que los estudiantes

dad lineal y las partes de la misma. se familiaricen con el uso de letras para representar

una variable en el contexto de las desigualdades.

\_ AN

Posibles dificultades

En el numeral 1 del bloque de Problemas, puede dar pistas sobre las cantidades que se estan relacionan-
do y la importancia de las frases "a lo sumo", "superior", "inferior" en cada literal, las cuales indican una
desigualdad. En el numeral 2, es necesario usar dos variables para las cantidades de dinero ahorradas por
Beatriz y José.

Solucién de problemas:

1a) Se debe relacionar el tiempo que se tarda Sara en llegar a su trabajo con el tiempo maximo que puede
llegar a hacer (1 hora con 15 minutos o 75 minutos). Sea x el tiempo en minutos que se tarda Sara en
llegar, desde su casa hasta su trabajo. Luego, x < 75.

1b) Se relacionan las cantidades de sismos, sentidos y no sentidos, con el total registrado en el aflo 2015 (que
fue superior a los 4000). Sea x la cantidad de sismos sentidos en el afio 2015; entonces la cantidad de
sismos no sentidos es igual a 11x. Luego:
x+11x > 4000
12x > 4000.

1c) Se relacionan las edades de Mario y Antonio con la cantidad maxima que puede tomar la suma de ellas
(es inferior a 28 afios). Sea x la edad en afios de Mario, entonces la edad de Antonio es igual a 3x. Luego:
x+3x <28
dx < 28.

Otra solucion puede ser la siguiente: sea y la edad en afios de Antonio, entonces la edad de Mario es

. 1 .
igual a 5. Luego: y+ %y <28

4
1d) Sea x el tiempo en horas que estuvo funcionando la lavadora; entonces, al finalizar, el consumo de energia
es 500x. Luego:
500x > 3500.
2. Sea x el dinero ahorrado por Beatriz, y y el dinero ahorrado por José (ambos durante todo el periodo

escolar). Luego: 1

@ Sugerencia metodolégica
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2.2 Solucion de desigualdades lineales, parte 1

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen las siguientes desigualdades:
a)x+4>3 b)x-5<2

Solucién
a) Deben encontrarse los nimeros reales tales que al sumarles 4, el resultado es mayor o igual a 3. Resolver
la ecuacion lineal x + 4 = 3 equivale a encontrar el nimero real cuyo resultado al sumarle 4 es 3:

x+t&4-4=3-4 restar 4 a ambos miembros,
. x=-1 Ry E
En la figura de la derecha se observa lo ____+4,:’_
siguiente: todos los nimeros mayores que +4
P Al By L~-~ N K
—1 satisfacen la desigualdad x + 4 > 3. Por T T N 5\
u" .’I / \‘ :‘ “‘ S

lotanto,x+4 >3six>-1. ; + . ; ; ¢ ;
-2 -1 0 1152 3 4 555 6

Este resultado también puede obtenerse utilizando la propiedad vista en la clase 1.1, es decir, en la
desigualdad original restar 4 a ambos miembros:

x+42>3
x+4-4>3-4 restar 4 a ambos miembros no altera la desigualdad,
x=-1.
Por lo tanto, la desigualdad x + 4 > 3 se cumple para x = — 1. Utilizando intervalos, x > — 1 se escribe

X € [-1, oof.

b) Usando propiedades de desigualdades, se suma 5 a ambos miembros:
x—-5<2
x=B+8<2+5 sumar 5 a ambos miembros no altera la desigualdad,
x<7.
Por lo tanto, la desigualdad x—5 < 2 se cumple para x < 7; utilizando intervalos se escribe x € -0, 7|[.

Conclusién

Sean b y ¢ nimeros reales cualesquiera. Para resolver una desigualdad

. . Si las desigualdades son x + b > ¢
lineal de laformax+b > cox+ b < c, esta debe escribirse como x> d o &

0 x+ b < c entonces en la solucién

x < d sumando —b a ambos miembros de la desigualdad: no debe tomarse en cuenta el
1. x + b = ¢ se cumple para x = ¢ — b; utilizando intervalos se escribe | extremo c—b.
X € [c—b, .

2.x+b < c se cumple para x < ¢ — b; utilizando intervalos se escribe x € |-, ¢ - b].

b d
Problemas.\ﬂ
1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucién utilizando intervalos):

a)x+7=10 b)x-3>-8 x-2<11
dx+4<-6 e)x-6=0 f)Jlo=>x+8

2 1 5 1 . 1
glx+3<3 hyx-3>3 x+,21
Na-3<-2 Kx+2<-4 ) x+2 =542

2. Utiliza la propiedad de las desigualdades vista en la clase 1.1 para justificar por qué la solucién de
x+b<cesx€]-o,c-b].

®



Indicador de logro

2.2 Resuelve desigualdades lineales de laformax+b2>cox+b<c.

En esta clase se utiliza la propiedad de las
desigualdades vista en la clase 1.1 (cuando se
suma un numero real a ambos miembros) para
resolver desigualdades lineales del tipox+ b > co
x + b < c (se incluyen también las desigualdades
estrictas >y <).

Propésito

En el literal a) del Problema inicial se presenta
una solucion intuitiva para la desigualdad. Esta se
comprueba luego con la solucién algebraica usan-
do la propiedad de la clase 1.1, misma que se uti-
liza para resolver el literal b). En el bloque de Pro-
blemas, los estudiantes deben utilizar lo descrito
en la Conclusidn, es decir, la solucidén algebraica
de las desigualdades lineales.

\_ AN /
Solucién de problemas:
1la)x+7>10 1b)x -3 >-8
x=10-7 x>-8+3
x=3 x>-5
Entonces, x + 7 > 10 se cumple para x € [3, oo]. Entonces, x —3 > -8 se cumple para x € |-5, oo|.
1c)x—2 < 11 1d)x +4<-6
x<11+2 x<-6-4
x <13 x<-10

Entonces, x—2 < 11 se cumple para x € |—oo, 13].

le) x — 6 = 0 se cumple para x € [6, oo].

2 1
1g)x+3<3
1 2
x<3—3
1
x<—3
Entonces, x + % < % se cumple parax € ]—oo, —%[

1i) x + % > 1se cumple parax € [%, 00[.

1Hx+%<—4

1

x<—4—7
9

S

Asi, x + % < —4 se cumple para x € ]—oo, —%[,

Entonces, x + 4 < -6 se cumple para x € |-0, -10].
1f) 0 > x + 8 se cumple para x € ]—oo, —8].

5 1
1h)x—?>7

[EEY

5
x> ? + ?
x>3
Entonces, x — % > % se cumple para x € |3, oo.

. 4 3 7
—_—— < - — —_
1j) x 3 S se cumple paraxe] 0, 12]_

1) x +V2 > 5v2
x>5v2 -2
x> 42

Asi, x + V2 = 5V2 se cumple para x € [4V2, o],

2. El nimero b es un numero real cualquiera. Entonces, en la desigualdad x + b < c:

x+b-b<c-b sumar-benambos miembros no altera la desigualdad,

x<c-b

Luego, la solucién de la desigualdad x + b < c es x < ¢ — b, en notacién de intervalo: x € |-, ¢ - b].

®
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2.3 Solucion de desigualdades lineales, parte 2

Problema inicial

Determina todos los valores de x que satisfacen las siguientes Al multiplicar ambos miembros por un nimero

desigualdades: real, si el nimero es positivo la desigualdad no se
a)3x>12 b)—5x <-10 altera y si es negativo la desigualdad se invierte.
Solucién

a) Para solucionar la desigualdad debe llevarse a la forma x > d, donde d es un niumero real. Para ello se
. . . 1
multiplican ambos miembros de la desigualdad por3:

3x>12

3 (%) > 12(%)
x>4 multiplicar por % ambos miembros no altera la desigualdad.

Por lo tanto, la desigualdad 3x > 12 se cumple para x > 4, es decir, si x € ]4, +oo[.

b) De forma similar al literal anterior, se multiplican ambos miembros de la desigualdad por — 1 , esto
hace que el simbolo de desigualdad se invierta de < a >:

-5x<-10

1 1
~5x(-3)=-10(-3)
x=2
Por lo tanto, —5x < —10 se cumple para x = 2, es decir, si x € [2, +o0].
Conclusién

Sea a un numero real diferente de cero. Para resolver una desigualdad lineal de la formaax > coax < c
se multiplican ambos miembros de la desigualdad por el reciproco de a, es decir, % :

1. Si a es positivo, entonces las desigualdades ax = c y ax < ¢ se cumplen

¢ @ . Si las desigualdades son ax > ¢
para x = PR < a2 respectivamente.

0 ax < c entonces en la solucion

. . . no debe tomarse en cuenta el
2.Si a es negativo, entonces las desigualdades ax = ¢ y ax < ¢ se cumplen

C C . extremo i
para x < 2 VX = ; respectivamente. a

B C - NG 5 © - a
La solucién x > 5 se escribe utilizando intervalos como x € [E , 00[; mientras que x S% se escribe:
©
X €E ]—oo, —] .
a

>
Problemasm

1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucién utilizando intervalos):

a)2x <6 b) 4x = 24 c)—-3x>-33
d)-14 > 7x e)-8x=0 f)0 = 5x
g)-4x < 18 h) 56> -1 i)—%xz 3
) 2x<-1 k) Sr<-2 )-\V2x>1

2. Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen ambas desigualdades:
a) | x+2>-3 b)] x-5=>2 o |x+4<1
3x>9 -2x> 10 5x >-30

Para cada literal, representa la solucién de cada desigualdad en la recta numérica. Luego,
verifica los valores donde coinciden ambos intervalos.

@
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Indicador de logro

2.3 Resuelve desigualdades lineales de la formaax = co ax < c.

Las desigualdades lineales presentadas en esta
clase son del tipo ax = ¢ o ax < ¢ (se incluyen
las desigualdades estrictas > y <), cuya solucion
se encuentra usando las propiedades vistas en la
clase 1.2, tanto para a positivo como para a ne-
gativo.

- AN

Solucién de problemas:

1la)2x <6 Luego, 2x < 6 se cumple si
-2
x<3
1c) 3x>-33 Luego, —3x > —33 se cumple si

<33  x€]-oo, 11].

x <11

le) —8x = 0 se cumple si x € |—o0, 0].

1g) —4x < 18 se cumple six € ]—% 00[ .
1i) —%x > 3 se cumple six € |-o0, -9].

1k) %x < —% se cumplesix € ]—00, —%]

Posibles dificultades

Recuerde a los estudiantes invertir la desigual-
dad cuando el coeficiente de la variable sea un
numero negativo. Ademas, si los estudiantes
tienen dificultades para "pasar a dividir" directa-
mente el coeficiente de la variable al otro lado de
la desigualdad entonces pueden multiplicar por
el reciproco y luego simplificar la fraccidn.

J
1b) 4x > 24 Luego, 4x = 24 se cumple si
— 4
xX=>6
1d)-14 > 7x Luego, —-14 > 7x (o su
7x < —14 equivalente 7x < -14) se
v < # cumple si x € |—o0, =2.
x<-2

1f) 0 > 5x se cumple si x € ]-o0, 0].

1h) 5x > -1 se cumple six € ]— %, 00[ .
o 2 . 5
1j) X < —1secumplesix € ]—00, —7[.

. 1
1l) —vV2x > 1 se cumple six € ]—00, ~ =l

2a) La desigualdad x + 2 > -3 se cumple si x € |-5, oo[; mientras que 3x > 9 se cumple six € |3, ool.
Los valores de x que satisfacen ambas desigualdades pueden encontrarse representando los intervalos

]-5, o[ y |3, o[ en la recta numérica e identificar los valores donde coinciden:

]_5' Oo[

13, o]

-6 -5 -4 -3 -2 -1

=
N
wr
D
(02}

0

-6 -5 -4 -3 -2 -1

0 1 2 3 4 5

Luego, el intervalo donde coinciden es |3, o[, es decir, los valores de x que satisfacen x + 2 > -3 y

3x > 9 pertenecen al intervalo |3, oo|.

2b) x —5 > 2 six € [7, oo[; mientras que —2x > 10 si |-o0, =5]. Los intervalos [7, o[ y ]—00, =5[ no coinciden
en ningun valor (puede representarlos en la recta numérica para observarlo). Luego, no existen nimeros

reales que satisfagan x =5 > 2 y —2x > 10.

2c) x + 4 < 1six € |—o0, =3[; mientras que 5x > —30 si |-6, oo]. Los intervalos |-00, =3[ y |-6, o[ coinciden
en |-6, —3]. Asi, los valores de x que satisfacen x + 4 < 1y 5x > —30 pertenecen al intervalo -6, =3[.

&
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2.4 Solucion de desigualdades lineales, parte 3

Problema inicial
Resuelve las siguientes desigualdades lineales:
a)2x+7>-9 b) 6x—5<2x+15

Solucién
a) Se utilizan propiedades de desigualdades para llevarla a la forma x > d; primero deben realizarse las
sumas o restas y luego las multiplicaciones:

2x+7>-9
2x+7—-7>-9-7  restar 7a ambos miembros,
ZX(%) >— 16(%) multiplicar por % ambos miembros,
x> -8.

Por lo tanto, la desigualdad 2x + 7 > —9 se cumple para x € ]-8, oo|.

Puede deducirse lo siguiente:

e Un término que se encuentra sumando en uno de los miembros pasa al otro miembro a restar y
viceversa (transposicion de términos).

¢ Al llegar a la forma mx < n, se escribe x con coeficiente 1y se multiplica n por el reciproco de m.

b) Aplicando lo encontrado en el literal anterior, para resolver 6x — 5 < 2x + 15 se realiza lo siguiente:
6x—-5<2x+15

bx<2x+15+5 se transpone 5 en el miembro derecho,
6x—2x <20 se transpone 2x en el miembro izquierdo,
4x <20
x < 20(%) se escribe x con coeficiente 1y se multiplica por%el miembro izquierdo,
x <5.

Por lo tanto, la desigualdad 6x — 5 < 2x + 15 se cumple para x € |-oo, 5].

Conclusién
Para resolver una desigualdad lineal se hace lo siguiente:
1. Transponer términos para llevar la desigualdad a la forma mx > n o mx < n.
2. Escribir la incognita con coeficiente 1 y multiplicar el otro miembro por el reciproco de m.

b
Problemas,,ﬁ
1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucion utilizando intervalos):

a)3x-4<8 b)2 <5x+12 C)7x-24>-x
ddx+9<2x+11 e)2x—-1<5x+14 f)3x—-2>x+6
g)x—-4<-2x-9 h)3x+16 <7x+2 i)6x+3=>4x—-1
i) %x—ZZx—% k) %x+%<—%x+% ) - 4x—5y3 >x+10+3

2. Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen ambas desigualdades:

) -3x>0 b) x+4<3x ) 3x+7>-x-5
2x—5>-3 5x-1>4x+7 —-2x>3x-10

@
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Indicador de logro

2.4 Resuelve desigualdades lineales de laformaax+ b >00ax+ b <O0.

Se utilizan las propiedades de desigualdades para
resolver desigualdades lineales de las formas
ax+b>=>00ax+b<0(incluyendo las desigualda-
des estrictas >y <). Se hace una comparacién con
la transposicidn de términos realizada en la resolu-
cién de ecuaciones lineales.

- AN

Solucién de problemas:

1a)3x-4<8 Luego, 3x —4 < 8 se cumple si
3x<8+4 x€]-oo,4.

3x <12 Luego de 3x < 12, también puede es-

x <12 (%) cribirse directamente la fraccion % y

x <4 efectuar el cociente, como en la clase

anterior.
1c) 7x-24 > —-x
Tx+x>24
8x > 24
1
x> 24(3)
x>3
le) 2x—1 < 5x + 14 se cumple si x € [-5, oof.

Luego, 7x— 24 > — x se cum-
ple six € |3, oo|.

1g) x — 4 <-2x -9 se cumple sixE]—OO,—%].

1i) 6x+3 > 4x—1 se cumple si x € [-2, oo[.

5 1 1 3 . 14
2+ =< -—=—x+= m R
1k) SX+ T <-x+>secu ple swce] ' 33

Propésito

En las desigualdades del bloque de Problemas,
los estudiantes deben utilizar la transposicién
de términos para llevar las desigualdades a la
forma mx = n (o similar, segun sea el simbolo
de desigualdad) tal como lo indica la Conclusidn.
Es decir, no es necesario indicar paso a paso lo
de "sumar o restar" la misma cantidad a ambos
miembros. )

1b) 2 <5x+12 Luego, 2 <5x+ 12 se cumple

5x+12>2 six € [-2, oo].
5x>2-12 Los estudiantes pueden realizar el
x>-10 (l) proceso con menos pasos, siem-
5/ prey cuando no tengan dificultad
x=-2 en ello.

1d) 4x+9<2x+11
dx-2x<11-9
2x <2
x<l1

Luego, 4x + 9 < 2x + 11 se
cumple si x € ]—oo, 1J.

1f) 3x—2 > x + 6 se cumple si x € [4, oo|.
1h)3x+ 16 < 7x+ 2 se cumple six € ]%, 00[.

1j) %x— 2> x—% se cumple six € ]—00, 3[.

11) —4x - 5V3 > x + 10v3 se cumple si x € ]-00, —3v3[.

2a) —3x > 0 se cumple si x € ]-o0, 0] y 2x — 5> -3 se cumple si x € |1, o[. Se colocan estos intervalos en la

recta numérica:

]—(X)’ 0[ it il o 1 L
(—3 -2 -1 0 1 2 3

11, oo : .

2

1'23)

No hay valores coincidentes en ambos. Luego, no hay numeros reales que satisfagan—3x >0y 2x—5> -3.

2b) x +4 < 3x se cumple six € [2, o[ y 5x—1 > 4x + 7 se cumple si x € |8, oo]. Estos intervalos coinciden en
18, o], es decir, los valores de x que satisfacen x + 4 < 3xy 5x—1 > 4x + 7 pertenecen a |8, oo].

2c) 3x+7 > —x—5se cumple six € [-3, o[ y —2x > 3x — 10 se cumple si x € ]—o0, 2[. Estos intervalos coin-
ciden en ]-3, 2[, es decir, los valores de x que satisfacen 3x + 7 > —x -5y —2x > 3x — 10 pertenecen a

-3, 2].

&
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2.5 Interpretacion grafica de una desigualdad lineal

Problema inicial
Dada la funcioén lineal y = 2x — 4:
1. Traza la grafica de la funcidn encontrando la interseccion con los ejes de  La grafica de una funcion

coordenadas lineal y = ax + b es una linea

- g . recta que pasa por los puntos
2. Utilizando la grafica de y = 2x — 4 determina los valores de x para los (g, )y (x, 0), donde el valor

cualesy = 0. de x del segundo punto se

3. éCudl es la relacién entre los valores de x encontrados en el literal ~ encuentraalresolvery =0.

anterior y la solucién de 2x—-4 > 0?

&
Solucién y
1. La interseccion con el eje y es el punto (0, —4); mientras que la interseccién del T
eje x se encuentra resolviendo y = 0: 2
1
2x—-4=0 5
-2 Tt ol 1 > X
X = -1
se colocan los puntos (0, —4) y (2, 0) en el plano cartesiano y se traza la recta que -2
pasa por ambos puntos como se muestra en la figura de la derecha. -3
-4
24
2. Encontrar los valores de x para los cuales y = 0 significa, graficamente, los Jly=0
numeros para los cuales la grafica de y = 2x — 4 corta al eje x o queda arriba de . ™
este. x> 2
T-1of 1 3 X
Se observa lo siguiente: y = 0 si x = 2, es decir, si x € [2, +oo[. -1
—2
-3
-4
3. La solucién de la desigualdad 2x—4 > 0 es x = 2, o sea, la misma encontrada en el literal anterior.
Conclusién
Resolver una desigualdad lineal de la forma ax + b > 0 o ax + b < 0 equivale Cuando las desigualdades
a encontrar los valores de x para los cuales la grafica de la funcién y = ax + b son > 0 < no se toman en
corta al eje x o se encuentra arriba de este en el caso de ax + b = 0, o debajo cuenta los valores donde
de este en el casode ax + b < 0. y=ax+ b esigual a cero.
Problemas
1. Resuelve graficamente las siguientes desigualdades:
a)—2x+6<0 b)5x—5>0 c)—%x—lZO

2. éSerd posible que una desigualdad lineal de la formaax + b > 0o ax + b <0, con a # 0, no tenga
solucion? Justifica tu respuesta con base en la grafica de y = ax + b.

3. Sea @ un nimero positivo. Demuestra que la solucion de la desigualdad ax + b < 0 es ]—00, - %[

®
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2.5 Resuelve desigualdades lineales utilizando la grafica de la funcién f(x) = ax + b.

Propésito
En la clase se relaciona la solucién algebraica de El andlisis realizado en esta clase para la solucidn
una desigualdad del tipo ax + b = 0 con los va- de las desigualdades, a partir de la grafica de una
lores de x para los cuales la grafica de la funcién funcidn lineal, servira en la interpretacidon de la
y = ax + b queda sobre el eje x. Un analisis simi- solucion de desigualdades cuadraticas, contenido
lar debe hacerse para las desigualdades del tipo que se estudiara en la siguiente unidad.
Kax+b>0,0wc+b§0yax+b<0. U )

Solucién de problemas:

e Y
1a) Sea y = —2x + 6; deben encontrarse los valores de x para los cuales la grafica 5‘
de y =—2x + 6 queda debajo del eje x. El punto de interseccidn de la grafica de c
y =-2x + 6 con el eje y es (0, 6); mientras que para encontrar la interseccién 4
con el eje x se resuelve y = 0: 3
jex Y -2x+6=0 2
6=2x 1
x=3 A x >3
. L. . . T-10] 1 2 25 %
Luego, el punto de interseccién de la grafica de y = —=2x + 6 con el eje x es -1
(3, 0); la grafica se muestra en la figura. De ella se deduce que: y=-2x+6 <0 ‘2 NER
se cumple si x > 3; en notacién de intervalo, para x € |3, oo|. J

1b) Sea y = 5x — 5; deben encontrarse los valores de x para los cuales la gréfica de
y =5x—5 queda arriba del eje x. El punto de interseccion de la grafica con el eje
y es (0, =5); mientras que con el eje x es (1, 0). La grafica queda como lo muestra
la figura.

De ella se deduce que: y =5x—5 > 0 se cumple si x > 1; en notacién de intervalo,
para x € |1, ool.

1

1c) Se realiza un analisis similar a los literales 1a y 1b. Por lo tanto, y = — %x— 1>0secumplesix<-2,0
sea, si x € |—oo, =2].

2.Seay=ax+ b, cona #0 (tal como lo indica el enunciado del problema). Las solucionesde y=ax+ b >0
oy=ax+ b <0son los valores de x para los cuales la grafica de y = ax + b queda arriba o debajo del eje x
(ver Conclusion de la clase). Como la gréfica de una funcidn lineal es una linea recta, esta siempre cortara
en un unico punto al eje x (pues a # 0), por lo tanto, siempre se podrdn encontrar valores de x que satis-
fagany=ax+b=>00y=ax+ b <0.

3. Se resuelve ax + b < 0 usando propiedades de desigualdades:

ax+b<0
ax <-b setranspone —b en el miembro derecho,

x < —% se multiplica el miembro derecho por % este numero es positivo pues a > 0.

Luego, ax + b < 0 se cumple parax < — %, es decir, para x € ]—00, - g[

@ Sugerencia metodolégica
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2.6 Aplicaciones de las desigualdades lineales

Problema inicial
Mario contratard un servicio de internet para su negocio y debe decidir entre dos com-
pafiias Ay B. La compaiiia A le cobrard $9.50 por la instalacién del médem y $45.00 men- A
sual; mientras que la compafiia B le cobrara $12.50 por la instalacién del médem y $43.50 Q
mensual. Si Mario calcula el gasto total por la instalacién y el pago mensual, ¢después de @
cuantos meses el servicio de la compafiia B serd mas barato que el de la compania A?

Solucién
El gasto total por el servicio de la compaiia A después de transcurrir x meses se calcula:

45x + 9.5,
mientras que el gasto total por el servicio de la compafiia B después de transcurrir x meses sera:
43.5x+12.5

debe encontrarse la cantidad de meses que deben transcurrir para que:

Gasto total B < Gasto total A

43.5x+12.5<45x+9.5 En la solucién pueden multiplicarse
todos los términos de ambos miem-
bros de la desigualdad por 10 para

12.5-9.5<45x—-43.5x trabajar con nimeros enteros.

3<1.5x
2<x.

se resuelve la desigualdad lineal:

Luego, el servicio de la compafiia B sera mas barato que el de la compaiiia A después de dos meses, es decir,
del tercer mes en adelante.

En general
Para resolver una situacion que implique el uso de desigualdades lineales se realiza lo siguiente:
1. Determinar, segun la informacién del problema, la cantidad que representa la incognita.
2. Plantear una desigualdad lineal.
3. Resolver la desigualdad lineal e interpretar la solucién.

*
Problemas._,

1. El Ministerio de Medio Ambiente y Recursos Naturales (MARN) registré en el 2015 que la cantidad de sis-
mos no sentidos fue 11 veces la cantidad de sismos sentidos; si en total se registré una cantidad superior
a los 4000 sismos en ese ano, écudl fue la cantidad minima de sismos sentidos?

2. La distancia y en kildmetros recorrida por un automovil después de x horas esta dada por la expresion
y =70x. ¢En cuantas horas recorrerd al menos 315 kildmetros de una carretera?

3. En la mayoria de paises anglosajones se utiliza el grado Fahrenheit para medir la temperatura; por ejem-
plo en un dia de agosto de 2017 la temperatura registrada en Canada fue de 71°F (se lee “71 grados
Fahrenheit”), mientras que en El Salvador ese mismo dia la temperatura fue de 31°C (se lee “31 grados
Celsius o centigrados”). La relacion entre grados Celsius y grados Fahrenheit esta dada por la ecuacién
C-= %(F— 32), donde C es la temperatura en grados Celsius y F' en grados Fahrenheit. Si en un dia de
septiembre de 2017 la temperatura minima registrada en El Salvador fue de 20°C, ¢cual fue la tempera-
tura minima en grados Fahrenheit?

©
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2.6 Utiliza desigualdades lineales para interpretar matematicamente y resolver situaciones de la vida cotidiana.

Posibles dificultades

En esta clase se presentan situaciones que deben Sobre el planteamiento de la desigualdad lineal, a
ser modeladas con desigualdades lineales para partir de lo descrito en cada problema, para ello
encontrar e interpretar la solucién de la misma. se pueden brindar algunas pistas que faciliten
este proceso.

Solucién de problemas:

1. Sea x la cantidad de sismos sentidos en el 2015 (por la naturaleza de la situacién, debe ser un nimero en-
tero positivo); asi, la cantidad de sismos no sentidos es igual a 11x. Como en total se registré una cantidad
superior a los 4000 sismos en ese afio entonces x + 11x > 4000. Resolviendo esta desigualdad:

12x > 4000

4000
x> B

Es decir, x > 333.3. Por lo tanto, la cantidad minima de sismos sentidos en el 2015 fue de 334.

2. Como la distancia recorrida debe ser al menos 315 km entonces y puede ser igual a 315 km o una cantidad

superior a esta. Asi, y = 70x = 315; resolviendo esta desigualdad:
70x = 315
315

>_
Y=

x=4.5

Entonces, el automavil recorrerd al menos 315 kildmetros en un tiempo de, al menos, 4.5 horas o 4 horas
con 30 minutos.

3. Como la temperatura minima registrada en El Salvador fue de 20°C entonces C > 20. Sustituyendo

C= %(F— 32) en lo anterior y resolviendo la desigualdad para F*

2 (F-32)>20
? 9
F-32> 20(3)
F-32>36
F>36+32
F>68

Por lo tanto, la temperatura minima en grados Fahrenheit fue de 68°F.

@ Sugerencia metodolégica
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2.7 Practica lo aprendido ~
1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucidn utilizando intervalos):

a)5x-7<-2x b)3x+11>8x—-14 c)—4x+9>-5x—-15

d)-x-10<9x-8 e)2x—6=>4x+5 f) %x+%§—%x+%
g)—%x+%>—%+%x h) 4x > x + 1243 i)—3x—9v5<-7x-13+5
j)x+4V2 > %x+10\/§ k)6V3x—-9<2V3x+7 DVex+5>x+4

2. Resuelve graficamente las siguientes desigualdades:
a)-3x+12>0 b)4x+8<0 c)%x—ZZO

3. Resuelve las siguiente situaciones:

a) La edad de Mario es un tercio de la edad de Antonio. Si la suma de sus edades es inferior a 28 afios,
écual es la edad maxima que puede tener Mario?

b) La cantidad total de estudiantes de la Facultad de Odontologia de la Universidad de El Salvador en el
afno 2017 fue de a lo sumo 717 estudiantes. Si la razén entre la cantidad de hombres y la cantidad de
mujeres es 1 : 2, écudl es la cantidad maxima de hombres que hay?

¢) En San Salvador, en Agosto de 2017 el precio minimo del quintal de frijol rojo de seda nacional fue de
$50.00, y el maximo de $58.00. Un quintal equivale a 100 libras aproximadamente. ¢ Cudl debe ser el
precio minimo por libra de frijol para obtener ganancia si:

e Se compra el quintal a $50.00?
e Se compra el quintal a $58.00?

d) El ritmo de crecimiento de los nifios, después de los dos afios, es de al menos 6 centimetros por afio
hasta llegar a la adolescencia (15 afios). ¢ Cudl sera la estatura minima de un nifio mayor de 10 afios,
si a los 7 afios media 1.19 m?

e) Carolina es vendedora de automoviles. Por la venta de un automévil de $6,000 obtiene una comision
del 3% sobre el precio de venta. ¢ Cudantos automoviles de ese precio vendié Carolina como minimo si
su comision al finalizar el afio fue de méas de $1,0807?

f) Las longitudes de la altura y la base de un rectangulo estan en razén 3 : 4. Si el perimetro del rectangulo
mide a lo sumo 105 cm, écudl es la longitud maxima de la altura? ¢Y de la base?

g) En el tridngulo ABC de la derecha, el lado AB mide 2 centimetros A
mas que el lado BC, y el lado CA mide el doble del lado BC. Si la
medida del perimetro del tridngulo es menor o igual que 34 cm:

e (Cudl es la longitud maxima que puede tomar el lado BC?
e (Cual es la longitud maxima que puede tomar el lado AB?
e (Cual es la longitud maxima que puede tomar el lado CA?
\ B < J
@D
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2.7 Resuelve problemas correspondientes a desigualdades lineales.

Solucién de problemas:

1a) 5x -7 < —2x se cumple si x € ]—oo, 1]. 1b) 3x + 11 > 8x — 14 se cumple si x € ]—o0, 5].
1c) - 4x+9 = —-5x—15 se cumple si x € [-24, oo[. 1d) - x—-10 <9x—8se cumplesix € ]— %, 00[.
le) 2x -6 = 4x + 5 se cumple sixe]—OO,—% . 1f) %x+%£—%x+%se cumple sixe]—m,—%].
1g)_%x+%>_%+%x 1h)  4x>x+12V3
5 1. 5 4 4x—x> 123
13 _ 23 1
206" x>1243(3)
x> E(i) x> 443
20\23 ;
o 2 Luego, 4x > x + 123 se cumple si x € [4+3, oo].
x>ﬁ Osea,xE]E,oo[.
1i) La desigualdad se cumple si x € |00, —\/5]. 1j) La desigualdad se cumple si x € [12V2, oo.

1k) La desigualdad se cumple si x € ]—00, %[ 11) La desigualdad se cumple six € ]—%, 00[-

2a) Sea y = —3x + 12; su gradfica 2b) Seay =4x + 8; su grafica pasa 2c) Seay= %x— 2; su grafica pasa

pasa por (0, 12) y (4, 0): por (0, 8) y (=2, 0): por (0, =2) y (6, 0):

%X Y
12 2 y=0
10 1 N
8 /x
‘ F2-10l 1 2 3 6x>6"
° -1
: -

X<

-20 1
;21 y=3X-220six€[6, oof.

y==3x+12>0six € ]-00, 4]. y=4x+8<0six € ]-oo,-2].

3a) La desigualdad lineal a plantear es 4x < 28 (ver solucidn del problema 1c de la clase 2.1), donde x es la
edad en afios de Mario. La desigualdad se cumple si x < 7, es decir, la edad maxima que puede tener
Mario es 6 afos.

3b) Si x representa la cantidad de estudiantes hombres en la Facultad de Odontologia en el afio 2017 enton-
ces 2x es la cantidad de estudiantes mujeres en dicha facultad. La desigualdad a planteares x + 2x < 717,
la cual se cumple si x < 239. Luego, hay a lo sumo 239 hombres.

3c) Si se compra el quintal a $50.00 entonces el precio minimo por libra de frijol es $0.51. Si se compra el
quintal a $58.00 entonces el precio minimo por libra de frijol es $0.59.

3d) La estatura minima sera de 1.37 metros.

3e) Carolina vendié, como minimo, 7 automdviles de $6,000.

3f) La longitud maxima de la altura es 22.5 cm, y la de la base es 30 cm.

3g) Sea x la longitud (en centimetros) del lado BC; entonces x + 2 es la longitud del lado AB y 2x es la del lado

CA. Como el perimetro es menor o igual que 34 cm entonces x + (x + 2) + 2x < 34. Lo anterior se cumple
six < 8, o sea, la longitud maxima del lado BC es 8 cm, la del lado AB es 10 cm y la del lado CA es 16 cm.
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Desigualdad no lineal

3.1 Actividad. Construccion de un triangulo dados sus lados

Materiales
- Regla y compas.
- Lapiz y cuaderno.

Actividad
Para dibujar un tridngulo de lados 5, 7 y 8 centimetros se realiza lo siguiente:

1. Traza el segmento de longitud 8 cm. 2. Con el compas toma la medida de otro
de los lados, por ejemplo 5 cm.

®
R w T w g

3. Colocaelcompasenunodelos extremos 4. Repite el proceso de los numerales 2 y

del segmento dibujado en el numeral 1 3, ahora tomando la medida de 7 cm y

y traza un arco de circunferencia. colocando el compas en el otro extremo

del segmento.
®

5. Traza los segmentos que van desde el punto donde se /_\

cortan los arcos de circunferencia hacia cada uno de
los extremos del segmento de 8 cm. Mide los lados del
triangulo para verificar que, en efecto, miden 5, 7 y 8
centimetros.

Preguntas

1. Para cada caso, verifica si es posible trazar el tridngulo de lados a, by c:
a)a=4cm,b=5cmyc=6cm b)a=8cm,b=10cmyc=15cm
cJa=3cm,b=4cmyc=7cm da=6cm,b=8cmyc=15cm

2. Para cada uno de los literales del ejercicio 1 realiza lo siguiente:

a) Calculalassumasa+b,b+cya+ec.
b) éSe cumplen las desigualdadesa+b>c,b+c>aya+c> b?

G
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3.1 Verifica si es posible trazar tridngulos usando regla y compdas dadas las longitudes de sus lados.

Materiales

Esta clase sirve como introduccion a la desi-
gualdad triangular. Usando los instrumentos de
geometria se verifica si es posible construir un
triangulo a partir de las longitudes de sus lados.

Cuaderno de apuntes u hojas de papel bond blan-
co, regla (puede utilizar también las escuadras),
compas, lapiz y borrador.

Propésito

Esta clase no cuenta con Problema inicial; los estudiantes deben desarrollar la actividad descrita, siguien-
do el paso a paso y utilizar este procedimiento en la resolucidn de los numerales del bloque de Preguntas.

Solucién de problemas:
1a) Se dibuja el segmento de longitud c =6 cmyse  1b) Se dibuja el segmento de longitud ¢ =15 cmy se

trazan los arcos de radiosa=4cmy b=5cm: trazan los arcos de radiosa=8cmy b =10 cm:

< 20
3 &,
6 cm 15cm
1c) Se dibuja el segmento de longitud c =7 cm vy se  1d) Se dibuja el segmento de longitud ¢ =15 cmy se
trazan los arcos de radiosa=3cmy b =4 cm: trazan los arcos de radiosa=6cmy b =8 cm:
3cm 4cm = - —— — >

6cm 8cm
Los arcos se cortan justo en el segmento de Los arcos no se cortan, por lo tanto no es posible
longitud 7 cm. Por tanto, no es posible trazar el trazar el triangulo.

triangulo.

2a)eSia=4cm,b=5cmyc=6cm:a+b=9cm,b+c=11cmya+c=10cm.
eSia=8cm,b=10cmyc=15cm:a+b=18cm,b+c=25cmya+c =23 cm.
eSia=3cm,b=4cmyc=7cm:a+b=7cm,b+c=11cmya+c=10cm.
eSia=6cm,b=8cmyc=15cm:a+b=14cm,b+c=23cmya+c=21cm.

2b) Debe verificarse en cada caso, si se cumplen las tres desigualdades.
e Enelprimercaso:9cm>6cm(a+b>c¢),1lcm>4cm(b+c>a)yl0cm >5cm (a+c > b). Por
tanto, sise cumplena+b >c,b+c>aya+c>b.
e Enelsegundocaso:18cm>15cm(a+b>c¢),25cm>8cm (b+c>a)y23cm > 10cm (a + ¢ > b).
Por tanto, sise cumplena+b >c,b+c>aya+c>b.
e En el tercer caso: a+ b =7 cm, es decir,a + b = c (ho se cumplea + b > ¢).
* En el cuarto caso: 14 cm < 15 cm, es decir, a + b < ¢ (no se cumple a + b > ¢).
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3.2 Desigualdad triangular, parte 1*

Problema inicial

Sean a =10 cm, b =4 cmy ¢ un nimero positivo. ¢ Qué va- Traza el segmento de longitud a y tomando uno
lor puede tomar ¢ para poder formar un triangulo de lados de los extremos como centro, traza una circunfe-
a, byc? rencia de radio b.

, ;

Solucién
Se traza el segmento a = 10 cm y una circunferencia de radio b =4 cm
y centro en uno de los extremos del segmento. Si dos de los vértices
del triangulo son los extremos del segmento de longitud a entonces el
tercer vértice debe estar sobre la circunferencia. En principio, el valor
de ¢ debe ser mayor que a — b = 6 cm, de lo contrario no se podria
formar un triangulo (ver figura de la derecha).

El valor de ¢ también debe ser menor que a + b = 14 cm; esto resulta
de colocar el tercer vértice sobre la prolongacién del segmento de
longitud a como lo muestra la figura de la derecha y no se formaria un
triangulo.

En cualquier otro lugar donde se coloque el tercer vértice, el valor de ¢
siempre serd mayor que 6 cm y menor que 14 cm. Por lo tanto:
a-b<c<a+b
6<c<14

Por lo tanto, ¢ puede tomar valores entre 6 cm y 14 cm para formar
un triangulo.

Teorema
En todo tridngulo, la suma de las longitudes de dos lados es mayor que el tercer lado; y la diferencia de las
longitudes de dos lados es menor que el tercer lado, es decir:

Si las longitudes de los lados de un

tridangulo son a, by ¢ de tal manera

que b = c entonces:
b-c<a<b+ec.

a)b-c<a<b+g
b)a-c<b<a+c;
cJa-b<c<a+b.

*
Problemas.

1. Dadas las longitudes de dos de los lados de un tridngulo, determina los posibles valores que puede tomar
el tercer lado:
a) dos lados miden 9 y 14 centimetros respectivamente;
b) dos lados miden 3 y 11 centimetros respectivamente;
c) dos lados miden 13 y 7 centimetros respectivamente.

2. Sin elaborar la figura, justifica por qué con las longitudes 14 cm, 30 cm y 16 cm no se puede elaborar un
triangulo.

@D
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3.2 Identifica los posibles valores para la longitud del lado de un tridngulo dadas las longitudes de los otros

dos.
Propésito
En la clase se utiliza la idea de la construccion de En el bloque de Problemas, los estudiantes deben
triangulos a partir de sus lados vista en la clase 3.1 utilizar lo descrito en el Teoremay no la construccion
para deducir la desigualdad triangular. Si los estu- del triangulo como en el Problema inicial.
diantes tienen muchas dificultades para resolver
el Problema inicial, el docente debe desarrollar e
ir explicando paso a paso la Solucidn.
\_ I ANE W,

Solucién de problemas:

1a) Sea c la longitud del tercer lado del tridngulo; esta debe ser menor que la suma de las longitudes de los
otros dos lados y mayor que la diferencia de las mismas, o sea:
14-9<c¢c<14+9
5<c<23

Por lo tanto, los posibles valores que puede tomar el tercer lado se encuentran entre los 5y 23 cm (sin
tomar en cuenta estos dos).

1b) Similar al literal 1a), si c es la longitud del tercer lado del triangulo, entonces:
11-3<c¢<11+3
8<c<14

Por lo tanto, los posibles valores que puede tomar el tercer lado se encuentran entre los 8 y 14 cm (sin
tomar en cuenta estos dos).

1c) Si c es la longitud del tercer lado del tridngulo entonces:
13-7<c¢<13+7
6<c<220
Por lo tanto, los posibles valores que puede tomar el tercer lado se encuentran entre los 6 y 20 cm (sin
tomar en cuenta estos dos).

2.Seana=14cm,b=30cmyc=16 cm. Luego, a + ¢ =30 cm, es decir, a + ¢ = b. Pero, por el Teorema de la
clase 3.2, para poder formar un triangulo, la suma de las longitudes de dos lados debe ser mayor que la
longitud del tercero, lo cual no se cumple en este caso (la suma de a y ¢ no es mayor que b). Por lo tanto,
con las longitudes 14 cm, 30 cm y 16 cm no se puede elaborar un tridngulo.
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3.3 Desigualdad triangular, parte 2*

Problema inicial

Demuestra que, para cualesquiera valores realesay b,cona < b
siempre se cumple la desigualdad:

Separa por casos: cuando a 'y b son ambos posi-
tivos o iguales a cero; cuando uno es positivo o
igual a cero y el otro negativo; y cuando ambos
la+b| <|al+]D]|. son negativos.

Solucién
Para demostrar la desigualdad se separan los posibles casos para los nimeros a y b, dependiendo si son
positivos o iguales a cero, o negativos:
a)Casol:a =0y b =>0.Entonces, |a| =a, |b| =bya+b = 0; luego:
la+b|=a+b=|al +|b]

es decir, la desigualdad |a + b| < |a| + |b| se cumple porque se cumple la igualdad.

b)Caso2: a <0y b > 0. Entonces, |a| =—q, |b| =by |a| + |b| =(-a)+b.
 Sia+ b < 0entonces: la+b|=—(a+b)=(-a)+(-b)

pero —=b < b (ya que b es positivo), y se tiene (—a) + (-b) < (-a) + b y por tanto, la desigualdad
la+b| < |a| +|b]| se cumple.

e El caso a + b = 0 queda como ejercicio.

Elcasoa =0y b < 0 se demuestra
de forma similar al caso 2.

c)Caso3:a <0y b <0. Entonces, |a| =—ay |b| =-b; ademds, la suma de a y b también serd un
numero negativo y:
la+b|=-(a+0)
=(—a)+(-b)
=lal + 10|

es decir, la desigualdad |a + b| < |a| + |b| se cumple porque se cumple la igualdad.

En General
Para cualesquiera nimeros reales ay b, la desigualdad: |a+ b| < |a| + | b| siempre es verdadera, es decir,
el valor absoluto de la suma de dos nimeros es menor o igual que la suma de los valores absolutos de
ambos nimeros. A esta desigualdad se le llama desigualdad triangular.

b
Problemas.\ﬁ

1. Verifica que la desigualdad triangular se cumple para las siguientes parejas de nimeros a y b:

a)a=9yb=7 b)a=-8yb=10 cJa=-5yb=-6
da=11yb=-13 e)a=-4yb=4 fla=8yb=8
gla=0yb=-6 h)a=—%yb=% Na=v2 yb=3+2

2. Demuestraquesia<0,b=>0ya+b=0entonces |a+b| < |a| +|b].

3.Sean a, by c numeros reales cualesquiera. Utiliza la desigualdad triangular para demostrar la desigualdad
la+b+c| <lal+10] +]c|.

®




Indicador de logro

3.3 Verifica la desigualdad triangular |a + b| < |a| + |b| para nimeros reales a y b.

Se demuestra la desigualdad triangular para los
valores absolutos de los nimeros reales a y b. Si
los estudiantes tienen muchas dificultades para
resolver el Problema inicial, el docente debe de-
sarrollar e ir explicando paso a paso la Solucién.

Solucién de problemas:

la) la+b|=19+7| =|16] =16
lal =191 =9
o] =17]=7
De lo anterior: 16 < 16, es decir, se cumple la
desigualdad |a+ b| < |a]| + | b].

= |a| +|b| =16

ic) |la+b|=|-5-6]=|-11] =11
lal =|-5] =5
|b] = |-6] =6
De lo anterior: 11 < 11.

= lal +|b| =11

le) la+b| =|-4+4| =0; |la| =4, |b] =4y
la] +|b| = 8. Luego, 0 < 8.

1g) la+b|=|0-6]|=|-6| =6
lal =10] =0
|b| = |-6] =6
De lo anterior: 6 < 6.

= |a| +|b| =6

Posibles dificultades

El numeral 3 del bloque de Problemas puede de-
sarrollarlo paso a paso con los estudiantes para
qgue comprendan por qué la desigualdad es ver-
dadera. Recuerde que no se esperan demostra-
ciones matematicas exhaustivas.

AN /

1b) [a+b| =|-8+ 10| =]2]| =2
lal =|-8] =8
|b] =]10] =10
De lo anterior: 2 < 18, es decir, se cumple la des-
igualdad |a+b| < |a| + |b].

= |a| +|b| =18

id) la+b| =[11-13|=|-2]| =2
la| = |11] =11
|b] = |-13]| =13
De lo anterior: 2 < 24.

= |a| + |b| =24

1f) la+b| =|8+8| =16; |a| =8, |b] =8y
|a] +|b| =16. Luego, 16 < 16.

4,2 |_2_-2
1h)|a+b|—| 5+5|| 5| c
|a|=|_i|=i

5 5

12z 2
|b|_|5|_5

. 2 6
D =< -
e lo anterior ST

4 2 _6
=>|a|+|b|=§+§=§

1i) l[a+b| = |N2+3V2| = |4V2| =42; |a| = [N2]| =V2, |b] = |3V2| =3V2y |a| + |b| =V2 +3V2 = 442.

Luego, 412 < 4V2.

2. Dados los nimeros reales a y b talesque a <0, b >0y a + b = 0 (segln el enunciado del problema).
Entonces |a| =-a, |b]| =by |a+b| =a+ b. Pero a <—a (ya que a es negativo) y se tienea+b <-a+b
y por lo tanto se cumple la desigualdad |a + b| < |a| + | b].

3. Dados los nimeros realesa, by c,a+ b +c = (a+ b) + c (propiedad asociativa de la suma). Asi,

la+b+c|=|(a+b)+c| <|a+b|+|c|

por la desigualdad triangular.

Ademads, |a+b| < |a| + |b| yportanto |[a+b| + |c| < |a| +|b]| + |c]|. Luego,
la+b+c| <|al|l+|b|+]c|.

@
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3.4 Desigualdad de las medias aritmética y geométrica

Problema inicial

Demuestra lo siguiente: En el literal a), separa por casos: x > 0y
1. Si x es cualquier niUmero real entonces x> > 0. x < 0. Para el literal b), utiliza el resultado

2.Siay b son numeros reales no negativos entonces aTJ'b >+/ab. dea)sustituyendox por Va b .

Solucién
1.Six =0 entonces x>= 0y se cumple la igualdad. Ahora se separan los posibles casos para el nimero x:
cuando x > 0y cuando x < 0.
Casol,x=>0:
x(x) =0 (x) multiplicar ambos lados por un nimero positivo no altera la desigualdad,
x?=>0.
Caso 2, x <O:
x(x) >0(x) multiplicar ambos lados por un nimero negativo invierte la desigualdad,
x*> 0.
Por lo tanto, para cualquier nimero real x se cumple x* = 0.

2. Usando el resultado del literal anterior se sustituye x por \a —\b, es decir, si x =\a —\b entonces:
2= (Na-vb) =0
a- 2(\/(7)(\/3) +b>0 desarrollar cuadrado de un binomio,
a+b=2Vab sumar 2+ab a ambos lados de la desigualdad,

a;b >ab multiplicar por % ambos lados de la desigualdad.

Por lo tanto, para cualquier pareja de nimeros no negativos a y b se cumple: a;b >vab.

Propiedad
1. Para todo numero real a se cumple a* = 0; la igualdad se verifica si a = 0.
2.Si ay b son nimeros no negativos cualesquiera entonces la desigualdad:

a;b >Vab

es verdadera; el miembro izquierdo de la desigualdad es la media aritmética de a y b, mientras que el
miembro derecho es la media geométrica de a y b. A esta desigualdad se le llama desigualdad de las
medias aritmética y geométrica.

Problemas

1. Verifica que la desigualdad de las medias aritmética y geométrica se cumple para las siguientes parejas
de nimeros a vy b:

a)a=9yb=4 b)a=8yb=18 c)a=%yb=1—16
d)a=10y b=90 e)a=25yb=49 fla=6yb=30

2. Utilizando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica, demuestra lo siguiente:
a) si x es un nimero no negativo entonces 1 + x = 2+/x ;

b) si a y b son nimeros positivos entonces % + g > 2.

D

\
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3.4 Verifica la desigualdad de las medias aritmética y geométrica para numeros reales no negativos.

En esta clase se demuestra una propiedad fun-
damental de los nimeros reales (x?> = 0), esta se
utiliza luego para demostrar la desigualdad de las
medias aritmética y geométrica para numeros

reales no negativos.

/
Solucién de problemas:
a+b _ 9+4 _ 13 _
1a) === =>=65

Vab =9(4) =\36 =6
Luego, 6.5 > 6, es decir, se cumple la desigual-

dad a;b >ab .

b 1,1 5
a+b _ 4 16_£_i
1c) 2 T2 T 32
Vab= [A(A)=1(2) -1
ab Z(_) 24) 8

Luego, = > — = =

g9, 32 7 32 8’

a+b _ 25+49 _ 74
le) =T = =37

Vab =+25(49) = 5(7) =
Luego, 37 = 35.

Posibles dificultades

En el numeral 2 del bloque de Problemas, puede
dar pistas a los estudiantes sobre cudles deben
ser los nimeros a y b descritos en la Propiedad 2
para ser sustituidos en la desigualdad de las me-
dias aritmética y geométrica.

\_ /

1b) a+b 8+218 26 - 13

\/_ \8(18) \/W 12

Luego, 13 = 12, es decir, se cumple la desigual-

dad “;b >ab .

1d) a;b _ 10;90 =1g_0=50

vab =+10(90) =v900 =30
Luego, 50 = 30.

1f) a+ b _56 +23O 36 -18

x/ b =6(30) \/18 =65
Luego, 18 > 645, ya que 324 > /180.

2a) Usando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica, cona=1y b =x:

1+x

1+x>2x

T . p 1
se multiplica el miembro derecho por el reciproco de =.

> \1(x) porladesigualdad de las medias aritmética y geométrica,

2

Por lo tanto, la desigualdad 1 + x > 2+x es verdadera para todo niimero no negativo x.

2b) Como a 'y b son positivos, pueden definirse los nimeros <y b
a

de cero). Entonces:
L b

¢ >

@l@

Q| o~

a
7+

b (ya que los denominadores son diferentes

Z) por la desigualdad de las medias aritmética y geométrica,

2 se simplifican las fracciones y se multiplica el miembro derecho
, 1
por el reciproco de 3

Por lo tanto, la desigualdad % + g > 2 es verdadera para toda pareja de niUmeros positivos a y b.

®
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3.5 Desigualdades con expresiones racionales

Problema inicial
Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:

a)%>0 b)ﬁ<o

Solucién
a) Deben encontrarse todos los valores de x para los cuales el nimero Les positivo. Es claro que x =0 no
X
es parte de la solucidn, pues se tendria la forma indeterminada %.

Ahora, para que la expresion L cea positiva, el numerador y denominador deben ser ambos positivos

o bien ambos negativos. Sin embargo, el numerador ya es positivo y por tanto debe ser x > 0.
Por tanto, la desigualdad % > 0se cumple parax > 0, 0 seax € ]0, +o].

b) El proceso es similar al del literal anterior, solo que esta vez x—lldebe ser negativo. Como el numerador

ya es positivo debe ser: x—1<0

x<l1

Por tanto, la desigualdad lel < 0secumple parax <1, oseax € ]-oo, 1[.

Conclusién
Sean a y b nimeros reales cualesquiera, con a # 0.

1
ax+b
Esto ocurre solosiax + b > 0.

1. Resolver la desigualdad > 0 significa encontrar los valores para los cuales la expresidn es positiva.

. 1 oA >
2. Resolver la desigualdad wsb <0 significa encontrar los valores para los cuales la expresion es
negativa. Esto ocurre solo siax + b < 0.

Ejemplo

Resuelve la desigualdad — <o0.

1
2x+3 . ,
No se consideran los simbolos > y <

Se multiplica por —1 ambos miembros, esto invierte la desigualdad: | para estas desigualdades, ya que una

1 expresion de la forma L nunca serd
>0 . ax+h .
2x+3 igual a cero, por lo que no tiene sentido
1 . i
entonces, —— > Osolosi 2x+3 > 0: considerarlos.
2x+3 2x>-3
3
x> >
Por lo tanto, la desigualdad _T1+3 < 0 se cumple para x > —%, es decirsix € ]—%, +00 [
*
Problemas.w
Resuelve las siguientes desigualdades (expresa la solucion utilizando intervalos):
1 1 -1
a) >0 b) <0 c) >0
x+4 2x=5 3x+1 En los problemas h) e
1 1 2 i), pasa todo a un solo
d)_l—x >0 e) —2x+10 >0 f) 435_7<0 miembro de modo que en
5 un miembro quede cero.
3 -x—4 L X+
g) 5x+6>0 h) s 1 i) er3>1




Indicador de logro

1
ax+b

3.5 Resuelve desigualdades de la forma >00

<0

ax+b '

En la clase se resuelven desigualdades donde uno
de sus miembros es una fraccion con denomina-
dorigual a un polinomio lineal de una variable y el
otro miembro es igual a cero. Se analiza el tipo de
desigualdad para determinar los valores de la va-
riable tales que la fraccién sea un nimero positivo
0 un numero negativo.

\_ /

Solucién de problemas:
a) La desigualdad x%l > 0 se cumplird solo si:

x+4>0
x>-4
1 .
Luego, —— >0six€ -4, ool.

-1
3x+1

¢) Se multiplican ambos miembros de > 0 por

—1 para obtener la equivalente

1 .
Y < 0; esta se
gunda se cumplira solo si:

3x+1<0
1

x<—§
1 >OsixE]—00,—%[.

7 3x+1

Luego

1

e) —-2x+ 10

> 0 se cumple si x € |-oo, 5][.

)_ 3 3
g 5x+6 5x+6

se cumple si 5x + 6 < 0 (pues el numerador es

> 0 es equivalente a <0, la cual

positivo): Sy < —6

6
x<-— 5
i>Osixe]—00,—%[.

Luego, - -°5

Posibles dificultades

En las desigualdades de los literales h) e i) del blo-
que de Problemas, indique a sus estudiantes que

deben transponer términos y realizar sumas de

fracciones para llevarlas a la forma ax1+ 5 > 0o
L_<o
ax+b )
\_ /

b) La desigualdad ﬁ < 0 se cumplird solo si:

2x-5<0
5
x < >
Luego L <Osixe]—oo 5[
7 2x-5 vk
d) Se multiplican ambos miembros de — 1ix >0
por —1 para obtener la equivalente 1ix < 0;

esta segunda se cumplird solo si:

1-x<0
1<x
Luego,—l—ix >0six€]1, oo.

2 . 7
f) w7 < 0 se cumplesix € ]—00, —[.

h) Se utiliza transposicién de términos y suma de

fracciones: x4
——+1>0
x+5
- X-4+x+5
x+5
1
xX+5

Esta Ultima se cumple si x > —5. Por lo tanto, la

_x+_54 > —1son los x € ]-5, oo].

>0

>0

solucion de

i) Similar al literal h, se utiliza transposicidon de términos y suma de fracciones:

x+2
x+3

La desigualdad % > 0 se cumple si x < —3. Por lo tanto, la solucién de

®

—1>0:%>0:

-1
x+3

>0

X+
X+

g > 1sonlos x € |-oo, -3.
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3.6 Problemas de la unidad ~

1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucién utilizando intervalos):

a) 4x — 127 < 20V7 b) x +9V5 < —x-7V5 c)-5x+3V6 >—-x+5v6
d) 11x + 2V2 > 4x + 52 e)8x—15V2 < 5x-63 f)V1I0x-8>2x -6

2. Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen ambas desigualdades:

a) 5x-3>4x-5 b) 7x—-6<5x-16
—-2x+5<-3x+8 x+11>-x-15 Para cada literal, representa la solucién
de cada desigualdad en la recta numérica.

Luego, verifica los valores donde coinciden
0 3x—-7<5x+1 d) -2x-3<x-5 ambos intervalos.
6x>3x+1 3x-1=24x+7

3. Resuelve las siguientes situaciones:

a) José es un estudiante de primer afo de bachillerato. Durante este afo obtuvo las siguientes
calificaciones en sus examenes de periodo de matematica:

Periodol| 7.6
Periodo2 | 8.0
Periodo3| 8.2

Si José quiere que su promedio final en los exdmenes sea mayor o igual a 8.0, icual debe ser la
calificacién minima que ha de obtener en el examen del periodo 4 para lograrlo?

b) Julia rentard un auto para un viaje. La agencia A le cobrara $24.00 la renta del auto mdas $0.30 por cada
kildbmetro recorrido; mientras que la agencia B le cobrara $25.00 la renta del auto mas $0.25 por cada
kildbmetro recorrido. ¢ Cual es la cantidad minima de kildmetros que puede recorrer Julia hasta que el
precio de la agencia A exceda al precio de la agencia B?

¢) Un producto genera utilidad solo cuando el ingreso de la venta del producto excede al costo de
produccién. Una empresa de teléfonos celulares calcula que el costo C (en ddlares) para producir x

teléfonos celulares es:
C=90x+ 1000,

mientras que el ingreso R (en ddlares) es: R = 140x.

¢Cual debe ser la cantidad minima de teléfonos celulares que deben venderse para obtener utilidad?

4.Seana, byclaslongitudes de loslados de un tridngulo. Demuestra que se cumple la siguiente desigualdad:

a , b ¢ 3 Utiliza el resultado de la
b+tc a+c a+d clase 3.2 de esta unidad.

5. Utilizando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica demuestra lo siguiente:

a) six > 0 entonces x + % > 2;

b) si a, b y x son nimeros positivos entonces ax + %2 2vab .

®



Indicador de logro

3.6 Resuelve problemas correspondientes a desigualdades.

Solucién de problemas:

1a) 4x — 1247 < 207 1b) x + 95 < —x - 75
4x < 20\7 + 1247 x+x<-7V5-9V5
< 32V7(3) 2x <—16V5
La desigualdad 4x — 12V7 < 2017 se cumple si La demguald\:/aij X +9V5 < —x— 75 se cumple si
x € ]-o0, 8v7]. X € J-o0, —8V5].
1c) —5x + 36 > —x + 56 1d) 11x + 2v2 > 4x + 5v2
3v6 - 56 > —x + 5x 11x—4x > 5V2 - 2V2
- 276 > 4x 7x > 3V2
- l\/g >x x= i\/E
2 16 7
X< 2 La desigualdad 11x + 2v2 > 4x + 512 se cumple
La desigualda<1:I —5x + 316 > —x + 516 se cumple six € [%\E’ oo[.
six € ]—00, - 3\/5[.
1le) 8x - 15V2 < 5x - 63 1f)  V10x-8>+2x-6
8x —5x < —6v3 +15V2 V10x—\2x > -6 +8
3x < -6v3 +15V2 (V10 -2)x>2
_ 1 2
x<{ 6\/§ * 15\5)(3) x> \V10-+2 Esrecomendable efec-
x< (- 6\/5)(%) + (15\/§)<%) > m: N7 tuarlaracionalizacién.
x<-2V3+5v2
) La desigualdad V10x — 8 > \2x — 6 se cumple si
La desigualdad 8x — 15V2 < 5x — 6V3 se cumple V10 +N2
si x € ]-00, 5v2 — 24/3[. xe] 2 'Oo['

2a) La desigualdad 5x — 3 > 4x — 5 se cumple para x € |-2, oo[; mientras que —2x + 5 < —3x + 8 se cumple
para x € |-, 3]. Se representan ambas soluciones en la recta numérica para encontrar los valores donde

>

coinciden: -2, oo ) X , . :
2 -1 0 1 2 3 4

]—OO, 3]

-2 -1 0 1 2 3
De acuerdo a lo anterior, ambos intervalos coinciden en ]-2, 3]. Por lo tanto, los valores de x que satisfa-
cen las desigualdades 5x —3 > 4x -5y —-2x + 5 < —3x + 8 pertenecen al intervalo |-2, 3].

2b) La desigualdad 7x — 6 < 5x — 16 se cumple para x € |-oo, =5[; mientras que x + 11 > —x — 15 se cumple
para x € [-13, oo[. Representando ambas soluciones en la recta numérica:

J-o0, =5] —_—
( -14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4
[-13, oo , . . . . . . . . . .
-14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4
@ Sugerencia metodolégica




Entonces, ambos intervalos coinciden en [-13, =5]. Por lo tanto, los valores de x que satisfacen las des-
igualdades 7x—6 < 5x—16y x + 11 > —x — 15 pertenecen al intervalo [-13, =5][.

2c) La desigualdad 3x — 7 < 5x + 1 se cumple para x € |-4, o©o[; mientras que 6x > 3x + 1 se cumple para
X € ]%, 00[. Siguiendo un proceso como en 2a) y 2b) se deducen los valores de x que satisfacen ambas

desigualdades, los cuales pertenecen al intervalo ]%, 00[.

2d) La desigualdad —2x -3 < x—5 se cumple para x € [%, 00[; mientras que 3x —1 > 4x + 7 se cumple para
X € ]—oo, =8]. Siguiendo un proceso como en 2a) y 2b) se verifica que los intervalos no coinciden en nin-

gun valor, por lo tanto no hay valores reales de x que satisfagan ambas desigualdades.

3a) Sea x la calificacidon que debe obtener José en el periodo 4. Como el promedio final debe ser mayor o

igual que 8.0 entonces: 76+8.0+82+x
2 > 8.0

Se resuelve la desigualdad anterior y se interpreta la solucidn:

23.8+x>32.0
x=8.2

Asi, la calificacion minima de José debe ser 8.2.

3b) Sea x la distancia en kildmetros recorrida por Julia. Luego, la agencia A le cobrara 24 + 0.3x ddlares;
mientras que la agencia B le cobrara 25 + 0.25x ddlares. Si el precio de la agencia A debe exceder al de la

agencia B entonces: 24 +0.3x> 25+ 0.25x
0.05x>1

x> 20
Por lo tanto, después de 20 kilémetros el precio de la agencia A sera mayor que el de la agencia B.

3c) Para obtener utilidad debe ocurrir R > C, o sea, 140x > 90x + 1000. Resolviendo esta desigualdad:
140x > 90x + 1000
50x > 1000
x> 20
Por lo tanto, para obtener utilidad la empresa debe vender como minimo 21 celulares.

4. Por ser las longitudes de los lados de un tridngulo, los nimeros a, b y ¢ son positivos y las sumas b + ¢,
a +cya+ctambién serdn nimeros positivos. Por el teorema de la clase 3.2 sobre las longitudes de los
lados de un tridngulo se cumplen las desigualdadesa < b +c¢, b <a+cyc<a+ b. Usando propiedades
de desigualdades, si en a < b + ¢ se multiplica el miembro derecho por el reciproco de b + ¢ entonces la

desigualdad no cambia, es decir: 1 a
apl) <15 L <1
b+c b+c
De forma similar se obtienen b <l1ly <1 Luego,
a+c a+b
9 b + S <14+1+1
b+c a+c a+b
a b c_ .3

b+ec a+c a+b

5a) Como x es positivo, puede definirse el nUmero % 5b) Como a, b y x son positivos, los nimeros axy %

(también sera positivo). Usando la desigualdad también serdn positivos. Usando la desigualdad
de las medias aritmética y geométrica, y propie- de las medias aritmética y geométrica, y propie-
dades de desigualdades: dades de desigualdades:
A 1 Xt 1 “’”% b b
> 2@: S 21ox+ 22, 2 ax(;):aom;zz\/%.

@















Unidad 4. Funciones reales

Competencia de la unidad

Identificar los elementos y caracteristicas de las funciones cuadréticas, clbicas de la forma f(x) = ax?,
racionales e irracionales, haciendo uso de tablas de valores y de sus graficas para resolver proble-
mas sobre monotonia y situaciones de la vida cotidiana, e interpretar graficamente la solucidn de una

desigualdad cuadratica.

( Tercer ciclo )

Unidad 6: Proporcionalidad

directa e inversa (7°)

¢ Proporcionalidad directa

* Proporcionalidad inversa

¢ Aplicacién de la proporcio-
nalidad

Unidad 3: Funcidn lineal (8°)

® Funciodn lineal

e Funciodn lineal y ecuacién
de primer grado con dos
incégnitas

e Aplicacién de la funcién
lineal

Unidad 4: Funcién cuadratica
delaformay = ax?+ c (9°)

e Funciény = ax?

e Funcidbny=ax’+c

Relacidén y desarrollo

Primer afio de
bachillerato

Unidad 4: Funciones reales
e Definicidn de funcion
e Funcion cuadratica

e Aplicaciones de la funcion
cuadratica
Otras funciones
Practica en GeoGebra

Unidad 5: Resolucion de

triangulos oblicuangulos

¢ Razones trigonométricas
de dngulos agudos

¢ Razones trigonométricas
de dngulos no agudos

¢ Resolucion de tridangulos
oblicuangulos

Segundo aiio de
bachillerato

Unidad 4: Funciones tras-

cendentales |

¢ Potenciay raiz n-ésima

e Funciones y ecuaciones
exponenciales

Unidad 5: Funciones tras-
cendentales Il

e Funcidn biyectiva e inversa
e Funcidn logaritmica

e Funciones trigonométricas
* Practica en GeoGebra
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Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases

1 1. Notacién de funciones

1. Definicidn de funcion 1 2. Grafica de una funcion
1 3. Dominio y rango de una funcion
1 1. Desplazamiento vertical
1 2. Funcion de la forma flx) =a(x—h)%, h >0
1 3. Funcidn de la forma f(x) =a(x—h)%, h <0
1 4. Funcién de la forma f(x) = a(x — h)? + k, parte 1
1 5. Funcidn de la forma f(x) = a(x— h)? + k, parte 2

2. Funcion cuadratica

1 6. Funcion de la forma f(x) = ax? + bx
1 7. Funcion de la forma flx) =x*+ bx + ¢
1 8. Funcion de la forma f(x) = ax?* + bx + ¢
1 9. Condiciones iniciales
2 10. Practica lo aprendido
1 Prueba de las lecciones 1y 2
1 1. Monotonia

3. Aplicaciones de la funcidn

cuadratica

1 2. Variacién: valor maximo o minimo

®




Leccion Horas Clases

1 3. Aplicacién: valor maximo

1 4. Aplicacién: valor minimo

1 5. Interseccion de la grafica de una funcion cuadratica con
el ejey

1 6. Interseccion de la grafica de una funcion cuadratica con
el ejex

1 7. Desigualdad cuadratica ax? + bx + ¢ >0, a > 0, parte 1

1 9. Desigualdad cuadrdticaax?+ bx+c¢<0,a>0

1 10. Desigualdad cuadratica, a < 0

1 11. Cuadro de variacion, parte 1

1 12. Cuadro de variacion, parte 2

1 13. Practica lo aprendido

1 1. Funcion f(x) = 3

1 2. Funcién flx) =ax®, a >0

4. Otras funciones 1 3. Funcién flx) =—ax®*, a >0
1 4. Funcion f(x) = % y sus desplazamientos
1 5. Grafica de la funcion h(x) = % +q

@ Sugerencia metodoldgica



Leccion Horas Clases

1 6. Grafica de la funcién f(x) = Cg—:s
1 7. Funcién irracional f(x) = aVx
1 8. Funcién irracional f{x) = Vax
1 9. Practica lo aprendido
1 10. Problemas de la unidad
1 1. Generalidades
5. Practica en GeoGebra 1 2. Desplazamientos verticales
1 3. Desplazamientos horizontales
1 Prueba de las lecciones 3y 4
2 Prueba del segundo periodo

40 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de las lecciones 3 y 4 + prueba del segundo periodo



Puntos esenciales de cada leccion

Leccion 1: Definicion de funcién

En esta leccion se introduce la notacion f(x) para funciones, las definiciones de dominio y rango de una
funcidén y la prueba de la recta vertical para determinar si una linea corresponde a la grafica de una
funcion.

Leccién 2: Funcién cuadratica

La lecciéon comienza con un repaso de los desplazamientos verticales de funciones lineales y cuadra-
ticas de la forma f(x) = ax? + ¢ vistos en octavo y noveno grado. Luego de ello, se verifica la relacién
entre los elementos (grafica, dominio y rango) de f(x) = ax? y los de la funcién g(x) = a(x — h)? + k,
usando desplazamientos horizontales y verticales. Este proceso se realiza paulatinamente, deduciendo
primero los desplazamientos horizontales y después hacer combinaciones de desplazamientos. Final-
mente se estudia la forma general de la ecuacion de una funcién cuadratica, y el método de completar
cuadrados para expresarla en la forma a(x — h)? + k.

Leccidn 3: Aplicaciones de la funcion cuadratica

Una vez estudiadas las generalidades de la funcién cuadratica (grafica, dominio y rango), en esta lec-
cion se utilizan las caracteristicas de la misma para resolver problemas sobre monotonia, calculo de
valores minimo o maximo y desigualdades cuadraticas. En este ultimo se interpreta la solucién de la
desigualdad usando la grafica de una funcion cuadratica, y luego se resuelven mediante el cuadro de
variacion.

Leccidn 4: Otras funciones

=

En esta leccion se utilizan tablas de valores para graficar de las funciones f(x) = ax?, flx) = -

flx) = aNx y flx) = Vax y a partir de estas deducir el dominio y el rango de cada una de ellas. Ademds,

se grafican las funciones f(x) = g + g como desplazamientos verticales y horizontales de la funcion

ax+b
cx+d

al transformarla en la forma f(x) = xL +q.

Z(x) = %; por otra parte, se grafica la funcién A(x) = —

Leccién 5: Practica en GeoGebra
En esta leccidn se utiliza el software matematico GeoGebra para realizar gréficas de funciones, despla-
zamientos horizontales o verticales y la construccidn de las graficas de funciones a partir de un conjun-
to de puntos de la forma (x, f(x)).
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Definicion de funcion

-~

1.1 Notacion de funciones

Problema inicial

Encuentra el valor de y correspondiente al valor de x en cada funcion si:

1

a)y=5x-1; x=-3 b)y=4x2;x=3

c)y=x72+5; x=10

Solucién
En cada caso debe sustituirse el valor de x para encontrar y:
—5(_3)— —a(LY
a)  y=5(3)-1 b y=4(3)
=-15-1 (1
=—16 B 4(4)
=1
El valor correspondiente a x=—-3 El valor correspondiente a x = %
esy=-16. esy=1.
Definicion

Dados dos conjuntos A y B, se llama funcién de A en B a la
correspondencia que asigna a cada elemento x del conjunto A un
Unico elemento y del conjunto B. Para denotar una funcién de A
en B se escribe f: A — B, al elemento x de A se le llama variable
independiente o preimagen; mientras que el elemento y de B
se llama variable dependiente o imagen. Cuando se trata con

_ (100
T2

100
== *>

=55
El valor correspondiente a
x=10esy=>55.

+5

c)

Ya se han estudiado dos funciones
especificas: la funcidn lineal flx) =ax+ by
la funcién f(x) = ax? + c. Ambas funciones
son de R en R, pues los valores de x
y ¥ son numeros reales. Las funciones
también pueden nombrarse utilizando

otras letras, por ejemplo, g(x) o h(x).

funciones, la variable y se escribe como f(x) y se lee “f de x”.

Dado un valor particular x = m, para encontrar el valor de f(m) se sustituye x por m en la ecuacién de la
funcion f.

Ejemplo

Encuentra el valor de f{x) en cada caso: f(x) NO significa f multiplicado

por x, sino la funcién fevaluada
en x.

a)flx)=—2x+7; x=-5 b) flx)=3x*+2;x=2

Deben sustituirse los valores de x en la ecuacion de la funcién, seguin sea el caso. En el primer literal,
el valor de la funcidn evaluada en x = =5 se representa por f(—5); mientras que en el segundo literal, el
valor de la funcién evaluada en x = 2 se representa por f(2).
a)f(-5)=—2(-5)+7 b) f(2) =3(2)?+ 2
=10+7 =3(4) +2
=17 =14
Por lo tanto, f(-5) = 17. Por lo tanto, f(2) = 14.

*
Problemasv

1. En cada caso encuentra el valor de f{x), si x toma el valor dado:

a)flx)=x+4; x=0 b) flx) =4x-6; x=1 c)f(x)=—§+1;x=6

d) flx) =—5x% x=3 e)flx)=x*+4; x=-1 f)f(x)=—x72—2;x=2
2. Dada la funcion lineal f(x) = 2x — 3, ¢cudl debe ser el valor de x para que f(x) = 5?

3. Dada la funcién f(x) = 4x* + 5, éicudles deben ser los valores de x para que f(x) = 11?

188




Indicador de logro

1.1 Calcula el valor de f(x) usando la ecuacién de la funcién y el valor de x.

En Tercer Ciclo, la ecuacion de una funcion se es-
cribiade laformay=ax+ b oy =ax*+c. Enesta
clase se introduce la notacidn f{x) para funciones;
se utilizan también g(x) o h(x) en los casos donde
se mencionan dos o mas funciones, la definicidon
(general) de una funcién y las variables indepen-

diente y dependiente.

N

Posibles dificultades

Propésito

Esta clase es para que los estudiantes se familia-
ricen con la notacion de funciones y con evaluar
una funcién en un valor dado. Las funciones uti-
lizadas en el bloque de Problemas corresponden
a funciones lineales o cuadraticas de la forma
f(x) = ax? + ¢, ambas estudiadas en octavo y nove-
no grado, respectivamente.

N

Verificar que los estudiantes escriben correctamente al momento de evaluar una funcién en un valor
especifico. Recordarles que f(x) no significa f multiplicado por x.

Solucién de problemas:

1a) El valor de la funcién evaluada en x = 0 se repre-
senta por f(0). Se sustituye x = 0 en la ecuacidn

de la funcién:
flo)=0+4

=4
Luego, f(0) = 4.

1c) Se sustituye x = 6 en la ecuacién de la funcién:
1
fl6)=- 2(6) +1
=-2+1

=-1
Luego, f(6) = —1.

1e) Se sustituye x = —1 en la ecuacion de la funcion:
fi-1) = (1) + 4
=1+4
=5
Luego, f(-1) = 5.

2. Como f(x) = 2x—3 entonces 2x— 3 = 5. Se resuelve
esta ecuacion de primer grado con una incégnita:
2x-3=5
2x=8
x=4
Por lo tanto, el valor de x debe ser igual a 4 para
que se cumpla f(x) = 5.

122

1b) El valor de la funcién evaluada en x = 1 se repre-
senta por f(1). Se sustituye x = 1 en la ecuacién

de la funcién:
fl1)=4(1)-6

=2
Luego, f(1) =-2.

1d) Se sustituye x = 3 en la ecuacién de la funcién:
f3) =-5(3)°
=-5(9)
=—45
Luego, f(3) = —45.

1f) Se sustituye x = 2 en la ecuacién de la funcién:
f2)== (27 -2

1
=—3(4)—2

=4
Luego, f(2) = 4.

3. Como f(x) = 4x* + 5 entonces 4x? + 5 = 11. Se re-
suelve esta ecuacidn cuadratica:

4x*+5=11
4x? =6

-+ [3

x=z >

Por lo tanto, los valores de x deben ser igual a
3 3
/2 o) /2.
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1.2 Grafica de una funcion

Problema inicial ~
Dadas las funciones f{x) = — 2x y g(x) = 2x%

1. Elabora la gréfica de cada una de ellas. La grafica de f es una linea recta mientras que la de g es una parabola.

2. Traza lineas rectas verticales en cada grafica. ¢ Cuantas veces cortan las rectas verticales a las gréficas

defyg?
3. Si se contintan trazando rectas verticales, ¢ cuantas veces cortaran a las graficas de las funciones fy g? )
y
Solucién y=fx)
1. La funcién f es una funcion lineal y su gréfica es una linea recta que 1
pasa por el origen. A partir de este, si x aumenta una unidad (es decir, X
x = 1) entonces f{x) disminuye 2. La gréfica de f(x) = —2x se presenta a -2 -1 o[\ 1
la derecha. -1
N (1,72)
y
y=8(x)

La grafica de la funciéon g es una pardbola con vértice en el origen.
Para graficarla se buscan otros dos puntos a la izquierda y derecha del \
vértice: si x =—1 entonces g(-1) = 2(-1)> = 2 y el punto (-1, 2) pertenece
a la parabola de g; de igual forma si x = 1 entonces g(1) = 2(1)’=2 vy el
punto (1, 2) pertenece a la pardbola. La gréfica de g(x) = 2x? se presenta
a la derecha. 1,2)

L
w
~——

—
»
—~—

w

N
=

2)

N

2. En cada grafica se han trazado tres rectas verticales. Cada una de ellas corta a la grafica de f o g, segln
sea el caso, en un Unico punto: y

y ¥ =8(x)

flx) \ 6 /

~N

<
1]

N w
| —
v

(N

—
»

—~—

x 3
2 -1 0
_1 Z
2 ‘
; / x
2 -1 0




3. Sin importar la cantidad de rectas verticales que se tracen, cada una de ellas cortard a la grafica de la

funcion fo g (segln

Conclusic’)n

Una linea trazada en el plano cartesiano, cuyos valores de x se encuentran en un intervalo I, corresponde a
la grafica de una funcidn si toda recta vertical trazada en el intervalo I corta a la linea en un Unico punto. A
esta manera de reconocer graficas de funciones se le conoce como prueba de la recta vertical.

Esto ocurre debido a la definicién misma de funcidn, a cada elemento x le corresponde un Unico elemento
y. Las rectas verticales trazadas en cada grafica representan un valor especifico para x, si esta recta corta
a la gréfica de una funcién en un Unico punto, entonces esto indica que para ese valor de x hay un Unico

valor para f(x) o g(x).

sea el caso) en un Unico punto.

*
Problemas,w

Utilizando la prueba de la recta vertical determina, en cada caso, si la linea representa la gréfica de una

funcion (no es necesario encontrar la ecuacion de la funcion):

a) b)
Y
¢ > X
c) 91 d)
[—
¢ > X

S
?

”~

v
=

v
3

”~

_/

Sugerencia metodoldgica




Indicador de logro

1.2 Utiliza la prueba de la recta vertical para identificar gréficas de funciones.

Materiales

Plano cartesiano dibujado sobre un pliego de pa-
pel bond para elaborar las graficas de las funcio-
nes del Problema inicial en la pizarra (puede fo-
rrar una tabla de madera con papel bond y luego
con plastico o cinta ancha transparente, y dibujar
una cuadricula con plumdn permanente; este re-
curso le servird en las clases que involucran grafi-
cas); metro o escuadra de madera.

Propésito

Secuencia

AN

En esta clase se establece el método denominado
"prueba de la recta vertical" para analizar si una li-
nea trazada en el plano cartesiano corresponde a
la grafica de una funcién. Se parte de la definicién
de funcién para establecer por qué este método
es efectivo para reconocer graficas de funciones.
Se pueden entregar fotocopias del plano cartesia-
no para elaborar la grafica de la funcién.

En grados anteriores solo se estudiaron funciones lineales (cuya gréfica es una linea recta) o cuadraticas
de la forma f(x) = ax? + ¢ (cuya gréfica es una parabola). Observe que, en el bloque de Problemas, las
graficas corresponden no solo a las ya conocidas sino también a funciones cubicas, racionales y a la de
una circunferencia. No se pretende que los estudiantes sepan la ecuacion de la funcidn, sino reconocer

graficas de funciones.

/

Solucién de problemas:

a) Se trazan rectas verticales para verificar si cortan
a la linea en un solo punto:

N

Por lotanto, la grafica corresponde a unafuncion.

c) Utilizando la prueba de la recta vertical:
Y

//_‘_

/

Ly x

1

1

1

|

1

1

I
T T
' '
' '
' '
' '
1 1
| |
1 1
| |
1 1
1 1
' '
I I
1 1
| |
1 1
i i

Por lo tanto, la grafica corresponde a una funcion.

b) Se trazan rectas verticales para verificar si cortan
a la linea en un solo punto:

> X

i N

Por lo tanto, la grafica corresponde a una funcién.

d) Utilizando la prueba de la recta vertical:

La recta corta a la linea en dos puntos. Por tanto,
no corresponde a la grafica de una funcién.

12



-~
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1.3 Dominio y rango de una funciéon*
Problema inicial
Utilizando la ecuacidn y la grafica de la funcidn f(x) = 3x? responde lo siguiente:
1. ¢Para qué valores de x esta definida f(x)?
2. ¢Cudles son todos los posibles valores para f(x)?
.. J
Solucién o
g . . . . . - ¥ =flx)
La grafica de la funcién es una parabola abierta hacia arriba con vértice en 12
(0, 0) como se muestra en la figura de la derecha. 1
10
1. En la ecuacidn de la funcidn f(x) = 3x?, la variable independiente x puede
tomar el valor de cualquier nimero real y siempre sera posible encontrar o
su correspondiente f(x). Por lo tanto, f(x) estd definida para cualquier 8
numero real que tome el valor de x. ;
2. En la grafica de la funcion, el valor mas pequefio que toma la variable de- 6
pendiente y = f{x) ocurre cuando x = 0. A medida que x aumenta o dismi- 5
nuye, el valor de f(x) siempre aumentara (esto lo refleja el hecho de que 4
la parabola se abre hacia arriba). Por lo tanto, los valores posibles para s
f(x) son los niumeros reales mayores o iguales a 0, es decir, los nUmeros
pertenecientes al intervalo [0, oo]. 2
1
-2 -1 0 1 2 X
Definicién
El dominio de una funcién f se denota por Dy y es el conjunto de todos los nimeros x para los cuales f(x)
esta definida. El rango de una funcién f se denota por Ry y es el conjunto de todos los posibles valores para
flx).
En el caso de las funciones lineales, tanto el dominio como el rango son el conjunto de los nimeros reales,
es decir R. Mientras que para funciones de la forma f(x) = ax? el dominio es R y el rango depende del valor
de a:
1. Si @ > 0 entonces R;= [0, oo[.
2.Sia < 0 entonces Ry = |-, 0].
b d
Problemas._,
1. Encuentra el dominio y el rango de cada una de las siguientes funciones:
a) flx) = %x+4 b) f(xx) = —10x + 3 ) flx)=—x—-5
d) fla) = e) flx) = 222 f) flx) = -
g) flx) = - 3x? h) flx) = 3x2 i) flx) = — 252
y
2. La gréfica de una funcidn se presenta en la figura de la derecha. Utilizando
Unicamente este recurso, écual es el dominio y el rango de la funcién?
X
W,

®
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Indicador de logro

1.3 Encuentra el dominio y rango de funciones lineales y de la forma f{x) = ax? utilizando la ecuacion de la

funcion.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar la grafica
de la funcién del Problema inicial; plano cartesia-
no con la grafica del numeral 2 del bloque de Pro-
blemas para colocarlo en la pizarra.

- AN

Propésito

En Tercer Ciclo solamente se estudiaron las ecua-
ciones y graficas de las funciones lineales y cua-
dréticas de la forma f(x) = ax? + c. En esta clase
se definen, de manera general, los nimeros que
conforman el dominio o el rango de una funcién.
Se utilizan ademas las notaciones Dy y Ry para am-
bos conjuntos.

indica qué repuesta puede dar a cada pregunta.

En el numeral 1 del bloque de Problemas, los estudiantes deben identificar en cada caso qué tipo de fun-
cién es (lineal o cuadratica) y, usando lo establecido en la Definicidn, determinar el dominio y el rango;
no es necesario que grafiquen la funcién de cada literal. Si las preguntas son muy complejas, el docente

Solucién de problemas:

1a) La funcion f(x) = %x + 4 es una funcidn lineal (es
de la forma flx) =ax + b, cona = % y b =4). Por
lo tanto, Dy =Ry Rf = R.

1c) Similar a los literales anteriores, la funcion
flx) = —x — 5 es una funcidn lineal. Por lo tanto,
Dr=RyR;=R.

le) La funcién f(x) = 2x? también es de la forma
flx) = ax? cona =2, Luego, D; =Rycomoa >0
entonces Ry = [0, oo].

1g) Similar al literal 1f) , en la funcion f(x) = =342,
a=-3. ASI', Df = ]Ry Rf = ]—00, 0].

1b) La funcion f(x) = —10x + 3 es una funcion lineal
(esdelaformaf(x)=ax+b,cona=-10y b =3).
Por lo tanto, Dy = Ry Rf = R.

1d) La funcion f(x) = x? es de la forma f(x) = ax?, con
a = 1. Luego, Dy = Ry como a > 0 entonces
R =[O0, oof.

1f) La funcidn f(x) = —x? también es de la forma
flx) = ax? cona=-1.Asi, Dy =Rycomoa <0
entonces Ry = |-, 0].

1h) Similar al literal 1e), en la funcion flx) = 3x?,
a=3.Asi,Df =RyR;=[0, .

1i) Similar al literal 1f), en la funcion f(x) = —2x? a = -2, Asi, Dy = Ry R = |-, 0].

2. Sea f(x) la funcidon cuya gréfica esta dada. Al observarla se verifica que "inicia" en
el origen, o sea, el punto (0, 0). A medida que el valor de x aumenta entonces el
valor de y también aumenta. Por lo tanto, Dy = [0, o[ y Ry = [0, oo].

8

N
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x




Funcion cuadratica

N
2.1 Desplazamiento vertical
Problema inicial -
Utilizando la grafica de la funcidn f(x) = 2x? realiza lo siguiente: \ J =)
1. Grafica las funciones g(x) = 2x? + 3 y h(x) = 2x? — 2. ¢Cual es el dominio y el \ 9 I
rango en cada una? 3
La grafica de g(x) corresponde a un 7
desplazamiento de 3 unidades hacia \ _ I
arriba de la gréfica de f. ¢Hacia dénde \ : /
sera el desplazamiento de h? \ > /
2. Explica qué le ocurre a la grafica de f para obtener las graficas de gy A. 2
X
-2 -10 1 2
. J
Solucién J :
1. Para graficar g(x) = 2x? + 3 se desplaza verticalmente la grafica de f{x) = 2x? tres \ﬁ 10 I
unidades hacia arriba (ver figura de la derecha). \ 9 l
Es decir, si el vértice de la grafica de fes (0, 0) entonces el de g sera (0, 3); si los \\ 7 //I
puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la parabola de f entonces los puntos (-1, 5) \ 6 /
v (1, 5) pertenecen a la gréfica de g. \‘ 5 ‘/
De la gréfica de la funcion se deduce que: Dy = Ry R, = [3, oo]. \+3J“ */3
1 +3
X
-2 -10 1 2
Yy =1
AN =
\\ 8 II Mientras que para graficar A(x) = 2x? — 2 se desplaza verticalmente la grafica de
\\ 7 II fix) = 2x? dos unidades hacia abajo.
\\ 5 / Es decir, si el vértice de la gréfica de fes (0, 0) entonces el de A serd (0, —2); si los
\\ 4 // puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la pardbola de f entonces los puntos (-1, 0) y
\ 3 / (1, 0) pertenecen a la grafica de A.
\\ 2{ ‘JZ De la gréafica de la funcion se deduce que: D, = Ry Ry = [-2, oof.
-2 -Ao|,/1 2 x
l"
@ )

Sugerencia metodoldgica



2. Utilizando f{x) = 2x?:
a) la grafica de la funcién g(x) = 2x* + 3 se obtiene desplazando verticalmente hacia arriba tres unidades
la gréfica de fx) = 2x%;

b) la gréafica de la funcion h(x) = 2x?— 2 se obtiene desplazando verticalmente hacia abajo dos unidades
la gréfica de f(x) = 2x2.

Definicién
Dada una funcién f{x) y un ndmero real k diferente de cero, la grafica de la funcién g(x) = f(x) + k es un

desplazamiento vertical de k unidades de la gréfica de f, y: si k > 0 entonces la grafica se desplaza hacia
arriba, y si k < 0 entonces la grafica se desplaza hacia abajo.

Si f(x) = ax? entonces la gréfica de g(x) = ax? + k es una parabola con vértice en (0, k), y:
1. Si @ > 0 entonces Ry = [k, .
2. Sia < 0 entonces Ry = |-, k|.

b ]
Problemasv

Para cada caso y utilizando la grafica de la funcidn f(x), grafica la funcién g(x) y encuentra su dominio y
rango:

a)flx)=x y glx)=x+1 b) flx)=-2x y glx)=-2x-3

9: ¥ =flx) y = flx) 3:
3 3
2 2
1
D — T 7 3 °F oS3 a1 2 3 %
1 -1
-2 -2
-3 -3
J d

o flx)=x>y glx)=x"+2 d) flx) =—x* y glx)=—x2-3

¥ =flx) y y

N N
4 1

3 € > X
-3 -2 -1,0 1 2 3
2 -1
1 -2
€ > X -3
-3 -2 -1 0 1 2 3

-1 -4
-2 -5
-3 -6

N N

y

flx)




Indicador de logro

2.1 Elabora la grafica y encuentra el dominio y el rango de las funciones g(x) = ax + b o f{x) = ax? + ¢, usando

desplazamientos verticales.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en papel bond con la
grafica de la funcién del Problema inicial para
colocarlo en la pizarra (puede utilizarse también
para resolver el bloque de Problemas); metro o
escuadra de madera.

_ AN

Posibles dificultades

Los desplazamientos verticales se estudiaron en
los contenidos de funcién lineal y funcién cuadra-
tica de la forma f(x) = ax? + ¢ en Tercer Ciclo. En
esta clase se repasan dichos desplazamientos y se
agrega la determinacién del dominio y del rango
de la funcién.

Si los estudiantes no recuerdan cémo realizar los desplazamientos verticales puede comenzar con la
Definicién y desarrollar el Problema inicial como ejemplo.

Solucién de problemas:
a) Se desplaza la grafica de f una unidad vertical-
mente hacia arriba para obtener la grafica de g:

Y

¥ =8(x)
3 & v = flx)

J/}4ﬁ1
€ >X

-3 -2 +], 1 2 3
-1

—2

=3

R

Luego, D;=RyRs=1R.

c) Se desplaza la grafica de f dos unidades vertical-
mente hacia arriba para obtener la grafica de g:
Y y=g(x)

¥ = flx)

b) Se desplaza la grafica de f tres unidades vertical-
mente hacia abajo para obtener la grafica de g:

yegl) y=flx) ¥

Luego, D;=RyRs=1R.

d) Se desplaza la gréfica de f tres unidades vertical-
mente hacia abajo para obtener la grafica de g:

y = flx)
Luego, Do=RyR; =]

Sugerencia metodolégica
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2.2 Funcion de la forma f(x) = a(x - h)’, h>0

Problema inicial

= f(x y
Utilizando la grafica de la funcidn f(x) = 2x? realiza lo siguiente: y=fd r
1. Completa la tabla y grafica la funcion g(x) = 2(x — 1) 7
x |3|=2|-1]|0|1]2]3 °
La grafica de g 5
flx) | 18 8 2 0 2 8 18 es una parabola. 4
8(x) 3
2
2. ¢Cuales son las coordenadas del vértice de la grafica de g? ¢Cual es
el dominio y rango de g? t
3. ¢COmo se debe desplazar la gréfica de f para obtener la de g? T X
\‘ N
Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera: ¥ =flx) y ¥y =8(x)
x -3 | -2]- 0 1 2 3 7
6
flx)| 18| 8 | 2 | o | 2 | 8 | 18
5
glx)| 32 ~18 (=8 [*2 [0 [*2 [*8 .
se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente g(x)
es igual al valor de f{x — 1). Por ejemplo, si x = 0: - -
g(0)=f(0-1) .
= f(-1) ) F e
= 2 N

La grafica de g se muestra a la derecha.
2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (1, 0), Dg =Ry R, = [0, oo|.

3. La grafica de f(x) = 2x? se desplazé una unidad horizontalmente hacia la derecha para obtener la gréafica
de g(x) = 2(x — 1)~

Conclusién
Sean f(x) = ax?, donde a es cualquier nimero real diferente de cero, y 2 > 0. La grafica de la funcidn:
8(x) = flx — h) = alx - h)?
es un desplazamiento horizontal de /& unidades hacia la derecha de la grafica de f. El vértice de la parabola
es (h,0),Dy=Ry:
1.Sia > 0 entonces Rg = [0, oo[. 2.Sia < 0 entonces R, = |-, 0].

bl

Problemas.

Utilizando la grafica de f{x), grafica la funcién g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = x%; g(x) = (x — 2)? b) flx) = —x?; g(x) = —(x — 1)?
c) flx) = 2x%; g(x) = 2(x - 2) d) flx) =-2x%; g(x) = -2(x — 3)°

©




Indicador de logro

2.2 Grafica y encuentra el dominio y rango de la funcién g(x) = a(x — h)? para A > 0 usando desplazamien-

tos horizontales de f(x) = ax?.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver los
numerales 1 y 3 del Problema inicial (puede uti-
lizarse en la resolucion del bloque de Problemas).

_ AN

Solucién de problemas:
a) Se desplaza la grafica de f(x) = x* dos unidades
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) = (x — 2)*

y=flx) Y
+2 9 +2,
¥y =8(x)
8
7
6
+2 +2
3
2
1
L, +2 S
S oo 10 3 4 X
Vv

Las coordenadas del vértice son (2, 0), D, =Ry
Rg = [0, oof.

c) Se desplaza la grafica de f(x) = 2x? dos unidades
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) = 2(x — 2).

y=flx) Y ¥ =g(x)
+2 | +2
7
6
5
4
3
2
!
. +2 \ R
3 2 1o 12 3 & X
A4

Las coordenadas del vértice son (2, 0), D =Ry
Rg = [0, oo|.

12

Similar a cuando se realizaron los desplazamien-
tos verticales, se utiliza la grafica de f(x) = ax?
y tablas de valores para obtener la grafica de la
funcion g(x) = flx — h) = a(x — h)? e identificar el
desplazamiento horizontal de f; en este caso, el
ndmero h es positivo.

/

b) Se desplaza la grafica de f(x) = —x? una unidad
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) =—(x - 1)%

vy =g(x)

Las coordenadas del vértice son (1, 0), D = Ry
Rg = ]—oo, O]'

d) Se desplaza la grafica de f{x) = —2x? tres unidades
horizontalmente hacia la derecha para obtener la
grafica de g(x) = -2(x — 3)2

¥ =flx)

y=8(x)
Las coordenadas del vértice son (3, 0), Do =Ry
Rg = ]_oo' O]'

Sugerencia metodolégica
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2.3 Funcion de la forma f(x) = a(x - h)>, h<0

Problema inicial - 0 ~
Utilizando la gréfica de la funcién f{x) = 2x? realiza lo siguiente: y=fo) X
1. Completa la tabla y grafica la funcion g(x) = 2(x + 1) 7
6
x |3 |-2]-1 0 1 2 3
La grafica de g B
flx) | 18 | 8 2 0 2 8 | 18 es una parabola. 4
8(x) 3

2. éCudles son las coordenadas del vértice de la grafica de g? ¢Cual es
el dominio y rango de g?

3 -2 -1 0 1 2 3

3. ¢Como se debe desplazar la grafica de f para obtener la de g?
_ J

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:

y=flx) y y=8x)
X -3 | -2 | -1 0 1 2 3

fx)| 18| 8 | 2 | o | 2| 8 |18 6

- - | R | ! 5

glx)| 8 2 0 2 8 | 18 | 32

se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente
2(x) es igual al valor de f{x + 1). Por ejemplo, si x = 0:

g(0)=/l0+1)
=f(1)

=2 3 -2 1o 1 2 3

-1 -1

La grafica de g se muestra a la derecha.

2. Las coordenadas del vértice de la gréfica de g son (-1, 0), D, = Ry R, = [0, +co].

- , . . . La ecuacion de la funcién g
3. La grafica de f{x) = 2x? se desplazd una unidad horizontalmente hacia la también puede escribirse

izquierda para obtener la grafica de g(x) = 2(x + 1) como g(x) = 2[x— (-1)]%

Conclusién
Sean f(x) = ax? donde a es cualquier nimero real diferente de cero, y A < 0. La gréafica de la funcién:
8x) = flx —h) = alx —h)
es un desplazamiento horizontal de h unidades hacia la izquierda de |a gréfica de f. El vértice de |a parabola
es (h,0),D;=Ry:
1. Sia > 0 entonces Rg = [0, oof. 2.Si a < 0 entonces R, = ]—00, 0].

Problemas;:
Utilizando la grafica de f{x), grafica la funcidén g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funciéon g:

a) flx) = x%; g(x) = (x +2)? b) flx) = —x%; g(x) = —(x + 1)?
c) flx) = 2x%; g(x) = 2(x + 2)? d) flx) = -22; g(x) = = 2(x + 3)?

200
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Indicador de logro

2.3 Grafica y encuentra el dominio y el rango de la funcién g(x) = a(x — h)? para A < 0 usando desplaza-

mientos horizontales de f(x) = ax?.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver los
numerales 1 y 3 del Problema inicial (puede uti-
lizarse en la resolucion del bloque de Problemas).

_ AN

Solucién de problemas:

a) Se desplaza la gréfica de f(x) = x> dos unidades ho-
rizontalmente hacia la izquierda para obtener la
grafica de g(x) = (x + 2)2

¥ 5flx)

2

N
W
&

-4 3 -2 -10 1 2 3

Las coordenadas del vértice son (-2, 0), D= Ry
Re¢ = [0, ool.

c) Se desplaza la grafica de f(x) = 2x? dos unidades
horizontalmente hacia la izquierda para obtener
la grafica de g(x) = 2(x + 2)°.

¥ = g(x) Y y=flx)
L2 ol a2
7
4
3
2
1
& -2 N
4 3 20 1 2 3 ¥
W

Las coordenadas del vértice son (-2, 0), D= Ry
R =[O0, oo].

D

En esta clase se utiliza la grafica de f(x) = ax? y
tablas de valores para obtener la grafica de la fun-
cion g(x) = flx— h) = alx — h)? e identificar el des-
plazamiento horizontal de f cuando el nimero A
es negativo.

/

b) Se desplaza la grafica de f(x) = —x? dos unidades
horizontalmente hacia la izquierda para obtener
la grafica de g(x) = —(x + 1)

¥ =g(x) -7 y=flx)

-1 -1

A 4

Las coordenadas del vértice son (-1, 0), D; = Ry
Rg = ]_oor 0]'

d) Se desplaza la grafica de f(x) = —2x? tres unidades
horizontalmente hacia la izquierda para obtener
la gréfica de g(x) = -2(x + 3)°.

¥y =g(x)

Las coordenadas del vértice son (-3, 0), D= Ry
Rg = ]-00, 0].

Sugerencia metodolégica
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2.4 Funcion de la forma f(x) = a(x — h)* + k, parte 1

Problema inicial

Utilizando la grafica de la funcidn f{x) = 2(x — 1)? realiza lo siguiente: X 7
1. Grafica las funciones g,(x) = 2(x — 1)* + 3y g,(x) = 2(x — 1)> — 4. Describe
cémo se debe desplazar la grafica de f para obtener cada grafica.
La grafica de g(x) = f(x) + k es un desplazamiento vertical de
k unidades de la grafica de f, hacia arriba si k es positivo y
hacia abajo si k es negativo.
2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango en cada caso. 1
€ > X
-1 0 1 2 3
\; W
Solucién 7
1. Ambas funciones son de la forma f{x) + k, es decir, son desplazamientos
verticales de k unidades.
En el caso de g,(x) = 2(x — 1)> + 3, k = 3 y por tanto la grafica de f se
desplaza tres unidades verticalmente hacia arriba. La pardbola en color
celeste de la figura de la derecha corresponde a la gréfica de g,.
En el caso de g,(x) = 2(x — 1)> = 4, k = —4 y por tanto la grafica de f se
desplaza cuatro unidades verticalmente hacia abajo. La parabola en color
rojo de la figura de la derecha corresponde a la gréfica de g,.
2. Las coordenadas del vértice de la grafica de la funcién g, son (1, 3) y ade- 1
mas Dg,= Ry Rg.= [3, oof. ¢ > X
-1 1 o2/ 3
Mientras que las coordenadas del vértice de la grafica de la funcién g,son _\i
(1,-4) y ademds D= Ry R = [-4, oo]. =2
-3
-4
Conclusién ¥

Sean f(x) = a(x — h)? donde a y h son nimeros reales cualesquiera, y a es diferente de cero. La grafica de

la funcion: glx)=alx-h)+k

donde k es un nimero real, es un desplazamiento vertical de k unidades de la gréfica de f. Si k > 0 el
desplazamiento es hacia arriba, y si k < 0 el desplazamiento es hacia abajo. El vértice de la parabola de g
es(h, k), D;=RYy:

1. Si @ > 0 entonces Rg = [k, oo]. 2.Sia < 0 entonces R, = |-, k].

£ 3
Problemasv

Utilizando la grafica de f{x), grafica la funcidn g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) =(x—2)*; g(x) = (x —2)*+3 b) flx) = —(x - 1)*; g(x) =—(x = 1)*+2

c) flx)=2(x +2)%; glx) =2(x +2)>—1 d) flx) =—2(x +3)% g(x) =—2(x + 3)2— 4

Le)
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Indicador de logro

2.4 Grafica y encuentra el dominio y el rango de la funcién g(x) =

verticales de f(x) = a(x — h)>

a(x — h)? + k usando desplazamientos

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 1 del Problema inicial (puede utilizarse en
la resolucion del bloque de Problemas).

\_ AN

Propésito

En esta clase, se parte de la grafica de una funcidn
cuadratica de la forma f(x) = a(x — h)? para trazar
la de g(x) = a(x—h)? + k usando los desplazamien-
tos verticales vistos en la clase 2.1 y determinar
sus elementos: vértice, dominio y rango.

Las graficas de la funcion f de los literales del bloque de Problemas ya han sido trazadas en las clases 2.2 y
2.3 por tanto los estudiantes pueden retomarlas directamente. Esta clase les ayudara para identificar que
pueden realizar desplazamientos horizontales y verticales a la vez.

Solucién de problemas:
a) Se desplaza la grafica de f(x) = (x — 2)? tres uni-
dades verticalmente hacia arriba para obtener la

grafica de g(x) = (x 2)%+3:
U - fix)
1
¥ -1 0

Las coordenadas del vértice son (2, 3), D= Ry
Rg =[3, ool.

c) La grafica de g queda como sigue:

Y= gl) ¥ = flx)

, \V/\

N 10 T X

Las coordenadas del vértice son (-2, -1), D;= Ry
Rg =[-1, ool.

b) Se desplaza la grafica de f{x) = —(x — 1)? dos uni-
dades verticalmente hacia arriba para obtener la
grafica de g(x) =—(x —1)*+ 2:

y=gl(x)

. y=fx)
Las coordenadas del vértice son (1, 2), D; =Ry

Rg =], 2].

d) La grafica de g queda como sigue:

v

X
< % 1o 10X

=1

=2

-3

=4

-5

-6

=7

¥ = flx) -8
y=g(\

Las coordenadas del vértice son (-3, -4), D;= Ry
Rg = ]_m, _4].

Sugerencia metodolégica
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2.5 Funcion de la forma f(x) = a(x — h)? + k, parte 2

Problema inicial ~
Utilizando la gréfica de la funcidn f{x) = —2x? realiza lo siguiente: ~

1. Grafica la funcién g(x) = —2(x — 3)>— 1. Describe cdmo se debe
desplazar la gréfica de f para obtener g. = T 3 3 1 3

K

2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango >
de la funcion g.

¥ = flx)

. J

Solucién b4
1. La funcién g es de la forma f{x — h) + k, es decir, combina des- 1
plazamientos tanto horizontales como verticales. En este caso,
h=3yk=-1: 2 -1 T e s

Primero se desplaza la grafica de f tres unidades horizontal- -2

mente hacia la derecha, luego se desplaza una unidad vertical- 5 -1

mente hacia abajo. La grafica de g corresponde a la parabola

en color azul de la figura de la derecha. -4

-5

2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (3,-1) y ade- %
mas Dy = Ry Rg = ]—00, —1].

=8
¥ =flx) ¥ =gl(x)

Conclusién
Dada una funcién f(x) = ax?, donde a es un nimero real diferente de cero. La grafica de la funcién:
glx)=alx-h)*+k

es una parabola que resulta de desplazar A unidades horizontalmente y k unidades verticalmente la grafica
de f. El vértice de la grafica de g es (A, k), D= R y:

1. Si @ > 0 entonces R, = [k, oo]. 2.Si a < 0 entonces Ry = |0, k].

Problemas ./
Para cada caso, traza la grafica de f{x) y a partir de esta elabora la grafica de g(x). Encuentra las coordenadas
del vértice, el dominio y rango de g:

a) flx) = a%; glo) = (x + 1)* + 2 b) flx) =—«%; g(x) =—(x +3)*-3
c) flx) = 3a%; glx) = 3(x - 2)* + 1 d) flx) == 3x%; g(x) =—3(x - 4)* - 2

@

2o



Indicador de logro

2.5 Grafica y encuentra el dominio y el rango de la funcién g(x) = a(x — h)? + k usando desplazamientos

horizontales y verticales de f(x) = ax?.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 1 del Problema inicial (puede utilizarse en
la resolucion del bloque de Problemas).

Solucién de problemas:
a)En este caso, h = -1y k = 2, la grafica de f se
desplaza una unidad horizontalmente hacia la iz-
quierda y dos verticalmente hacia arriba para ob-
tener la de g:

¥ =8(x) vy = flx)

R NN W B U OO NN 0
<

N
|
i
|
w
|
N
|
=
|
)
.
N
w
3

Las coordenadas del vértice son (-1, 2), D= Ry
Rg =[2, oo].

c) En este caso, h =2y k=1, la grafica de f se despla-
za dos unidades horizontalmente hacia la derecha
y una verticalmente hacia arriba para obtener Ia

de g:
y=fx) y ¥ =8(x)
9
8
7
6
5
4
3 +2 1
2
1
e +p P+l N
‘—2—1ov 172 3 2%

Las coordenadas del vértice son (2, 1), D, =Ry
Rg=[1, oo].

D

Se combinan desplazamientos horizontales y ver-
ticales para trazar la grafica de una funcion cua-
drética de la forma g(x) = a(x — h)? + k a partir de
la de f(x) = ax?.

b) En este caso, h = -3 y k = —3; la grafica de f se
desplaza tres unidades horizontalmente hacia la
izquierda y tres verticalmente hacia abajo para
obtener la de g:

RN
7

6 y=flx)

A4

Las coordenadas del vértice son (-3, -3), D;= Ry
Rg = ]-00, -3].

d) En este caso, h =4y k=-2, la grafica de f se despla-
za cuatro unidades horizontalmente hacia la dere-
cha y dos verticalmente hacia abajo para obtener
ladeg:

N
ya +4 |- A
-2 -1 12 3 5 6 X
1 =2
-2
3 +4
-4 2
¥ =f(x)
-5
- yE&(x)
-7
-8
=9
N

Las coordenadas del vértice son (4, -2), D= Ry
Re= ]—OO, _2]'

Sugerencia metodolégica
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2.6 Funcidn de la forma f{(x) = ax? + bx*

Problema inicial

Traza la grafica y encuentra el dominio y rango de las siguientes funciones:
Completa los cuadrados en las

a) flx) =x*—6x b) g(x) =—2x*—4x ecuaciones de cada funcién.
Solucién
a) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcién f: X y = fx)
==+ (6 -3 1
=(x>—6x+3%)—-3 ol 12 3 7 s X
= (x—3)2-32 S
=(x—-3)-9 -3

-4
La funcion fes de la forma a(x — h)? + k: Ds= R, Ry = [-9, oo[ y su grafica
es una parabola abierta hacia arriba con vértice en (3, —9) como lo
muestra la figura de la derecha.

=5

=7

=8
flx) = (x — 3)2— 9 es un desplazamiento de 3 unidades
horizontalmente a la derecha y 9 unidades vertical-
mente hacia abajo de la grafica de A(x) = x2

y
b) De forma similar, se completa el cuadrado enla ecuacién de la funcién g: 2"
Z(x) =—2(x* + 2x)

2 2 & N
=—2[x2+2x+(%) —(%)] T3 -1_2 T "
==2[x?+2x+12-12] >
==2[(x+1)?>-1] -3
==2(x+1)*+2 -4

=5
La funciéon g es de la forma a(x — h)* + k: Dy = R, Ry = |-o0, 2] y su &
grafica es una pardbola abierta hacia abajo con vértice en (-1, 2) como -
lo muestra la figura de la derecha. J

¥y =8(x)

g(x) ==2(x + 1) + 2 es un desplazamiento de 1 unidad
horizontalmente a la izquierda y 2 unidades verticalmen-
te hacia arriba de la gréfica de h(x) = —2x2.

En resumen
Dada una funcién de la forma f(x) = ax? + bx, esta puede llevarse a la forma a(x — A)? + k completando
cuadrados en la ecuacién de la funcién fy su gréfica es una parabola, abierta hacia arriba si @ > 0 o abierta
hacia abajo sia < 0.

*
Problemasv

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, y encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién:

a) flx) =x*—4x b) flx) =—x*+ 2x c) flx) = 3x% + 6x
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Indicador de logro

2.6 Completa cuadrados en la ecuacion de la funcién f(x) = ax? + bx para trazar su grafica y encontrar su

dominio y rango.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra-
ficas de las funciones del Problema inicial (puede
utilizarse en la resolucion del bloque de Proble-
mas).

En esta clase se comienzan a trabajar funciones
cuadraticas cuya ecuacidn estd expresada en su
forma general. Si los estudiantes tienen muchas
dificultades para resolver el Problema inicial, el
docente debe desarrollar e ir explicando paso a

paso la Solucion.

\_ A\ v
Propdsito
En la clase sélo se trabajan con funciones cuya ecuacion es de la forma ax? + bx, esto para facilitar los
calculos al momento de completar cuadrados. En las clases 2.7 y 2.8 se agregan a las ecuaciones el tér-
mino independiente.
Solucién de problemas: y
) ¥ = flx)
a) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcién f(x) = x? — 4x:
2 2
flx)=x?—4x + (%) - (%) La grafica de y = x? se desplaza 2 uni-
X 5 5 dades horizontalmente a la derechay
=(x*—4x+2%) -2 4 verticalmente hacia abajo para ob- — s
=(x-2)02-4 tener la grafica de f(x) = (x — 2)* - 4. 1
, - . . . . -2
Asi, flx) = (x — 2)? — 4; su gréfica es una parabola abierta hacia arriba con .
vértice en (2, -4), Ds= R, Ry = [-4, oo]. »
Y
b) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcién f(x) = — x? + 2x: s
— 2
flx) = - (a* - 2x) , , La grafica de y = —x? se desplaza una 2 A 1 3 4 X
=— [xz —2x+ (3) ] - (3) unidad horizontalmente a la derecha
2 2 y una verticalmente hacia arriba para 2
=—(x>—-2x+12)+12 obtener la grafica de f{x) =—(x—1)2 + 1. -3
— (v —_1)2 4
=—(x—-1)2+1 B 3= )
Luego, f(x) =— (x—1)%+ 1; su grafica es una parabola abierta hacia abajo con %
vértice en (1, 1), Ds= R, Ry = ]—o0, 1]. -7
c) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcién f(x) = 3x2 + 6x: X S )
flx) = 3(x? + 2x) 3
5 2\2 2\2 La grafica de y = 3x? se desplaza una 2
= 3[x +2x+ (3) ] - (E) unidad horizontalmente a la izquierda 1
=3(x2+2x+12) -3 y 3 verticalmente hacia abajo para ob- 5
- -3 1

tener la grafica de f{x) = 3(x + 1) - 3.
=3(x+1)°-3

Luego, f(x) = 3(x + 1)>— 3; su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-1, -3), D= R, Ry=[-3, oo.

Sugerencia metodolégica



2.7 Funcion de la forma f(x) = x?+ bx + ¢

Problema inicial

Traza la grafica y encuentra el vértice, el dominio y rango de la funcién:

flx)=x>—4x +9.

Completa el cuadrado en la
ecuacion de f.

Solucién
Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcion f:

= [y2= 4\ _ (4Y
f(x)'[xz 4x+(2) (2)]+9
=(x*—4x+2%)-22+9
=(x-2)?-4+9
=(x—2)%+5
luego la funcion f se ha reescrito en la forma (x — h)2 + k: Dy = R,

Ry =[5, o[ y su gréfica es una parabola abierta hacia arriba con vértice
en (2, 5) como lo muestra la figura de la derecha.

flx) = (x—2)?+5 es un desplazamiento de 2 unidades horizontalmente a
la derechay 5 unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = x2.

En resumen

y=x Y ¥ =flx)

iy
B

St

(R S
S R
—

o

I S Y

]
~

-
AN

-

Y
=

1
w
1
N
1
TEN
o
=

Dada una funcién de la forma f(x) = x? + bx + ¢, esta puede llevarse a la forma (x — h)? + k completando
cuadrados en la ecuacién de la funcién fy su grafica es una parabola, abierta hacia arriba.

Problemas/

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la gréfica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el

dominio y el rango de la funcion:

a)flx)=x*+2x-2 b) flx) =x*+4x +5
Y y =a? Y y = x?
| : - '
1 g 1 1 Q 1
1 e 1 1 © 1
\ 1] 1 1
4 1 - 1
\ - i \ ! i
1 1 L 1
1 3 1 () 6 1
) 3 7 v © 1
AN 1 1 1
Vs / ' 5 H
v e / \ /
a 4
\\l / \ 4 1
s |/ x A 3 !
-5 -4 -3-2-10] 1 2 \ /
. Vs !
-4 \ I
N \ . J
< \\J' ,l
2 N, e x
5 -4 13 -2-10 2
o) flx)=a*—6x+7 d) flx) =x*—8x + 18




Indicador de logro
2.7 Completa cuadrados en la ecuacién de la funcidn f(x) = x? + bx + ¢ para trazar su grafica y encontrar su

dominio y rango.

En las ecuaciones de las funciones presentadas en
la clase se agrega el término independiente; ade-
mas, en todas ellas el coeficiente de la variable x?

es igual a 1, para facilitar los cédlculos.

Materiales
Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar la grafica
de la funcién del Problema inicial (puede utilizar-
se en la resolucién del bloque de Problemas).

b) Se completa el cuadrado en la ecuacién de la

Solucién de problemas:
funcion flx) = x> + 4x + 5:
1= +s

a) Se completa el cuadrado en la ecuacién de la
funcion flx) = x? + 2x — 2.
= [ 32]_(5)2_ =[z (_ 4
flx) [x +2x+ (2) > 2 flx) = [x* + dx + > >
=(?+2x+1%)-1-2 =(x2+4x+2)—4+5
=(x+1)2-3 =(x+2)+1
Su gréfica es una pardbola abierta hacia arriba con Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-1, -3), D;= R, Ry = [-3, oo]. vértice en (-2, 1), D= R, Ry=[1, oo|.
¥ =flx) J v = flx) Y y=a
T ;
\ . ",
‘\‘\ 3 "l
\\\ 2 ll'
\\\1 III
- x
=1 I,
-5 -4 -3 —2:—1 0 1 2 3 x
¢) Completando el cuadrado: d) Completando el cuadrado:
flx) = [xz —-6x+ (g)z] - (g)z +7 flx) = [xz —-8x+ (%)2] - (%)2 +18
=(x’-6x+3%)-9+7 =(x*—8x+4%)-16+18
=(x-3)-2 =(x—4)+2
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (4, 2), Ds=R, Rf=[2, oo[.

Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (3,-2), Dr=R, Ry =[-2, oo[.

Sugerencia metodolégica



2.8 Funcion de la forma f(x) = ax®*+ bx + ¢

Problema inicial
Traza la grafica y encuentra las coordenadas del vértice, el dominio

delaf .. Completa el cuadrado en la
y rango de la funcién:

ecuacion de la funcién f.
flx) =—2x?—12x — 16.

Solucién
Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcién f:

flx) ==2[x? + 6x] — 16
= —Z[x2 +6x + (g)z - (2)2] -16
=—2[x*+6x+32—3%]-16

==2[(x+3)?>-9]-16
=-2(x+3)*+18-16
==2(x+3)*+2

luego, la funcidn f se ha reescrito en la forma a(x — h)? + k: Df= R,
R = ]—o0, 2] y su gréfica es una pardbola abierta hacia abajo con
vértice en (-3, 2) como lo muestra la figura de la derecha.

La funcion f{x) = —2(x + 3)? + 2 es un desplazamiento de 3 unidades horizontalmente a la izquierda y 2
unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = —2x2.

Definicion
La funcidn de la forma f{x) = ax?+ bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales cualesquiera y a es diferente
de cero se Ilama funcién cuadratica.

Una funcion cuadrética también puede escribirse en la forma a(x — h)? + k completando el cuadrado en la
ecuacion de la funcidn fy, por tanto, su grafica es una parabola con vértice en el punto (A, k) que se abre
hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo si a < 0.

El dominio de una funcién cuadrdtica siempre es igual al conjunto de los niumeros reales (R) y el rango
dependera del valor de a y de la segunda coordenada del vértice (A, k) de la grafica de la funcién:

1. Si a > 0 entonces R, = [k, oo[. 2.Sia < 0 entonces Rg = |-00, k].

*
Problemasv

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra ademas las coordenadas del
vértice, el dominio y el rango de la funcién:

a)flx)=—x*+8x—-13 b) flx) =3x?+ 12x + 11
c) flx) = 2x? — 20x + 44 d)f(x)=—%x2+x+%

D
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2.8 Completa cuadrados en la ecuacion de la funcidn f(x) = ax? + bx + ¢ para trazar su grafica y encontrar

su dominio y rango.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra-
fica de la funcién del Problema inicial (puede uti-
lizarse en la resolucion del bloque de Problemas).

Posibles dificultades

Se continla con funciones cuadraticas cuyas ecua-

ciones poseen término independiente. La diferen-
cia con la clase 2.7 es que en esta, el coeficiente
de la variable x? es diferente de 1.

Verificar los procesos de los estudiantes al completar cuadrados; si tienen dificultades con los cdlculos
pueden realizarlos paso a paso para no olvidar algun término.

Solucién de problemas:
a) Se completa el cuadrado en la ecuacién de la
funcién f(x) = —x? + 8x — 13:
flx) == (x*-8x)-13
8\2 (8)\2
=—[x2—8x+ (5) _(E) ] -13
=—(x*-8x+4%)+4>-13
=—(x—-4)+3
Su grafica es una parabola abierta hacia abajo con
vértice en (4, 3), D= R, Rf=]-00, 3].

c) Al completar el cuadrado en la ecuacién se ob-
tiene f{x) = 2(x—5)?— 6. La grafica es una parabola
abierta hacia arriba, con vértice en (5, -6), D;= R,
Rf= [—6, 00[

Y y=fl)

|

-10 1 2 314 5 6|7
=1

-2

=N

-3
-4
-5
-6

b) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la
funcidn f(x) = 3x? + 12x + 11:
flx) = 3(x% + 4x) + 11

= 3[x2 +4x+ (%)2 - (%)2] +11

=3(x*+4x+2%)-3(2%) +11
=3(x+2)* -1
Su grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-2, -1), D= R, Ry=[-1, oo.

¥ = flx) Y y=3w

VS
4]
!
vl
\ |/
\

-4 —3\?7‘—10 1 2
-1

d) Al completar el cuadrado en la ecuacién se obtiene
flx) = - %(x — 1)? + 2. La grafica es una pardbola
abierta hacia abajo, con vértice en (1, 2), Ds= R,

Rf= ]—oo, 2]' y

AN

2
-3 2410 1 2 4 5
1

y=flyf =2
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-~
2.9 Condiciones iniciales

Problema inicial

Encuentra la ecuacion de la funcién cuadrética f en cada caso:
1. El vértice de la grafica de fes (4, 5) y pasa por el punto (2, 7).
2. fes de la forma ax? + bx y la grafica pasa por los puntos (-1, —10) y (-4, —16).

Solucién

1. Las condiciones iniciales indican las coordenadas del vértice de la grafica de f, por tanto, es conveniente
escribir la ecuacion en la forma:

flx)=alx-h)?+k e (1)
sustituyendo los valores de Ay k en (1), se tiene:
flx) =alx-4)+5

ahora, si la grafica pasa por el punto (2, —7) entonces cuando x =2, f(2) = —7. Se sustituye en la ecuacion
anterior y se despeja el valor de a:

-7=a(2-4)*+5
-7=4a+5
—-12=
ta flx) = =3(x — 4)? + 5 también
-3=a puede escribirse como:
Por lo tanto, la ecuacién de la funcién es f(x) = —3(x — 4)% + 5. flx) = =3x2 + 24x — 43.

2. Las condiciones iniciales indican que f(x) = ax? + bx. Si la grafica de f pasa por el punto (-1, —10), entonces
cuando x = -1, f(-1) =-10. Se sustituyen estos valores y se despeja a en la forma de la funcién:
-10=a(-1)?+ b(-1)
-10=a-b
-10+b=a e (2)

de forma similar, cuando x = —4, f(—4) = —16. Se sustituyen estos valores, incluyendo el de a encontrado

en (2), y se despeja el valor de b:
(2),y se despej _16 = a(~4)? + b(~4)

-16=(b-10)16-4bd
-16=16b-160-4b
144 =12b
12=0
Luego, a = 2 y la ecuacién de la funcidn es f(x) = 2x? + 12x.

En resumen

Si f es una funcién cuadratica, entonces su ecuacion puede escribirse en la forma a(x — h)? + k o

ax? + bx + c. Si en las condiciones iniciales se proporcionan las coordenadas del vértice de la grafica de f
entonces conviene escribirla en la forma a(x — h)? + k.

*
Problemas,w

1. Encuentra la ecuacién de la funcién cuadratica f en cada caso:
a) el vértice de la grafica de fes (-2, 1) y pasa por el punto (0, 5);
b) el vértice de la gréfica de fes (3, —6) y pasa por el punto (4, —8);
c) fes de la forma ax? + bx y su grafica pasa por los puntos (8, 0) y (2, —12).

2. Encuentra la ecuacién de una funcién cuadratica f si su grafica pasa por los puntos (-2, 8), (0, 2) y (2, 4).
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Indicador de logro

2.9 Encuentra la ecuacion de una funcidn cuadratica que satisface determinadas condiciones.

Posibles dificultades

Conocidas las formas que puede tener la ecua- Recuerde a los estudiantes que, si bien pueden

cién de una funcién cuadratica, en esta clase se utilizar cualquiera de las formas para la ecuacién

plantean problemas donde los estudiantes deben de una funcion cuadratica, dependera de las

encontrar la ecuacion de la funcidn que satisface condiciones del problema el escoger una de ellas.

determinadas condiciones. De preferencia, deben utilizar la forma para la
cual eviten el resolver sistemas de una ecuacion
cuadratica y otra lineal.

N AN /

Solucién de problemas:

1a) Como en el enunciado del problema se proporcionan las coordenadas del vértice entonces se escribe
la ecuacion de la funcidn fen la forma a(x — h)? + k, o sea, f(x) = a(x — h)? + k. Al sustituir los valores de
h=-2yk=1setiene flx) = a(x + 2)? + 1; luego, si la grafica pasa por (0, 5) entonces f(0) = 5:
a(0+2)*+1=5

a(d)+1=5
da=4
a=1

Por lo tanto, f(x) = (x + 2)? + 1.

1b) Similar a 1a), f(x) = a(x — h)* + k; al sustituir los valores de h = 3 y k =—6 se tiene f{x) = a(x— 3)*— 6. Luego,
si la grafica pasa por (4, —8) entonces f(4) = -8:
a(d-3)°-6=-8
a(l)-6=-8
a=-2
Por lo tanto, f(x) = -2(x—3)*-6.

1c) En este caso, f(x) = ax? + bx; ademas, si la grafica pasa por (8, 0) y (2,—12) entonces f(8) =0y f(2) =—12. Se
sustituyen estos valores y se resuelve el sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas:
a(8)’+b(8)=0 =8a+b=0 =b=-8a
a(2)?+b(2)=-12 22a+b=-6 =2a-8a=-6 =>-6a=-6 >a=1
Luego, b =-8y f(x) = x> — 8x.

2. En el enunciado no se indican las coordenadas del vértice, solo se sabe que la grafica de la funcién pasa
por los puntos (-2, 8), (0, 2) y (2, 4). Sea f(x) = ax? + bx + ¢, entonces f(0) = 2; o sea:
a(0)’+b(0)+c=2=>c=2
y flx) = ax? + bx + 2. Se sustituyen los valores f(—-2) =8y f(2) = 4, y se resuelve el sistema de dos ecuaciones

de primer grado con dos incégnitas:
a(-2)2+b(-2)+2=8 =4a=2b=6

a(2)’+b(2)+2=4 =40 +2b=2 Recomendar a los estudiantes
8a =8 que comiencen evaluando el
a=1 punto (0, 2).

Luego, b=-1y f(x)=x*>—x+ 2.
@ Sugerencia metodolégica



2.10 Practica lo aprendido

en cada caso:

a)flx)=x"y glx)=x"+3

¥ =flx) y
Vo /
\ /
\ . /
\ |/
-3 -2 -10 1 2
c) flx) =2x* y g(x) =2x*—1
y=flx) Y
\ ]
\ ]
\L
\ Ll
3 -2-10 1 2

e) flx) = 3x” y g(x) = 3(x —4)?

Yy y=flx)
|
L
VT
\
\
\l/

b)flx)=—22y glx)=—x>+2

/

¥ =flx)

a U i U
—T

d) flx)=-2x" y g(x) =—2x*-3

© W
&

¥ = flx)
f) flx)=—2x y glx)=—2(x-1)?

~

Utilizando la grafica de f traza la gréfica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango




Indicador de logro

2.10 Resuelve problemas correspondientes a funciones cuadraticas.

Solucién de problemas:

a)

e)

Se desplaza la gréfica de f(x) = x? tres unidades
verticalmente hacia arriba para obtener la grafi-
cade g(x)=x*+3:

¥ =flx) Y y=8)

8
7
6
5
4

A
2

1

-3 2-10 1 2 3

Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (0, 3), D;=RyR,=[3, ool.

Se desplaza la gréfica de f(x) = 2x? una unidad
verticalmente hacia abajo para obtener la grafi-

cade g(x) =2x*-1:
y=fxpy
. y = 8(x)
6
5
4
3
2
1
) -2—1\%!/1 3 X

Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (0,-1), Dg=RyR;=[-1, ool.

La grafica de f(x) = 3x? se desplaza cuatro unida-
des horizontalmente hacia la derecha:

Yy=flx)  y=gx)
3
7
6
5
4
3
2
1
,—10, T2 a1 5 0%

Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (4,0), D;=RyR,=[0, ool.

b)

d)

f)

212

Se desplaza la gréfica de f(x) = — x? dos unidades
verticalmente hacia arriba para obtener la grafi-
cade g(x) =—x%+ 2:

N

L1

X
-3 2 3
\\ =|g(x)
y=flx)

Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (0, 2), D, =Ry R, = ]-00, 2].

Se desplaza la grafica de f(x) = —2x? tres unida-
des verticalmente hacia abajo para obtener Ila
grafica de g(x) = -2x? — 3:

%

¥=flx)
Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (0,-3), Dg= Ry Rg = ]-00, =3].

La gréfica de f(x) = —2x? se desplaza una unidad
horizontalmente hacia Ia derecha:

5
6
= g(x)

-3 2 -1

5 = flx)
Las coordenadas del vértice de la grafica de g
son (1,0), D, =Ry R, = ]-00, 0].

Sugerencia metodolégica



2.11 Practica lo aprendido ~

1. Utilizando la gréfica de f traza la grafica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio vy el
rango en cada caso:

a) flx) =3x* y g(x) =3(x +2)? b) flx) =—2x* y glx)=-2(x +2)
y o y
| y = flx)
\ 8 I —4—3—2—11 1 2 x
\ 7 :
\ ;
V) 20
; [
[l
\’l / o0
-4 -3 -2 -10 1 x 8
¥ =flx)
o) flx)=x"y glx)=(x—4)*+2 d) flx)=—x"y glx) =—(x+1)*+3
y ¥ =flx) y

/ ,
\ / :
/ o

—
~ ©

VoW A WU g

=)

il

4
=4

1
N
|
=
o
e

(4]
—

i /

¥ =flx)

2. Completa los cuadrados en cada caso para trazar la gréfica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y el rango de la funcién:

a) flx) =—3x? + 6x b) flx) = 5x% + 10x c) flx) =—x?—4x
d) flx) =a?—2x+2 e)flx)=x?+2x+2 f) flx) = x* — 10x + 23
g) flx)=—x?—4x-7 h) flx) = 26* — 12x + 13 i) flx) =—3x*—6x + 2

3. Encuentra la ecuacién de la funcién cuadratica f si:
a) la gréfica de f tiene vértice en (0, 0) y pasa por el punto (2, 2);
b) la gréafica de f tiene vértice en (0, —1) y pasa por el punto (-1, =3);
c) la grafica de f tiene vértice en (3, 0) y pasa por el punto (2, 4);
d) la grafica de f tiene vértice en (2, =5) y pasa por el punto (4, 3);
e) fes de la forma ax? + bx y su grafica pasa por los puntos (2, 0) y (-1, 3);

f) fes de la forma ax? + bx y su gréfica pasa por los puntos (1, -4) y (4, 8);

Y g) la gréfica de f pasa por los puntos (-2, 3), (0, -3) y (1, 0). )
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Indicador de logro

2.11 Resuelve problemas correspondientes a funciones cuadraticas.

Solucién de problemas:
la) y=2k Yy y=fw)
Vértice: (-2, 0)
Re=1[0, o[

PN W B U O

-4 -3 —2:—1 0 1 2
1le)  y=flx) ¥
Vértice: (4, 2)

D;=R
Re=1[2, oof

YEg(x)

N W R U N ©

X

2 -10] 1 2 374 5

1b) y

Vértice: (-2, 0)
Rg = ]—oo, O]

¥= flx)

1d)

Vértice: (-1, 3)
D;=R
Rg = ]—OO, 3]

v = flx)

2a) flx) ==3(x—1)?+3; vérticeen 2b) f(x) = 5(x + 1) — 5; vértice en 2c) f(x) = —(x + 2)> + 4; vértice en

(1, 3), Df= R, Rf= ]—00, 3].

(_1r _5)r Df= Rr Rf= [_5' OO[

(=2,4), D;=R, Ry = |-, 4].

2d) f(x) = (x — 1)? + 1; vértice en 2e) flx) = (x + 1)> + 1; vértice en 2f) flx) = (x — 5)* — 2, vértice en

(1,1),Dr=R, Rr=[1, ool.

(_11 1)1 Df= RI Rf= [1; OO[

(51 _2)1 Df= ]Rr Rf= [—2, OO[

2g) flx) = —(x + 2)> = 3; vértice en  2h) f(x) = 2(x — 3)? — 5; vértice en 2i) f(x)=-3(x+1)*+5; vértice en

(_21 _3)1 Df= Rl Rf= ]_Ool _3]

3a) Como el vértice es (0, 0) entonces f(x) = ax?, Si
pasa por (2, 2) entonces f(2) = 2:

a(2)2=2=>4a=2=>a=§

Luego, f(x) = %xz.

3¢) f(x) = a(x — 3)%, ademas f(2) = 4, es decir:
a(2-3)=4=>a=4
Luego, flx) = 4(x — 3)%
3e) f(x) = ax? + bx; ademas f(2) =0y f(-1) = 3:
a(2)*+b(2)=0 =2a+b=0
a(-1)2+b(-1)=3= a-b=3
Al resolver el sistema se tienea =1y b =-2, lue-
go, flx) = x* — 2x.

3g) flx)=2x*+x-3
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(3,-5), Ds=R, Ry =[5, oo[.

(_11 5)l Df= IRI sz ]_ool 5]
Los estudiantes deben elaborar la grafica
en cada literal del problema 2.
3b) Como el vértice es (0, —1) entonces f{x) = ax?—1.
Si f(-1) = -3 entonces:
a(-1))-1=-3=a=-2

Luego, f(x) = —2x*—1.

3d) f(x) = a(x — 2)2—5; ademas f(4) = 3, o sea:
a(4-2)?-5=3=>4a=8>a=2
Luego, flx) = 2(x —2)*-5.
3f) f(x) = ax? + bx; ademas f(1) =—4 y f(4) = 8:

a(l)?’+b(1)=—4=> a+b=-4
a(d)?’+b(4)=8 =>4a+b=2

Al resolver el sistema se tienea =2y b =-6; lue-
go, flx) = 2x? — 6x.

Sugerencia metodolégica















Aplicaciones de la funcion cuadratica

~

3.1 Monotonia

Problema inicial

Dadas las funciones cuadraticas f(x) =2(x —1)2—5y g(x) =— 2(x — 1)? + 5 responde lo siguiente:

1.Si—1 < x <1, {entre cudles nimeros se encuentran f(x) y g(x)?

2.Si1 < x < 3, {entre cuales nimeros se encuentra f(x) y g(x)?

Utiliza las gréficas de fy g.

Solucién

1. Se trazan las graficas de las funciones para poder determinar los valores de f(x) y g(x): la pardbola de f
es abierta hacia arriba con vértice en (1, —5); mientras que la parabola de g es abierta hacia abajo con
vértice en (1, 5). En ambas gréficas, sobre el eje x se ha sombreado en verde el intervalo [-1, 1] de los

valores que toma x. y y=flx)

-3

2
En f: a medida que x . En g: a medida que x
aumenta de -1 a 1, f(x) x aumenta de -1 a 1, g(x)

disminuye de f(-1) = 3 a

aumenta de g(-1) =-3 a

fl1) =-5. B g(1) =5.

Luego, -5 < f(x) < 3. Luego, -3 < g(x) < 5.

e ]

=5

3

1

disminuye de g(1) =5 a
8(3)=-3.

aumenta de f(1) = -5 a
f3)=3. 3

s - . - y=8(x)
2. Nuevamente, utilizando las graficas de las funciones se concluye lo siguiente:
y y=flx)
3
2 / i
1 1
En f: a medida que x | | En g: a medida que x i
aumenta de 1 a 3, flx) @ -1\ 1 aumenta de 1 a 3, g(x) E
1

< > X
ETR) 2 \3il 7
e

y=8x)

Luego, -5 < flx) < 3. Luego, -3 < g(x) < 5.

Definicion
Una funcion fes creciente en un intervalo [x,, x,] si a medida que x aumenta de x,
a x, entonces f{x) aumenta de f(x,) a f(x,), es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,]
con m < n entonces f{m) < f(n). Por otro lado f es decreciente en un intervalo
[, x,] si a medida que x aumenta de x, a x, entonces f{x) disminuye de f(x,) a flx,),
es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,] con m < n entonces f{m) = f(n).

Una funcion es monétona
en [x,, x,] si es creciente
o decreciente en el inter-
valo.

*
Problemasv
Para cada caso, determina si la funcion f es creciente o decreciente en el intervalo dado; escribe el intervalo

donde se encuentran los valores de f{x):
a)flx)=(x-5);55<x<7
o) flx)=-3(x-3)-1;2<x<3

b) flx)=—2x*+3;0<x <2
d)flx)=(x+2)?+3;-5<x<-3

D

@



Indicador de logro

3.1 Determina la monotonia de una funcién cuadratica en un intervalo dado y encuentra el rango de valo-

res para f(x).

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra-
ficas de las funciones del Problema inicial (puede
utilizarse en la resolucion del bloque de Proble-
mas).

N W
Solucién de problemas:
a) Se traza la gréfica de f(x) = (x — 5)%
Y

~

y=flx)

4
3
2
1
1 2 3 4 5 6
y

Si x aumenta de 5 a 7 entonces f(x) aumenta de 0
a 4. Asi, flx) es creciente en [5, 7] y 0 < f(x) < 4.

N

7 8 9 X

c) Se traza la gréfica de f(x) =—3(x —3)* - 1:

~
o
=

P — o]
S
o
o

-6 ¥ = flx)

A &

Si x aumenta de 2 a 3 entonces f{x) aumenta de
—4 a —1. Por lo tanto, f(x) es creciente en [2, 3] y
-4 < flx) <-1.

@

En esta clase se analiza la monotonia de una fun-
cion cuadratica en un intervalo dado. En el Pro-
blema inicial y en el bloque de Problemas el valor
de h del vértice (h, k) no pertenece al intervalo
dado o es uno de sus extremos, por lo cual la fun-
cion es mondtona en dicho intervalo.

. W
b) Se traza la grafica de f(x) = — 2x? + 3:
%
2
y=fx)/
Y S 2 3 X

Si x aumenta de 0 a 2 entonces f(x) disminuye de

3 a-5. Por lo tanto, f(x) es decreciente en [0, 2] y
-5 < flx) < 3.

d) Se traza la grafica de f(x) = (x + 2)? + 3:

2y = fln)
11

10

I—‘NW.INOOKD

7 % 5432210 12 3 X
N

2

Si x aumenta de =5 a —3 entonces f(x) disminuye
de 12 a 4. Luego, f(x) es decreciente en [-5, -3] y
4 < flx) < 12.

Sugerencia metodolégica



a M
3.2 Variacion: valor maximo o minimo

Problema inicial
Dadas las funciones cuadraticas f(x) = (x — 1)> - 4 y g(x) = —x? — 4x — 1 responde lo siguiente:
1.Si—1 < x < 2, éentre cudles nimeros se encuentra f(x)?

. i i Utiliza las graficas de fy g.
2.Si—4 < x <1, ientre cudles nimeros se encuentra g(x)?

Solucién y

1. Se traza la grafica de la funcidn para poder determinar los valores de f{x)

como se muestra en la figura de la derecha. La pardbola es abierta hacia
arriba con vértice en (1, —4).

¥ =flx)

BN W B

Sobre el eje x se ha sombreado en rojo el intervalo [-1, 2] de los valores
que toma x. Si x = —1 entonces f(—1) = 0y si x = 2 entonces f(2) = -3; esto - X
puede llevar a pensar que: -3 < f(x) < 0.

= O
N
=S

-3

Sin embargo, el valor minimo de f{x) se alcanza cuando x = 1, es decir, en

f(1) =— 4. Por lo tanto, -4 < f(x) < 0. 4
2. Primero se escribe g en la forma a(x — h)? + k completando el cuadrado: y
glx)=—(x*+4)-1 5
—_ |42 4\ _ (4] -
= [x +4x+(2) (2)] 1 j
==[?+4x+22-27 -1 | x
T 5 Y 324 i
=—[(x+22-4-2 YT __‘1\ 51
=—(x+2)2+4-1 2P\
=—(x+2)+3 I
—4 1
La parabola se abre hacia abajo con vértice en (-2, 3). Sobre el eje x se ha |\
sombreado en rojo el intervalo [-4, 1] de los valores que toma x. Six =—4 iy

entonces g(—4) = -1y si x = 1 entonces g(1) = —6; para este caso, el valor
maximo de g(x) se alcanza cuando x = -2, es decir, en g(-2) = 3.
Por lo tanto, -6 < g(x) < 3.

y=8(x)

En resumen
Dada una funcion cuadratica flx) = a(x — h)* +kyx, < h < x,:
1. Si @ > 0 entonces el valor minimo f(x) se alcanza en x = A.
Ademas si x es un nimero real tal que x; < x < x, y flx;) < flx,) entonces k < f(x) < flx,);
caso contrario si f{x,) = flx,) entonces k < f(x) < flx,).

2. Si a < 0 entonces el valor maximo f(x) se alcanza en x = h.
Ademds si x es un nimero real tal que x, < x < x, y flx,) < flx,) entonces f(x,) < fix) < k;
caso contrario si f(x,) > flx,) entonces f(x,) < fix) < k.

b d
Problemasw
Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f{x) si:

a)flx)=(x-5%42<x<6 b) flx) =—2x?+3;-2<x<1
) flx)=—-3(x-3)?-1;2<x<5 d)flx)=(x+2)?+3;,-6<x<0
e)flx)=2(x-6)?+1;4<x<8 f)flx)=—(x+4)-2,-6<x<-2
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Indicador de logro

3.2 Determina los valores que toma f{x) a partir de los valores de x, siendo f una funcidon cuadratica.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y trazar las gra-
ficas de las funciones del Problema inicial (puede
utilizarse en la resolucion del bloque de Proble-
mas).

Propdsito

En esta clase se analiza el rango de valores que
puede tomar una funcién cuadratica f(x) cuando
X se encuentra en un intervalo que contiene el va-
lor h del vértice (A, k).

N

A diferencia de la clase anterior donde la funcion f
era creciente o decreciente en un intervalo dado,
en esta clase, sia < x < b, no necesariamente se

cumplird que fla) < flx) < f(b) o f(b) < fix) < fla).

Posibles dificultades

Desde el literal a) hasta el d) del bloque de Proble-
mas, los estudiantes pueden auxiliarse de las gra-
ficas de las funciones trazadas en la clase anterior
para determinar el rango de valores de f.

Solucién de problemas:

a) Dada la funcion f(x) = (x — 5)?, las coordenadas  b)Dada la funcidon f(x) = — 2x? + 3, las coordenadas

del vértice son (5,0) y 2 < 5 < 6. Como su grafica
es una parabola abierta hacia arriba entonces el
valor minimo de f(x) se alcanza en x = 5.

Ademas, f(2) =9y f(6) = 1, es decir, f(2) > f(6). Por
lo tanto, 0 < f(x) < 9.

¢) Dada la funcién f(x) = — 3(x — 3)> - 1, las coorde-

nadas del vértice son (3,-1)y2 <3 < 5. Como su
grafica es una pardbola abierta hacia abajo enton-
ces el valor maximo de f(x) se alcanza en x = 3.

Ademas, f(2) =4y f(5) =-13, es decir, f{2) > f(5).
Por lo tanto, =13 < f(x) < -1.

e) La gréfica de f se presenta a continuacion:

Y

1 yEflx)
i
7
6
5
4
3
2
1 Y
1
0123456789x

Es una parabola abierta hacia arriba, con vértice
en (6, 1), valor minimoenx=61y f(4) = f(8) =9. Por
lo tanto, 1 < f(x) < 9.

@

del vértice son (0,3) y—2 <0< 1. Como su grafica
es una parabola abierta hacia abajo entonces el
valor maximo de f(x) se alcanza en x = 0.

Ademas, f(-2) =-5vy f(1) = 1, es decir, f[-2) < f(1).
Por lo tanto, -5 < f(x) < 3.

d) Dada la funcién f(x) = (x + 2)? + 3, las coordenadas
del vértice son (-2, 3) y—6 < -2 < 0. Como su gra-
fica es una parabola abierta hacia arriba entonces
el valor minimo de f{x) se alcanza en x = -2.

Ademas, f(—6) = 19y f(0) = 7, es decir, f(-6) > f(0).
Por lo tanto, 3 < f{x) < 19.

f) La grafica de f se presenta a continuacion:

-9 8 7 6 543 L -10

¥ =flx) s

Es una pardbola abierta hacia abajo, con vértice
en (-4, -2), valor maximo en x = -4y f(-6) = f(-2).
Por lo tanto, —6 < f(x) < -2.

Sugerencia metodolégica



Problema inicial

3.3 Aplicacion: valor maximo*

b 3
Problemasw

2. Marta colocard un canal en el techo de su casa. Para ello dispone de una hoja

Los estudiantes de primer afio de bachillerato del Instituto Nacional de San Matias, en La
Libertad, realizan experimentos en su clase de ciencias naturales sobre tiro vertical. Han
descubierto que, al lanzar una pelota de futbol verticalmente hacia arriba, la distancia f(x)
en metros sobre el suelo después de x segundos esta dada por la funcién:
flx)=—5x>+10x+0.5 | ‘
¢Cual es la altura maxima que alcanza la pelota? ¢Después de cuantos segundos alcanza
L la altura maxima?
Solucién

Si la pelota se lanza verticalmente hacia arriba llegara a un punto en que debe descender; el problema pide
calcular cuantos metros se elevara desde el suelo y cuantos segundos transcurrirdn después de ser lanzada
antes que empiece a descender.

La funcién encontrada por los estudiantes que relaciona la distancia sobre el suelo después de x segundos
es una funcién cuadratica, cuyo valor maximo para f(x) se encuentra en el vértice de la grafica de la funcion
pues el coeficiente de x? es negativo. Entonces, el problema se reduce a encontrar las coordenadas del
vértice de la gréfica de f:
flx) =—5(x*-2)+0.5
- _ 5[362 —2x+ (Z)z _ (Z)Z] +0.5 ‘X A_Valor maximo
2 2 ’ def
=—5[x*-2x+12-121+0.5

=—5(x—1)2+5+0.5
=—5(x—-1)>+5.5

El vértice de la grafica de fes (1, 5.5) y la pardbola se muestra en la figura de la
derecha (solo se toma la parte que queda sobre el eje x pues f(x) debe ser positivo
o cero). Por lo tanto, la altura maxima que alcanza la pelota es 5.5 metros después < y = flx)
de transcurrir 1 segundo. v

En resumen

En problemas donde se plantea una funcién cuadratica cuyo coeficiente de x* es negativo y se desea conocer
el valor maximo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la gréfica de la funcién.

1. Carlos, un adolescente con discapacidad intelectual, es parte del equipo de baloncesto que participara
en los Juegos Latinoamericanos de Olimpiadas Especiales. Si Carlos lanza la pelota hacia el aro en
determinada posicidn, la distancia en metros de la pelota al suelo después de x segundos esta dada por

la funcion: flx) =—5x + 6x+ 1.4

¢Cual es la altura maxima que alcanzard la pelota lanzada por Carlos? ¢ Cudntos segundos transcurriran
para alcanzar dicha altura?

rectangular metdlica cuyos lados deben doblarse para formar el canal. Si la hoja
tiene 40 centimetros de ancho, éicuantos centimetros debe doblarse en cada
lado para que den al canal su mayor capacidad?

La capacidad sera maxima cuando el drea de la seccién transversal
de lados x y 40 — 2x sea maxima.
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Indicador de logro

3.3 Utiliza el valor maximo de una funcién cuadratica para resolver problemas de la vida cotidiana.

En esta clase se presentan situaciones problema
gue pueden ser modeladas usando funciones
cuadraticas, y cuya solucién se encuentra en el
valor maximo de la funcidn. Si los estudiantes tie-
nen muchas dificultades para resolver el Proble-
ma inicial, el docente debe desarrollar e ir expli-

Propésito

En la clase anterior se definieron los casos para
qgue una funcién cuadratica posea valor maximo
o valor minimo. Los estudiantes deben relacionar
los contenidos de la clase anterior con la solucidn
de los problemas presentados en esta clase, sin
tener que trazar la grafica de la funcion.

cando paso a paso la Solucién.

AN /

Solucién de problemas:

1. Como el coeficiente de x? de la funcién f(x) = — 5x? + 6x + 1.4 que proporciona la distancia de la pelota
después de x segundos es negativo entonces [ tiene un valor maximo en el vértice de la funcion; este se
encuentra completando cuadrados:

flx) ==5(x*—1.2x) + 1.4
=—5[x*—1.2x+(0.6)>—(0.6)*]+ 1.4
=-5(x—-0.6)2+1.8+1.4
=-5(x—-0.6)*+3.2

Por lo tanto, la altura maxima que alcanzara la pelota lanzada por Carlos sera de 3.2 metros; después de
haber transcurrido 0.6 segundos.

Aclarar a los estudiantes que el
proceso de completar cuadrados
es el mismo si los coeficientes son
decimales; aunque pueden con-
vertir los decimales a fraccién.

2. Sea A(x) la funcién que proporciona el area de la seccidn transversal del canal si la hoja se dobla a cada
lado x centimetros. Para que el canal tenga su mayor capacidad entonces A(x) debe ser maxima; como
esta seccion tiene forma de rectangulo de base 40 — 2x y altura x entonces:

A(x) = (40 — 2x)x = —2x*> + 40x

Similar al numeral 1, se completan cuadrados para encontrar el valor maximo:
A(x) =-2[x*—-20x + (10)> - (10)?]
= —2(x—10)2 + 200

Por lo tanto, deben doblarse 10 centimetros en cada lado para que el canal tenga su mayor capacidad.

Sugerencia metodolégica
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3.4 Aplicacion: valor minimo*

Problema inicial

L . . . A
En el tridngulo rectangulo ABC, écudl debe ser el valor de x para que la longitud A
de la hipotenusa sea minima? "‘.

x
Por el teorema de Pitdgoras: i
AB? = BC? + CA?, /
ademds, 0 < x < 4. B< J 'E:
_______ Rp—
-
Solucién

Utilizando el teorema de Pitdgoras:
AB? = BC? + CA?
se sustituyen BCy CA por 4 —x y x, respectivamente, y se reducen los términos semejantes
AB? = (4 —x)* + x?
=16 - 8x + x? + x?
=2x>-8x +16

La longitud de la hipotenusa AB serd minima cuando AB? también sea minima. Sea f(x) = 2x* — 8x + 16;

como es una funcién cuadratica y el coeficiente de x? es positivo entonces la parabola se abre hacia arriba.
Se completa el cuadrado para trazar la grafica de f{x):

flx) = 2(x? - 4x) + 16
= Z[x2 —4x+ (%)2 - (%)2] +16
=2[x*—-4x +22-2?] +16
=2[(x—2)2-4] +16
=2(x—-2)*-8+16
=2(x-2)*+8 6| Valorminimo

def
En la figura de la derecha se muestra la grafica en el intervalo 0, 4[ cuyo vértice es 4 ‘

(2, 8). Por lo tanto, para que la longitud de la hipotenusa sea minima, x debe ser 2
igual a 2.

Y

‘y=ﬂm

0 2 4
En resumen

En problemas donde se plantea una funcién cuadratica cuyo coeficiente de x? es positivo y se desea conocer
el valor minimo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la grafica de la funcidn.

*
Problemasw

1. Encuentra dos numeros enteros cuya diferencia sea igual a 20 y su producto sea minimo.

2. Un pedazo de lana de 24 cm de longitud se divide en dos partes con las que se formaran dos cuadrados.

Si la primera parte tiene longitud 4x y la segunda tiene longitud 24 — 4x, ¢ cual debe ser el valor de x que
reduzca al minimo la suma de las areas de los dos cuadrados?




Indicador de logro

3.4 Utiliza el valor minimo de una funcién cuadratica para resolver problemas de la vida cotidiana.

Propésito
Similar a la clase 3.3, las situaciones problema Usando los contenidos de la clase 3.2, los estu-
abordadas en esta clase se modelan con funcio- diantes deben escribir la ecuacion de la funcidn
nes cuadraticas, ahora la solucién se encuentra en la forma a(x — h)? + k para encontrar el valor
en el valor minimo de la funcidn. Si los estudian- minimo de la funcidn, y sin necesidad de graficar-
tes tienen muchas dificultades para resolver el la, interpretar la solucion de la misma.
Problema inicial, el docente debe desarrollar e ir
explicando paso a paso la Solucion. L )

Solucién de problemas:

1. Sea x uno de los niumeros enteros buscados. El otro niUmero entero serd igual a x — 20, pues al calcular la
diferencia de ambos se tiene:
x—(x—20)=x—-x+20=20

Sea f(x) la funcién que calcula el resultado del producto de los dos nimeros enteros; luego:
flx) = x(x — 20) = x* — 20x
Si el producto debe ser minimo, entonces debe encontrarse el valor minimo de la funcién f(x). Como el
coeficiente de x? es positivo entonces f tiene un valor minimo en el vértice. Se completan cuadrados para
encontrar las coordenadas del mismo:
flx) = (x? — 20x + 10%) — 10?
=(x—10)>-100

Por lo tanto, x =10 y x — 20 =10, es decir, los nimeros enteros cuya diferencia es igual a 20 y su producto
es minimo son 10 y —10.

2. La primera parte tiene longitud 4x, esto indica que el perimetro del primer cuadrado es igual a 4x y por
tanto, la longitud de su lado sera (4x) + 4 = x. De forma similar, la segunda parte tiene longitud 24 — 4x, o
sea, el perimetro del segundo cuadrado es 24 —4x y por tanto la longitud de su lado es (24 —4x) +4=6—x.
Sea g(x) la funcién que calcula la suma de las areas de los dos cuadrados, entonces:

8lx) =x?+(6-x)
=x?+36—12x + x?
=2x?—12x+ 36

Si se requiere del valor de x que reduzca al minimo la suma entonces debe encontrarse el valor minimo de
la funcion g(x). Como el coeficiente de x? es positivo, g posee un minimo en el vértice:
Z(x) =2(x*—6x+32-32) + 36
=2(x*—6x+3%)—-2(3%)+36
=2(x—-3)>-18+36
=2(x—-3)+18

Por lo tanto, el valor de x debe serigual a 3 para que la suma de las areas de los dos cuadrados sea minima.

@ Sugerencia metodolégica
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3.5 Interseccidn de la grafica de una funcion cuadratica con el eje y

Problema inicial

Encuentra las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de la La primera coordenada del punto
de intersecciéon de la gréfica de f

funcidn cuadrética f con el eje y si: o e
a) f(x) _ (_’X,‘ _ 3)2 —4 b) f(x) __ sz —12x-18 con el eje y es igual a cero.
Solucién
a) La interseccién de la grafica de f con el eje y ocurre cuando x = 0, es decir, Y y =flx)
se debe calcular el valor de f(0) y las coordenadas del punto de corte entre .
. , Interseccion d
fy el eje yseran (0, f(0)). se<4— fconelejey
4
fl0) = (0-37-4 ;
=9-4 2
=5 1
¢ > X
Por lo tanto, el punto de interseccién de la gréfica de f(x) = (x —3)?2—4 con _2 t
el eje yes (0, 5). -2
=3
—4
24
b) De forma similar al literal anterior, encontrar las coordenadas del punto de 2
interseccion de la grafica de f(x) = — 2x?— 12x— 18 con el eje y equivale a ¢ X

encontrar (0, f(0)):

f(0)=—2(0)2—12(0) - 18

=-18
Por lo tanto, el punto de interseccidn de la gréfica de f(x) =— 2x*— 12x— 18 'd";e;scegﬁiéenl
ejey

con el eje y es (0, —18).

['[

¥ =flx)
En general
Las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de una funcién f con el eje y son: (0, f(0)). Si f es
una funcién cuadrética entonces la gréfica de f corta al eje y en un Unico punto.

*
Problemasv

1. Para cada caso, determina las coordenadas del punto de interseccién de la grafica de f con el eje y:

a)flx)=—(x+4)*+6 b) flx) =3(x —2)*-10 c) flx) =%x2
d) flx)=—2x2+7 e) flx) = =5(x + 10)? f) flx) = 2x? + 24x + 52
g) flx)= —=3x>+6x-11 h)f(x)=x2—x—% i)f(x)=x2+5x+%

2. (Es posible que una funcién cualquiera tenga dos intersecciones con el eje y? Justifica tu respuesta.
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3.5 Encuentra las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de una funcidn cuadratica con el eje

y usando la ecuacion de la funcién.

En octavo grado se calcularon las coordenadas del
punto de interseccion de la grafica de una funcidn
lineal con el eje y. En esta clase se generalizan,
para cualquier funcion, las coordenadas del pun-
to de interseccion de esta con el eje y sin necesi-
dad de trazar la grafica de la misma.

Solucién de problemas:
1a) Se evalua la funcion en x = 0:
fl0)=—(0+4)+6
=—-16+6
=-10
Luego, las coordenadas del punto de interseccién
de la gréfica de f con el eje y son (0, —10).

1c) Se evalua la funcion en x = 0:
1
flo) = 3(0p
=0

Las coordenadas del punto de interseccidn de la
grafica con el eje y son (0, 0).

1e) Se evalta la funcién en x = 0:
f(0) =-5(0 + 10)?
= —5(100)
=-500
Las coordenadas del punto de interseccién de la
grafica con el eje y son (0, =500).

1g) Similar a los literales anteriores:

(0) = =3(0)? + 6(0) - 11
=-11

Las coordenadas son (0, —11).

1i) Similar a los literales anteriores:

f0)=(02+5(0)+ ¢ = &

Las coordenadas son (O, %)

Propésito

En el numeral 1 del bloque de Problemas, no es
necesario que los estudiantes grafiquen cada fun-
cion, basta con encontrar las coordenadas usando
la ecuacion de la funcién y lo descrito en la parte
En general.

-

1b) Se evalua la funcion en x = 0:
fl0)=3(0-2)>-10
=12-10
=2
Luego, las coordenadas del punto de interseccién
de la grafica de f con el eje y son (0, 2).

1d) Se evalua la funcion en x = 0:
f(0) ==2(0)? + 7
=7
Las coordenadas del punto de interseccidn de la
grafica con el eje y son (0, 7).

1f) Se evalla la funciéon en x = 0:
f(0) = 2(0)? + 24(0) + 52
=52

Las coordenadas del punto de interseccién de la
grafica con el eje y son (0, 52).

1h) Similar a los literales anteriores:

f0)= (07 -0~ 3 =~

4
Las coordenadas son (O, - %)

2. No es posible, ya que la definicion de funcién indi-
ca que a cada elemento x le corresponde un Uni-
co elemento f(x). Entonces, si para encontrar la
interseccidn con el eje y se evalua la ecuacién de
la funcion en x = 0 entonces f{0) solo tendrd una
solucién.

Sugerencia metodolégica




3.6 Interseccion de la grafica de una funcién cuadratica con el eje x

Problema inicial
Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccién de la grafica de la La segunda coordenada

funcién cuadratica f con el eje x si: del punto de interseccién
de la grafica de f con el

a)flx)=(x—-3)2-4 b) flx) =—2x*—12x - 18 c) flx)=3x>+2 ejexesigual acero.

Solucién
a) Los puntos de interseccion de la grafica de f con el eje x tienen segunda coordenada igual a cero, es
decir, son de la forma (x, 0). Para encontrar el valor de x se iguala a cero la ecuacion de fy se resuelve

la ecuacion cuadratica:

(x-3)*=4
x—3=%2
x=3+2— x=1yx=5

(x—=3)2-4=0
[Observa la grafica de f(x) = (x—3)*— 4}

trazada en la clase anterior.

Por lo tanto, los puntos de interseccién de f(x) = (x —3)>—4 con el eje x son (1, 0) y (5, 0).

b) De forma similar al literal anterior, se iguala la ecuacién de la funcién [y se resuelve la ecuacién
cuadratica (en este caso puede factorizarse el polinomio):

—-2x’-12x-18=0 Observa la grafica de
x*+6x+9=0 flx) = —2x2 — 12x — 18
(x+3)2=0 trazagia en la clase
+3-0 anterior.
X =
v=-3 ¥y =flx)

Por lo tanto, el punto de interseccién de f(x) = —2x* — 12x— 18 con el eje x es (-3, 0).

c) Aligualar a cero la ecuacion de la funcién:

6

5

4
3x2+2=0 3
Esta ecuacién cuadratica no tiene solucién en los nimeros reales. Esto quiere decir

que la grafica de la funcién f no corta al eje x, como lo muestra la figura de la derecha. !

—T> X
-1 0 1

En general
Las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de una funcién f con el eje x se encuentra
igualando a cero la ecuacién de [y resolviendo la ecuacién cuadratica resultante:

1. Si la ecuacidn tiene dos soluciones reales x = x, y x = x, entonces la grafica de f corta al eje x en los puntos
(xu 0) y (le 0)

2. Si la ecuacion tiene una solucion real x = x, entonces la gréfica de f corta al eje x en el punto (x,, 0). Este
punto es el vértice de la parabola y se dice que la gréfica de f es tangente al eje x.

3. Si la ecuacion no tiene solucion real entonces la gréfica de f no corta al eje x, es decir, la parabola se en-
cuentra arriba del eje o debajo de este.

*
Problemas.w

Para cada caso, determina las coordenadas de los puntos de interseccidn de la gréfica de fcon el eje x:

a) flx) = 3x? b) flx) =— (x + 4)? ) flx)= —(x+6)2+1
d) f(x) = (x —5)*-9 e)flx)=—(x-2)-4 f) flx) =x*-2x-3
g) flx) = 3x2 + 9x — 30 h) fla) = 327 -3 i) flo) = 222 — 12x + 23
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3.6 Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccidn de la grafica de una funcién cuadratica con el

eje x a partir de la ecuacién de la funcidn.

En esta clase se calculan las coordenadas del pun-
to de interseccidn de la grafica de una funcion f
con el eje x. Este contenido se utiliza mds adelan-
te para interpretar la solucién de la desigualdades
cuadraticas.

/

Solucién de problemas:
a) Se resuelve 3x% = 0:
3x2=0=>x=0
Luego, el punto de interseccion de la grafica de
flx) = 3x% con el eje x es (0, 0).

c) Seresuelve—(x+6)>+1=0:
(x+6)2=1
x+6=%1
x=—6+1 = x=-7yx=-5
Luego, los puntos de interseccién de la grafica
de flx) == (x + 6)2+ 1 con el eje x son (-7, 0) y
(-5, 0).

e) Seresuelve —(x—2)>-4=0:
(x—2)2=-4
Esta ultima ecuaciéon no tiene soluciones reales;
por lo tanto la grafica de flx) == (x — 2)* -4 no
corta al eje x.

g) Se resuelve 3x* + 9x — 30 =0:
3(x*+3x-10)=0
3(x+5)(x—-2)=0
x+5=0 o x-2=0

x=-5 x=2
Entonces, los puntos de interseccion de la grafi-
ca de f{x) = 3x% + 9x — 30 con el eje x son (-5, 0)
y (2, 0).

Propésito

En el blogue de Problemas, los estudiantes no de-
ben graficar cada funcidn, sino usar la ecuacién
de la funcion para encontrar las coordenadas tal
como lo describe la parte En general.

\_

b) Se resuelve — (x + 4)*=0:
(x+4)?=0=>x+4=0
x=-4
Luego, el punto de interseccidn de la grafica de
flx) == (x + 4)% con el eje x es (-4, 0).

d) Seresuelve (x —5)>-9=0:
(x—=5)2?=9
x—-5=%3
x=5+3 > x=2yx=8
Luego, los puntos de interseccion de la grafica de
flx) = (x —5)*—9 con el eje x son (2, 0) y (8, 0).

f) Se resuelve flx) =x*—2x-3=0:
(x+1)(x-3)=0
x+1=0 o x-3=0
x=-1 x=3
Luego, los puntos de interseccidn de la grafica de
flx) = x*—2x—3 con el eje x son (-1, 0) y (3, 0).

h) Se resuelve %xz -3=0:

1ye-3 = x2=6

2
x=%6

Los puntos de interseccién de la grafica de
flx) = %xz —3 con el eje x son (-6, 0) y (6, 0).

i) Si se calcula el discriminante de la ecuacién 2x>— 12x + 23 = 0 se obtiene lo siguiente:
A=(-12)>-4(2)(23) = 144 — 184 = —40.
De lo anterior, A < 0y la ecuacién 2x?> — 12x + 23 = 0 no tiene soluciones reales. Por lo tanto, la grafica de

flx) = 2x> = 12x + 23 no corta al eje x.

8
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3.7 Desigualdad cuadratica ax?> + bx + ¢ >0, a >0, parte 1*

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:
x*+2x—-3=0

Solucién
Sea f(x) = x? + 2x — 3; deben determinarse los valores de x para los cuales f{x) es igual o mayor que cero, es
decir, los puntos donde la grafica de f corta al eje x o estd arriba de este. Se encuentran las intersecciones
con el eje x resolviendo la ecuacién cuadratica f(x) = O:

x*+2x—3=0
(x+3)(x—1)=0
x+3=0 o x-1=0
x=-3 x=1
La grafica de f corta al eje x en los puntos (-3, 0) y (1, 0). Como el coeficiente

de x? es positivo la pardbola se abre hacia arriba como lo muestra la figura
de la derecha.

Se observa lo siguiente: f(x) = 0 se cumple parax < -3 0 x > 1; la desigualdad
x < -3 denota al intervalo ]—o0, —3]; mientras que, x = 1 al intervalo [1, +oo].
La solucidon x < -3 o x = 1 se escribe, utilizando intervalos:

x € ]-00,-3] U [1, oo

El simbolo “U” indica que el valor de x estd en el primer intervalo o en el segundo.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ = 0 con a > 0 significa encontrar todos los valores de x
para los cuales ax? + bx + ¢ = 0 es verdadero. Si se denota por f{x) = ax? + bx + ¢ entonces f(x) = 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la pardbola de f corta o se encuentra arriba del eje x.

Si la grafica de f corta al eje x en dos puntos (x,, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f(x) = 0 se cumple para
x < x, 0 X = x,. Utilizando intervalos se escribe: x € ]—o0, x,] U [x,, oo[.

*
Problemas.

1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)x’-4=0 b)4x*-9>0 c)2x?+4x >0
d)x>-10x+21=>0 e)x’+x—-20=>0 flx*+7x+6=>0
g)x*—4x—-45>0 h)x*-—8=0 i)9x*-5=0

y

~

2. Utilizando la grafica de la funcién cuadratica f que se muestra a la
derecha, determina los valores de x para los cuales se cumple f(x) = 0:

o

7T
¥ = flx)
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3.7 Resuelve desigualdades de la forma f(x) = 0, donde f es una funcién cuadratica cuya parabola es abier-

ta hacia arriba y corta al eje x en dos puntos.

Secuencia

Se utiliza el contenido de la clase 3.6 para in-
terpretar y resolver desigualdades de la forma
f(x) = 0, donde f es una funcién cuadratica. Si los
estudiantes tienen muchas dificultades para re-
solver el Problema inicial, el docente debe desa-

rrollar e ir explicando paso a paso la Solucion.

Solucién de problemas:

1a) Sea f(x) = x*— 4; se encuentran las intersecciones
de la grafica de f con el eje x resolviendo f(x) = O:
xX*—4=0 = x*=4
x=12
La gréfica de f corta al eje x en (-2, 0) y (2, 0).
Como la grafica se abre hacia arriba entonces
la desigualdad f(x) = x> — 4 = 0 se cumple para
x < -2 0x=2,usando intervalos se escribe:
X € ]—00,-2] U [2, oo.

1c) Sea f{x) = 2x? + 4x; se resuelve f(x) = 0:
2x*+4x=0 = 2x(x+2)=0
2x=0 o x+2=0
x=0 x=-2
Como la grafica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = 2x? + 4x = 0 se cumple para
x < -2 0x =0, usando intervalos se escribe:
X € ]-00,-2] U [0, oo|.

1e) Sea f(x) = x* + x — 20; se resuelve f{x) = 0:
x*+x-20=0 = (x+5)(x—-4)=0
x+5=0 o0 x-4=0
x=-5 x=4
Como la grafica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = x* + x — 20 > 0 se cumple para
x <-50x =4, usando intervalos se escribe:
X € ]-00,-5] U [4, oo].

1g) La desigualdad x* — 4x — 45 = 0 se cumple para
x < -50x2>=9, usando intervalos se escribe:
X € ]-00,-5] U [9, oo|.

AN

La resolucién de desigualdades cuadraticas se
realizara por casos. En esta clase solo se resuel-
ven desigualdades de la forma ax? + bx + ¢ = 0,
donde a > 0y la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene
dos soluciones reales.

/

\/g

1b) Sea f(x) = 4x* — 9; similar a 1a) se resuelve la
ecuacion f{x) = 0: o
4x°-9=0 = x2=z

3
x=x=
. . . 2
Como la grafica se abre hacia arriba entonces la

desigualdad f(x) = 4x* — 9 > 0 se cumple para
x < —% ox=> %, usando intervalos se escribe:
3
velo,-3Ju 3 o]
1d) Sea f(x) = x> — 10x + 21; se resuelve f(x) = O:
x2-10x+21=0 = (x-3)(x-7)=0
x—-3=0 o x-7=0
x=3 x=7
Como la grafica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = x* — 10x + 21 = 0 se cumple

parax <3 o0x =7, usando intervalos se escribe:
X € ]-00,3] U [7, 0.

1f) Sea f(x) = x* + 7x + 6; se resuelve f(x) = 0:
xX*+7x+6=0 = (x+6)(x+1)=0
x+6=0 o0 x+1=0

x=—6 x=-1
Como la grafica se abre hacia arriba entonces la
desigualdad f(x) = x> + 7x+ 6 = 0 se cumple para
x < -6 0x=>-1, usando intervalos se escribe:

X € ]-00,-6] U [-1, oo].

1h) x2 — 8 > 0 se cumple para x < -2V2 0 x = 242,
usando intervalos se escribe:
x € -0, -2v2] U [2V2, .
\5

1i) La desigualdad 9x* — 5 > 0 se cumple para x < -5 0x > —;, usando intervalos se escribe:
ve e, 3] U5 o

2. f{x) = 0 se cumple para -3 < x < 3, usando intervalos se escribe: x € [-3, 3].

=
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3.8 Desigualdad cuadratica ax? + bx + ¢ >0, a >0, parte 2

Problema inicial
Determinatodos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad:
a)x’—6x+9>0 b)x*-2x+2>0

Solucién
a) Sea f(x) = x2 — 6x + 9; de forma similar a la clase anterior, resolver f(x) = x> — 6x + 9 > 0 equivale a
encontrar los valores de x para los cuales la gréifica de f queda arriba del eje x; esta vez no deben
incluirse los puntos donde f{x) = 0 ya que la desigualdad es estricta, sin embargo deben encontrarse
las intersecciones con el eje x:
x*—6x+9=0
(x-3)*=0
x—3=0
%=3 flx)>0
La grafica de f corta al eje x en el vértice (3, 0) y es una parabola que se 4 \
abre hacia arriba como lo muestra la figura de la derecha. Se cumple lo
siguiente: f(x) es positivo para cualquier nimero real x diferente de 3.

Por lo tanto, x < 3 o x > 3; utilizando intervalos se escribe: < X<3IN L x>3

x € J-o0,3[ U ]3, oo.

b) Sea f(x) = x*—2x + 2 ; si se buscan las intersecciones de la gréfica de f con el eje x, se obtiene la ecuacién:
y

x*-2x+2=0
Esta ecuacidn no tiene solucion en los nimeros reales. Si se completa el
cuadrado para llevar a la forma a(x — h)? + k se obtiene:

flx) = (x> —2x) + 2
_ 2 _ g 2 _ g 2
- [x 2x+(2) (2)]+2
=(x?-2x+12-12)+2
=(x-1)*+1
La grafica es una parabola abierta hacia arriba, con vértice en (1, 1) como <

muestra la figura de la derecha. Toda la grafica queda sobre el eje x, por
lo tanto f{x) > 0 para todo nimero real x.

En general
Dada la desigualdad ax? + bx + ¢ > 0, con a > 0; al denotar por f(x) = ax? + bx + c:

1. Si la grafica de f corta al eje x Unicamente en el vértice (h, 0) entonces f(x) > 0 se cumple parax < h
o x > h. Utilizando intervalos se escribe: x € |—oo0, A[ U ]h, oo|.

2. Si la gréfica de f NO corta al eje x entonces f{x) > 0 se cumple para todo nimero real x, es decir, la
grafica de f queda arriba del eje x.

»
Problemasw

Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:
a)2x2>0 b)x?-4x+6>0 c)x’+4x+4>0

d) x2— 14x +49 > 0 e) x> +2x+3>0 f) %xzzo
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3.8 Resuelve desigualdades de la forma f{x) = 0, donde f es una funcién cuadratica cuya parabola es abier-
ta hacia arriba y corta al eje x en uno o ningun punto.

Propésito

Se continua con la solucidn de desigualdades cua-
draticas de la forma ax? + bx + ¢ = 0, en esta clase
la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 tiene una o ninguna
solucion en los numeros reales.

Solucién de problemas:

a) Sea f(x) = 2x?, el punto de interseccion entre la
grafica de fy el eje x esta en el vértice (0, 0), y
la grafica se abre hacia arriba. Por lo tanto, la
desigualdad f{x) = 2x? > 0 se cumple parax < 0o
x > 0, en notacién de intervalo se escribe:

X € ]-00,0[ U ]0, ool.

También puede utilizarse el siguiente razonamien-
to: si x = 0 entonces 2x? = 0, para cualquier otro
numero real diferente de cero, 2x? siempre sera
positivo. Por lo tanto, la desigualdad 2x* > 0 se
cumple parax<0ox > 0.

c) Sea f(x) = x* + 4x + 4; el punto de interseccion
entre la grafica de fy el eje x estd en el vértice
(=2, 0), y la gréfica se abre hacia arriba. Por lo tan-
to, la desigualdad x? + 4x + 4 > 0 se cumple para
x < =2 0 x > -2, en notacion de intervalo se es-
cribe:

X € =00, =2[ U ]2, oo[.

e) Sea f(x) = x2 + 2x + 3; el vértice de la grafica de la
funcion es (-1, 2), es decir, se encuentra en el se-
gundo cuadrante y como la parabola se abre hacia
arriba entonces no corta al eje x. Por lo tanto, la
desigualdad f(x) = x> + 2x + 3 > 0 se cumple para
todo numero real x.

&

Similar a la clase anterior, en el bloque de Pro-
blemas no es necesario trazar las graficas de las
funciones, sino utilizar lo descrito en la parte En
general para resolver las desigualdades.

b) Sea f(x) = x>— 4x + 6, el vértice de la grafica de fes
(2, 2), es decir, se encuentra en el primer cuadran-
te. Ademads, la pardbola se abre hacia arriba y
por tanto no corta al eje x. Luego, la desigualdad
flx) = x*—4x + 6 > 0 se cumple para todo nimero
real x.

También puede utilizarse el siguiente razonamien-
to: sea f(x) = x> — 4x + 6, para determinar las in-
tersecciones con el eje x se resuelve la ecuacién
x*—4x+ 6 =0; sin embargo, al calcular el discrimi-
nante se obtiene:
A= (-4)*-4(1)(6) =16 —-24 =-8.

Es decir, A < 0, la ecuacién no tiene soluciones
reales y por tanto, la grafica no corta al eje x.
Como la parabola de f se abre hacia arriba enton-
ces la desigualdad x> — 4x + 6 > 0 se cumple para
todo numero real x.

d) Sea f(x) = x> — 14x + 49; el punto de interseccion
entre la grifica de fy el eje x estd en el vértice
(7, 0), y la grafica se abre hacia arriba. Entonces,
la desigualdad f(x) = x* — 14x + 49 > 0 se cumple
para todo numero real x.

f) Sea f(x) = %xz, el vértice de la grafica de la funcién
es (0, 0) y se abre hacia arriba. Por lo tanto, la
desigualdad %xz > 0 se cumple para todo niume-

ro real x.
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3.9 Desigualdad cuadratica ax>+ bx+c<0,a >0

Problema inicial

Determina todos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad: Utiliza las graficas
de la clase anterior.
a)x’+2x—-3<0 b) x>-6x+9<0 c)x?—-2x+2<0
Solucién Y
a) Sea f(x) = x* + 2x — 3; ahora deben encontrarse los valores de x para los cuales
la gréfica de f queda debajo del eje x, incluyendo los puntos donde f(x) = 0.
N 3=xz1)

La parabola de la funcién se muestra a la derecha, en ella se observa que

<

flx) < 0si—-3 < x < 1. Utilizando intervalos se escribe: ftx) <

x € [-3,1].
b) Sea f(x) = x* — 6x + 9; en la clase anterior se llegd a f(x) = (x — 3)? cuya Y

grafica se muestra a la derecha; se deben encontrar los valores de x para los

cuales f(x) es menor o igual a cero. La pardbola de la funcién queda siempre

arriba del eje x, y es igual a cero en el vértice de la parabola. Por lo tanto, la

desigualdad: ¢ > X

8 fix) = (x-3)2<0 g) 3

se cumple Unicamente para x = 3.

c) Sea f(x) = x* — 2x + 2; en la clase anterior se concluyd que f(x) > 0 para todo nimero real x, es decir, la
grafica queda totalmente arriba del eje x. Por lo tanto, f(x) = x> — 2x + 2 < 0 no tiene solucién.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ < 0, con a > 0, significa encontrar todos los valores de x
para los cuales ax? + bx + ¢ < 0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax? + bx + ¢, entonces f(x) < 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la pardbola de f corta o se encuentra debajo del eje
x. Para ello se encuentran las intersecciones de la grafica de la funciéon con el eje x:

1. Si la grafica de f corta al eje x en dos puntos (x;, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f(x) < 0 se cumple
para x, < x < x,. Utilizando intervalos se escribe: x € [x,, x,].

2. Si la grafica de f corta al eje x Unicamente en el vértice (h, 0) entonces f{x) < 0 se cumple solo para
x=h.
3. Si la grafica de f no corta al eje x entonces f(x) < 0 no tiene solucién.

En las desigualdades de la forma ax? + bx + ¢ < 0 NO deben incluirse los puntos donde f{x) = 0; para el
numeral 2, f{x) < 0 no tiene solucion.

*
Problemasv

Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)x*—4<0 b)x?+2x<0 c)x?—10x+21<0
d)x*+8x+15<0 e)2x*<0 f)x2—10x+25<0
g)x*-4x-3<0 h)x?+2x-8<0 i)x*+8<0

©
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Indicador de logro

3.9 Resuelve desigualdades de la forma f{x) < 0, donde f es una funcién cuadratica cuya parabola es abier-

ta hacia arriba.

Se resuelven desigualdades cuadraticas de la for-
ma ax? + bx + ¢ < 0, donde a es un nimero real
positivo. Sea f(x) = ax? + bx + ¢, en los problemas
presentados en la clase la grafica de f puede tener
dos, uno o ningun punto de interseccion con el
eje x.

-

Solucién de problemas:

/

a) Sea f(x) = x* — 4; los puntos de interseccion con el
eje x son (-2, 0) y (2, 0), y la pardbola es abierta
hacia arriba. Luego, f(x) = x* — 4 < 0 se cumple
para—2 < x < 2, en notacién de intervalo:

xX€[-2,2].

c) Sea f(x) = x2— 10x + 21; los puntos de interseccion
conelejexson(3,0)y(7,0),ylaparabola se abre
hacia arriba. Luego, f(x) = x> — 10x + 21 < 0 se
cumple para 3 < x < 7, en notacion de intervalo:

x€1]3,7][.

e) Sea f(x) = 2x?, el punto de interseccion con el eje
x es el vértice (0, 0), y la parabola es abierta hacia
arriba. Luego, f(x) = 2x? < 0 se cumple para x = 0.

g) Sea f(x) = x? — 4x — 3; los puntos de interseccién
con el eje x son (2—=v7,0) y (2 ++7, 0), y la parabo-
la es abierta hacia arriba (las intersecciones se
encuentran resolviendo la ecuacidon cuadratica
x?> —4x — 3 = 0 usando la férmula general). Luego,
la desigualdad f(x) = x> — 4x — 3 < 0 se cumple
para 2 —\7 < x < 2 +7, en notacidn de intervalo:

X € [2-V7,2+7].

Propésito

Similar a las clases anteriores, en el bloque de
Problemas no es necesario trazar las graficas de
las funciones, sino utilizar lo descrito en la parte
En general para resolver las desigualdades.

- /

b) Sea f(x) = x? + 2x; los puntos de interseccién con
el eje xson (-2, 0) y (0, 0), y la pardbola es abierta
hacia arriba. Luego, f(x) = 22 + 2x < 0 se cumple
para—2 < x <0, en notacién de intervalo:

x € [-2,0].

d) Sea f(x) = x? + 8x + 15; los puntos de interseccion
con el eje x son (-5, 0) y (-3, 0), y la parabola es
abierta hacia arriba. Luego, f{x) = x>+ 8x+ 15 <0
se cumple para -5 < x < -3, en notacion de inter-

valo:
x € ]-5,-3[.

f) Sea flx) = x> — 10x + 25; el punto de intersec-
cién con el eje x es el vértice (5, 0), y la parabo-
la es abierta hacia arriba. Luego, la desigualdad
flx) = x*— 10x + 25 < 0 no tiene solucion.

h) Sea f(x) = x* + 2x — 8; los puntos de interseccion
con el eje x son (-4, 0) y (2, 0), y la parabola se
abre hacia arriba. Luego, f(x) = x>+ 2x -8 < 0 se
cumple para—4 < x < 2, en notacion de intervalo:

x € ]-4,2[.

i) Sea f(x) = x? + 8; el vértice de la grafica de f es (0, 8) y la pardbola se abre hacia arriba. Entonces, no hay
interseccion con el eje x y por tanto, la desigualdad f(x) = x> + 8 < 0 no tiene solucién.

=
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3.10 Desigualdad cuadratica, a <0

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:

-x*+4x-3<0.

Sia < byc<O0entonces ac > bc

Solucién
Utilizando propiedades de desigualdades, se multiplican ambos miembros de la desigualdad por — 1, esto
hace que el simbolo “menor que” cambie a “mayor que”:

(- x*+4x - 3)(-1) > 0(-1)
X¥=4x+3>0 e (1)

La desigualdad (1) se resuelve como lo visto en las clases anteriores. Primero se encuentran las intersecciones
de flx) = x* — 4x + 3 con el eje x:

x?—4x+3=0

(x—1)(x-3)=0

x—1=0 o x-3=0
x=1 x=3

Entonces, x> —4x + 3 > 0si x < 1 0 x > 3. Esta solucion satisface también la desigualdad original:

-x*+4x-3<0.
Por lo tanto, x € |-o0, 1] U ]3, oo].
En general
A las desigualdades de la forma:
a)ax’+bx+c=>0 b)ax?+bx+c<0 c)ax*+bx+c>0 dax*+bx+c<0

donde a es cualquier nimero real diferente de cero, se les llama desigualdades cuadraticas con una
incégnita. Si a > 0 entonces su solucién estd dada como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9; si a < 0 entonces se
multiplica por —1 ambos miembros de la desigualdad y se soluciona como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9.

>
Problemas.
1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)—-x*+2x+15<0 b)-(x+3)?<0 c)-x*+1=>0
d)-x*-6x-5<0 e)-2x*+4x-3>0 f)—x*+8x—16=>0
g)-x*-4x-4<0 h)-2x>-1>0 i)—x?+5>0

2. Utilizando la gréfica de f en cada caso, encuentra los valores de x que satisfacen la desigualdad:

a)flx) <0 b) flx) <0 c) flx) =0
y
€ ) o X € o X
_7- 5 VB x
y = flx) y=flx) | v =flx)




Indicador de logro

3.10 Aplica propiedades de desigualdad para resolver desigualdades cuadraticas cuyo coeficiente de x? es

negativo.

En esta clase se resuelven desigualdades cuadra-
ticas cuyo coeficiente de x? es negativo. Se apli-
ca la propiedad de desigualdad sobre multiplicar
ambos miembros por un numero negativo y se
utiliza lo visto en las clases anteriores.

. /

Posibles dificultades

Propésito

En el numeral 1 del bloque de Problemas no es
necesario trazar las graficas de las funciones, sino
utilizar lo descrito en la parte En general para re-
solver las desigualdades.

e /

Sin cambiar el signo del coeficiente de x?, puede utilizarse la grafica de la funcidn respectiva para resolver
la desigualdad cuadratica, encontrando los intervalos donde esta queda arriba o abajo del eje x (como en
el numeral 2 del bloque de Problemas). Sin embargo, los calculos son mas faciles cuando el coeficiente de
x? es positivo. Esto se notara en las clases donde se utilice el cuadro de variacion.

Solucién de problemas:

1a) Al multiplicar ambos miembros por -1 se ob-
tiene x* — 2x — 15 = 0. Si f(x) = x* — 2x — 15 en-
tonces las soluciones de la ecuacion f(x) = 0 son
x=-3yx=>5; como la grafica de f se abre hacia
arriba, flx) = 0 se cumple parax < -3 0x > 5.
Por lo tanto, —x* + 2x + 15 < O si:

X € ]-00,-3] U [5, oo|.

1c) Al multiplicar ambos miembros por —1 se ob-
tiene x* — 1 < 0. Si f(x) = x* — 1 entonces las
soluciones de la ecuacion flx) =0sonx=-1y
x = 1; como la grafica de f se abre hacia arriba,
flx) < 0 se cumple para—1 < x < 1. Por lo tanto,
-x>+1>0si:
x € [-1, 1].

le) -2x* + 4x -3 =-2(x — 1)> -1, por lo que la
desigualdad —2x? + 4x — 3 > 0 no tiene solucién.

1g) La desigualdad —x* — 4x — 4 < 0 se cumple para
x<-20x>-2,0sea,x € |-00,-2[ U ]-2, oof.

1i) La desigualdad —x?> + 5 > 0 se cumple para

-5 < x <5, 0 sea, x € ]-5, V5[.

2b) La grafica de la funcidn f es una parabola abierta
hacia abajo, no corta al eje x en ningln punto.
Asi, f(x) < 0 se cumple para todo niimero real x.

o

1b) Al multiplicar ambos miembros por —1 se ob-
tiene (x + 3)2 = 0. Si f(x) = (x + 3)? entonces su
grafica es una parabola abierta hacia arriba con
vértice en (-3, 0). Luego, f{x) = 0 se cumple para
todo numero real x. Por lo tanto, —(x + 3)2 < O si:

x € R.

1d) Al multiplicar ambos miembros por —1 se ob-
tiene x2+ 6x+5 > 0. Si f(x) =x?+ 6x + 5 entonces
las soluciones de la ecuacion flx) =0sonx=-5y
x =-1; como la grafica de f se abre hacia arriba,
flx) = 0 se cumple parax <-50x = -1. Por lo
tanto, —x? —6x—5 < 0si:
X € ]-o0, =5] U [-1, oo[.

1f) La desigualdad —x? + 8x — 16 = 0 solo se cumple
parax =4.

1h) La desigualdad —2x? -1 > 0 no tiene solucidn.

2a) La gréfica de la funcion f es una parabola abier-
ta hacia abajo, corta al eje x en (-2, 0). Luego,
flx) < 0 se cumple para todo numero real x.

2c) La gréfica de la funcidn f es una pardbola que
se abre hacia abajo, corta al eje x en los puntos
(=+/3,0) y (\3, 0). Luego, f(x) = 0 se cumple para
-V3<x<+3,0sea, x € [-3,V3].
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3.11 Cuadro de variacion, parte 1*

Problema inicial

Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica:
2x*-x—-3>0

Solucién
Se escribe 2x? — x — 3 como producto de binomios:

2x2—x—3=(x+1)(2x-3)

la desigualdad se convierte en (x + 1)(2x — 3) > 0. Para que este producto sea mayor que cero ambos
binomios deben ser, o bien positivos o bien negativos. Es necesario dividir los nUmeros reales en intervalos
y determinar, en cada intervalo, el signo de x + 1 y de 2x — 3. Los intervalos a considerar se toman con base
a las raices del trinomio, a saber:

(x+1)(2x-3)=0
x+1=0 o 2x-3=0
x=-1 x—3
- T2

Se construye una tabla como la siguiente, cuya linea superior simula la recta numérica donde se colocan los
3 . . . . .
valores—1y > borser las raices del trinomio y se coloca cero en la linea vertical donde el factor es cero:

o|w

x+1 D

2x—3 D

(x+1)(2x—-3)

Para determinar el signo de cada factor en un intervalo basta tomar un nimero que se encuentre dentro
del mismo y evaluarlo en el factor. Por ejemplo, —2 pertenece al intervalo ]—co, —1[; entonces si x = -2
resulta—2 + 1 =-1 negativo para el primer factory 2(—1) — 3 = -5 negativo para el segundo factor. En la tabla
se escriben los signos de los factores:

° ' g También se puede resol-
x+1 -0 ver la desigualdad lineal
x + 1 > 0 para determinar
2x—3 - D los intervalos donde x + 1
es positivo y donde es ne-
(x+1)(2x—3) gativo.

De forma similar se hace para los otros intervalos; la tabla queda de la siguiente manera:

3
—co -1 2 o
x+1 -0 + +
2x—3 - -0 +
(x+1)(2x-3)
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Luego, se multiplican los signos de los factores en cada columna, por ejemplo en el intervalo ]—oo, —1[ los

signos de los factores x + 1y 2x — 3 son “=” y “~” respectivamente, por tanto al multiplicarlos el resultado
serd “+”:

3
2

x+1 -0 + +

2x—-3 - -0 +

(x+1)(2x-3) + 0 -0 +

Los ceros sobre las lineas indican que en ese nimero el producto de los factores es igual a cero. Como
interesa cuando (x + 1)(2x—3) > 0 entonces los valores para x seran aquellos donde el producto es positivo.

Por lo tanto, 2x* —x—3=(x+1)(2x—3) > 0six € ]|-c0, -1[ U ]i, 00[.

En resumen

Si x, y x, son raices del polinomio ax? + bx + ¢, con x,< x, entonces para resolver una desigualdad de la
forma ax? + bx + ¢ > 0 0 ax? + bx + ¢ < 0 se hace lo siguiente:

1. Se escribe ax? + bx + ¢ = pq, donde p y q son binomios lineales cuyas raices son x, y x,, respectivamente.
2. Se dividen los nimeros reales en los intervalos |—oo, x,[, [x,, x,[ y ]x,, oo].

3. Si n es un numero que pertenece a cualquiera de los tres intervalos descritos en 2 y el valor de p o
g es positivo o negativo al evaluar x = n entonces p o q sera positivo o negativo en todo el intervalo.

4. Se multiplican los signos de p y g en cada intervalo. La solucién seran aquellos intervalos donde el
producto sea positivo para el caso de ax? + bx + ¢ > 0, o negativo para el caso de ax? + bx + ¢ < 0.

A la tabla construida en la solucién del Problema inicial se le llama cuadro de variacion.

>
Problemasw
1. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)2x*—x-1>0 b)3x?+8x-3<0 c)3x’-8x+4<0
d)2x2+9x+4>0 e)-3x2—-4x+15>0 f)—4x?+7x-3<0
g)ex’+x-1<0 h)x*-4x+4>0 i)4x’-1<0

2. Antonio es duefio de una tienda de ropa. Ha estimado que la ganancia diaria en ddlares en la venta de
camisas esta dado por la funcién f(x) = x? — 14x — 32, donde x es la cantidad de camisas vendidas en un
dia. ¢ Cudntas camisas debe vender Antonio para obtener ganancias y no pérdidas?
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Indicador de logro

3.11 Utiliza el cuadro de variacion para resolver desigualdades cuadraticas.

Posibles dificultades

En esta clase se utiliza el cuadro de variacion para Puede resolver el problema 1a) para explicar nue-
resolver desigualdades cuadraticas de la forma vamente la solucion de una desigualdad cuadrati-
ax’ + bx+c>00ax?+ bx +c<0.Silos estu- ca usando en cuadro de variacion.

diantes tienen muchas dificultades para resolver
el Problema inicial, el docente debe desarrollar e
Kir explicando paso a paso la Solucién.

AN /

Solucién de problemas:
1a) 2x*—x—-1=(2x+ 1)(x—1), las raices del trinomio ~ 1b) 3x?+ 8x—3 = (x + 3)(3x— 1), las raices del trino-

lyxe1 osonx=—3yx=1
sonx=->yx=1 3 miosonx=-3yx= . .
—co 7 1 [¢e) —00 -3 E oo
2x+1 -0 + + x+3 -0 + +
x—1 - -0 + 3x—-1 - -0 +
(2x+1)(x—1) + 0 -0 + (x+3)(3x—1) + 0 -0 +
Luego,2x2—x—1>Osixe]—00,—%[U]1,00[. Luego,3x2+8x—3<05ix€]—3,%[.

1c) La desigualdad 3x>—8x + 4 < 0 se cumple para  1d) La desigualdad 2x?> + 9x + 4 > 0 se cumple para
xE]%,Z[. xE]—OO,—4[U]—%,00[.

le) La desigualdad — 3x? — 4x + 15 > 0 se cumple  1f) La desigualdad —4x? + 7x—3 < 0 se cumple para
paraxe]—3,%[. xE]—OO,%[U]l,OO[.

1g) La desigualdad 6x> + x — 1 < 0 se cumple para  1h) La desigualdad x* — 4x + 4 > 0 se cumple para
xE]—%,% : X € ]-00,2[ U]2, oof.

1i) La desigualdad 4x*— 1 < 0 se cumple para x € ]— %, %[

2. Obtener ganancia significa que f(x) debe ser mayor que cero. Las raices del trinomio x* — 14x — 32 son

x =-2 vy x=16; utilizando el cuadro de variacion:
—00 -2 16 o)

X+ 2 -0 + +

x—16 - -0 +

(x+2)(x—16) + 0 -0 +

Asi, x* = 14x—32 > 0 se cumple para |-, =2[ U ]16, oo[. Por el contexto del problema no es posible tener
cantidades negativas, por lo tanto debe vender mds de 16 camisas.
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3.12 Cuadro de variacion, parte 2

Problema inicial

Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica: Deben dejarse todos los términos a un
62 >—11x—-7 solo lado del simbolo “>".

Solucién
Deben dejarse todos los términos a un solo lado del simbolo “>". Utilizando propiedades de desigualdades
se suma 6x? a ambos miembros de la desigualdad:

—62 + 607 > —11x— 7 + 62
0>6x2—11x—-7

esta Ultima es equivalente a 6x?> — 11x — 7 < 0. Se factoriza el trinomio como producto de dos binomios
lineales, a saber:

6x2—11x—-7=(3x-7)2x + 1)

. . , . . 1 7 .. .
De lo anterior se obtienen las raices del polinomio x = — 5 y x = 5. De forma similar a la clase anterior se
construye el cuadro de variacién para determinar los intervalos donde el polinomio es negativo:

7
—oo 2 3 o
3x—7 - -0 + El simbolo “<” indica que también
deben tomarse en cuenta los
2x+1 - 0 + + valores de x para los cuales el
polinomio 6x? — 11x — 7 es igual a
(Bx=7)2x+1) | + 0 — 0 + cero.

Entonces, 6x*—11x—7=(3x—-7)(2x+1) <O0six € [— % , %] Este intervalo también satisface la desigualdad
original.

En resumen
En una desigualdad cuadratica se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sumar o restar un nimero real a ambos miembros no altera la desigualdad.

2. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un nimero real positivo no altera la
desigualdad.

3. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un nimero real negativo cambia el sentido
de la desigualdad.

>
Problemasv
1. Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de x si:

a)6x*>11x-3 b)15x2+2x <1 c)31x + 15> -10x?
d)3x>-20x%*+2 e)—6x?+23x-7=>0 f)9x?—25=>0
g)x*—2<0 h)4x*—3 <0 Nx*<1+2x

2. Sean x, y x, las raices del trinomio x? + bx + ¢ con x, < x,. Utilizando el cuadro de variacién demuestra
que la solucién de la desigualdad x? + bx + ¢ < 0 es [x,, &,]-

© )

_
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3.12 Aplica propiedades de desigualdades y utiliza el cuadro de variacion para resolver desigualdades cua-

draticas.

En las desigualdades cuadraticas presentadas en
esta clase deben utilizarse primero propiedades
de desigualdad para llevarlas a la forma p = 0
donde p es un trinomio de grado 2 (se incluyen
los simbolos <, >y <), y luego aplicar lo visto en

la clase 3.11.
\_ J

Solucién de problemas:

1a) Al usar propiedades de desigualdades se ob-
tiene 6x* — 11x + 3 > 0. Las raices del trinomio

6x2—11x+3sonx=%yx= %:
1 3
—o 3 2 0
3x—-1 -0 + +
2x—3 - -0 +

(Bx-1)(2x-3)| + 0 — 0 +

Luego, 6x> > 11x—3six € ]—00, %] U [%, 00[.
1c) Ladesigualdad 31x + 15 > —10x? se cumple para
5 3
ve o, 3] U3 oo
le) La desigualdad —6x? + 23x — 7 = 0 se cumple

1 7
paraxe[s, 2].

1g) La desigualdad cuadrdtica x> — 2 < 0 se cumple

para x € [-2,2].

Posibles dificultades

Recuerde a los estudiantes que las desigualdades
cuadraticas siempre deben llevarse a la forma
ax? + bx + ¢ = 0 (o con los simbolos <, >y <)
para luego factorizar.

\_ /

1b) Al usar propiedades de desigualdades se ob-
tiene 15x% + 2x — 1 < 0. Las raices del trinomio

15x2+2x—lsonx=—%yx=%:
1 1
- 3 5 o
3x+1 -0 + +
5x-1 - -0 +

Bx+1)5x-1)| + 0 — 0 +

Luego, 15x?+2x < 1six € [— %,

(A

1d) La desigualdad 3x > — 20x? + 2 se cumple para
2 1
el 2]ult o]

1f) La desigualdad 9x> — 25 > 0 se cumple para
X € ]—00, —%] U [é, 00[.

1h) La desigualdad cuadratica 4x> — 3 < 0 se cumple

_N3 A3
paraxe[ 5|

1i) La desigualdad cuadratica x? < 1 + 2x se cumple parax € [1 -2, 1 +72].

2.Six, y x, son las raices del trinomio x* + bx + ¢ entonces x* + bx + ¢ = (x — x,)(x — x,); deben encontrarse los
valores de x para los cudles se cumple la desigualdad x? + bx + ¢ < 0, o sea, (x —x,)(x — x,) < 0. Se observa

lo siguiente:

e Six < x, también se cumple que x < x,, entonces x —x, Y X — X,

seran numeros negativos.

e Six, <x < x,entonces x — x, Sera positivo y x — x, serd negativo.
e Six, <xentonces x—x,Yx—x,seran nimeros positivos.

B=238, — 0 + +
x—x, - -0 +
(-x)-x)| + ¢ - 9 +

Por lo tanto, la solucidn de la desigualdad x* + bx + ¢ < O es [x,, x,].

240



3.13 Practica lo aprendido ~

1. Determina si la funcion f es creciente o decreciente en el intervalo dado, luego escribe el intervalo donde
se encuentran los valores de f{x):

a)flx)=—(x+3)2-5,-7<x<-4 b) flx)=2(x-2)2-4;,-1<x<1

2. En cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f{x) si:

a)flx)=—2(x+3)?+7,-4<x<-1 b) flx)=(x—-5)?-8;1<x<8

3. En el Instituto Nacional Puerto El Triunfo construirdan un huerto escolar en un terreno con forma rectan-
gular, para promover el consumo de frutas y hortalizas, y asi contribuir a la formacién de valores y cono-
cimientos en el cuido del medio ambiente. Si se cuenta con 32 metros de malla para cercar el terreno,
icuales deben ser las dimensiones del terreno para tener la mayor area posible? ¢ Cudl seria el drea para
el huerto escolar?

4. Una sastreria confecciona y distribuye trajes para hombre cuyo precio es de $100.00. Si una tienda de
ropa solicita 50 o mas trajes, entonces el precio se reduce a razén de $0.50 por el nimero pedido. ¢De
qué cantidad debe ser el pedido para producir la maxima ganancia para la sastreria? No tomes en cuenta
los costos de produccién.

5. Un proyectil se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo. La altura alcanzada, en metros, después
de x segundos esta dada por la funcién:

flx) = —=5x% + 100x.
Calcula la altura maxima que alcanza el proyectil y el tiempo que tarda en llegar al suelo.

6. Encuentra dos niumeros enteros cuya suma sea igual a 30 y la suma de sus cuadrados sea minima.

7. Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de f con los ejes de coordenadas
si:
a)fix)=(x—-3)*-9 b) flx)=—(x+5)*+4
c) flx)=2x*-8 d) flx) =3x2+4x-1

8. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)x*+2x-8=>0 b)x*-5x-24<0
c)x?+4x+4<0 d)—%x2+2>0
e)—x’—6x =10 f) 2x+15 < 13x
g)-3x>-11x+4>0 h)5x2+3x <8
S i)-4x*>+20x-9<0 j)x*+3x-5<0 )
107
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3.13 Resuelve problemas correspondientes a aplicaciones de las funciones cuadraticas.

Solucién de problemas:
1a) f(x) =— (x + 3)*— 5 es crecienteen-7 < x <-4, 1b) flx) =2(x —2)*— 4 es decreciente-1 <x <1,y
y-21 < flx) < -6. -2 < flx) < 14.

23)Siflx) == 2(x +3)?+7y-4 < x < -lentonces 2b)Sif(x)=(x-5)?—8y1<x<8entonces
“1<flx) < 7. -8 < flx) <8.

3. Tener 32 m de malla para cercar significa que el perimetro del terreno debe medir 32 m. Como la forma es
rectangular, sea x la longitud del largo del terreno y y la longitud del ancho (ambas medidas en metros);
entonces 2x + 2y = 32, o sea, ¥ = 16 — x. Sea f(x) la funcidn que calcula el drea del terreno a partir de la
longitud x de su largo; entonces f(x) = x(16 — x) = —x? + 16x. La funcidn f tiene un maximo en el vértice;
al completar cuadrados se tiene: f(x) = —(x — 8)? + 64. Por lo tanto, las dimensiones del terreno deben ser
8 m de largo y 8 m de ancho para tener la mayor area posible, la cudl seria de 64 m?.

4. Sea x la cantidad de trajes que confeccionard la sastreria (debe ser mayor o igual a 50 trajes). Como
el precio se reduce a razén de $S0.50 por el numero pedido entonces el precio de cada traje sera de
100 — 0.5x ddlares. Sea g(x) la funcidn que calcula la ganancia de la sastreria con base en la cantidad x de
trajes solicitados, luego: g(x) = x(100 — 0.5x) = —0.5x% + 100x. La funcidén g tiene un maximo en el vértice;
al completar cuadrados se obtiene: g(x) = —0.5(x — 100)? + 5000. Por lo tanto, deben solicitar 100 trajes a
la sastreria para que esta obtenga la maxima ganancia.

5. La funcidn f{x) =—5x* + 100x tiene un maximo en el vértice; al completar cuadrados se obtiene la expresién
flx) = =5(x — 10)? + 500. Luego, la altura maxima que alcanza el proyectil es de 500 m. Por otro lado, llegar
al suelo indica que la distancia debe ser igual a cero, es decir, f(x) = 0. Las soluciones de la ecuacion cuadra-
tica —5x? + 100x = 0 son x = 0 y x = 20 (la primera corresponde al momento cuando se lanzé el proyectil).
Por lo tanto, llegara al suelo después de 20 segundos.

6. Sea x uno de los nimero enteros; el otro sera igual a 30 — x. Si f(x) es la funcién que calcula la suma de
los cuadrados de ambos niumeros entonces: f(x) = 2% + (30 — x)? = 2x? — 60x + 900. Esta funcidn tiene un
valor minimo en el vértice, al completar cuadrados se obtiene f(x) = 2(x — 15)? + 450. Por lo tanto, ambos
numeros enteros deben ser igual a 15.

7a) Los puntos de interseccion de la grafica de 7b)Los puntos de interseccion de la gréfica de

flx) = (x — 3)> = 9 con los ejes de coordenadas flx) == (x + 5)% + 4 con los ejes de coordenadas
son (0, 0) y (6, 0). son (0,-21), (-7,0) y (-3, 0).

7c) Los puntos de interseccion de la grafica de 7d)Los puntos de intersecciéon de la gréfica de
flx) = 2x?> — 8 con los ejes de coordenadas son flx) = 3x? + 4x — 1 con los ejes de coordenadas
(0,-8), (-2,0) y (2, 0). -2V gy 2 37

y son (0, 1),( 3 3,O)y( o+ 3,0).

8a) x*+2x—-8=>0se cumplesix € |-o00,—4] U [2, o[. 8b)x>—5x—24 <0secumplesix€ ]|-3, 8.

8c) x2 + 4x + 4 < 0 se cumple si x = —2. 8d) - %xz +2 > 0 se cumple si x € ]-6, V6.

8e) — x?> — 6x = 10 no tiene solucidn. 8f) 2x? + 15 < 13x se cumple six € ] %, 5[.

8g)—3x’—11x+4 >0secumplesix € ]—4, %[ 8h) 5x? + 3x < 8 se cumplesix € [— %, 1‘.

8i) —4x% + 206 -9 < 0 sixE]—oo, %[u ]% oo[, 8j) 22 +3x-5<0 sixe]— 3.3 3,

e

2 2



Otras funciones reales

~
4.1 Funcidn f(x) = x3
Problema inicial ~
— a3,
Seay=x% o _ o 2 = () () ()
B 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):
X -1 -0.8 | 0.6 | -0.4 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y -1
2. Ubica los pares ordenados (x, ) encontrados en el literal anterior. ¢Como es la linea que se forma?
k J
Solucién
1. Cada valor de y es igual a multiplicar el correspondiente valor de x por si mismo tres veces. Debe cuidarse
el signo, por ejemplo: (—1)® = (-1)(-1)(-1) = —1. De acuerdo con esto, la tabla queda de la siguiente
manera:
X -1 -0.8 | -0.6 | -0.4 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
y -1 |-0.51|-0.22 | -0.06 | -0.01 0 0.01 | 0.06 | 0.22 | 0.51
4
1
2. Los puntos del numeral anterior quedan situados como se o8
muestra en la figura de la derecha. La linea que se forma no o
es recta y tampoco es una parabola. o
0:2
€ -1 -0.8 -0,6 - =0.2 0 02 04 06 08 1 > x
-0:2
x* es la potencia cubica del 04
numero x; también se lee “x o6
elevado al cubo”.
—0:8
-1
Conclusmn Una funcidn x de A en B significa que

La ecuacion y = x* corresponde a una funcién f de R en R que a cada elemento x del conjunto A le
asigna a cada nimero real x su valor elevado al cubo. Para la funcién corresponde un Unico elemento y del
f(x) = x%: el dominio y rango son el conjunto de los niumeros reales, su conjunto B. Si la funcién es de R en
2 . . . R entonces los valores para x son nu-
grafica pasa por el origen y es creciente en todo su dominio. .
meros reales y su correspondiente f{x)
también es un nimero real.

>
Problemasv

B 1. Sea f{x) = x; completa la siguiente tabla y ubica los puntos (x, f{x)) en el plano cartesiano (aproxima hasta
las centésimas). Utiliza los puntos encontrados en el problema 1 del Problema inicial para continuar la

grafica de f:

x -2 | -18|-16|-14|-121] 12 | 1.4 | 16 | 18 2
flx)

2. ¢Qué relacién hay entre los valores de f(x) =x* cuandox=—-1yx=1? ¢Ysix=-2yx =2?

3. En general, équé relacidn hay entre los valores de f{x) = x* cuandox=—my x=m?

_/
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4.1 Elabora la grafica de la funcién de la forma f(x) = x* ubicando puntos en el plano cartesiano que satis-
facen la ecuacién de la funcion.

Materiales
Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel La forma de introducir la funcién y = x* es simi-
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu- lar a cuando se presentaron las funciones y = x y
meral 2 del Problema inicial. y =x?, es decir, usando tablas para calcular valores
particulares y ubicando los pares (x, y) en el plano
\_ y. Kcartesiano. )

Propésito

Si bien en el Problema inicial se utiliza la forma y = x3, luego de definir la funcién en la Conclusién, para el
bloque de Problemas los estudiantes deben utilizar la notacidon f(x) = x°.

Solucién de problemas:

1. La tabla queda de la siguiente manera:

X -2 | -18 | -16 | -14 | -1.2 | 1.2 1.4 1.6 1.8 2
flx) -8 |-5.83|-4.10|-2.74|-1.73 | 1.73 | 2.74 | 410 | 5.83 8

Si se toman valores menores que —2 para x, su correspondiente f(x) sera cada vez menor; mientras que si
se toman valores mayores que 2 para x, su correspondiente f{x) serd cada vez mayor, tal como lo muestra

la grafica:
3
¥ = flx)

BN W R U N0

2. Sea f(x) = &3 se calculan f(-1) y f(1): f(-1) =1y f(1) = 1, es decir, f(-1) =— f(1).

De forma similar, f(-2) = -8y f(2) = 8; luego, f(-2) = - f(2). Con los problemas 2y 3 se
puede concluir que la grafi-
ca es simétrica con respec-

— — - £ — - 3 - _m3 — 3 H'
3.Parax=—-myx=m:f[-m)=(-m)*=-m3,y f(m) = m3. Entonces se verifica que to al origen.

fl=m) =—f(m).
@



-~

4.2 Funcion f(x) = ax?, a >0
Problema inicial N
Con la grafica de f(x) = 3, realiza lo siguiente: 2. f

B 1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica las
funciones g(x) = 223y h(x) = % x3:

x -2 | -15| -1 | =05 0 0.5 1 1.5 2 1
flx) | -8 |-3.38| -1 |-0.13| O 0.13 1 3.38 8 X
-3 -2 -1 0 1 2 3
8(x) "
h(x) -
-3
2. ¢Cudles son las similitudes y diferencias de las funciones gy A con Y
respecto a la funcion f?
\ ’ J
Solucién
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por 2 los de f{x); J
mientras que los de A(x) son el resultado de multiplicar por L los . gfh
de f(x). La tabla queda de la siguiente manera: 2
3
X -2 | -15| -1 |-05]|0 0.5 1 1.5 2 2
fix) -8 —\—;3.38 -1 |-0.13| 0 | 0.13 1 3.38 8 1
glx)f-164-6.76 | -2 |-0.26] 0 | 026 | 2 | 676 | 16| X
-3 -2 -1 0 1 2 3
h(x)» -4 |-1.69]-05]-007| 0| 007 | 05| 1.69 | 4 8
-2
Las graficas de gy h se muestran en la figura de la derecha.
—4
2. Similitudes entre las funciones:

a) el dominio y el rango de las tres es R;
b) las graficas de las tres funciones tienen la misma forma y pasan por el origen.

Diferencias entre las funciones:

a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden;

b) si x < 0 entonces g(x) esta debajo de f(x) y h(x) esta arriba de f(x);
c) si x > 0 entonces g(x) estd arriba de f(x) y h(x) estd debajo de f{x).

En resumen
La funcidn g(x) = ax?, con a > 0, tiene como dominio y rango el conjunto de los nimeros reales y es cre-
ciente en todo su dominio; su grafica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de f{x) = x* y
resulta de multiplicar por a los valores de f{x).

*
Problemas.

Utilizando la gréfica de f{x) = x° grafica las funciones g(x) = 3x* y h(x) = %x3. EEbem une kb Sk
a la del Problema inicial.
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4.2 Grafica funciones de la forma g(x) = ax® para a > 0 usando la gréfica de f(x) = &°.

Materiales

En esta clase se analizan las caracteristicas de las
funciones de la forma g(x) = ax?, paraa > 0, a par-
tir de flx) = x°.

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 2 del Problema inicial (también puede uti-
lizarse para la solucion del bloque de Problemas).

Solucién de problemas:
Sean f(x) = 3, g(x) = 3x3y h(x) = %xi Los valores de g(x) resultan de multiplicar por 3 los de f(x); mientras

que los de A(x) resultan de multiplicar por % los de f(x):

x 2 | -15 | -1 | -05
fx) | -8~) 338 -1 | 013
g(x) (ki-24¢]-1014| -3 | -039
h(x) W-2.67 | -1.13 | —0.33 | —0.04

0.5 1 1.5 2
0.13 1 3.38
0.39 3 10.14 24
0.04 0.33 1.13 2.67

oo |O|O

Las graficas de ambas funciones se presentan a continuacién:
Yy

glr ||~

iy
()

O

00
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4 N
4.3 Funcion f[x)=—ax? a>0

Problema inicial A
Con la gréfica de f(x) = &%, realiza lo siguiente: S A
7
1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica la funcién 6
g(x) =— x> s
4
X -2 | -15| -1 | -0.5 0 0.5 1 1.5 2 3
flx) | -8 |-3.38| -1 |-0.13| 0 | 013 | 1 | 338 | 8 .
8(x) :
N ;x

2. ¢Cudles son las similitudes y diferencias entre las funciones fy g?

La funcién de la forma:

flx) =ax®+ bx*+cx +d, 4
donde a es un numero real diferente de cero, -5
se llama funcién cubica; f(x) = ax® es un caso 6

particular de la funcidn cubica.

& J
Solucién . = )
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por —1 los de f{x); la ¥y =8(x) rs
tabla queda de la siguiente manera:
X -2 | -15|-1|-05]| 0 0.5 1 1.5 2
flx) | -8 |-3.38| -1 |-0.13| 0 | 013 | 1 | 338 | 8 -\>x(—1)
glx) | 8 | 338 | 1 |[013 | 0 |-0.13| -1 |-3.38| -8«
Las graficas de fy g se muestran en la figura de la derecha. NS DN I

2. Similitudes entre las funciones:
a) el dominio y el rango de ambas es R;
b) las gréaficas tienen la misma forma, y pasan por el origen.

-
Diferencias entre las funciones: S
a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden; 1

b) si x < 0 entonces g(x) estd sobre el eje x mientras que f(x) estd debajo del eje;
c) si x > 0 entonces g(x) esta debajo del eje x mientras que f(x) estd sobre el eje.

En resumen
Si flx) = ax®*y a > 0 entonces la grafica de la funcidén g(x) = — f{x) = — ax® es una reflexién con respecto
al eje x de la grafica de la funcién f; tiene como dominio y rango el conjunto de los nimeros reales y es
decreciente en todo su dominio; su gréfica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de fy
resulta de multiplicar por —1 los valores de f{x).

Problemas Z
Utilizando la grafica de f(x) grafica la funcién g(x) en cada caso:

) flx) = 202, gl) = — 2 b) flx) = 2o, glx) == 3 ) flx) = 3%, glx) = - 3°

@ )
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4.3 Grafica funciones de la forma g(x) = — ax® para a > 0 usando la grafica de f{x) = 3.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 2 del Problema inicial (también puede uti-
lizarse para la solucion del bloque de Problemas).

\_ AN

Solucién de problemas:

a) Sean f(x) = 2x* y g(x) =— 2x3, la grafica de g es una
reflexion con respecto al eje x de la grafica de f:

En esta clase se analizan las caracteristicas de las
funciones de la forma g(x) = - ax® paraa >0, a
partir de f(x) = x°. Observar que las funciones f{x)
del bloque de Problemas fueron graficadas en la
clase 4.2, por lo que pueden ser utilizadas para
resolver estos problemas.

/

b) Sean f(x) = %x3 y g(x) =- %xﬂ la grafica de g es
una reflexidon con respecto al eje x de la gréfica

y de f;
_ _ ) Yy
: "‘x’\\ 7 ,’ Al y=g@\| [T [ [[3=f
\ o \ o
\ il Voo f
Ll (<244 4
Sl & 3
22 f\ oL
. /' X 3 \ 1 /
32 10 \ I
1\ 3240 2 3 x
_f (1,-2) v :; \
[ /AN A
1 o]
[ [
[T Foa
| |
Y
yeg@| | | | ]y=%)
c) Sean f(x) = 3x° y g(x) = — 3x3, la grafica de g es una reflexion con : (1)3)
respecto al eje x de la grafica de f, tal como lo muestra la figura de |1
la derecha: \ |/
-3 -2 -1/0 l:\‘ 3 x
-3 §(1,-3




/ N\

4.4 Funcion f(x) = % y sus desplazamientos

Problema inicial ~
_2 —_2.
Sean f(x) = ; y glx) = pE

1. Encuentra los valores de f{x) y g(x) correspondientes a cada valor de x en la siguiente tabla:

1 1 1
X -8 -4 -2 -1 | —= -7 7 5 1 2 4 8

flx)
g(x)

2. Determina otros valores para fy g que no estén en 1, luego ubica los puntos (x, f(x)) y (x, g(x)) y traza
las gréficas de ambas funciones.

3. Encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas graficas resultan de desplazar las de fy g una unidad

horizontalmente hacia la derecha y tres unidades verticalmente hacia arriba.
- J

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:

X -8 -4 | =2 | -1 |3 |72

0 (B]-
(N

flx) |-0.25| =05 | -1 | -2 | -4 | -8

g(x) | 0.25 | 0.5 1 2 4 8 | 8| -4|-2|-1)|-05]|-025

2. Se encuentran otros valores de fy g, por ejemplo para x=-7, -6, -5, =3, —%, —%, —%, %, %, %, 3,5,6,7
y se ubican los puntos (x, f(x)) y (x, g(x)) en el plano cartesiano:

3 2 1 1 2 3
X -7 -6 -5 -3 5 |73 /73| 3|3 5 3 5 6 7

flx) |-0.29|-033|-04|-067|-133| -3 | 6| 6 | 3 | 133|067 | 04 | 033 | 0.29

g(x)| 029 | 033 |04 | 067 | 133 | 3 | 6 |-6|-3|-1.33|-0.67|-0.4|-0.33|-0.29

® 2
<

®

k]

o

N

Esto permite visualizar mejor la forma de cada grafica,

1

(N J
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como se muestra a continuacion:
Yy Y

8

= f(x) ¥ =8lx)

6

S

N
N

-8 -6 -4 2 |0 2

-2

-4

-8

3. Sea A(x) la funcidn cuya grafica resulta de desplazar la de f una unidad horizontalmente hacia la derecha
y tres unidades verticalmente hacia arriba. Si (a, b) es un punto sobre la grafica de A entonces
(a—1, b-3) es un punto sobre la grafica de f, es decir:

fla-1)=b-3
b=fla-1)+3
luego, la ecuacion de A(x) es flx—1) + 3, o sea, h(x) = xi—1+ 3.
De forma similar, si /(x) es la funcion cuya gréfica resulta de desplazar la de g una unidad horizontalmente
a la derecha y tres unidades verticalmente hacia arriba entonces:

Z(x):g(x—1)+3=—ﬁ+3.

Conclusién
k p .
Sea f(x) =, con k un nimero real diferente de cero. A f se le llama fun- En general, la grafica de la funcién
cion de proporcionalidad inversa; cuando el valor absoluto de x, o sea de proporcionalidad inversa tiene
| x|, aumenta sin limites entonces la gréfica de f se acerca al eje x sin la misma forma que las del pro-

blema inicial segun sea el caso

llegar a cortarlo; ademas, si |x| se acerca a cero entonces la grafica de
(k>00k<0).

f(x) se acerca al eje y sin llegar a cortarlo.

Lo anterior indica que la funcién de proporcionalidad inversa no posee intersecciones con los ejes de coor-
denadas; al eje x y al eje y se les llama asintota horizontal y asintota vertical, respectivamente, de la gra-

fica de f{x) = %

Si g(x) es la funcién cuya grafica resulta de desplazar la de f(x) = %,p unidades horizontalmente y g unida-
. i P
des verticalmente entonces: glx) = p— +q.

Si p > 0, el desplazamiento es hacia la derecha, y si p < 0, entonces es hacia la izquierda. Por otra parte, si
g > 0, el desplazamiento es hacia arriba, y si ¢ < 0, entonces es hacia abajo.

b d
Usando las funciones f'y g del Problema inicial, encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas graficas
resultan de desplazar las de fy g, p unidades horizontalmente y ¢ unidades verticalmente:

a)p=2,q=1 b)p=-2,g=1 cp=2,q=-1 dp=-2,q=-1

&




Indicador de logro

4.4 Encuentra las ecuaciones de las funciones que resultan de desplazar horizontal y verticalmente la gra-

fica de la funcion f(x) = %

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 2 del Problema inicial.

|\ /

Propésito

\_ ' /

Secuencia

Se repasa la grafica de la funcién de proporcio-
nalidad inversa estudiada en séptimo grado. Se
agregan ademas sus caracteristicas (dominio, ran-
go y asintotas) asi como los desplazamientos ho-
rizontales o verticales

En esta clase solo se recuerda como graficar la funcién de proporcionalidad inversa; se encuentra también
la ecuacion de la funcién que resulta de desplazar horizontal o verticalmente la grafica de la proporcio-
nalidad inversa; la grafica de las funciones de la forma f{x) = —— + q se realizard hasta la clase 4.5. Se ha
utilizado k, p y q para hacer una distincidn entre la funcién cuadratlca general. Sin embargo, con el fin de

ngneralizar los desplazamientos puede sustituir dichas letras por a, h y k, respectivamente.

k

/

Solucién de problemas:

a) Sean f(x) = = yg(x) — =, sean f,y g, las funcio-
nes cuyas graﬁcas resultan de desplazar las de fy
g (respectivamente) 2 unidades horizontalmente
y 1 unidad verticalmente. Entonces:

fl)=—5+1,

gl(x)=—x32 +1.

c) Si f, y g, son las funciones cuyas graficas resultan
de desplazar las de f(x) = % y 8(x) = - % (res-
pectivamente), 2 unidades horizontalmente y -1

unidad verticalmente entonces:

filx) = —+( 1) = 2—1,

gl =-2+ ) =-25-1

b) Similar al literal a), si f(x) = % y 8(x) = - % vy,
y &, son las funciones cuyas graficas resultan de
desplazar las de fy g (respectivamente) —2 uni-
dades horizontalmente y 1 unidad verticalmente

entonces: Recuerde que si p > 0, el

_ 2 1 desplazamiento es hacia la
filx)=—=5+1, .

derecha, y si p < 0 enton-

ces es hacia la izquierda. Por

T x+2 ' otra parte, si ¢ > 0, el des-

plazamiento es hacia arriba

__ 2 y si @ < 0 entonces es hacia
8ilx) = x—(=2) +1, abajo.

_ 2

===t 1.

d) Si f, y g, son las funciones cuyas graficas resultan
de desplazar las de f(x) = % yg(x)=— % (respecti-
vamente), —2 unidades horizontalmente y —1 uni-

dad verticalmente entonces:

filx) = = -1,

x+2

gln) ==y + (1) = 2 __1,

x+2

Sugerencia metodolégica
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4.5 Grafica de la funcion h(x) = x’fp +q*

Problema inicial
)
Sea h(x) = —* 3

1. Encuentra las ecuaciones de las asintotas de la gréfica de A.
2. Traza las asintotas del literal anterior, y luego la grafica de hA.
3. Encuentra el dominio y el rango de la funcion A.

Solucién
1. De la clase anterior se sabe que la grafica de h(x) corresponde a un desplazamiento de una unidad ho-
rizontalmente y tres unidades verticalmente de la grafica de f(x) = 2 Las asintotas se trasladan de la

misma manera, es decir, si y = 0 (eje x) y x = 0 (eje y) son las asintotas de fentonces y =3y x =1 son las
asintotas de la grafica de h.

2. La gréfica de y = 3 es una linea recta horizontal que pasa por (0, 3); mientras que x = 1 es una linea recta
vertical que pasa por (1, 0). Luego de trazar las asintotas se traza la grafica de h, cuya forma es similar a

la de flx) = 2:
x
1
I8 T1i=hix)
il
ofi-
I 3 4 | ———————
9 \s 2
AR ST A
"B -l 2 (o ' :
. |
4
& x=1

3. En la ecuacidén de la funcion A, el denominador no puede ser igual a cero; esto se cumple si x es diferente
de 1y, por tanto, el dominio de A es ]—oo0, 1] U |1, oo[. De la grafica de h(x) se deduce que su rango es

]-o0, 3[ U ]3, oo[.

Conclusién

Sean k, p y ¢ nUmeros reales, con k diferente de cero. Las asintotas hori-

zontal y vertical de la funcién h(x) = x% +@sony=qyx=p,respectiva- | Almomento de trazarla grafica de
te. El d T ién A Dp _ . U . h se recomienda primero trazar

mente. El dominio de la funcién A es D, = | —oo, p[ U |p, ][, y su rango las asintotas y luego la gréfica.

esR, = ] —, q[ U ]ql 00[

Problemas
Traza las asintotas y la grafica de la funcion h(x) en cada caso; luego encuentra su dominio y su rango:

a) hix) =5 +1 b) A(x) = — +1 o) hlx) = ——-1 ) hix)=— —1—+1

x— x+2 x+1 x-2

. &

&



Indicador de logro

k

4.5 Encuentra las ecuaciones y grafica las asintotas de la funcion f(x) = > + ¢ para trazar la grafica de f.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro-
blema inicial (también puede utilizarse para la re-
solucion del bloque de Problemas).

\_

Solucién de problemas:

a) Las asintotas de A(x) = —— 5+ lsony=1yx = 2
y su grafica resulta de desplazar la de f(x) =
2 unidades horizontalmente y 1 unidad vert'lcal—

mente:

X
ol Iy ="hlx
6
I
\
Y= ? —
:"s 6" T =2 0 ;“- =X
N EA
i
YEIN EA:
- =

Dh = ]—OO, 2[ U ]21 OO[' Rh = ]—OO, 1[ U ]1' oo[

c) Las asintotas de h(x)=———-1sony=-1yx=-1:

PN

~
8

)
@

|00, =1[ U ]-1, o[, R, = ]-00, =1[ U |1, oo[.

2=

AN

Secuencia

En esta clase se traza la grafica de funciones de

L + q. Si los estudiantes tienen

la forma f(x) =
muchas dlﬁcultades para resolver el Problema ini-

cial, el docente debe desarrollar e ir explicando

paso a paso la Solucion.

J

b) Las asintotas de h(x) =

y su grafica resulta de desplazar la de f(x) =

—+1sony lyx=- 2

—2 unidades horizontalmente y 1 unidad vert'lcal—
mente:

<

Dh = ]_Oor _2[ U ]_2' OO[, Rh = ]_Oo' 1[ U ]1r Oo[

d) Las asintotas de A(x) = ——+ lsony=1yx=2:

Y
N
] x.=2
8
T
ol
Jd]
i
5 _
A y=1
8 | -6 -—:t-- 2 o T =X
) [
[
- vi=hlx
J

D), =]-, 2[ U ]2, ©[, R, = ]-o0, 1[ U ]1, oo[.
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4.6 Grafica de la funcién f{x) = %:3

Problema inicial

Sea f(x) = ’;Jr;

1. Efectuda la division (x + 1) + (x — 2); escribe ’;i L

en la forma k. q.
X=p

2. Traza la grafica de f(x).

Solucién
1. Utilizando la divisidn sintética se obtiene lo siguiente: En la divisién sintética se colocan los coeficientes
de los polinomios del dividendo y divisor en la
1 1 siguiente forma:
2 J' 2 Dividendo
* a
| 1 @ | cociente | Residuo

Luego, x+1=1(x—2) + 3. Se dividen ambos miembros de esta ecuacion por x—2:

x+1=1(x;47+ 3 __3 4
x—2 =7 x—2 x—2 ’

Por lo tanto, x+l_ 3 41
x—=2 x—2

2. Del numeral anterior, f(x) = + 1; entonces la gréfica de fse obtiene desplazando dos unidades
horizontalmente y una un|dad vertlcalmente la graficadey = ;

©

Las asintotas de fsony=1y x=2.

Conclusién
Sean a, b y d numeros reales no todos iguales a cero y c #0; se le llama En general, una funcién racional
funcién racional a la funcion de la forma f(x) = ax:d La ecuacién de f | es de laforma f(x) = q(x; donde

p(x) y q(x) son polinomios cua-
puede llevarse a la forma xl_cp + q efectuando la divisién del polinomio del

lesquiera, no solamente polino-
numerador entre el polinomio del denominador. mios lineales.

*
Problemas.

k
Para cada caso, escribe la ecuacién de la funcién fen la forma —+ q, luego traza las asintotas y la grafica
de la funcion:

a) fle) = =2 b) flx) =

c) flx) = ==

@

26



Indicador de logro

4.6 Escribe la funcion f(x) = ?xx—:g en la forma f(x) = % + q para encontrar sus asintotas y trazar su gra-
fica.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro-
blema inicial (también puede utilizarse para la re- . -

., ( P P lineal en la forma f(x) = Ky q, para utilizar lo
solucion del bloque de Problemas). xX=p

visto en la clase 4.5y trazar la grafica de la misma.

Se transforma la ecuacion de una funcidén racional

cuyo numerador y denominador es un polinomio

Solucién de problemas:

y
1 \y:f( )
a) Al efectuar la division (2x — 1) + (x— 1) se obtiene: 2x —1=2(x-1) + 1. 1\
Luego: Mk
& 2x—1_2(;c/rf+ e y =2 \ —
x-1 ~ x~T x-1 "~ x-1 —
T
[ ;------- X
Asi, flx) = xi Tt 2, sus asintotas son y =2y x = 1, y su gréfica resulta e N ‘° \ Pl ¢
de desplazarladey = %, 1 unidad horizontalmente y 2 unidades verti- ﬁ‘?
calmente, tal como lo muestra la figura de la derecha. 4
L x =1
Yy
x=3-2 g
b) Al efectuar la divisidon (x + 3) + (x + 2) se obtiene: x + 3 = (x + 2) + 1. HE
Luego: \ L
3c+3=,au|-’2’+1=1+1 . S
x+2 x+7 x+2 x+2 y=1 -
1 '16":21'- ‘.| 0 “-"-4— *
flx) = 7t 1; sus asintotas son y = 1y x = -2, y su grafica resulta de T, 1
desplazar la de y = %, —2 unidades horizontalmente y 1 unidad verti- T “?
calmente. 4
4 1
VT x )
c) Al efectuar la division (—x + 3) + (x — 2) se obtiene: —x + 3 =—(x—2) + 1. : y
Luego: i
—x+3 _ —(x-2) 1 _ 1 8
=2 " x2 T2 " w2 1 S
e B Wkl -LEEET NPV
flx) = 1 1; sus asintotas son y =—1y x = 2, y su grafica resulta de 2 2., 0 —
x—2 N y -1
desplazar la de y = %, 2 unidades horizontalmente y —1 unidad verti- | \
calmente. B
\ x=2

@ Sugerencia metodoldgica
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4.7 Funcién irracional flx) = a{x

Problema inicial

Seay= Vx:
B 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 0

2. Coloca los puntos (x, y) en el plano cartesiano y Unelos con una linea, ées similar a alguna grafica de
las funciones estudiadas anteriormente?

3. éPara cudles valores de x se encuentra definido el valor de y?

-
Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y 0 1 1.41 | 1.73 2 224 | 245 | 2.65 | 2.83 3
Y

2. La linea que se forma al unir los puntos aparece en la figura de
la derecha. La linea se asemeja a la mitad de una parabola, solo
gue esta vez se abre hacia la derecha.

> X

1
‘ol123456789

3. El valor de y se encuentra definido para todo x positivo o igual a cero, es decir, x € [0, oo].

Conclusion
La ecuacién y =\x es la ecuacién de una funcién de [0, [ a R, cuya gréfica pasa por el origen y es similar
a la mitad de una parabola que se abre hacia la derecha. En general, f{x) = a\x, con @ # 0, es una funcién
cuyo dominio es [0, oo y:
1. Si @ > 0 entonces el rango de fes [0, o[ y su gréfica queda arriba del eje x.
2. Si a < 0 entonces el rango de f es |-, 0] y su gréfica queda debajo del eje x.

Ejemplo
Grafica las funciones f(x) = 2x y g(x) =—Vx , encuentra el dominio y el rango en cada una.
y
La grafica de fqueda arriba del eje x y resulta de multiplicar por 2 los ¥ =1lx)
valores de \/x; mientras que la grafica de g queda debajo del eje x y 2
resulta de multiplicar por —1 los valores de +/x. .
3 ,"I
Ambas gréficas se muestran en la figura de la derecha, su dominio es 2 4 y
[0, oo[ y los rangos son Ry = [0, o[ , Rg = ]—o0, 0]. 1 2
0 1 2 3 ','} 5 6 7 8 9 x
4 A
_2 ‘\
-3
4 Y= 8lx)

b d
Problemas,_A

Para cada caso, grafica la funcién f, encuentra el dominio y el rango:

a) flx) = 3\x b) flx) = —2vx c) flx) = %\/E

262




Indicador de logro

4.7 Grafica y encuentra el dominio y el rango de funciones irracionales de la forma f{(x) = a\x.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel Utilizando valores particulares para x, se grafica
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro- la funcién f{x) = \x. A partir de ella se generalizan
blema inicial (también puede utilizarse para la re- las caracteristicas de la funcién f(x) = a\x: su gra-
solucién del bloque de Problemas). fica, dominio y rango.

Solucién de problemas:

y
a) En la funcion f(x) = 3, el valor de a = 3 es positivo, por tanto su grafica 8'\ = %)
gueda arriba del eje x. Usando la tabla del Problema inicial, se multipli- ;
ca por 3 los valores de y = \x: 6
5
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 .
y=ANx
y=\x| O 1 | 141|173 | 2 |224|245|265|283| 3 3
2
flx) 0 3 | 423|519 | 6 |672|735|795|849 | 9 .
¢ > X
Luego, D,= [0, o[ y R;= [0, oo]. of 12345678
Y
. Y= 2%
5
4
3
b) En la funcién f(x) = —2+x, el valor de a = =2 es negativo, por tanto, su
grafica queda debajo del eje x. En el Ejemplo de la clase se trazé la gra- 1
L )

fica de f(x) = 2\x, basta con reflejarla con respecto al eje x para obtener 0
la de f(x) =—2+x. Luego, D, = [0, o[ y R, = ]-o0, 0]. -

12 3 4 5 6 7 8 9

y=1(x)

c) En la funcién f(x) = %\/& elvalorde a = % es positivo, por tanto su grafica queda arriba del eje x. Usando

la tabla del Problema inicial, se multiplica por % los valores de y = \x:
1 YFEyx
x 0 1] 2 3 4] 5 6 7 8 |9
y=Nx| 0| 1 |141|1.73| 2 |2.24]245|265(2.83]| 3 ’ y = fx)
flx) | 0|05[071|0.86| 1 |1.12[1.23[1.33|1.42[15 !
<0v 1 2 3 4 5 6 7 8 rX

Luegor Df= [Ol OO[ y Rf= [OI OO[

@ Sugerencia metodolégica



4.8 Funcién irracional f{x) =Vax

Problema inicial
Sea f(x) =\—x:
1. ¢Cudl es el dominio de la funcidn f?
B 2. Calcula los valores de f{x) en la siguiente tabla, luego traza la grafica de la funcién (aproxima hasta las

centésimas):

X -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
flx)
L 3. éCual es el rango de la funciéon? )
Solucién
1. Los numeros dentro de la raiz deben ser mayores o iguales a cero; entonces el dominio de la funcién
deben ser los niUmeros reales para los cuales —x = 0, es decir, x < 0. Por lo tanto Dy = |-co, 0].
2. La tabla queda de la siguiente manera:
X -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
flx) 3 2.83 | 2.65 | 2.45 | 2.24 2 1.73 | 1.41 1 0
Yy
La grafica de f se muestra en la figura de la derecha: ¥ = flx) 3
2
1
- = —2—1ol Y X
3. El valor de f{x) =v/—x siempre serd un nimero positivo o igual a cero, por lo tanto Ry = [0, oo.
En resumen
Las funciones de la forma f(x) = aVx y g(x) =\ax, donde a es un nimero real diferente de cero, son casos
particulares de las llamadas funciones irracionales. Las graficas de fy g pasan por el origen y se asemejan
a la mitad de una pardbola que se abre a lo largo del eje x. En el caso de la funcién g, su rango son los
numeros reales positivos y el cero, o sea [0, ], y:
1. Si @ > 0 entonces el dominio de f es [0, o[ y su gréfica queda a la derecha del eje .
2. Si a < 0 entonces el dominio de f es |-, 0] y su grafica queda a la izquierda del eje y.
Ejemplo
Grafica la funcion f(x) =V2x , encuentra su dominio y su rango. y
T v =[flx
La gréfica de f queda a la derecha del eje y como se muestra en la 4
figura de la derecha; Dy = [0, o[ y R; = [0, oo]. 3
2
1
La gréfica de f(x) = V2x no es igual a la de L s x
g(x) = 2\/x, sino a la de A(x) = 2 Vx. A A A A A O A A A

b d
Problemas,w
Para cada caso, grafica la funcion f, encuentra el dominio y el rango:

a) fla) =\3x b) flx) = V=2x o flx) = 3

o

&




Indicador de logro

4.8 Grafica y encuentra el dominio y el rango de funciones irracionales de la forma f(x) = Vax.

Materiales

solucion del bloque de Problemas).

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro-
blema inicial (también puede utilizarse para la re-

Solucién de problemas:

Utilizando valores particulares para x, se grafica
la funcién f(x) = \—x. Luego, se generalizan las ca-
racteristicas de la funcién f(x) = Vax: su grafica,
dominio y rango.

a) La forma de la grafica de la funcion f(x) = V3x se asemeja a la mitad de una parabola; como a = 3 es positivo
entonces esta queda sobre el eje x positivo. Pueden calcularse algunos valores particulares de f(x) para

trazar la grafica de la funcién:

X 0 1

12

fix) 0 1.73

4.24

5.20

Asi, D,= [0, o[ y R;= [0, ool.

Y
N
6 ¥ = flx)
4
2
NI 2 4 6 s 10 127%
R '3

b) Similar al literal anterior, la forma de la grafica de la funcidn f(x) = V-2x se asemeja a la mitad de una pa-
rabola, esta vez queda sobre el eje x negativo pues a < 0. Se calculan algunos valores particulares de f{x)

para trazar la grafica de la funcién:

x 0 -1

fix) 0 | 141

2.83

3.46

Luegor Df= ]—OO, 0] y Rf= [0, OO[

y
"N
/= flx) .
3
2
I EEEEEET
W

c) Como f(x) = /%x, su grafica queda sobre el eje x positivo. Calculando algunos valores particulares de f(x):

0.71

flx) 0

141

1.73

Luegor Df= [OI OO[ y Rf= [Or OO[

y =/f(x)

N
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4.9 Practica lo aprendido ~

1. Utilizando la grafica de f{x) = &3, grafica la funcién gy encuentra su dominio y su rango:

a) g(x) = 4x° b) glx) = 34°
Y Y
y = flx y=flx)
|| ‘
g |
/ /
/ /
-3 =2 -1/0 x -3 =2 -1/0 x
[ [
[ [
| | <
-]
6 —6 (1}
S
[=
>
o) glx) =~ 4x° y d) glx) =~ 7 y
y=flx ¥ = flx)
| 1
/ /
/ /
-8 =2 -1/0 X -8 =2 -1/0 x
[ /
[ .
| |

2. Para cada caso, grafica la funcién y encuentra su dominio y su rango.

2x+3

a) flx) = =& b) flx) = =

x—=2

3. Para cada caso, grafica la funcidn y encuentra su dominio y su rango.

a) flx) = -3\x b) flx) = 4Vx
c) flx) =N -3x d) flx) = Vax

260



Indicador de logro

4.9 Resuelve problemas correspondientes a funciones cubicas, racionales o irracionales.

Solucién de problemas:

1a) La gréfica de g(x) = 4x® queda como sigue:

Yy =g
, y = flx

6

f (114)
Y
i/

(1,1

D,=RyR,=R.

1c) Puede reflejarse la grafica de y = 4x* con respec-
to al eje x para obtener la de g(x) = — 4x3:

yv=4y3
y=8lx) v =flx

-
7

U
=
S

4)

B
2

u
~——

[Ny
=
1

J) =

—

—

D,=RyR,=R.

1b) La grafica de g(x) = %xa‘ gueda como sigue:

3

Yo
T [ysew
Y=ol
ARy
LY
1
/lZ,-J
/
X

~
|
N

D,=RyR,=R.

1d) Puede reflejarse la grafica de y = %x3 con res-

pecto al eje x para obtener la de g(x) = - %x3:
Yy y=flx)
y=8(x) 1 @9 ;v=%x3
RN
(R A
\ )
|
=2,2) tfew
NG V%
-3 —2,';1"0 < \ 2 x
228 [ (2,42)
/ 3
AT A
P \
(-2, —87

D,=RyR,=R.
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2a) La ecuacién de la funcidn puede reescribirse
como f(x) = - xf—z — 2; sus asintotas son y = -2
y x = 2, y su grafica se obtiene desplazandola de
y=- %, 2 unidades horizontalmente y =2 unida-
des verticalmente:

D;=]-,2[ U ]2, o, R,=]-00,-2[ U ]-2, o|.

3a) Para f(x) = —3+x, D,;= [0, ©[y R;= ], 0]. La gra-
fica de y = 31/x se trazé en la clase 4.7, entonces
la de f{x) = =3/x se obtiene reflejando con res-
pecto al eje x la de y = 3Vx:

3c) La gréfica de la funcidn f{x) = V-3x se queda so-
bre el eje x negativo; Dy = [0, o[y Rf = ]-0, O].

N

(-12, 6)

2b) La ecuacién de la funcién puede reescribirse

como f(x) = +2; sus asintotas sony =2y

x—1
x =1, y su grafica se obtiene desplazando la de
y = % 1 unidad horizontalmente y 2 unidades

verticalmente:

.
6
4
= flx)
y=2 a5 -
D T O 5 S
6., 4 —ZXJ\ 2 4 6 8
\“‘_4
L5}
yExivlyh
D,=]-00,1[ U ]1, [, R;=] -0, 2[ U ]2, o[,

3b) Para f(x) = 4vx, D;=[0, ©[ y R,=[0, oo[. La grafi-
ca de f queda arriba del eje x y resulta de multi-
plicar por 4 los valores de Vx:

y y =flx)

3d) La gréfica de la funcién f(x) = V4x se queda sobre
el eje x positivo; D= [0, o[y R = [0, oo].
Y

N

6 (9,6)

=flx)

2, 4)

(0,0)




4.10 Problemas de la unidad ~

1. Para cada caso, traza la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango de la
funcién:

a) fle) = (x-2) +3 b) flz) = L +3p+1

O fle)=2(x-3) + d) flz) == 2 (w4 3) - 2

2

I

2. Encuentra la ecuacion de la funcién cuadratica g si la grafica pasa por los puntos (—12, 0), (-9, 3) y
(=7, -5).

3. El sector de sol general del Estadio Nacional Jorge “Magico” Gonzalez tiene capacidad para 10000 afi-
cionados. En un determinado partido el precio del boleto para ese sector fue de $10.00 y en promedio
asistieron 3000 aficionados. Un estudio de mercado indicé que por cada ddlar que se hubiera bajado
al precio del boleto, el promedio de asistencia hubiese aumentado en 1 000. ¢Cudl debid haber sido el
precio para obtener la maxima ganancia en la venta de boletos para el sector de sol general?

4. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)12x?-5x-2<0 b) 4x > —4x*+ 15
c)2x*-x<1 d)x*-4x-1=>0

5. Utilizando la grafica de f(x) = x® traza la gréfica de la funcién g y encuentra el dominio y el rango:
a)glx)=x*+1 b) g(x) = (x - 2)*
y

y=flx

flx 7

=2
1]

X
7 —— X 4 3 2 -1,0
[ // 3
[ . [
- i
6. Para cada caso, grafica la funcién fy encuentra el dominio y el rango:
a) fle) =~ b) fiz) = +1
o) flz) == =3 d) flx) =\x—1
S J

@ )
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Indicador de logro

4.10 Resuelve problemas correspondientes a funciones reales.

Solucién de problemas:
1a) La gréfica de f(x) =( - %)2 + 3 se obtiene despla-  1b) La grafica de f(x) = %(x +3)? + 1 se obtiene des-
zando la de y = x?, L

3 unidades horizontalmente plazando lade y = %xz, —3 unidades horizontal-

y 3 unidades verticalmente. Su vértice esta en el

mente y 1 unidad verticalmente. Su vértice esta
punto (%, 3), Df=RyRf=[3, oo].

en el punto (-3,1),Ds=RyRs=]1, oof.

y=flx) Y yifx) v‘=%2 y/
_ a2 ,.' \
=PI N / \ | | ,
4 \ / \ /
' s / /
La escala utiliza da en \ / # \ “ / £
la cuadricula es de “‘ N A ’,' \ / 4
0.5cm x 0.5 cm. | \ /1
Y X ; A Y A3
b ) ,"l <\ : 2 ! /
) 3 1- % | \‘\ 4 7 '
/ A S
ST o T x & | 5 | 4 3 2 | 1 ol | 1 2 3 X

1c) La grafica de f(x) = Z(x - %)Z + % se obtiene  1d) La gréfica de f(x) = —%(x + 5)2

2
desplazando la de y = 2x?, 3

5 unidades horizon- desplazando lade y = —%xz, —% unidades hori-

- % se obtiene

talmentey % unidades verticalmente. Su vértice

zontalmente vy —% unidades verticalmente. Su
estd en el punto (%, %), Dr=RyRf= [%, 00[ .

- 5 3 3]
vértice es (—5, _Z)' D;=RyR/= ]_oo’ -3
Y = sz y = f(x) y
1 \ H | , 0
t ' 2 o) 1.7 N X
3 2 1
JHEEER aaRany aanna N
La escala utilizada en ! \ } / AN
la cuadricula es de i / / ANEAN .
0.25cm x 0.25 cm. i af\ i / / ; \
1 'l ! 5 \\
2 I Il
' SN /
| | / 4 :
MG 1 / [\ \
) + 5 \
A / i \ i
\ / P
I \ l‘
=2 =110 3 * / 1
—_ - 2
y==3Xx ¥ = flx)



2. Sea g(x) = ax? + bx + ¢; entonces g(-12) = 0, g(-9) = 3 y g(-7) = —5. Se sustituyen estos valores en la ecua-
cion de la funcién y se utiliza el método de sustitucién, es decir, se despeja una de las variables en una
ecuacion para sustituirla en la siguiente:

g(-12)=0 = a(-12)>+b(-12)+¢c=0 = 144a-12b+c=0 = c=-144a+12b
g(-9)=3 = a(-9)?+b(-9)+c=3 = 8la-9b-144a+12b=3 = b=21a+1
g(-7)=-5 = a(-7)*+b(-7)+c=-5 = 49a-7(21la +1)-144a+12(21la+1)=-5 = a=-1

Luego, a =—1, b =-20y ¢ =-96 (los valores de b y ¢ se encuentran sustituyendo en las ecuaciones ante-
riores). Por lo tanto, g(x) = —x*— 20x — 96.

3. Sea x el precio que debe tener el boleto para el sector de sol general del estadio; si inicialmente costaba
$10.00 entonces la cantidad que bajé con respecto al precio original es 10 — x ddlares. Segun el estudio
de mercado, por cada ddlar que se reduce al precio original del boleto el promedio de asistencia aumenta
1000, es decir, se tendrian 1000(10 — x) aficionados mas, a parte de los 3000 que asistieron. Luego, la can-
tidad de aficionados hubiese sido 3000 + 1000(10 — x), o sea, —1000x + 13 000 personas. Sea f la funcién
que calcula la ganancia (en ddlares) de la venta de boletos para el sector de sol general; para obtenerla
debe multiplicarse la cantidad de personas que asistieron al partido por el precio del boleto, es decir:

flx) = (-1000x + 13000)x
=-1000x2 + 13000x
Esta funcidn tiene un valor maximo en el vértice, se completa cuadrados para encontrarlo:
flx) ==1000[x? — 13x + (6.5)*— (6.5)%]
=-1000[x*-13x + (6.5)’] + 1000 (6.5)*
=-1000(x — 6.5)*+ 42 250

Por lo tanto, el precio del boleto para el sector sol general debid ser de $6.50 para obtener la maxima
ganancia.

4a) 12x* — 5x — 2 = (4x + 1)(3x — 2); de esto se ob-  4b) La desigualdad es equivalente a 4x% + 4x — 15 > 0;

tienen las raices x = —% y X = % Usando el ademas, 4x? + 4x — 15 = (2x + 5)(2x — 3), ob-
cuadro de variacion resulta: 12x>—5x—2 < 0 se teniéndose las raices x = —% yXx= % Usando el
cumple parax € [—%, %] . cuadro de variacion resulta: 4x > — 4x? + 15 se

cumple para x € ]—00, —%[ U ]%, 00[ .

4c) La desigualdad es equivalente a 2x? —x -1 < 0; 4d)x2—4x—-1=[x—(2-5)][x— (2 +/5)], obtenién-
ademas, 2x2 —x — 1 = (2x + 1)(x — 1), obtenién- dose las raices x =2 -5 y x = 2 +5. Usando el

, 1 cuadro de variacion:
dose las raices x = S yX= 1. Usando el cuadro

de variacion: o 2-\5 2+\8 oo
- "7 . x-(2-5) -0+ |+
2x0+1 -0 + | + x—(2+15) - | -0+
x—1 — | -0 + [x-(2-\5)][x-(2+\5)] | + 0 - 0 +
(Qx+1)(x—-1) + 0 -0 +

Por lo tanto, la desigualdad x> —4x —1 > 0 se
cumple si x € |-, 2 —5] U [2 +/5, oo].
Luego, 2x*>—x < 1 se cumplesix € [—%, 1] .
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5a) Con base en la conclusion de la clase 2.1,
g(x) = flx) + 1 =x* + 1 y por tanto, la grafica de
flx) = x® se desplaza verticalmente una unidad
para obtener la grafica de g:

y = flx)

6a) La grafica de y = V—x se trazé en la clase 4.8; para
graficar f{x) = —N-x deben multiplicarse por -1
los valores de y = \—x:

y:\/q (_91 3)

(_41 2)

N

9 8 7 46 5 4 B3 2 1

(_91 _3)
Dy = ]-00, 0] y Ry = ]-00, 0].
6¢) La grafica de f(x) = \—x — 3 se obtiene despla-

zando —3 unidades verticalmente la gréfica de

y ==

Dr= ]—oo, O] yRs= [_3' Oo[

5b) Similar a lo desarrollado en la clase 2.2, |a grafica
de g(x) = flx — 2) = (x — 2)* se obtiene desplazan-
do horizontalmente la de f(x) = x°, 2 unidades
horizontalmente:

Y y=flx) y=gx)

&
<

6b) Como en 5a), la grafica de f(x) = Vx + 1 se ob-
tiene desplazando la de y = \x, una unidad vert-
calmente (la gréfica de y =x se trazé en la clase
4.7):

Dy = [O, oo[y Rr= [1; oo[

6d) La grafica de f(x) = Vx—1 se obtiene despla-
zando 1 unidad horizontalmente la grafica de

y =

"N
4
3 y=\x
5 Y= flx)
(I, 1)
1 (2 1)

(00 ¥V iq o >

I 172773 4 5 6 7 8 9 7

A3
















Practica en GeoGebra

4 M\
5.1 Practica en GeoGebra: generalidades O
GeoGebra es un software de matematicas dindmicas para todos los niveles educativos; en él pueden
trabajarse contenidos relacionados con geometria, algebra, estadistica y calculo, pues cuenta con
numerosas herramientas faciles de usar.
En esta clase exploraras la interfaz para conocer sobre sus generalidades y el uso de algunos comandos.
Busca en tu computadora el icono de GeoGebra (es el que aparece en la esquina superior derecha de esta
pagina); si la PC no cuenta con el software puedes descargarlo de manera gratuita en el siguiente enlace:
GeeGebra  htts://goo.gl/iRmmde
Asegurate de descargar (instalar) “GeoGebra Clasico 5”. También puedes descargar la app para el celular
o trabajar “GeoGebra en linea” en los siguientes enlaces:
App - https://goo.gl/wf5mHx Enlinea > https://goo.gl/ThXbeB
Practica /’ Barra de mend Barra de herramientas
A
Realiza lo siguiente: & GeoGete ( -7
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
1. Abre un nuevo archivo de Geo- ;-AV LA N2 %»VD/ e
Gebra dando clic al icono del [} vistaAlgebraica ) X | »(Vista Grafica X
software. En la ventana puedes V;' ; R !
identificar las siguientes partes: Vista f',s ,a ‘ i
| . ) Grafica i I
a Barra de mend, la Barra de | Algebraica ; ‘ 1
herramientas, la Vista Algebrai- N EEEE EEEEE AR AL mEmmn
ca, la Vista Grafica y la Barra de ? ‘ ; 1
entrada. | ‘ ‘ i J
e ————‘ ——2 —————‘—————i————r——————————— s
| |
} 1 i
| |
1 ‘ |
4 -3 2 10 1 2 3 5 6 [
Barra de | ‘ H ‘ | ‘
entrada \ ‘ ‘ i l
= Lt =s SEErFSEEEENEEEE= I T T T T P T P T T T T 1
Emrada:l ” D ®
2. Da clic sobre el tridngulo que se encuentra a la izquierda w Vista Grafica
de Vista Gréfica. Puet’ies ocultar o aparecer los ejes de Ejes de D ACY
coordenadas y la cuadricula. coordenadas i
3. Para ubicar puntos en el plano puedes realizar una de las siguientes opciones:  Cuadricula
a) En la barra de entrada escribir las coordenadas del P T
punto en Ia forma (x’ y)' Por ejemplo, al escribir Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda &ses:n‘
(1,3) y presionar Enter, automaticamente aparecera REN N ERNED ° =
. . . ) Vista A ica X | ¥ Vista Grafica X
en la Vista Algebraica el punto A =(1,3) y en la Vista Punto R
Grafica el punto sobre el plano cartesiano: QLT s
’ Entrada:!(1,3) ‘ :
| ‘ : ) |
GeoGebra designalos puntos con letras mayusculas. i
Para denotar un punto con una letra especifica, por i
ejemplo P(-2,5), se escribe en la barra de entrada:
\ ’ Entrada:’P=(_2I5) ‘ - Entrada:! e‘ €] )
N %
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b) Selecciona la herramienta Punto. En la Vista Grafica ubica el cursor en la posicion donde
quieras colocar el punto y luego da clic. Cuando las coordenadas del punto son nimeros A
enteros es facil utilizar esta herramienta y auxiliarse de la cuadricula; caso contrario es mejor
ingresar las coordenadas en la barra de entrada como en el literal anterior.

Punto A(-1, 5)

Coordenadas polares

4. Para borrar objetos da clic derecho sobre ellos (ya sea en la Vista Algebraica o ;f g:jemt‘”sfb_':l
. Lo . . . . \| Etiqueta visible
en la Vista Grafica) y selecciona Borrar. Si lo que quieres es ocultar el objeto y no g r.qo
borrarlo, en el cuadro selecciona Objeto visible, desaparecera de la Vista Grafica

) X g Renombra
pero permanecera en la Vista Algebraica. /. Borrar

;2 Propiedades ...

5. Para desplazar el plano cartesiano selecciona la herramienta Desplaza Vista Grafica. Luego
sobre la Vista Grafica mantén presionado clicizquierdo y arrastra al lugar donde quieres colocar '$'_
el plano.

«}» Desplaza Vista Grafica
@, ' Aproximar
6. Para acercar o alejar el plano cartesiano selecciona la esquina inferior derecha del | & Awer

icono Desplaza Vista Grafica y elige Aproximar o Alejar, luego da clic sobre la Vista | e wostarocutar objeto
Grafica. AA Mostrar/ocultar etiqueta

&  Copiar estilo visual

& Borrar
€2 GeoGebra - o X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
7. Para graficar funciones se utiliza la notacién f(x). NEENNCEENE S e
. . . v v v Y v v £ o)L — ® i
Por e1emp|0, para graﬁcar Ia funCIon f(x) = zx - 3 se ) Vista Algebraica |X|| ¥ Vista Grafica X
escribe f(x)=2x-3 en la barra de entrada seguido de .F“;‘i‘f)"_ s LHRCY
- 3
Enter. En la Vista Algebraica aparecera la ecuacidn de
.z . 7 [ 7 [ 2
la funcién y en la Vista Grafica su gréfica:
1
Y 4
Entrada: f(x):Zx-3 [ — 4 3 2 G0 1/ 2 3 a 5 &
=1
Puedes usar también g(x), h(x), etc.; la variable x 5
siempre debe estar en minuscula, de esa forma B
GeoGebra la reconocera como una variable. g 2 k
Entrada: @

8. En GeoGebra, para graficar funciones cuadraticas, la potencia x? se escribe x2. Por ejemplo, para graficar
f(x) = 3x? se escribe en la barra de entrada f(x)=3x"2.

Actividades
1. Ubica los siguientes puntos en el plano cartesiano, utilizando la barra de entrada y la herramienta “Punto”
en aquellos casos que sea posible:

a) A(=3, 4) b) B(2, 7) ¢) P(=6, 0) d) Q(4, _ %) I,Enn Gech?:ra la fraccion
— se escribe m/n.

2. Grafica las siguientes funciones:

\_ a)flx)=—x+3 b) g(x) =§x—5 c) h(x) = 4x? d) p(x) =—x? e) q(x) =§ )

@




Indicador de logro

5.1 Explora las herramientas de un software matematico para ubicar puntos en el plano cartesiano y trazar

las graficas de funciones lineales y cuadraticas.

Secuencia

En esta clase se exploran las herramientas basicas
del software GeoGebra. Se utiliza también para
trazar las graficas de funciones lineales o cuadra-
ticas.

Las funciones cuadraticas del numeral 2 de la
parte Actividades son de la forma f(x) = ax?, para
gue en la siguiente clase los estudiantes puedan
visualizar los desplazamientos horizontales y ver-

ticales.
\_ AN W,
Solucién de problemas:
1a) Usando la barra de entrada, se escribe: 1b) Usando la barra de entrada, se escribe:
Entrada: A=(-3,4) | Entrada: B=(2,7) |
Como las coordenadas del punto son nimeros Como las coordenadas del punto son nimeros
enteros, también puede utilizarse la herramien- enteros, también puede utilizarse la herramien-
ta Punto. ta Punto.
1c) Usando la barra de entrada, se escribe: 1d) Usando la barra de entrada, se escribe:
Entrada: P=(—6,0) | ‘ Entrada: Q=(4,-1/2)
Como las coordenadas del punto son nimeros Observe que, en la Vista Algebraica aparece
enteros, también puede utilizarse la herramien- Q= (4,-0.5).
ta Punto.
2a) En la barra de entrada se escribe f(x)=-x+3. 2b) En la barra de entrada se escribe g(x)=2/3x-5.
2c¢) En la barra de entrada se escribe h(x)=4x"2. 2d) En la barra de entrada se escribe p(x)=-x"2.

2e) En la barra de entrada se escribe q(x)=1/2x"2. La graficas de las funciones de los literales, desde 2a) hasta
2e) se presentan a continuacion:

7 C5.1-EjercicioZa.ggh - m} X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A . _ b (ad
b Vista Algebraica |X | P Vista Grafica = X
Funcion f h
@ f(x) = —x+3 q il
2
@ S(x)=§’(—5 4
® h(x) = 4x?
H 3
. p(x) = _x?
1
“®q(x) = 5 X 2
2
1
Q
5 ) 3 2 1 /0 1 2 3 4 5 ] 8 9

-1

-2

-3

4 g

p

< > A
Entrada: +
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5.2 Practica en GeoGebra: desplazamientos verticales

Esta practica te ayudard a visualizar los desplazamientos verticales de funciones cuadrdticas utilizando
la herramienta Deslizador; un deslizador es una variable que toma valores determinados dentro de un
intervalo indicado.

Practica
1. Selecciona la herramienta Deslizador. Da clic sobre la Vista Grafica, te aparecera un cuadro de didlogo
para especificar el nombre del deslizador, el tipo (nimero, angulo o entero), el intervalo y el incremento.
Nombra al deslizador a, en el intervalo coloca el valor minimo—-10y el valor maximo 10, con un incremento

2. De forma similar crea otro deslizador, nédmbralo k y asignale las mismas
caracteristicas de a (intervalo e incremento). Coloca el cursor sobre el punto que
aparece en el deslizador, muévelo hasta que k tenga el valor de cero.

de 0.1; luego selecciona OK: ein o x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
T 1M i | =N -
2 AL M OJO] 4] o
Deslizador X » Vista Algebraica? [X | b Vista Grafica = X]
©Namero ~ Nombre flmero :
} la | A=
O Angulo J [ ¥ E—
OEntero O Aleatorio 4
a=2 —_—
—e— || = |Intervalo Deslizador Animacién L 4
Min: -10 Max: 10 \ Incremento: ‘0.1 2
§ 1
|O_K| Cancela |
- _ ~ -4 -3 =2 1 0 1 2 3 4 5 6
vt
Entrada: Q]
a=1
e ——
k=0
S S ——

3. Escribe en la barra de entrada f(x)=ax"2; en la Vista Algebraica aparecerd la funcion f(x) = 1x?y en la
Vista Grafica la pardbola correspondiente. Mueve el deslizador a, primero para valores positivos y luego
negativos; ¢ qué ocurre con la gréfica de f? Anota lo que observas en tu cuaderno.

4. Escribe en la barra de entrada g(x)=f(x)+k.

5. Para determinar el vértice de la grafica de g escribe en la barra de entrada extremo. Selecciona la opcién
Extremo(<Polinomio>); luego, en lugar de <Polinomio> escribe “y=g(x)”, aparecera en la Vista Algebraica
las coordenadas del vértice y en la Vista Grafica el punto.

Entrada: Extremo(y=g(x))

6. Mueve el deslizador k, primero para valores positivos y luego para negativos. ¢ Qué ocurre con la gréfica
y el vértice de la funcidn si k es positivo o si es negativo? Anota lo que observas en tu cuaderno.

Actividades
Ahora utilizards otra herramienta para construir la gréafica de la funcién f{x) = x> como se hizo en noveno

grado, es decir, a partir de puntos:

1. Abre una nueva ventana. Crea un deslizador y ndmbralo “n”, con intervalo de —5 a 5 e incremento de
0.001. Mueve el deslizador hasta que n tenga el valor de -5, aleja la Vista Grafica.

2. En la barra de entrada ingresa el punto “P=(n,n”2)". Luego da clic derecho sobre P y selecciona la opcién

“Rastro”.
3. Da clic derecho sobre “n” y selecciona “Animacién”. Anota lo que observas en tu cuaderno.
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5.2 Utiliza las herramientas de un software para visualizar los desplazamientos verticales de funciones
cuadraticas y la elaboracién de la parabola de f(x) = x? a partir de puntos.

Propésito

En esta clase se utiliza la herramienta Deslizador
del software GeoGebra para verificar la relacion
entre la grafica de f(x) = ax? y la de g(x) = f(x) + k.

Observe que, en la parte Actividades, la construccién
de la grafica de f(x) = x? se realiza utilizando la
herramienta Deslizador y la opcidon Animacién.

Solucién de problemas:
1. Se selecciona la herramienta Deslizador, luego clic sobre cualquier parte de la Vista Grafica:

© Cal-gercicozageb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

x, A >olo] <N «.

) Vista Aigebraica = [X|| b Vista Grafica
Numero

Deslizador x

- o x

Abrir sesion

#
X

® NUumero

O Angulo

Nombre

n

n=-5 >
——

O Entero O Aleaterio 3

Intervalo Deslizador Animacion

Min: -5 Max: 5 Incremento: 0.001 -t

OK Cancela

Entrada:

2. En la barra se escriben las coordenadas de P(n, n?). Luego, clic derecho sobre el punto P en la Vista Alge-
braica, y se selecciona la opcidon Rastro.

Punto P(-5, 25)
Coordenadas polares

Objeto visible

Etiqueta visible

NE

Entrada:{P:(n,n"Z) 1’_ > Rastro

| Renombra

& [

Borrar

..+ Propiedades ...

3. Clic derecho sobre el nimero n en la Vista Algebraica, y se selecciona la opciéon Animacion (para detenerla
se da nuevamente clic derecho sobre el nimero ny se desmarca la opcién Animacion).

o o o
Numero n Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
. . A A INRIB o e
Objeto visible Sl J( > ©, @. £ \ = P 2
A . . » Vista Algebraica? X | b Vista Grafica X
AA| Etiqueta visible —> Nimero
. .z ® n=343
Am_mac“?n Punto n2%43
Objeto fijo ® P=(3.43,11.79) -
4 Posicion absoluta en pantalla
. 14
|%b/ Renombra 2 B
// Borrar i A
. . 8
_.; Propiedades ...

Entrada:
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5.3 Practica en GeoGebra: desplazamientos horizontales

Con esta practica visualizards los desplazamientos horizontales, combinaciones de desplazamientos
horizontales, verticales y las gréficas de otras funciones que no son cuadraticas.

Practica
Desplazamientos horizontales:
1. Crea dos deslizadores, al primero ndmbralo a con intervalo de —10 a 10 e incremento 0.1, y al segundo
ndémbralo h y con las mismas caracteristicas de a (intervalo e incremento). Mueve el deslizador h hasta
que su valor sea igual a cero.

2. Crea las funciones “f(x)=ax"2" y “g(x)=f(x-h)” y encuentra el vértice de la grafica de g.
3. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego activa la animacién para el deslizador h,

équé ocurre con la gréfica y el vértice de g para valores positivos de h? ¢Y para valores negativos? Anota
los resultados en tu cuaderno.

€7 GeoGebra
Combinaciones de desplazamientos horizontales y verticales: Archivo Edita Vista Opciones Hi
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra, ve al ment “Archivo” y selecciona || | Nuevaventana  Ctri+N
“Nueva ventana”. Nuevo
= Abrir ... Ctrl+0
Recientes >

2. Crea tres deslizadores, ndmbralos a, hy k, y asignales las siguientes caracteristicas: intervalo de =10 a 10
e incremento de 0.1. Mueve los deslizadores h y k para que su valor sea cero.

3. Crea las funciones “f(x)=ax"2" y “g(x)=f(x-h)+k”. Encuentra ademas el vértice de la grafica de g.

4. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego mueve los deslizadores h y k en ese
orden y sin activar la animacion. Anota lo que le ocurre a la grafica y el vértice de g con respecto a f.

Graficas de otras funciones que no son cuadraticas:
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra.

2. Crea el deslizador m y asignale las siguientes caracteristicas: intervalo de —4 a 4 e incremento de 0.001;
mueve el deslizador para que su valor sea —4.

3. Crea el punto “P=(m,m”3)” y activale el rastro. Luego activa la animacion del deslizador m, écual es la
funcién cuya grafica se asemeja a la que se esta elaborando?

4. Crea el deslizador n con intervalo de 0 a 30 e incremento 0.001; muévelo para que su valor sea 0.

5. Crea el punto “Q=(n, sqrt(n))” y activale el rastro. Luego activa la animacion del deslizador n, écual es la
funcidn cuya grafica se asemeja a la que se esta elaborando? ¢ Para qué sirve el comando “sqrt”?

Actividades

1. Utiliza GeoGebra para comprobar si has elaborado correctamente las graficas de las funciones de los
problemas, desde la clase 2.1 hasta la clase 2.8.

2. Comprueba los resultados de las graficas de la clase 4.9, y los problemas 5y 6 de la clase 4.10.
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5.3 Utiliza las herramientas de un software para visualizar los desplazamientos horizontales de funciones
cuadraticas y la elaboracién de otras funciones a partir de puntos.

Propésito

En esta clase se utiliza la herramienta Deslizador En la parte Actividades, los estudiantes deben uti-
del software GeoGebra para verificar la relacion lizar lo visto en las practicas para verificar las solu-
entre la gréfica de f(x) = ax?y las de g(x) = flx — h) ciones de algunos problemas de la unidad.

y h(x) = flx — h) + k.

Solucién de problemas:

1. En la barra de entrada, las funciones se escriben de la siguiente forma:

Clase 2.1 (se colocaran diferentes letras para las funciones en cada literal):

a) f(x)=x+1 b) g(x)=-2x-3 c) h(x)=x"2+2 d) p(x)=-x"2-3
Clase 2.2:

a) f(x)=(x-2)"2 b) g(x)=-(x-1)"2 c) h(x)=2(x-2)"2 d) p(x)=-2(x-3)"2
Clase 2.3:

a) f(x)=(x+2)"2 b) g(x)=-(x+1)"2 c) h(x)=2(x+2)"2 d) p(x)=-2(x+3)"2
Clase 2.4:

a) f(x)=(x-2)"2+3 b) g(x)=-(x-1)"2+2 c) h(x)=2(x+2)"2-1 d) p(x)=-2(x+3)"2-4
Clase 2.5:

a) f(x)=(x+1)"2+2 b) g(x)=-(x+3)"2-3 c) h(x)=3(x-2)"2+1 d) p(x)=-3(x-4)"2-2
Clase 2.6 (se puede escribir la ecuacion de la funcion tal cual aparece en cada literal):

a) f(x)=x"2-4x b) g(x)=-x"2+2x c) h(x)=3x"2+6x

Clase 2.7:

a) f(x)=x"2+2x-2 b) g(x)=x"2+4x+5 c) h(x)=x"2-6x+7 d) p(x)=x"2-8x+18
Clase 2.8:

a) f(x)=-x"2+8x-13 b) g(x)=3x"2+12x+11 c) h(x)=2x"2-20x+44 d) p(x)=-1/2x"2+x+3/2

2. En la barra de entrada, las funciones se escriben de la siguiente forma:
Clase 4.9 (se colocaran diferentes letras para las funciones en cada literal):

1a) f(x)=4x"3 1b) g(x)=1/4x"3 1c) h(x)=-4x"3 1d) p(x)=-1/4x"3
2a) f(x)=(-2x)/(x-2) 2b) g(x)=(2x+3)/(x-1)

3a) f(x)=-3sqrt(x) 3b) g(x)=4sqrt(x) 3c) h(x)=sqgrt(-3x) 3d) p(x)=sqrt(4x)
Clase 4.10 (se colocardn diferentes letras para las funciones en cada literal):

5a) f(x)=x"3+1 5b) g(x)=(x-2)"3

6a) f(x)=-sqrt(-x) 6b) g(x)=sqrt(x)+1 6¢) h(x)=sqrt(-x)-3 6d) p(x)=sqrt(x-1)

@ Sugerencia metodoldgica
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Cada angulo mide 20°, trazando las alturas punteadas se cumple que
sen 10°

1 o __ o _
h = 5e0530° Y entonces sen 10° = x cos 20°, por lo tanto x = o5 20°
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