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Introduccion

Este documento es un material educativo llamado “Guia para Docentes”, que esta dirigido a los
docentes de matematica de Nicaragua, y tiene como objetivos:

» Brindar una propuesta de programacion anual estandar de ensefanza.

» Brindar sugerencias sobre el uso de los Libros de Texto y el tiempo de trabajo independiente
del estudiante.

* Mostrar la secuencialidad que existe entre los contenidos del curriculo de matematica en
Educacion Secundaria.

* Indicar los aspectos esenciales de cada clase (pre saberes, posibles errores, aspectos del
nuevo contenido en que se debe hacer énfasis, etc.).

* Promover el uso adecuado de la pizarra.
 Ofrecer los solucionarios de los ejercicios con sus procedimientos.
* Fomentar la evaluaciéon formativa a través de las pruebas de unidad.

La Guia para Docentes se elabor6 atendiendo al analisis de las observaciones de clase que se
realizo en los centros educativos de validacion, concluyendo que es importante:

» Tener claro el aprendizaje esperado en cada clase y la secuencialidad entre los contenidos
del curriculo.

* Hacer uso adecuado de la pizarra, escribiendo lo necesario para que el estudiante
comprenda.

+ Dar tiempo para que los estudiantes trabajen de forma independiente.

El Ministerio de Educacion (MINED) pone a disposicion de los docentes este recurso, considerando
que la implementacién del mismo y el uso del Libro de Texto, cambiara la experiencia de los
estudiantes al aprender matematica en la escuela, y promovera la creatividad en la busqueda de
soluciones y la argumentacién cuando se enfrenten a un problema. Para dicha implementacion
es necesario considerar algunos aspectos esenciales:

Ensefanza basada en el aprendizaje de los estudiantes. Para ensefiar matematica se deben
utilizar situaciones problematicas que despierten el interés de los estudiantes y los inviten a
reflexionar, a encontrar diferentes formas de resolver problemas y a argumentar sus respuestas.
En estas situaciones se deben considerar los conocimientos y habilidades que se pretenden
desarrollar.

Rol del estudiante en el aprendizaje. Los estudiantes deben utilizar los conocimientos previos
que le permitan reorganizar lo que ya sabe, y aplicarlos en una nueva situacién. Este proceso de
estudio se apoya mas en la reflexion del estudiante, que en la simple memorizacién tradicional.

Rol del docente en el aula. La accion del docente es un factor clave, porque es el encargado de
generar ambientes propicios para el aprendizaje e involucrarlos en actividades que permitan el
logro de los aprendizajes esperados. Ante esto, el verdadero desafio para los docentes consiste
en ayudar a sus estudiantes a analizar y socializar sus resultados.

Retos de los estudiantes y docentes en las clases de matematica. Cambio de actitud frente
a ideas diferentes sobre lo que significa ensefar y aprender matematica. No se trata de que
el docente busque las explicaciones mas sencillas y amenas, sino que ayude a formarles la
capacidad de pensar y aprender por si mismos, para que ellos sientan la satisfaccion de poder
resolver problemas.




Estructura del Libro de Texto para estudiantes

El Libro de Texto consta de introduccién y unidades. En la introduccion se detallan los momentos
del desarrollo de un contenido, los cuales son: problema de la clase, solucién del problema,
conclusion y ejercicios. En algunos contenidos, por sus caracteristicas, se han agregado ejemplos
después de la conclusién.

Cada unidad del Libro de Texto se ha estructurado por seccién, estas contienen una secuencia
de contenidos contemplados en la malla curricular de matematica para Educacion Secundaria.

.......................................

Representa
A

: el problema
tinicial, el cual se :
: debe leer y analizar
i identificando las
i condiciones que

i plantea y lo que se

: pregunta. /
: C Representala
: < solucion del :

: problema inicial
: explicada paso a

.......................................

......................................

: la conclusion

i de la clase, donde

: se propone el :
i esquema de solucién
i del problema :
tinicial, en algunos

i casos también se
i presentan conceptos:
: importantes usados
:en el problema.

.......................................

Seccion 2: Operaciones con expresiones algebraicas

Contenido 7: Simplificacion de expresiones algebraicas

P [ Simplifique la expresion algebraica 3(2x+6) +5(2x—1). ]

S

Se eliminan los paréntesis haciendo uso de la propiedad

distributiva: Propiedad Distributiva

a(b+c)=ab+ac

@)Jr@ﬂ =(3)(20)+(3)(6) +(5)(2x) +(5)(—1)
=6x+18+10x—5
=6x+10x+18—5
=16x+13

enen paréntesis: i

Para simplificar expresiones algebraicas qu
1. Se efectuan las multiplicaci indicadas usando la propiedad distributiva.
2. Se reducen térmios semejantes.

Ejemp/a Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

a) 4(3x+5)—2(x—8) b) 4(x—6)—3(—5x—7)
a) 4(3x+5)—2(x—8) = (4)(3x) +(4)(5) = (2)(x) = (2)(—8)
=12x+20—2x+16
=12x—2x+20+16
=10x+36

b) 4(x—6)—3(—5x—7) = (4)(x) +(4)(—6)—(3)(—5x) —(3)(~7)

=4x—24+15x+ 21
=4x+156x—24+21

Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

t

a) 4(6x+3)+5(2x—1) b) 6(x+4)+2(5x—7) c) 3(2x—7)+5(x—4)

d) 6(x+4)—2(5x+7) e) 2(8x—6)—4(x—2) f) 3x—1)—7(—2x+3)

7S

EJ'emp/o
iLos ejemplos
/: .
:que se presentan:
ison variantes del:
:problema inicial. :

................................

................................

‘T Representa
los ejercicios:
ipropuestos, es
‘importante que
—los estudiantes
ilos intenten
iresolver por si
‘mismos.

................................

En Comprobemos lo aprendido se presentan una serie de ejercicios representativos de contenidos
anteriores, el objetivo de estas clases es asegurar un tiempo de ejercitacion que permita afianzar los
conocimientos adquiridos y aclarar cualquier duda que puedan tener de los contenidos estudiados.

En algunos grados hay un contenido denominado / Pesafio | en el que se presentan casos
especiales o contenidos mas complejos. El desafio se puede tratar en su clase si tiene suficiente
horas de clase y sus estudiantes tienen una buena capacidad para entenderlo. De lo contrario, es
mejor omitir este contenido para dedicar mas tiempo a los contenidos basicos.




Estructura de la Guia para Docentes

1. Propuesta de programacion anual de 11mo grado

Semestre Mes Unidad (Horas) Pag. del LT Seccion
1. Sucesiones Sucesiones, notacion
Febrero : ’ y
(29 HIC) término general
1~28 . Sucesiones aritméticas
Marzo . Sucesiones geométricas
. Notacion de sumatoria
Abril
I
Abril I
2. Potenciacién L L
) . Potenciacion y radicacion
y funciones 29 ~ 50
Exponenciales . .
. Funciones exponenciales
(23 H/C)
Mayo
Mayo
3. Logaritmoy . Logaritmo
Funciones
Y 51 ~68
Junio Logaritmicas . Funciones logaritmicas
(18 H/C)
Juli
uto . Punto y segmento
4. Geometria Analitica - . Larecta
(27 H/IC) 69 ~96
Agosto . La circunferencia
Septiembre
Septiembre La parabola
Il 5. Cobnicas N La elipse
(21 HIC) 97 ~ 116 p
La hipérbol
Octubre a hipérbola
Octubre
6. Técnicas de Conteo Técnicas de conteo
y Probabilidades 117 ~ 143

Noviembre

(22 HIC)

Probabilidades




2. Elementos de una pagina de la Guia para Docentes

: Aprendizajes esperados: \
:Es el elemento que define lo:
i que se espera que logren los:
§estudiantes en cada clase,§
i expresadoenforma concreta,

:precisa y visualizable :
. .
.....................................................
....................................................

i Secuencia: :
i Se indican los conocimientos:
iprevios que el estudiante:
§posee para la comprensi()n§
idel nuevo contenido y la:
irelacion con  contenidos:
i posteriores. :

.
.....................................................

....................................................

: Puntos esenciales: :
:Se orienta sobre:
: procedimientos o conceptos§
§en los que se debe enfatizar,§
iasi como las posibles:
i dificultades y errores que§

i podrian presentarse. /
: Pagina del Libro de Texto: :
§Tiene como proposito ubicar§
iy relacionar el contenido de:
:aprendizaje con el proceso§
ide la clase. :

....................................................

ER
\ Simplificacion de expresiones algebraicas

Aprendizajes esperados

Seccién 2: Operaciones con expresiones algebraicas

7: Simpli

ion de

Aplica la simplificacion de expresiones
algebraicas en la solucion de ejercicios.

w1y 9

[ Simplifique la expresion algebraica 3(2x+6)+5(2x—1).

= Secuencia:
Estudiadas las operaciones basicas con
expresiones algebraicas, en esta clase se

distributiva:

AN AN

Se eliminan los paréntesis haciendo uso de la propiedad

1)=(3)(20)+(

Propiedad distributiva
a(b+c)=ab+ac

-1)

estudia la simplificacién de expresiones

C

. . . x =6x+18+10x—5
algebraicas como consolidacion de los =6x+10x+18—5
contenidos anteriores. =16x+13

= Puntos esenciales:

Recordar como:

v~ Se multiplica un nimero por una expresion
algebraica.

v Se simplifican términos semejantes. a) 4(3x+5)—2(x—8)

Tener presente la ley de los signos para la
multiplicacion.

t

Para simplificar expresiones algebraicas que contienen paréntesis:
1. Se efectiian las multiplicaciones indicadas usando la propiedad distributiva.
2. Se reducen términos semejantes.

)

Ejemplo) Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

b) 4(x—6)—3(—5x—7)

a) 4(3x+5)—2(x—8) = (4)(3x)+(4)(5) — ((x) - (2)(—8)
=12x+20—2x+16
=12x—2x+20+16
=10x+36

b) 4(x—6)—3(—5x—7) = (4)(x)+(4)(—6) — (3)(—5x)~(3)(~7)

=d4x—24+15x+21
=dx+15x—24+21
=18x—3

a) 4(6x+3)+5(2x—1)

d) 6(x+4)—2(5x+7)

Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada

b) 6(x+4)+2(5x—7) ©) 3(2x—7)+5(x—4)

) 2(8x—6)—4(x—2) f) 3x—1)=7(-2x+3)

s

C7/Simplificacion de expresiones algebraicas
Simplifique 3(2x + 6) + 5(2x — 1).

Propiedad distributiva
@ a(b+c) =ab+ac
3(2x+6) +52x—1) = (3)(2x) + (3)(6) + (5)(2x) + (5)(—1)

=6x+18+10x -5
=6x+10x+18-5
=16x +13

1. Multiplicar usando la propiedad distributiva.

2. Reducir términos semejantes.

@ Simplifique:

a) 4(3x +5)—2(x—8)
= Ex) +(H(S) - () - (2)(-8)

a)

b)

0

=12x+20—2x + 16
=12x—2x+20+ 16
=10x +36
b) 4(x—6)—3(=5x—7)
=B + H(=6) - 3)(=5x) - 3)(=7)
=4x—24+15x+21
=4x+15x— 24+ 21
=19x -3
.‘ )

@ Simplifique:

4(6x +3) +5(2x — 1)

= ®)(6x) + (D(3) + (5)(2x) + (5)(-1)
=24x+12+10x—5

=34x+7

6(x+4)+2(5x—7)

= (6)(x) + (6)(®) + (2)(5x) + (2)(=7)
=6x + 24+ 10x — 14
=6x+ 10x + 24 — 14

=16x + 10

32x—=7)+5(x—4)

=@)2x) + B)(=7) + (5)(x) + (5)(—4)
=6x—21+5x—-20

=11x —41

060 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0scsssscssssssoss

:Plan de Pizarra

§En la pizarra se presenta de forma ordenada el problema de la clase, el proceso de solucién, la
: conclusion central de la clase derivada del problema central y la indicacion del item de evaluacion,
icon su correspondiente solucién. En algunas clases se presenta un ejemplo después de la
i conclusion y previo al item de evaluacion. Este tiene como propésito consolidar el aprendizaje
:0 ampliar el contenido en desarrollo. Lo que se plasma en la pizarra permitira a los estudiantes
§Ilevar un registro ordenado de sus apuntes para estudiarlos posteriormente.

.
........................................................................................................................................................................ .




3. Prueba de cada Unidad

Se presenta una propuesta de la prueba por unidad para evaluar el nivel de comprension de los
estudiantes. Los docentes deben orientar con anticipacion la fecha de aplicacién de la prueba
de la unidad a los estudiantes para que ellos repasen y consoliden lo que aprendieron en la
unidad. Si el rendimiento es bajo en algunos problemas, los docentes deben tomar medidas para
mejorarlo y a la vez asegurar que este bajo rendimiento no obstaculice el siguiente aprendizaje.

De esta manera, los docentes pueden utilizar esta prueba para discusidén sobre los resultados
obtenidos y posibles estrategias didacticas a implementar con sus colegas de la misma institucién
o en los Encuentros Pedagdgicos de Interaprendizaje (EPI).

* Vea “1. Uso de las pruebas de unidad” en la pagina X, para una descripcion mas detallada
sobre la evaluacion.

4. Solucionarios

Se presentan las soluciones de los ejercicios del Libro de Texto de acuerdo a la unidad, seccion
y contenido. En este se muestran mas detalles en el proceso de solucién que los brindados en el
solucionario del Libro de Texto.

—— Orientaciones metodolégicas para el mejoramiento de —
los aprendizajes del area de Matematica

Ensefiar matematica en base a actividades de aprendizaje que desarrollen en los estudiantes
formas de pensar y que permitan formular conjeturas y procedimientos para resolver problemas,
argumentando sus resultados, significa que ellos deben:

(1) Leer y analizar los enunciados del problema.
(2) Pensar por si mismos la solucién al problema.
(3) Expresar sus soluciones.

(4) Comparar sus ideas unos con otros.

(5) Comprender las ideas de los demas.

(6) Aprender unos de otros.




Recomendaciones para el desarrollo de una clase ——
segun los momentos P, S, C, EJ, E

Para lograr los aprendizajes esperados de una clase, se debe tener en cuenta que el centro del
proceso de aprendizaje es el estudiante, por lo que deben participar de forma activa en cada
momento de la clase. En este proceso, el rol principal del docente es asistir en su aprendizaje
a los estudiantes. A continuacion, se presentan algunas recomendaciones a considerar en los

diferentes momentos de la clase:

Momentos
de la clase

Actividades del Docente

Actividades del Estudiante

®

Indicar que lean el problema.

Escribir el problema en la pizarra,
mientras los estudiantes leen.

Indicar a los estudiantes que copien el
problema en su cuaderno.

Explicar el problema de forma clara, si
es necesario.

Leer el problema.

Escribir el problema en su cuaderno.

Comprender el problema.

Orientar que resuelvan el problema en
su cuaderno. No dar mucho tiempo si
los estudiantes no muestran posibles
respuestas al problema planteado.

Monitorear el avance de los
estudiantes identificando soluciones
interesantes, errores, etc., mientras
se recorre el salon de clase.

Indicar a los estudiantes que atiendan
a las explicaciones que hara.

Explicar la solucion del texto en la
pizarra, cuando todos los estudiantes
estén poniendo atencion.

Indicar a los estudiantes que copien la
solucion en su cuaderno y revisar que
lo hagan.

Intentar dar solucién al problema,
escribiendo sus apuntes en el
cuaderno.

Hacer silencio y poner atencion al
docente.

Observar la explicacion del docente y
hacer preguntas si es necesario.

Escribir la soluciéon en su cuaderno.




Momentos
de la clase

Actividades del Docente

Actividades del Estudiante

©

Orientar lectura de la conclusion.

Explicar la conclusion a partir del
proceso de solucion del problema.

Leer la conclusion planteada en el
Libro de Texto.

Relacionar la conclusion con el
proceso de solucion del problema.

Anotar la conclusion en su cuaderno.

(&)

(En el
caso de
presentarse
un ejemplo)

Indicar que lean el ejemplo.

Indicar que copien el ejemplo en su
cuaderno.

Explicar el ejemplo, haciendo hincapié
en la aplicacidn de la conclusion.

Analizar la solucion del ejemplo, de
forma conjunta con el docente.

Aplicar la conclusion en la solucidn
del ejemplo.

®

Orientar el o los ejercicios a ser
resueltos.

Asignar tiempo prudencial para que los
estudiantes resuelvan los ejercicios.

Recorrer el salobn mientras los
estudiantes resuelven el item.

Monitorear  cuantos  estudiantes
resuelven al menos el primer ejercicio
propuesto.

Si hay muchos estudiantes que no
han resuelto el item de evaluacion,
explicar este en la pizarra sin esperar
mucho tiempo y dar la oportunidad de
resolver el siguiente item.

Brindar oportunidad de que algunos
estudiantes expliquen la solucion de
al menos el primer ejercicio.

Revisar y explicar el procedimiento y
respuesta en la pizarra.

Resolver de forma individual cada

ejercicio.

Aplicar la conclusién aprendida.

Si termina todos los ejercicios
propuestos, brindar apoyo a aquellos
qgue no han concluido.

Socializar la solucion de ejercicios.




Puntos importantes a considerar en la
facilitacion del aprendizaje

a) Usar adecuadamente el tiempo

Alcanzar el aprendizaje esperado no es una tarea sencilla, por lo que, a continuacion, se
sugieren algunas técnicas para asegurar el aprendizaje en el tiempo establecido:

» Ubicacion de los pupitres de los estudiantes en filas, todos los estudiantes dirigidos hacia la
pizarra.

» Disposicion del LT antes de iniciar la clase: orientar a los estudiantes tener preparados los
recursos o materiales antes del inicio de la clase.

» Tiempo a dedicar para el recordatorio o repaso: Si se destina mas de 3 minutos en la parte
inicial donde se recuerdan los presaberes, en la mayoria de los casos se produce un desfase
que afectara las clases posteriores.

b) Evaluar y brindar orientaciéon necesaria desplazandose en el aula

Mientras los estudiantes resuelven el problema o el item de evaluacién, el docente debe
desplazarse en el aula para evaluar el nivel de comprension del contenido, revisando el trabajo
de los estudiantes y observando si han comprendido el enunciado.

c) Dar explicaciones claras a los estudiantes

Las instrucciones y explicaciones a los estudiantes deben ser claras y concretas, en este sentido
es importante hablar cuando se capte la atencion de los estudiantes. Para captar la atencion
el docente debe llamar a los estudiantes con frases como “Miren a la pizarra”, “Atencién por
favor”, entre otras. En caso de que en el aula persista la indisciplina, el docente puede dejar de

explicar o bajar el volumen de la voz.

Es importante durante la explicacion observar a los estudiantes para suponer su nivel de
comprension, esto significa que en ocasiones es necesario repetir la explicacion cambiando
expresiones, hablar mas despacio, invitar a estudiantes para que expliquen con sus palabras,
etc.

d) Aprovechar el rendimiento de los estudiantes que resuelven rapido los ejercicios

Para aprovechar el rendimiento de los estudiantes que resuelven los ejercicios mas rapido,
el docente puede establecer el siguiente compromiso: cuando terminen todos los problemas
y los hayan revisado, entonces ellos pueden orientar a los demas companeros. Asi mismo, el
docente puede preparar otra serie de problemas para la fijacién del contenido u otro tipo de
problemas que tienen caracter de desafio.

e) Revisar los cuadernos de apunte

Sino se brinda un monitoreo continuo sobre el uso del cuaderno, eventualmente se puede utilizar
de manera desordenada, por lo que es necesario que se revise periodicamente, de modo que
los estudiantes sientan que estan siendo monitoreados. Y también es recomendable chequear
cuadernos de los estudiantes durante la etapa de ejercicio para animar a los estudiantes
(marcar v, firmar o sellar)

VI




f) Formar el habito de estudio en el hogar

Formar el habito de estudio de los estudiantes en el hogar es tarea no solamente del docente, sino
también de los padres de familia y no es nada facil. Por lo que, al inicio, se podria formar el habito
de estudio a través de la asignacion de tareas y orientar que estas se revisaran periodicamente.

g) Usar adecuadamente la pizarra

La pizarra tiene la funcion de un cuaderno comun entre el docente y los estudiantes, por lo cual
debe ordenarse el desarrollo del aprendizaje del contenido en ella. En esta Guia se propone utilizar
la siguiente estructura en la pizarra, de acuerdo con el proceso de aprendizaje de matematica
establecido en este mismo documento:

:Se escribe el problema: :Se resuelve, como minimo, el primero

:inicial de forma resumida. : :de cada serie de ejercicios propuestos. :

............................................................................ e

C7: Simplificacion de expresiones algebraicas @ Simolifi .
implifique:
:Se presenta Simplifique 3(2x + 6) + 5(2x — 1).

‘la solucion Propiedad distributiva a) 4(6x +3) + 5(2x — 1)
: —( ) ath+0) = ab +ac = (#)(6x) + (H(3) + (5)(2x) + (5)(—1)
;del : ?5\6 52x-1) = @)@ 3)(6) + (5)(2 5)(-1 =24x+12+410x =5
provloma Aol cpeigosomecn 2D
fi’é*j‘;’;“B‘S b) 6(x +4) + 2(5x — 7)
:Se : e = (6)(x) + (6)(4) + (2)(5x) + (2)(=7)
: ,—n@ 1. Multiplicar usando la propiedad distributiva. =6x+ 24+ 10x — 14
gestablece : 2. Reducir términos semejantes. = 6x + 10x + 24 — 14
: : =16x + 10
Een forr_na : @ Simplifique: *
sresumlda la a) 4(3x+5)—2(x—8) c) 3(2x —7) + 5(x — 4)
:conclusion = gmx) + (W6 -~ @)~ @(8) = (3)(2x) + B)(=7) + (5)(x) + (5)(—4)
: . : =12x+20—2x+16 =6x —21+5x—20
:a partir : =12x —2x + 20 + 16 =11x — 41
: de | : =10x + 36
e a_, : b) 4(x—6)—3(~5x —7)
:solucion del : = @) + @)(=6) — 3)(=5%) — B)(=7)
Sproblema. : =4x — 24 + 15x + 21
eeeeeeeccecetennnnne : =4x +15x — 24 +21
=19x -3

En este documento se propone el uso de la pizarra de forma ordenada:

* En caso de que el problema sea de enunciado extenso, se debe escribir un resumen
comprensible de dicho enunciado.

» En el proceso de solucién no debe repetirse cada palabra de la solucion planteada en el Libro
de Texto, pero si debe escribirse cada paso imprescindible del proceso.

* La conclusion también puede mostrarse de forma resumida (cuando esta es extensa).

 Debe brindarse espacio suficiente para resolver al menos el primero de cada serie de ejercicios
propuestos.

+ Si no puede seguir escribiendo en la pizarra debido a su pequefo tamano, puede borrar los
contenidos que los estudiantes ya han terminado de copiar y escribir la continuacién. Debe
procurarse dividir la pizarra en dos columnas con el mismo espacio en cada una.




1.

Uso de las Pruebas de Unidad

Propuesta sobre el uso de las Pruebas de Unidad

El propésito de esta propuesta es sugerir el uso efectivo de las pruebas de unidad que estan
incluidas en los Libros de Texto y Guias para Docentes desarrolladas por NICAMATE, y cémo
estas podrian usarse para evaluar a los estudiantes en la asignatura de Matematica.

Se espera que las pruebas se realicen después de terminar cada unidad del Libro de Texto para
que los docentes puedan conocer el alcance de los aprendizajes esperados en los contenidos
de la unidad y, lo que es mas importante, darles retroalimentacion. En este sentido, el enfoque
principal de las pruebas de unidad es brindar a los docentes una herramienta para administrar
y mejorar efectivamente el aprendizaje de sus estudiantes. Dado que las pruebas se insertan
en la parte de anexo al final de los Libros de Texto, los docentes podrian preguntarse si los
estudiantes pueden ver las pruebas con anticipacion y esto arruinaria el propdsito de las
pruebas. Sin embargo, las pruebas se incorporan en los Libros de Texto basandose en la idea
de que estas contribuiran a mejorar el aprendizaje de los estudiantes siempre que las pruebas
los alienten a estudiar y prepararse.

Las pruebas, ademas de eso, también podrian usarse para evaluar el desempefo de los
estudiantes. Se espera que un sistema de evaluacion eficaz, junto con los nuevos Libros de
Texto y Guias para Docentes, contribuyan a mejorar aun mas el aprendizaje de los estudiantes
en matematica. Es en este contexto que, siguiendo la solicitud del MINED, el Proyecto
NICAMATE sugiere 2 opciones sobre el uso de las pruebas individuales para la evaluacion.
Al hacer esta sugerencia, el Proyecto consider6 el “Manual de Planeamiento Didactico y
Evaluacion de los Aprendizajes en Educacion Secundaria” escrito por el MINED.

Opciones sobre el uso de las Pruebas de Unidad para evaluaciéon
(1) Opcidn 1
Total: 100 Puntos
Pruebas de Unidades (PU): 50 Puntos
Prueba Escrita o Trabajo Escrito Durante el Corte de Evaluacién: 50 Puntos

Tabla de Ejemplo para la Opcién 1 en Caso de 7mo Grado

No.

Nombre

Prueba de Unidad

(20 Puntos para Cada Unidad)

U1

U2

U3 | U4 | US

U6

u7

Total de PU
Acumulado
(140
Puntos)

[A] Puntos
de PU
Ajustados
(50
Puntos)*

[B] Prueba
Escrita o
Trabajo
Escrito
(50 Puntos)

Valoracion
Cuantitativa
(100
Puntos)
A+B

Valoracion
Cualitativa

Maria

10

5

10| 8 | 14

13

10

70

25

40

65

AE

Juan

18

16

20 | 15| 12

16

20

117

42

40

82

AS

* [A] Puntos de PU Ajustados (50 Puntos) = Total de PU Acumulado % 50/140

La primera opcion es tener dos criterios principales para la evaluacion, las pruebas de unidad
(50 puntos) y Prueba o Trabajo Escrito Durante el Corte de Evaluacion (50 puntos). Los puntos
asignados a cada criterio podrian ajustarse teniendo en cuenta la situacion de cada centro
educativo. La tabla anterior toma el caso del 7mo grado como ejemplo y, por lo tanto, tiene 7
pruebas de unidad, cada una de las cuales toma hasta 20 puntos. El total de puntos de las
pruebas acumuladas, en este caso maximo 140 puntos, debe ajustarse a unos 50 puntos. La
férmula para este ajuste sera Puntos de PU Ajustados = Total de PU Acumulado x 50/140.



La suma de la Evaluacion de Puntos de PU Ajustados y Prueba o Trabajo Escrito Durante el
Corte sera la marca cuantitativa final para los estudiantes. La calificacién cualitativa se otorga
en base a la marca cuantitativa. Los criterios para el grado cualitativo en el ejemplo son los
mismos que en el manual:

Aprendizaje Avanzado (AA): 90-100 puntos

Aprendizaje Satisfactorio (AS): 76-89 puntos

Aprendizaje Elemental (AE): 60-75 puntos

Aprendizaje Inicial (Al): Menos de 60.

También es posible asignar menos puntos a las pruebas de unidad para la evaluacion. Es
importante que al revisar las pruebas se dé retroalimentacion en la solucién de los ejercicios
en lo que los estudiantes cometieron errores. Después de recibir los comentarios, los

estudiantes pueden volver a realizar los ejercicios en los que fallaron. Es en este proceso
donde los estudiantes aprenden matematicas cada vez mejor.

(2) Opcidn 2

Total: 100 Puntos

Pruebas de Unidades: 30 Puntos

Evaluacion de Actitud: 30 Puntos

Prueba o Trabajo Escrito Durante Corte Evaluacién: 40 Puntos

Tabla de Ejemplo para Opcion 2 en Caso de 7mo Grado

Evaluacion de Actitud
Pruebas de Unidad (20 Puntos para Cada Unidad) (10 Puntos para Cada
Indicador)
Total d [A] [B] [C] Valoraciéon | Valoracion
No. [ Nombre OF?U e Puntos Total de Prueba | Cuantitativa | Cualitativa
Acurmu- de PU EA Escrita o (100
Ut |u2|us|us|us|us|ur? ‘I’“d“ Ajusta- | EA| EA| EA | Acumu- | Trabajo Puntos)
?48 dos 112]3 lado Escrito A+B+C
P( t (30 (30 Pun- (50
untos) Puntos)* tos) Puntos)
1 Maria 10| 5 | 10| 8 [ 14 ] 13 | 10 70 15 10| 9 8 27 30 72 AE
2 | Juan 18|16 |10 | 8 [ 12 ] 16 | 10 90 19 2 1 2 5 40 64 AE

* [A] Puntos de PU Ajustados (30 Puntos) = Total de PU Acumulado x 30/140

En esta opcidén, ademas de la evaluacion mediante pruebas o trabajos escritos durante el
corte, los docentes también deben considerar los resultados de las pruebas de unidad y
las actitudes de los estudiantes hacia el aprendizaje de la matematica. Si bien los docentes
podrian seleccionar los indicadores para evaluar las actitudes de los estudiantes, el Proyecto
sugiere que se incluyan los siguientes indicadores:

* Entrega de tareas » Trabaja en el aula de clases
* Puntualidad  Atiende las explicaciones del docente
* Asistencia

La ventaja de la Opcion 2 es que, como lo muestra el ejemplo en la tabla, incluso si un
estudiante no pudo obtener una buena calificacion en las pruebas de unidad y en las pruebas
o trabajos escritos durante el corte, puede obtener una buena calificacion, siempre y cuando
demuestre una buena actitud hacia el estudio de la matematica. Esto requiere que los
docentes observen cuidadosamente a cada estudiante.

* Si el MINED emite una nueva instruccion sobre la evaluacion, deben sequirla.




Unidad 1

Sucesiones

Seccioén 1 : Sucesiones, notacion y término
. general

Seccidn 2 : Sucesiones aritméticas

Seccion 3 | Sucesiones geométricas

Seccion 4 i Notacion de sumatoria



Uidad 1: Sucesiones

Aprendizajes esperados

Determina términos de una sucesion dada.

= Secuencia:

Desde primaria los estudiantes se han puesto
en contacto con el orden establecido en
cada conjunto numérico a medida que estos
han sido estudiados, ellos deben recordar
el orden que se establecié en los niumeros
naturales para facilitar el aprendizaje del
concepto de sucesion y el nombramiento de
sus términos.

= Puntos esenciales:

Reconocer patrones o regularidades para
completar secuencias de numeros.

Destacar que la definicion de sucesion
establece implicitamente una correspondencia
entre los numeros naturales y los términos de
una sucesion, de ahi que estos se nombren
utilizando el orden establecido en los numeros
naturales.

Nombrar correctamente cada término de
acuerdo con la posicion que ocupe en la
sucesion.

Insistir en la diferenciacion de la posicion de
un término y el valor del mismo.

U1: Sucesiones

S1: Sucesiones, notacion y término general

C1: Concepto de sucesion
@ Complete los espacios en blanco:

2, 4 6 8, 10, 12,

P

U ) ~y 14’, 16,
A AN AN AN AU AN AN 4

Seccion 1: Sucesiones, notacion y término general

Contenido 1: Concepto de sucesion

Complete los espacios en blanco

2,4, _, 8,10,

14,16, ...

Se observa que cada numero en la secuencia, excepto el primero, se obtiene sumando 2 al

anterior, es decir:

2, 4, _, 8 10, _, 14,16, ..
N AN A\ A A A A
F2 +2 +2 T2 +2 +2 2

Por tanto, la secuencia es 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ...

Una sucesion es una secuencia de numeros ordenados de la forma a,, a,, a,, ..., @
A cada uno de estos se les llama términos de la sucesion.

Término Se lee En la sucesion se le llama
a, asub1 Primer término
a, asub 2 Segundo término
a, asub3 Tercer término
a, asubn n-ésimo término o término general
Para la sucesion anterior se tiene
a,=2,
a,=4,
a,=6,
a4=.8,

e

Complete los espacios en blanco.

a) 3,6, ,12,15_ 21, .. b) 5, ,15,20, 30,35, _ ..
c)1,_ .57 11,13, .. d =1, —~1,1__1,-1,__,

1 11
ORI S f)1,2,4,__ 11,16,

En la sucesién anterior
a1=2, a2:4, a3=6, a4=8,...

@ Complete los espacios en blanco.

a)3, 6 9, 12, 15,

NN

18, 21, ...
NS A A A 4

+2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +3 +3 +3 +3 +3 +3

L . . b) 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,...
Una sucesion es una secuencia de numeros A A\~ A_A
ordenados de la forma a4, a,, as, ..., a,, .- +5 45 45 45 +5 +5 +5
Término Selee En la sucesion c)1, 3, 5 7,9, 11, 13, 15, ...
se le llama d -1, 1, -1, 1, =1, 1, -1, 1,
a, asub1 Primertérmino L L1 4
a, asub2 Segundo término e L 2 3 o 3 o
as asub 3 Tercer término fy 1, 2, 4, 7, 11, 16, 22
a, asubn n-ésimo término

o término general




Contenido 2: Término general de una sucesion y su aplicacion

P [ Deduzca una férmula para el término general de la sucesion 3, 6, 9, 12, 15, ...

S

EjemFIO

$

C2: Término general de una sucesion y su aplicacion

®
®

@O

Se identifica cada término de la sucesion dada

a,=3, a,=6, a,=9, a,=12, a;=15,
Se expresa cada término en funcién de la posicién correspondiente que ocupa en la sucesion,
asi

Es decir, el término general es @, = 3n.

Para determinar el término general de una sucesion dada se debe establecer una relacion
entre cada término y su posicion correspondiente en la sucesion. Este se denota por a,.

Deduzca una férmula para el término general de cada una de las sucesiones.

a)2,4,6,8,10, ... b) 5, 10, 15, 20, 25, ... c) 1,2,3,4,5,...

Dada la sucesion con término general @,=5n—1.

a) Calcule los primeros 5 términos de la sucesion b) Encuentre a,,

a) Para obtener los primeros 5 términos de la sucesion, se hace n=1, 2,3,4,5en la
férmula del término general, asi

a,=(5)(1)—1=4 a,=(5)2)—1=9
a,=54)—1=19 a;=(5)(5)—1=24

Por tanto, la sucesion es 4, 9, 14, 19, 24, ...

a,=(5)3)—1=14

b) En este caso n=10, asique a,,=(5)(10)—1=49.

Por tanto, a,,=49.

Calcule los primeros 5 términos y a,; de las sucesiones que tienen el término general

a) a,=2n+1 b) a,=3n—2 c) a,=n’

Deduzca una férmula para el término general de la
sucesion 3, 6, 9, 12, 15,

a;=3)1) =3
a; =(3)(2) =6
a3 =(3)(3)=9

a, = (3)(4) = 12
as = (3)(5) = 15

an - 3)(n) = 3n.
Leer en el libro de texto.

Deduzca el término general de las sucesiones:

a)2,4,6,8, ... b) 5, 10, 15, 20, ...
a=@2)1) =2 a;=06B)1) =5
a; = (2)(2) =4 a; = (5)(2) =10
a3 =(2)(3) =6 a3 =(5)(3) =15
a, =(2)(4) =8 a, =(5)(4) =20

G =@M =21 a,=()n) =5n

Secciodn 1: Sucesiones, notacion y término general

Aprendizajes esperados
Determina y utiliza el término general
para encontrar cualquier término de una
sucesion.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudio la definicion
de sucesion y se nombraron algunos de sus
términos. Ahora nos interesa determinar el
llamado n-ésimo término o término general
(a,) que nos servira como término genérico
de una sucesion.

= Puntos esenciales:

Determinar el término general de una
sucesion (en el caso que sea posible) se
hace en el sentido de deducir una féormula
para dicho término, la cual se obtendra
expresando cada término en funcion de la
posicion correspondiente que ocupa en la
sucesion.

El hecho de deducir una férmula para el
término general de una sucesion facilita la
obtencion de cualquiera de sus términos, ya
que esto solo conlleva a sustituir el valor que
toma n en la expresion para a, y efectuar las
operaciones indicadas.

Recordar el orden de aplicacion de las
operaciones para el calculo correcto de un
término a partir de la expresion de a,.

@ Dada la sucesién con término general

a, =5n—1.

a) Calcule los primeros 5 términos.

a;=(G)(1)—1=4
a=05)2)—1=9

as=()(3)—1=14
a,=(5)4)—1=19
as=(5)(5)—1=24

b) Encuentre ay.

a0 = (5)(10) — 1 = 49

@ Calcule los primeros 5 términos y a,, sabiendo que:
a)a,=2n+1
a;=2)(1)+1=3
a, =2)2)+1=5
a;=2)3)+1=7
a,=2)4)+1=9
as=(2)5)+1=11
a0 =(2)(10)+1 =21

b) a,=3n-2
a=03)1)-2=1
a,=03)2)-2=4
as=3)3)-2=7
a,=(3)(4)—2=10
as = (3)(5)—2=13
a = (3)(10) — 2 = 28




Uidad 1: Sucesiones

Aprendizajes esperados

Determina la diferencia comun en sucesio-
nes aritméticas.

= Secuencia:

En la seccion anterior los estudiantes se
familiarizaron con el concepto de sucesion,
la notacién utilizada para identificar sus
términos y el proceso de determinar su
término general (a,).

Aqui comienza una clasificacién de las
sucesiones segun la manera en que se
obtiene un término a partir de su anterior
inmediato. En esta clase se estudian las
sucesiones aritméticas.

= Puntos esenciales:
Destacar el hecho de que en algunas
sucesiones es posible determinar cada
término sumandole al anterior inmediato una
cantidad constante. Estas son las llamadas
sucesiones aritméticas.

Para determinar la diferencia comun en
una sucesion aritmética se debe identificar
la cantidad constante que se suma a cada
término para obtener el siguiente. También se
puede obtener si se toma cualquier término
distinto del primero y se le resta su anterior
inmediato notando que tales diferencias dan
el mismo resultado.

S2: Sucesiones aritméticas
C1: Sucesion aritmética

@ Complete el espacio en blanco

Seccidn 2: Sucesiones aritméticas

Contenido 1: Sucesion aritmética

P [Complete el espacio en blanco 1, 4, 7, 10, s e ]

Cada término de la sucesion después del primero se obtiene de la siguiente manera:

1,4, 7,10, _
(T A A A 7
+3 43 +3 +3

Es decir, un término de la sucesién queda determinado sumando tres a su inmediato anterior.

Ademas, cada término se identifica asi:
a1 =

a,=4

La sucesion que resulta es 1, 4, 7, 10, 13, ... A este tipo de sucesion se le llama sucesion
aritmética.

C

Una sucesion en la que cada término después del primero se obtiene sumandole al anterior
inmediato una cantidad constante se llama sucesién aritmética. Esta cantidad constante
recibe el nombre de diferencia comin y la denotaremos con la letra d.

E_jemp/o ¢,Cual es la diferencia comun en la sucesion dada en el problema?
En la sucesion dada en el problema la diferencia comin d es 3, que también se obtiene a
partir de
d=a,—a,=4—1=3
d=a,—a,=7—4=3
d=a,—a,=10-7=3

t

Dadas las siguientes sucesiones aritméticas, encuentre d y complete los espacios en blanco:

a) 5,7,9, 11, b) 7,10, 13, ,
c) 6,4, .0, d) —1,-2, =3, =5,
e) 10, , 4,2, f) , 5,10, ,

@ Encuentre d y complete los espacios en
blanco.
a)5, 7, 9, 11, 13, ... d=2
a,—a;= 7—5=2

@ 1, 4, 7, 10, 13, az—a;= 9-7 =2
N AN AN A a,—a;=11-9 =2
+3 +3 +3 +3 as—a,=13-11=2

@ Una sucesion en la que cada término se obtiene b)7, 10, 13, 16, 19, ... d=3
sumandole al anterior inmediato una cantidad a,—a;=10—7 =3
constante se llama sucesion aritmética. Esta a;—a, =13-10=3
cantidad constante recibe el nombre de diferencia a,—az;=16—13=3
comun d. as—a,=19-16=3

@ ¢ Cual es la diferencia comun en la sucesion

dada en el problema?
a—a,= 4-1=3
a;—a,= 7—4=3
a,—az;=10—-7=3.

c)6, 4, 2, 0, =2, ... d=—2
d)—1, =2, =3, —4, —5, =6, d=-1
e)10, 8, 6, 4, 2, 0, d=—2
f) 0, 5, 10, 15, 20, d=5




Seccion 2: Sucesiones aritméticas

Contenido 2: Término general de una sucesion aritmética Aprendizajes esperados
P Dada la sucesion aritmética 2, 6, 10, 14, ... . . .
a) Encuentre a, y d. Determina el término general de una
S b) Determine a, sucesion aritmética.

a) En esta sucesion aritmética, @, =2y la diferencia comun d se obtiene haciendo

a,—a, = 6-2=4 a,—a,= 10—6=4 a,—a,=14—10=4 = Secuencia:
Luego, la diferencia coman es d=4. En la clase anterior se estudié la definiciéon
b) En este caso, de sucesion aritmética y el proceso para
a, =2 =2+(1-1)(4) determinar la diferencia comun. Esto facilita
@,=a,+4  =2+4 =2+2-1)4) la determinacion del término general de una
4=, 44 =2+414 =2+3=14) sucesién de este tipo.
a,=a+4 =2+4+4+4 =24(4—1)(4)
: Svecesd : En esta clase se deduce una féormula para
a,=a, +4 =24 4+4+4+ . +4 =24 (n—1)(4)=4n—2 el término general (a,) de una sucesion
(= T)vecess aritmética conocidos el primer término (a,) y

Por tanto, a,=4n—2. . . .
la diferencia comun (d).

El término general @, de una sucesion aritmetica se expresa en funcion de a, y d en la forma

siguiente = Puntos esenciales:

= = 1—-1)d . . . .
G= ) “*+(2 1)d Hacer uso de la propiedad distributiva del
@m0t =&+2=1) producto respecto a la sumay de la reduccién
o=a+dtd =a,+3-1d de términos semejantes para expresar de

d
a=a+dtd+d =a+@4=1)d manera mas simplificada el término general

3d
: : de una sucesion aritmética.
a=a+dtd+--+d =a+(n—1)d

e dedir Y =i Deducir la férmula para el calculo del
b an=a - ” . s . sy
! término general de una sucesion aritmética
@emP/O Dada una sucesion aritmética cona, =1y d=5, determine a, y a,. estableciendo una relacion de recurrencia.
Al sustituir @,=1y d=5 enlaexpresion a,= a,+(n—1)d, resulta Sustituir correctamente los valores para
a,=1+(n—1)(5)=5n—4; es decir, a,=5n—4. las variables involucradas en la formula al
Para encontrar a, se sustituye n por 6 en la expresion anterior asi  a,=(5)(6)—4=26. momento de desarrollar ejemplos y ejercicios.
E Dadas las siguientes sucesiones aritméticas, determine @, y el término que se indica: Ap|icar correctamente las operaciones entre
a) 7,11,15,19, ... a, b) 13, 20, 27, ... a, nL'JmerOS enteros
c) —6,—2,2,6,...q, d) —1,—-3,-5,—7,... a, :

*

C2: Término general de una sucesion aritmética L
@ Dada una sucesion aritméticacona; =1y
Dada la sucesion aritmetica 2, 6, 10, 14, ... d = 5, determine a,, y a,.

a) Encuentre a; y d b) Determine a, Sustituyendoa; =1y d =5 en
= -

@a) a=2 a-a=6—-2=4 a, = a; + (n — 1)d resulta
az—a;=10-6=4 a,=1+(n—-1)5=1+5n—-5=5n—4

a4_a3=14—10=4

b) ag =5(6) —4 =26
Z;Z§+4 Z;igzgg% @ Determine a, y el término que se indica:
az =2+ 4+4 =2+ (3-1(4) a)7,11,15,19, ... aq
2 veces 4 a1=7’ d=4
a,=2+4+4+4 =24+0A-1D® a,=a,+(n—1)d
3veces 4 ) a,=7+(n—-1)4=7+4n—-4=4n+3

Gn=2+4+4++4 =2+ n—1)(4) =4n—2. a5 = (4)(6) +3 =27

(n—1) veces 4 r N b) 13, 20, 27, ... ag
a, = 4n —2 Primer término  Diferencia a; =13, d=7
a,=a;,+n—1d
@ Término general de una sucesion aritmética a,=13+(n—-1)7=13+7n—-7
a,=a; +(n—-1)d =7n+6

ag = (7)(8) + 6 = 62




Uidad 1: Sucesiones

Aprendizajes esperados
Aplica la férmula para el término general de

una sucesion aritmética en la determinacion
del primer término a, o de la diferencia
comun d.

= Secuencia:

Como en la clase anterior se dedujo
formalmente la formula del término general
de una sucesion aritmética, en esta clase
se aplica para determinar el primer término
o la diferencia comun conocido un término
cualquiera, estableciendo asi una ecuacién
de primer grado.

= Puntos esenciales:
Recordar la férmula del término general de
una sucesion aritmética.

Sustituir correctamente los valores para las
variables involucradas en dicha férmula.

Resolver la ecuacion de primer grado que
resulte.

C3: Aplicacién de la férmula del término general de

una sucesion aritmética (1)

@ Sabiendo que d =2 y a, = 13, calcule a;.

Sustituyendon =4 en q, =

a, +3(2) =13
a1=7

@ Calcule a, para una sucesién aritmética con:

a)d=2 vy a, =12
a,=a,+@A—-1d=a,+3d
a; +(3)(2) =12
a, =6

b)d =3y a =20
ag=a,+(6—-1)d =a, +5d
a; +(5)(3) =20
a, =5

a; + (n—1)d:
a,=a;+ (4 —1)d=a; +3d.
Al sustituira, = 13 y d = 2 se obtiene

Aplicacion de la formula del término general de una sucesion aritmética (1)

Contenido 3: Aplicacion de la formula del término general de una sucesién
aritmética (1)

P [ Dada una sucesion aritmética con d=2 y a,=13, calcule a,.

S

Se sustituye n =4 en la férmula del término general y resulta B
a,=a,+(4—1)d=a,+3d -

Término general
de una sucesion
aritmética

Se sustituye a, =13 y d =2 en la expresion anterior y se obtiene
a,+(3)(2)=13
a,=13—6

a,=a,+(n—1)d

a, =7

La sucesion aritméticaes 7, 9, 11, 13, 15, ...

El

Calcule a, para cada una de las sucesiones aritméticas con:
a)d=2y a,=12 b)d=3y a;,=20 c)d=-2y a,=3

Ejemplo Dada una sucesion aritmética con a,= —5 y a,=3, calcule d.

Sintoma el valor de 5 en la formula del término general, se tiene a,; = a,+(5—1) d=a,+4d.

Al sustituir a,= —5 y a,=3 en la expresion anterior se obtiene
—5+4d =3
4d=3+5
4d=8
d=2

Asi, la sucesion aritmética es —5, —3, —1, 1, ...

Calcule d para cada sucesion aritmética con:

a) a,=2 y a,=14 b) a,=—10y a,=2 c)a,=-7ya,=—34

*

@ Sabiendo que a; = =5 y ag = 3, calcule d.

Sin=5ena, =a, + (n— 1)dresulta
as =a;+ (5 —1d=a; +4d.
Al hacer a; = =5y ag = 3 se obtiene
—5+4d =3
4d = 8
d=2

Calcule d para una sucesién aritmética con:
a)a; =2 Yy a, =14
a4:a1+(4_1)d:a1+3d

2+3d =14
3d =12
d=4

b)a1=—10 ya7=2
a7=a1+(7_1)d=a1+6d

—-10+6d =2
6d =12
d=2



Seccion 2: Sucesiones aritméticas

Aprendizajes esperados
Aplica la formula para el término general
P de una sucesion aritmética al determinar su

Utilizando el término general de una sucesion aritmética, calcule a, y d, sabiendo que . | . . i ;
a,=5y a,=20. primer término a, y la diferencia comun d.

Contenido 4: Aplicaciéon de la formula del término general de una sucesién
aritmética (2)

S

Se sustituye n=3 y n=6 en la féormula del término general de una sucesion aritmética,
obteniéndose respectivamente:

a,=a,+(3—1)d=a,+2d
a;=a,+(6—1)d=a,+5d

Término general de
una sucesion aritmética

Al sustituir a,=5 y a,=20 se obtiene . a,=a+(n-1)d

a,+2d=5 ®
a+5d=20 @

Se multiplica por —1 la ecuacion (1) se obtiene
—a,—2d=-5 (3

Se suman (2) y (3) para obtener
a,+5d=20
+) —a,—2d=-5
3d=15
d=5

Se sustituye d=5 en (1) y se obtiene
a,+(2)(5)=5
a,=5-10
a,=—

Por tanto, @,=—5 y d=5.

La sucesion aritméticaes —5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, ...

Para determinar a, y d en una sucesion aritmética conocidos dos términos cualesquiera de
la misma, se utiliza la formula a,=a,+(n—1) d y se forma asi un sistema de ecuaciones de
primer grado con dos incégnitas cuya solucion corresponde a los valores de a, y d.

A partir de los términos que se indican de una sucesion aritmética, calcule a, y d.
b) a,=3 y a,=21
d) a,=-2y a,=-10

a) a,=10 y a,=16
c) a;=—1y a,=—13

= Secuencia:

En la clase anterior se aplico la formula del
término general de una sucesion aritmética
para determinar a, o d, ahora lo haremos
para determinar ambos valores conocidos
dos de sus términos formando asi un SEL
2X 2. La resolucion de dicho sistema se
hara usando los métodos estudiados en
grados anteriores.

= Puntos esenciales:
Recordar la férmula del término general de
una sucesion aritmética.

Observar que la hipétesis de que la sucesion
es aritmética, permite la aplicacién de la
formula a,=a,+(n—1)d.

Notar que al sustituir correctamente los
valores para las variables involucradas en
dicha férmula se obtienen dos ecuaciones
formando asi un SEL 2 X2 cuya solucién
son los valores a determinar.

Emplear correctamente cualquiera de los
métodos estudiados para la resolucion de
SEL 2X2 .

*

C4: Aplicacion de la férmula del término general de una
sucesion aritmética (2)

Calcule a, y d, sabiendo que a; =5V ag = 20.
Sugerencia: Utilice la formula del término general.

@ Sustituyendon =3yn=6,en a, =a, + (n— 1)d:
az=a;+(B—-1)d=a,+2d
ag=a,+(6—-1)d=a,+5d
Como a; =5y ag = 20, se forma:

~Dx@D -a—-2d=-5 @
a; +5d =20

—a; —2d = -5

@+® 3d =15
d=5

Se sustituye d = 5 en ), resulta
a +@2)(5) =5
a; +10=5

a, =-5

@ Leer en el libro de texto.

@ Calcule a; y d, sabiendo que:
a)a; =10y as =16

{a1+2d=10 @
a1+5d=16 ®

a, +2d =10

—a, —5d =-16
3d=6
d=2

Sustituyendo d = 2 en ), resulta
a; +(2)(2) =10
a;+4=10
a, =6
b)a,=3y a, =21
C)as=-1Yy ag=-13
d)a,=-2y a;o=-10




Uidad 1: Sucesiones

Aprendizajes esperados

Determina la suma de los primeros n térmi-
nos de una sucesion aritmética.

= Secuencia:

En clases anteriores se dedujo y se aplico la
férmula del término general de una sucesion
aritmética. Ahora, jes posible deducir
alguna férmula para determinar la suma de
cierto niumero de términos de una sucesion
aritmética? Este es el principal propodsito de
esta clase.

= Puntos esenciales:

Recordar como se obtiene cierto término
de una sucesion aritmética conocidos a, y d
haciendo uso de la férmula del término general.

Notar que, al sumar cierto numero de términos
de una sucesion aritmética, la suma del primer
y ultimo término es igual a la del segundo y
penultimo, a la del tercero y antepenultimo y
asi sucesivamente. Es decir, la suma de dos

Suma de los n primeros términos de una sucesion aritmética (1)

Contenido 6: Suma de los 7 primeros términos de una sucesion aritmética (1)

Dada la sucesion aritmética 1, 5, 9, 13, 17,..., determine la suma de los 5 primeros
términos realizando los siguientes pasos:

a) Indique la suma S de los primeros 5 términos partiendo del primero al quinto.

b) Indique la suma S de los primeros 5 términos partiendo del quinto al primero.

c) Indique la suma de ambas sumas.

d) Calcule la suma S.

a) S=1+54+9+13+17 b) S=17+13+9+5+1
c) Al sumar ambas igualdades lado a lado, se tiene
S= 1+ 5+9 +13 +17

+) S=17+13+9+ 5+ 1
28 =(1 +17)+ (5 +13)+...+(17+1)
28S=18+18+18+18 +18
2S5=(5)(18)
25=90
d) Como 2S5=90, asi S=45.

En una sucesion aritmética conocidos a, y d, la suma de los n primeros términos, S, se
obtiene como sigue
S.=a;+(a+d)+(a+2d)+- +(a.—d)+a. @
az as [
que ademas se puede reescribir como
S.=a,+(a.—d)+(a.—2d)+---+(a: +d)+a @

Qn-1 Q-2 a:z

Sumando @) y (2) se tiene
S= a +(a+d) +(a+2d)+--+(a,~d) + a,

+) S,= a, +(a,—d)+(a,~2d)+ -+(@+d) + a,
28 =(a,+a,) + (a,+a,)+ (a,+a) +--+(a,+a,)+ (a,+a,)

n veces

términos equidistantes de los extremos, es 2S,=n (a,+a,)

igual a la suma de dichos extremos. S=2(a+a)

Hacer uso del hecho anterior al momento de Ejemp/o Calcule la suma S, de los primeros ocho términos de una sucesion aritmética con
deducir formalmente la férmula para la suma a,=—1ya=13
Eneste caso n=8, a,=—1y a,=13. Al sustituir estos valores en la formula para S, resulta:

de los n primeros términos de una sucesion

8 )
o g S =2(—1+13)=(4)(12)=48 d
aritmética Sn. = o )=(4)(12) , es decir,

S,=48.

Dadas las sucesiones aritméticas con los términos dados, encuentre las sumas indicadas.
a) a,=1y a,=16, S, b) a,=5y a,=26, S,
c)a,=—10y a,=2 8, d) a,=—1y a,=—33, S,

*

Hacer notar que no es necesario conocer el
valor de cada uno de los n primeros términos
de una sucesion aritmética para determinar su
suma.

C6: Suma de los n primeros términos de una
sucesion aritmética (1)

@ Dada la sucesion aritmética 1,5,9,13,17, ...
Determine la suma de los 5 primeros términos
realizando los siguientes pasos:

a) Indique la suma S partiendo del primero al quinto.
b) Indique la suma S partiendo del quinto al primero.
¢) Indique la suma de ambas sumas.

d) Determine la suma S.

@a) S=1+5+9+13+17
b) S=17+13+9+ 5+ 1
c) S=1+5+ 9+13+17
+) S=17+13+ 9+ 5+ 1
2S=18+18+ 18+ 18 + 18
25 = 5(18)

La suma de los n primeros términos de una sucesion
aritmética, S,,, se obtiene con la formula:

n
Sp = z(al +a,)

@ Calcule Sg sabiendo que a; = =1y ag = 13.
Sustituyendon =8,a;, = —1yag =13 en
Sn =7 (a; + ay) resulta
8
Sg = E(_l +13) = 4(12) = 48
Dada una sucesioén aritmética con
a)a, =1y ag = 16, determine S;.
6
S = E(l +16) = 3(17) =51
b) a; =5y ag = 26, determine Sg.
8
Sg = 5(5 +26) = 4(31) = 124

®

d) Como 25 = 5(18) =90 S§=45
AW c)a; = —10y a,; = 2, determine S,.
Numero de  Suma del primer _ Z B B z ey
términos y ultimo término S7= 2( 10+2) = 2( 8) = —28

LT 10




Contenido 7: Suma de los n primeros términos de una sucesion aritmética (2)

Seccion 2: Sucesiones aritméticas

Aprendizajes esperados
Deduce una formula para la suma de

P Exprese la suma S, de los n primeros términos de una sucesion aritmética en funcién de

a,yd.

los primeros n términos de una sucesion
aritmética en funcion del primer término a, y

de la diferencia comun d.

S

Dado que a,=a,+(n—1)d, laformula S,= % (a,+a,)
puede reescribirse como
S = %[aﬁraﬁr(n*ﬂdj

n
an

S,=Z12a:+(n—1)d]

= Secuencia:

En la clase anterior se dedujo formalmente
la férmula para la suma de los n primeros
términos de una sucesion aritmética S,. Aqui
expresaremos dicha formula en funcién de a,
yd.

La suma de los n primeros términos de una sucesion aritmética, conocidos a, y d, esta

dada por:
8,= 2124, +(n—1)d]

[:]'emlp/o Dada una sucesion aritmética con a,=11 y d=5, determine S, .

Al sustituir n=10, a,=11 y d=5 enla expresion S, = %[Za' + (n — 1)d], se obtiene

8= D [2)(1)+(10—1) (5)].
S,,=(5) (22+45)

S,=(5) (67)

S‘O: 335

Por tanto, §,,=335.

= Puntos esenciales:
Recordar la férmula del término general de
una sucesion aritmética.

Recordar la féormula para la suma de los
n primeros términos de una sucesion
aritmética.

Expresar la suma de los n primeros términos
de una sucesion aritmética en funcion del a,
yd.

Aplicar correctamente la expresion para S,
en el célculo de suma de los n primeros
términos de una sucesién aritmética.

Explicar que la expresion deducida en la

Dadas las sucesiones aritméticas con a, y d conocidos, calcule las sumas indicadas.

a) a,=1y d=5,§; b) a,=2y d=6, S,

) a,=—20 y d=2, S, d) ¢,=—3y d=—5,85,

clase anterior se usa conociendo a, y a,,
mientras que la de esta clase si se conocen
los valores de a.y d.

*

C7: Suma de los n primeros términos de una
sucesion aritmética (2)

@ Exprese S,, en funcién de a, y d.
@ Dado que a,, = a; + (n — 1)d,
n
Sp = E(al +a,)

puede reescribirse como

n
S”ZE a1+a1+(n—1)d]

an

S, = g[m1 +(n—1)d]

@ Dado el primer término a, y la diferencia comun
d!

n
Sy = E[Zal + (n— 1)d]

Dada una sucesioén aritmética con a; =11y d =5,
determine S;,.

Haciendon =10,a;, =11yd =5en

Sy = g[Za1 + (n—1)d] resulta

Si0= %[2(11) + (10 — 1)5] = 5(22 + 45) = 5(67)
Si0 =335

Dada una sucesion aritmética con:

a) a; =1yd =5, determine S

Sg = 2[2(1) +(6—-1)5] = (3)(2 +25) =81
b) a; =2y d = 6, determine Sg
Sg = 2[2(2) +(B8-1)6] = (4)(4+42) =184
c) a; = —20yd = 2, determine S5
5 5
S5 =5[2(-20) + (5 - 2] = (§> (=40 + 8) = —80
d) a; = -3y d = -5, determine S,
7 7
5, = 5[2(=3)+ (7 = D(=5)] = (5) (=6 —30) = —126

LT 11




Unldad 1: Sucesiones

Aprendizajes esperados

Aplicalaférmuladelasumadelos n primeros
términos de una sucesion aritmética.

= Secuencia:

Anteriormente se mostraron las dos formas
de expresar la formula para la suma de los n
primeros términos de una sucesion aritmeética.

En esta clase se aplica una de estas
expresiones conocidos:

v el primer término y la suma de ciertos
términos.

v’ el primer y Ultimo término de una sucesién
finita.

= Puntos esenciales:

Recordar la formula para la suma de los n
primeros términos de una sucesion aritmética
conocidos el primer y ultimo término.

Al sustituir el primer término y la suma de
cierto numero de términos en dicha férmula
se obtiene una ecuacion de primer grado cuya
solucion determina el dltimo término que se
suma.

Explicar el concepto de sucesion finita.

Para calcular S, conocidos el primer y ultimo
término de una sucesion finita, primero se
determina el numero de términos para luego
encontrar la suma de ellos sustituyendo
acertadamente los valores de las variables
involucradas en S| .

C8: Aplicacion de la féormula para encontrar la

suma de términos de una sucesion
aritmética (1)

Sabiendo que a; = 3y S; = 48, calcule ag.

Haciendoa, =3, n=6y S, =48en
Sn =7 (a; + ay) resulta

6
48=E(3+a6)

48 =3(3 + ag)
16=3+a6
a6:13

@a) Sia; =5y Sg =75, determine a,.

n
n=5(a1+an)

6

75=3(5+a6)
25:5+a6
a6:20

LT 12

Aplicacion de la formula para encontrar la suma de términos de una sucesién aritmética (1)

Contenido 8: Aplicaciéon de la formula para encontrar la suma de términos
de una sucesion aritmética (1)

P ( Dada la sucesién aritmética con a, =3 y S,=48, calcule el término a,. }

Se sustituye @, =3, n=6 y §;=48 en la expresion S = %( ta,)

se sigue que 6
48= 7 (3+a,)

48=3(3+a,)
48 _ 3(3+as)
3 3
3+a;=16
a,=16—3
a;=13

El

A partir del término y la suma que se indican para cada sucesion aritmética con:
a) a,=5 y §,=75. Determine a,.
b) a,=1y S,=64. Determine a,.
c) a,=4 y §,=70. Determine a,.
d) a,=10 y S,=—36. Determine a,.

Si en una sucesion se
identifica un primer y un
ultimo término, esta se
denomina finita.

1

a,

Dada la sucesion aritmética finita 2, 5, 8, ...,17.
a) Determine la posicién n del nimero 17 en la sucesion.
b) Calcule la suma de sus términos.

a) Se observa que cada término de la sucesion se obtiene como sigue 2, 5, 8, .., 17
N A 4
+3  +3

En consecuencia, la diferencia comin d es 3. Se sustituye a,=2, d=3 y a,=17 en
a,=a,+(n—1)d, resultando:
17=2+(n—1)3

17=3n—1
3n=18
n==6
Es decir, 17 es el sexto término de la sucesion. Asi, a;=17.
b) Para determinar la suma requerida, se sustituye n=6, a,=2 y a;=17 en la expresion
S = % (a,+a,),
obteniendo S;= % (2+17)=(3)(19) =57, esdecir, S,=57.

Dadas las siguientes sucesiones aritméticas finitas, calcule la suma de sus términos:
a) 1,3,5,...,19 b) 3,6,9,...,24
c) 2,6, 10, ..., 26 d) —1,—2,-3,..., —16

*

‘ Dada la sucesion aritmética 2,5, 8, ..., 17.
a) Determine la posicién n que ocupa an =17
b) Calcule la suma de sus términos.

a)Como2, 5, 8, ..Asiqued=3.
N A

+3 43
Se sustituye a; =2,d =3ya,=17ena, =a; + (n—1)d
17=2+m—-1)3=2+3n-3

17=3n-1
3n =18
n==6

b) Sin =6, a =2ya6= 17 en S, =~ (a; + ay,) se tiene
= —(2 +17) =3(19) =57
@ Determine la suma de Ios términos de: a) 1, 3, 5, ..., 19
Haciendoa, =2,d=2ya, =19en an=a1+(n—1)d
19=1+(Mn-1)2=1+2n-2

19=2n-1
2n =20
n=10

Luego, S;o = 7(1 +19) = (5)(20) = 100



Seccion 2: Sucesiones aritméticas

Aplicacion de la férmula para encontrar la suma de términos de una sucesioén aritmética (2)

Contenido 9: Aplicacion de la formula para encontrar la suma de términos
de una sucesion aritmética (2)

Aprendizajes esperados
Aplica la férmula de la suma de los n

P

Se colocan 60 pupitres en un aula, de tal manera que la primera fila tenga 6, la segunda 9,
la tercera 12 y asi sucesivamente.

a) Forme una sucesion aritmética con el nimero de pupitres dispuestos en cada fila.

b) Calcule la diferencia comun.

c) Encuentre el numero de filas que se forman.

primeros términos de una sucesion
aritmética en situaciones de la vida real.

= Secuencia:
En la clase anterior se aplicé la férmula para

la suma de los n primeros términos de una

a) Sea n el numero de filas que se forman. Se identifica el nUmero de pupitres dispuestos
en cada fila como sigue

Primera fila:  a,=6
Segunda fila:  a,=9
Tercerafila:  a,=12

y asi sucesivamente, formando de esta manera la sucesion aritmética 6, 9, 12, ...

b) Es obvio que la diferencia comun es 3 y que cada término de la sucesion, excepto
el primero, se obtiene sumando la diferencia comun al anterior inmediato, como se
muestra en el diagrama

6, 9, 12, ...
(A 4
+3 +3

c) El nimero total de pupitres representa la suma de los primeros n términos de la sucesion,
es decir, S, =60. Utilizando la formula S,= %[21114—(/171) d]

y se sustituye en esta S, =60, a,=6 y d=3 se tiene
60= % [(2)(6)+(n—1) 3]
120=n(3n+9)
120=3n%+9n
3n?+9n—120=0
n*+3n—40=0
(n+8)(n—5)=0
n=-—8, n=5
Como n>0, n=>5. Por tanto, se forman 5 filas.

sucesion aritmética conocidos su primer
y ultimo término. Aqui la aplicaremos en
situaciones de la vida real.

= Puntos esenciales:
Comprender la situacion problematica que
se plantea resolver.

Formar una sucesion aritmética (de ser
posible) con los datos brindados.

Determinar cual féormula de las estudiadas
conviene aplicar para obtener posibles
respuestas al problema.

Recordar el proceso de resolucion de una
ecuacion de segundo grado mediante

factorizacion.
Seleccionar de las posibles respuestas
aquellas que respondan al contexto

planteado en el problema.

Resuelva el siguiente problema:

Un entrenador de gimnasia tiene 45 gimnastas y quiere acomodarlas en filas de modo
que la primera fila tenga 1 gimnasta, la segunda 2 gimnastas, la tercera 3 gimnastas y asi
sucesivamente ¢ en cuantas filas se distribuiran las gimnastas?

*

C9: Aplicacién de la formula para encontrar la suma de

términos de una sucesién aritmética (2) @ Un entrenador de gimnasia tiene 45 gimnastas y

quiere acomodarlas en filas de modo que la primera
fila tenga 1 gimnasta, la segunda 2 gimnastas, la
tercera 3 gimnastas y asi sucesivamente ;en
cuantas filas se distribuiran las gimnastas?

Se colocan 60 pupitres en el aula.

En la primera fila hay 6, segunda 9, tercera 12, ...

a) Forme una sucesion aritmética con el nimero de
pupitres dispuestos en cada fila.

b) Calcule la diferencia comtn Sea n el numero de filas que se forman, asi que

c) Encuentre el numero de filas que se formaron. n>0.
@ a) n: numero de filas que se forman Primera f”?: @ =1
. i i ) Segundafila: a, =2
Primera fila Segunda fila Tercera fila _

Tercer fila: as

a, =6 a, =9 a; =12 c p
b) Como 6, 9, 12,...Asique d=3 omol, 2 A =1

Y +1 +1

+3 +3
c) Sustituyendo S, = 60,a;, =6yd =3en
S, = g [2a, + (n — 1)d]
60 = g [2(6) + (n — 1)3]
120 =n(3n+9) = 3n?+9n
3n’+9n—120=0
n?+3n—-40=0
nm+8)(n-5=0
n=-8 n=>5.
Comon > 0,n = 5. Se formaron 5 filas.

Sustituyendo S, =45,a;, =1y d=1en
S, = 2[2011 + (n — 1)d] resulta
0=n(n+1)=n?+n
n2+n—-90=0
n+10)(n—9)=0
n=-10, n=09.

Comon > 0, n = 9. Se formaron 9 filas.
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Uidad 1: Sucesiones

Aprendizajes esperados

Seccion 3: Sucesiones geométricas
Determina la razén comun de sucesiones Contenido 1: Sucesién geométrica
geométricas. P Complete el espacio en blanco en la sucesién 1,2, 4,8, , 32, 64, ... y establezca una
relacion entre cada dos términos consecutivos.

= Secuencia: -

.y . .y De acuerdo con el diagrama
En la seccion anterior se estudié lo referente 1. 2 4, 8 _ . 32 64 ..
a las sucesiones aritméticas. Con esta clase MR AR

comienza el estudio de aque”as en las que cada término, excepto el primero, se obtiene multiplicando por 2 el anterior inmediato, asi

L . S que
cada término se obtiene multiplicandole a su -
anterior inmediato una constante, llamadas a1=(1)(2)=2
sucesiones geométricas. :
a,=(2)(2)=4
. a,=4)2)=8
» Puntos esenciales: :
. . a,=(8)(2)=16
Explicar que las sucesiones en las que
cada termino se obtiene multiplicandole a - -
su anterior inmediato una constante son gP:;r:]aér;:%all'esulta la sucesion 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ..., que se conoce como sucesion
llamadas sucesiones geométricas. C
Para determinar la razéon comuin en una Una sucesién en la que cada término después del primero se obtiene multiplicando el
.. Ly . s anterior inmediato por una cantidad constante se llama sucesion geométrica. Esta
sucesion geometrlca se debe identificar la cantidad constante recibe el nombre de razén comun y se denota con la letra r.
cantidad constante que se multiplica a cada
término para obtener el Siguiente_ También se Ejemp/o ¢ Cual es la razén comun en la sucesion dada en el problema?
puede obtener si se toma Cualquier término En la sucesion del problema dado la razén comun r es 2, ya que esta es la constante por
isti 1 Vi i la cual se multiplica cada término para obtener el siguiente. También se puede calcular la
distinto del primero y se divide por su anterior 12 oual se muliplica cada term
inmediato notando que tales cocientes dan el r=a,+a,=2+1-2
mismo resultado. r=a,+a,=4:2=2
. . . =a,+a,=8+4=2
Establecer diferencias entre las sucesiones TR
i L. L. Por lo tanto, la razén comun es r = 2.
aritmeéticas y geométricas. 'E
Dadas las siguientes sucesiones geométricas, complete los espacios en blanco y calcule r:
Aplicar correctamente la multiplicacion y a) 3,6,12,___ 48,96, ... b) 2,6,18,
division de numeros enteros, ademas de la €)510,___,40,___, .. d . .84, .
simplificacion de fracciones. e 28 .. . 4-8__ ..

$

S3: Sucesiones geométricas
C1: Sucesion geométrica @ Complete las siguientes sucesiones geométricas y
calcule la razon comun.

Complete el espacio en blanco y establezca

una relacion entre dos términos consecutivos. a) 3, 6, 12, 24, 48, 96,... r=2
+ =6+3=2
@ 1, 2, 4 8 16, 32, 64,.. e,
N A A A A AW/ 3 =~az = 6=
X2 X2 X2 X2 X2 X2 a,+az = 24+12=2
@ Una sucesioén en la que cada término se obtiene
multiplicando el anterior inmediato por una b) 2, 6, 18, 54, 162, ... r=3
cantidad constante se llama sucesion a+a; = 6+2=3
geomeétrica. Esta cantidad constante recibe el as+a, = 18+6=3
nombre de razén comun r. a,+a; = 54+18=3
¢ Cuél es la raz6n comun en la sucesion dada 5 10. 20. 40. 80 —>
en el problema? c) 5, 10, 20, 40, "=
a+a; =2+1=2 d) 32, 16, 8, 4, 2, ... r=2
a3 - az = 4 - 2 = 2 2
a,+~a; = 8+4=2 e) 1,3, 9, 27, 81, 243, r=3
r=2 f) 1, —2, 4, -8, 16, r=-2
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Contenido 2: Término general de una sucesion geométrica

Seccion 3: Sucesiones geométricas

Término general de una sucesion geométrica

Aprendizajes esperados

P

Dada la sucesion geométrica 1, 3, 9, 27, ...

a) Calcule a, y r.
b) Determine a,.

Determina el término general de una

sucesion geomeétrica.

S

a) Enla sucesion dada vemos que @, =1, a,=3, a,=9, a, =27 y calculando los cocientes

sucesivos
a,~a,= 3+1=3 a,+a,= 9+3=3

se constata que la sucesion es geométrica con razéon comin r=3.

En este caso

1 =1 =(NE"™)

a,=a,(3) =(1@®) =M@
a,=a,(3) =(1) ®)®) =(ME
2veces3
a=a,38) =MEEO =M"E"
3veces3
a,=a,_ ,3) =(1)(3)(3):-(3) = (1B ")=3""

(n—1)veces3

En conclusion, el término general de la sucesién dada es @,=3""".

a,~a,=27+9=3

Recuerde que

= Secuencia:

En la clase anterior se estudid la definicion
de sucesion geométrica y el proceso para
determinar la razén comun. Esto facilita la
determinacion del término general de una
sucesion de este tipo.

30=1

En esta clase se deduce una férmula para
el término general (a,) de una sucesion
geomeétrica conocidos el primer término (a,)
y la razén comun (r).

= Puntos esenciales:

Usar la definicion de potenciacion para
indicar el término general de una sucesion
geomeétrica.

Deducir la formula para el calculo del

C

El término general @, de una sucesion geométrica se puede expresar en funciéon de a, y

r como sigue

a,=a, =a,r P=1r+0
= =1
a,=a,r (@ I
= . = -1
W= @ PP a, r
2
a,=a,r-r-r =a,r'
(27
. 3
a=a, r--r =ar’

(n—1) veces r

En conclusion, el término general es @, =a, r*~".

término general de una sucesién geométrica
estableciendo una relacion de recurrencia.
Dicha férmula debe derivarse mediante la
explicacion de la solucién del problema.

Sustituir correctamente los valores para
las variables involucradas en la formula al
momento de desarrollar ejemplos y ejercicios.

167
Este contenido tiene 2 paginas (ver en el LT)

C2: Término general de una sucesion geométrica

Dada la sucesion geométrica 1, 3, 9, 27, ...
a) Encuentre a; y .

b) Determine el término general a,,.

@ a)a1=1,a2=3,a3=9,a4=27

a,+~a;=3+1=3 r=3
a;+a,=9+3=3
as+~az3=27+9=3
b)a; =1 = (HE'™)
a; = (1)) = (DE*™H
az = (1) R)B) = (DEH
2 veces 3

(DH(EH =371

a, =(1) (3)(3)--(3)
n—-1veces 3

a, =3""1 . . )

Primer término Razén

@ Término general de una sucesidn geométrica

a, = a;r* !

Determine el término general a,, de una sucesion
geomeétrica con a; =2y r = 3. Calcule a,.

Haciendoa; =2yr =3 ena, = a;r" ! resulta
an = (2)3"H.
Paran = 4,
as = (2)(3*1) = (2)(3%) = (2)(27) = 54

@ Determine a,, y el término que se indica:
a)2,4,8, ... ag
Sustituyendo a; =2yr =2 ena, = a;r*?!
resulta
ap = ()" =2"
Paran = 6, ag = 2° = 64.

b) 5, 10, 20, ... a,
Haciendo a; =5y r =2 en a, = a;r" ! resulta
ap = (5)(2"h).
Paran =7, a, = (5)(2771) = (5)(2%) = 320.
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Uidad 1: Sucesiones

)
3
€
2
=
3
O

Aprendizajes esperados

Aplica la férmula para el término general
de una sucesién geométrica en la
determinacion de a, o de la razon comun r.

= Secuencia:

Como en la clase anterior se dedujo
formalmente la férmula del término general
de una sucesion geométrica, en esta clase
se aplica para determinar el primer término
0 la razén comun conocido un término
cualquiera estableciendo asi una ecuacion
de primer grado.

= Puntos esenciales:
Recordar la férmula del término general de
una sucesion geométrica.

Sustituir correctamente los valores para las
variables involucradas en dicha férmula.

Resolver la ecuacion lineal que resulte.

Aplicar la descomposicién de un niumero en
factores primos al momento de determinar la
razén comun.

Aplicar correctamente la propiedad: Si
x*=y?* entonces x=y. Esta es valida para
potencias de grado 3, no siéndolo para las
de grado 2.

Aplicacion de la formula del término general de una sucesion geométrica (1)

Contenido 3: Aplicacion de la formula del término general de una sucesién
geométrica (1)

P (Dada una sucesion geométrica con r=2 y a,=24, calcule a,. ]

S

Al sustituir n=4 en la formula del término general a,=a, r "', resulta
a,=a, r'=a,r
Se sustituye a,=24 y r=2 en la expresion anterior y se sigue que
a, (2°)=24
24

a,= 5"
a,=3

La sucesion geométrica es 3, 6, 12, 24, ...

t

Calcule a, para cada sucesion geométrica con:

ayr=3 y a,=81 b)yr=—2vy a,=64 c)r=—1 vy a,=5

/Desafio_[ "

I:__jemF/o Dada una sucesion geométrica tal que a,=4 y a,=108, determine r.

Al sustituir n=4 en la férmula del término general, se obtiene
a,=a,r'=ar
Al sustituira,=4 y a,=108 en la expresion anterior se obtiene

4r*=108

Descomposicién
e % de 27 en factores
rP=27 27 S
9 3
ri=3 3| @
r=3 1

— — 13
Asi, la sucesion geométrica es 4, 12, 36, 108, ... 27= (3)(3)(3) =3

t

Calcule r para cada sucesion geométrica con:

a) a,=1vy a,=125 b) a,=4 y a;=128 c) a,=2y a,=—256
. J

*

C3: Aplicacién de la férmula del término general de

una sucesion geométrica (1)

Dada una sucesién geométricaconr =2y

a, = 24, calcule a;.

@ Sustituyendo a, = 24, r=2yn=4en

a, = a;r™"" ! resulta

24 =aq;(2*Y) = a,(2%) = 8q,

a1—8 3

Calcule a; para una sucesion geométrica con:

a)r=3 ya, =81

Sustituyendo a, =81, r=3yn=4en

a, = a;r" 1 resulta

b)r=-2 ya; =64
Sustituyendo as; = 64, r =—-2yn=>5en
a, = a;r"" ! resulta
64 = a;[(-2)°7'] = a,(-2)* = 164

64

= —=4
16

a;

c)r=—-1yag=5
Sustituyendo ag =5, r=—-1yn=9en
a, = a;r"" ! resulta
5=a[(-D*=a;(-1)° =,
5

a;

81 = a1(34_1) = a1(33) = 27a1

81
a1=ﬁ=3
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Contenido 4: Aplicacion de la formula del término general de una sucesién
geométrica (2)

P (Determine a, y r para una sucesion geométrica, sabiendo que a,=10 y a,=40. ]

S

Se sabe que a,=a,r y a,=a,r’. Sisecalcula a,+ a, y se sustituye a,=10 y a,=40
resulta
ar’ _ 40

ar 10
rr=4

r=+2
Se sustituye r=2 en a,=a,r,y se encuentra que a, (2)=10, es decir, a,=5.

De igual manera, si se sustituye r=—2 ena,=a,r, se tiene a, (—2)=10, es decir, a,= —5.

t

Calcule a, y r para cada sucesion geométrica, sabiendo que:

a) a,=3y a,=27

| Desafio_| "

I:]'emlp/o Calcule a, y r para una sucesion geométrica, sabiendo que a,=10 y a,=80.

b) a,=12 y a,=48

Como a,=a,r y a,=a,r* sise calcula el cociente a,+a, resulta

as _ ar' =9
= ar ©

Descomposicion

También a,=10 y a,=80, asi que de 8 en factores

a _ 80 _ 8 | 2
@ = 70 =8 @
) 4 | 2
Igualando (D) y (2) se tiene
=8 2 2
r=23 1
r=2 8=(2)(2)(2)=2°
Se sustituye a,=10 y r=2, en la expresion a,=a, r, resultando
10=a,(2)
_ 10 _
a,= 5 =5

En consecuencia, @,=5 y r=2.

t

Calcule a, y r de cada sucesion geométrica, sabiendo que:
a)a,=6y a,=48 b)a,=6 y a,=—162
. J

*

C4: Aplicacion de la formula del término general de
una sucesion geométrica (2)

Determine a, y r para una sucesién geométrica,
sabiendo que a, =10 y a, = 40.

@ Sustituyendo a, = 10 y a, = 40, resulta
a, a;r® 40
a, a;r 10
r2 =4
r=42

Al hacerr = 2 en a, = a,r, resulta
a;(2) =10, es decir,a; = 5.

Al hacerr = =2, en a, = a7, resulta

a,(—2) = 10, es decir,a; = —5.

Seccion 3: Sucesiones geométricas

Aprendizajes esperados
Aplica la férmula para el término general de

una sucesion geométrica al determinar su
primer término a, y la razon comun r.

= Secuencia:

En la clase anterior se aplico la formula del
término general de una sucesién geométrica
para determinar a, o r, ahora lo haremos
para determinar ambos valores conocidos
dos de sus términos.

= Puntos esenciales:

Usar la formula del término general de una
sucesion geomeétrica para expresar cada
término conocido en funcion del primer
término y de la razén comun.

A partir de los términos conocidos se debe
lograr establecer una ecuacion que involucre
Unicamente a la raz6n comun como variable.

Para resolver dicha ecuacion se debe aplicar
la descomposicién de un nimero en factores
primos.

Sustituir acertadamente los valores de
las variables involucradas al momento de
determinar el primer término.

Calcule a, y r para cada sucesién geométrica,
sabiendo que

a) a2:3 ya4:27
as _ ar® 27

ar 3

r2=9
r=43

Al hacerr =3 en a, = a,r, resulta

a,(3) = 3,es decir,a; = 1.

Al hacer r = —3,en a, = a;r, resulta

a,(—3) = 3,es decir,a; = —1.

b)a; =12 y a; =48
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Uidad 1: Sucesiones

Aprendizajes es perados —_— Contenido 5: Suma de los r primeros términos de una sucesion geométrica
. . P Dada la sucesion geométrica 1, 3, 9, 27, 81, ..., calcule la suma de los primeros 5 términos
Determina la suma de los primeros n mediante los siguientes pasos:
términos de una sucesion geométrica_ a) Indique la suma S de los primeros 5 términos.
b) Multiplique por 3 la suma anterior.

c) De la expresion obtenida en b) reste la expresion obtenida en a) y calcule el valor

= Secuencia: de la suma S.
En clases anteriores se dedujo y se aplico la S P
e , . .y a =
férmula del término general de una sucesién o ase \3\3\57 81\543
geomeétrica, la que sera nuevamente utilizada. c; b ;Xpre:a 3;_;: -
A como se establecié para las sucesiones 35— 3494074814243
aritméticas, en esta clase determinaremos la —§= —1-3-9-27-81
suma de cierto nimero de términos de una 22?2;21 +243
sucesion geométrica. 242
SZT, es decir, S=121.
" PuntOS e,senCIaIes: . . i . En una sucesion geométrica conocidos a, y r se establece la suma de sus n primeros
Recordar como se obtiene cierto término términos S, de la siguiente manera:
de una sucesion geométrica conocidos a, Smat@n @+t )+ e @
yr haciendo uso de la féormula del término la multiplicacion de la expresion anterior por r se transforma en
general. rS, =(@n) +ar) o @r ) Har ) far @
az as An-1 an
Al multiplicar los términos de una sucesion La sustraccion @ — (D da lugar a lo siguiente: |
Lo , , rS = (a,r) + (@,r?) +-+ (a,r2?) + (a,r"") + a,r"
geomeétrica por s_u’ razon cs)njun obtenemos S8 = —a, — (@) — (@) —— (@) — (@)
una nueva sucesioén geométrica cuyo primer S — Tar
término es el segundo de la primera sucesion (r=1)8,=a,(=1)
y la razén comun es la misma. Sir# 1, se escribe S;F% o equivalentemente S]F%.
) ; Ei I Compruebe el resultado obtenido en la solucién del problema aplicando la formula
Deducir la férmula para la suma de los Je"P° ) anterior.
n primeros términos de una sucesion De acuerdo con el problema, a,=1, r=3 y n=5, al sustituir estos valores en la formula
geomeétrica S, destacando el hecho que esta anterior se sigue que g o161 _242 _ o0
L . , 5 3—1 2
es valida siempre que r # 1. Esta formula Obteniendo de esta manera la misma respuesta dispuesta en la solucion del problema.
puede derivarse a partir de la solucion t
del problema. Debe orientarse la lectura Calcule la suma indicada -para cada sucesion geométrica con: ,
comparativa entre la solucién y la conclusion 3) @,=2y r=4, determine S, b) a,=8 y r=2, determine S
c) a,=—9 y r=3, determine S, d) a,=—3 y r=—1, determine S,

planteada.

*

C5: Suma de los n primeros términos de una sucesion

geométrica Aplique la formula anterior para comprobar la

solucion obtenida en el problema.
Dada la sucesion geométrica 1,3,9,27,81, ...

Determine la suma de los primeros 5 términos mediante los Sustituyendo a; = 1, r = 3 y n = 5 resulta:
siguientes pasos: 5
a) Indique la suma S de los primeros 5 términos. Ss = M = & =121
b) Multiplique por 3 la suma anterior. 3-1 2
c) De la expresion obtenida en b) reste la expresion @ Dada una sucesién geométrica con
obtenida en a) y determine el valor de S. .
a)a; = 2yr =4, determine S;.
@ a) S=1+3+9+27+81
AW NN N\ _2(4°-1) 126
b)35=  3+9+27+81+243 3= "3-1 ~ 3
c) 3S = 349427+ 81+ 243
-) §=1+3+9+27+81 b)a, =8y r =2, determine Ss.
B-1DS=-1 + 243 5
8(2° -1
25 = 242 5, =32 7D _ g 31) = 248
S=121 2-1
Observeque:2=3—-1=r—-1 _ _ ;
c =-9 = 3, determine S,.
242=1(243-1)=135-1) = a,(r* — 1) )& yr 4
@ Suma de n primeros términos de una sucesion geométrica: S, = -9(3* - 1) _ —720 — _360
= = =
_a (M —-1) 3—-1 2

S =
" r—1
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Contenido 6: Aplicacion de la formula para la suma de términos de una

sucesiéon geométrica

Seccion 3: Sucesiones geométricas

Aprendizajes esperados
Aplica la férmula de la suma de los n
primeros términos de una sucesion
geométrica en el calculo del primer término.

P [ Dada la sucesion geométrica con r=2 y S, =126, calcule a,.

= Secuencia:
En la clase anterior se dedujo la formula para
la suma de los n primeros términos de una

S

Al sustituir r=2, n=6y S;=126 en la expresion S, = — —

se sigue que

_a@2-1)
126= "1

126=a, (63)

_126
4763

a,=2

a(r'—1)

sucesion geométrica. Aqui se aplica para
determinar el primer término conocidas la
razén comun y la suma de cierto nimero de
términos.

= Puntos esenciales:
Recordar la formula para la suma de los n
primeros términos de una sucesion geomeétrica.

Al sustituir la razén comdn y la suma de
cierto numero de términos en dicha férmula

Determine a, para cada sucesion geométrica con:

a)r=2vy S,=93

b)r=5y S,=155

c)r=—2y S§,=5

dyr=—4y §,=204

se obtiene una ecuacion lineal cuya solucion
determina el primer término.

Recordar el concepto de potenciacion y
el orden de las operaciones para calcular
correctamente el valor de a,, .

*

C6: Aplicacion de la férmula para la suma de
términos de una sucesion geométrica

Dada la sucesion geométrica con r =2 y S, = 126,

calcule a,.
Sustituyendor =2, n =6y S, =126en S, =
resulta
a, (2 -1)
126 =
2—-1
126 = a,(63)
126
“ =63
a1 = 2

@ Determine a, para cada sucesion geométrica
con:

a)r=2y S =093

Como n = 5, al sustituir en la formula de la

a; (r"=1) suma, resulta:
r—1
a;(2° -1
G
2—-1
93 = q,(31)
a1 = 3

b)r =5y S, =155

Como n = 3, resulta:

a1(53 - 1)
155 = ———
5-1
620 = a,(124)
al = 5
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Uidad 1: Sucesiones

Aprendizajes esperados

Expresa sumas utilizando el simbolo de
sumatoria } .

= Secuencia:

Hasta este momento los estudiantes han
determinado sumas de cierto numero de
términos tanto para sucesiones aritméticas
como geométricas. A partir de esta clase se
introduce un nuevo simbolo para denotar
sumas.

= Puntos esenciales:
Introducir el simbolo de sumatoria (Sigma: })
para denotar sumas.

Hacer notar que con el uso de este simbolo no
es necesario enumerar todos los sumandos
para expresar determinada suma.

Identificar los elementos que intervienen en

la notacion adoptada al momento de escribir:

v Expresiones dadas con el simbolo
Sigma: Y} como sumas.

v/ Sumas indicadas usando la notacion de
sumatoria.

S4: Notacion Sigma
C1: Simbolo de sumatoria ),

Suma Notacion
sigma
n
a; ta;+az+--+a, Zak
k=1

Elementos que intervienen en la notacion de sumatoria Sigma )

—— Limite superior
A __, Argumento
k=) —» Limite inferior

Sumatoria desde
k =1 hastan de q;

Seccioén 4: Notacion de sumatoria

Contenido 1: Simbolo de sumatoria 2

La suma extendida a,+a,+a,+a,+--+a, de los primeros n términos de una sucesion
puede expresarse con el simbolo Sigma ¥ como sigue

Suma extendida En notacién de Se lee
sumatoria
a,ta,+a,+ - +a, Sa Sumatoria desde k=1 hasta n de a,
k=1

Notese que k indica la posicion del término que se suma.

Se observa ademas que para expresar la suma con el uso de este simbolo, no es necesario
enumerar todos los sumandos.

Mas concretamente, se pueden puntualizar los elementos que intervienen en la notacion de
sumatoria ¥, de la siguiente manera:

Limite superior

Z —— Argumento o k-ésimo elemento

k=1 Limite inferior

Irjempfo |') Escriba las expresiones dadas como una suma extendida sustituyendo sucesivamente
los valores de k desde 1 hasta el limite superior indicado.

a) 2k b) Sk o Sk d) S(3k+1)

n 5
a) D 2k=2+4+6+--+2n b) D k?=12+2°+32+4°+5°
k=1 k=1

K= +4+5+6° d) YBk+1)=4+7+10+--+(@n+1)
k=3 k=1

Escriba las expresiones dadas como una suma extendida sustituyendo los valores de k desde
1 hasta el limite superior indicado.

n 6
a) >3k b) D k2
k=1
I:__jemF/o 2) Exprese las siguientes sumas dadas en forma extendida usando la notaciéon sumatoria 3.
a)1+2+3+4+--+n b) 3+32+3°+3"+3°

n 5
a)1+2+3+4+--+n=2k b) 3+32+3°+3+3°=) ;3
k=1 =1

Exprese las siguientes sumas extendidas usando la notacion sumatoria ¥ .

a) 17+22 434 41 b) 1424344+ +20 Tyl !

C) gty tgtgt oty

n

n
d)Z(3k+1)=4+7+10+-~+(3n+1)

Se lee k=1

n
@ a)Z3k=3+6+9+-~~+3n

kzl
b)Zk2 —144+9+16+25+36
k=1
@ Exprese las sumas dadas usando la
notacién sumatoria Y. n
a)1+2+3+4+--~+n=2k

@ Escriba la expresion dada como una suma extendida: =]

n
a)22k=2+4+6+-~+2n
k=1
5
k?=1%2+2%2+32+42+5?
=1

b)

k

6
c) ) k3=33+43+5%+63
k=3

LT 23

5
b)3+32+32+3*+3°= ) 3k

k=1
n
@ a)12+22+32+---+n2=2k2
k=1
20
b)1+2+3+4+~--+20=z
k=1



Seccioén 4: Notacion de sumatoria

Propiedades de sumatoria

Aprendizajes esperados

Contenido 2: Propiedades de sumatoria
Expresa sumas utilizando las propiedades

P En cada uno de los incisos escriba las siguientes expresiones como sumas extendidas y .
establezca una relacion entre ellas: de sumatoria.

a) X2k y 25k b) Sk+k) y Dk+ Dk
= Secuencia:

S En la clase anterior se introdujo el simbolo

de sumatoria (Sigma: ) para denotar

sumas. Aqui se establecen algunas de las

propiedades de las sumatorias.

a) 326= @) (1) + (@) +@) @) + -+ (2)(10) =2(1+2+3+ - +10)
2ijjk:2(1 +2+3+--+10)
Por tanto, Z2k=22k = Puntos esenciales:

b 3 E+E)=(1+1)+2+2)+((3+3)+--+(10+10?
) k) =1+ 19+ 2429+ (3+3) ( ) Recordar los elementos que conforman la
=(14+2+3+--+10) + (12+22+ 3%+ ... + 109 n
Y SRS 14243410, SR 2F 10 expresion ;ak y la importancia de la buena

k=1

Asi, §k+§:k2 = (142+3+--- +10)+(124+22+32+--- +10?) identificacion de estos.

Inducir las propiedades que se pretenden

Por tanto, 2k+E) = Dkt 2k estudiar a partir de ejemplos concretos.
C Expresar verbalmente la lectura de las
En general, si ¢ es una constante, se tienen las siguientes propiedades: propiedades que se estudian.
a) Yek=cXk, enparticular Yc=nc. 2c e e R Usar dichas propiedades en la reescritura
k=1 k=1 k=1 k= A S . . .
) o Eomplor Y de expresiones que involucran el simbolo de
b) I;(l’k*’bk):;ak"‘;bk i3:3+3+3+3+3:(5)(3):15 sumatoria.
k=1

Reescriba las siguientes expresiones utilizando las propiedades estudiadas:

5 15
a) 2.5k b) 2.2
=] =

¢ S +K) d) D(2k+K)

C2: Propiedades de sumatoria

Escriba las siguientes expresiones como sumas Por tanto, Z(" +k) = Z k+ Z et
extendldas y establezca una relacion entre ellas. fe=1 fe= =t

a dvedk k + k2 ke Y K2 Si ¢ es una constante que no depende de k
kZ y kzl Z( )Y Z Z @ entonces

n
Z Z en particular Z c=nc
k=1

10
(3) @) 2k =@+ @@ + @)+ + @00 < &
2 +2434410) (ap +b =Z Z
k=1

10 k=1 =1

22k—2(1+2+3+ - +10)

M:

Reescriba las siguientes expresiones
ut|I|zando las propledades estudiadas.
Por tanto, Z 2k = ZZ k

a)ZSk—SZk b)ZZ—lS(Z)

Z(k +kH)=1+12)+ 2 +2%) + -+ (10 + 10?)

k=1
= (A +2+-+10)+ (12 + 22 + - + 10?) C)Z(k2+k3)= zk2+ Zk3
10 10 = = =
Zk+2k2:(1+2+~~-+10)+(12+22+--~+102) & S
VA )Z(2k+k2)—2 Zk Z
k=1 k=1

LT 24




Uidad 1: Sucesiones

Suma de los n primeros numeros naturales

Aprendizajes esperados
Contenido 3: Suma de los n primeros numeros naturales

Deduce una féormula para la suma de los n

primeros numeros naturales. P [ Deduzca una expresién para la suma de los términos de la sucesion 1, 2, 3, 4,..., n. ]

= Secuencia: S

En las clases anteriores se han expresado La diferencia comin d es 1ya q“e1 A

sumas utilizando el simbolo de sumatoria NENE N

. . 11 1

Sigma: ). En esta clase, deduciremos una

formula para la suma de los n primeros Ahora bien, se sustituye a,=1 y a,=n en la formula para la suma de los n primeros

nl]meros naturales_ términos de una sucesion aritmética para obtener S ,S n( )
S=g ata,

S,= 4 (1+n)

= Puntos esenciales:

Determinar la diferencia comun de la sucesion )
aritmética que se forma al tomar los n primeros 2k=5+1)
ndmeros naturales.

Pero, S,=1+2+3+-+n= )k , asi que utilizando sumatoria se tiene
k=1

Recordar la féormula para la suma de los n C

primeros términos de una sucesion aritmética La suma de los n primeros nimeros naturales esta dada por

Sk=Ln+1)

Expresar la suma de los n primeros numeros =
naturales usando el simbolo Sigma: ) . La
expresion para esta suma requiere de la Ejemplo ) icule ef valor de Ia sumatoria Sk

identificacion del ultimo sumando .

. , Sustituyendo n =20 en la formula anterior resulta
Deducir la formula para la suma de los n

. . & (20 _ _
primeros numeros naturales. 2k=(3)@o+1n=001@n=210

Usar dicha formula para determinar el valor t
numeérico de ciertas sumatorias.

Calcule el valor de las siguientes sumatorias:

a) flk b) 2.k o) Xk

C3: Suma de los n primeros numeros naturales )
Calcule el valor de la sumatoria:
20

Deduzca una expresion para la suma de los términos 20
de la sucesion 1,2, 3,4, ..., n. Z k = 7(20 +1) =10(21) = 210
k=1
1, 2, 3 4,... .
NN A @ Calcule el valor de la sumatoria:
+1 +1 +1 10
10
@ Sustituyendod =1,a, =1ya, =nens, = %(a1 + a,) a) Z k= 7(10 +1)=5(11) =55
resulta k=1
S, =g(1 +n) 5
n b)Zk=—(15+1)=15(8)=120
PeroSn:1+2+3+-~+n=Z =
n k=1
] n 30 30
A3|qu32k=§(n+1) C)Zk=7(30+1)=15(31)=465
k=1 k=1

La suma de los n primeros nimeros naturales esta

dada por
n
Z k=ZG+1)

k=1
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Contenido 4: Suma de los cuadrados de los n primeros nimeros
naturales

La suma de los cuadrados de los n primeros nimeros naturales esta dada por

Z::kZ:%n(n+1)(2n+ 1)

Ejemplo || Calcule el valor de la sumatoria Zkz
k=1

Aplicando la formula anterior para n =7 se sigue
7
YK =(§) 0@+ @@+ 1]
k=1

=(§)n® (15
=140

7
Por tanto, Y k*=140.
=

K= 14449+ 2
k=

Seccioén 4: Notacion de sumatoria

4 Suma de los cuadrados de los n primeros niumeros naturales

Aprendizajes esperados
Aplica la féormula para la suma de los
cuadrados de los n primeros numeros
naturales.

= Secuencia:
En la clase anterior se establecié una formula
para la suma de los n primeros numeros
naturales. Aqui se pretende conocer una
férmula para la suma de sus cuadrados para
luego aplicarla.

= Puntos esenciales:
Expresar la suma de los cuadrados de los

Calcule el valor de las siguientes sumas:

a) ikz c) ikz

k=1

b) 1+4+9+16+25+36+49+64

5
Ejemplo 2| Calcule el valor de la sumatoria . (2k?+k).

La suma dada puede ser reescrita como

5 5 5
>k +k) =22k + )k
k=1 k=1 k=1

i(awbk) = iawibk
=] k=1 k=1

5 5
=22 K+ 2k
F=A=

Dado que ikz:(%)(5)(5+1)[(2)(5)+1]:55 y i:(%)(s)(5+1):15, entonces

5 5
22 K+ ) k=
" &

Por tanto, .Z;(Zk2+k)= 125.

(2)(55) +15 =125

n primeros numeros naturales usando el
simbolo Sigma: }.

Mostrar la formula para la suma de los
cuadrados de los n primeros numeros
naturales.

Usar las propiedades estudiadas y dicha
férmula para determinar el valor numérico de
ciertas sumatorias.

Recordar el orden de aplicacion de las
operaciones en el calculo de expresiones
numéricas.

EZ

Calcule el valor de las siguientes sumatorias:

a) i(3k2+k) b) i(%kus) c) i(2k2+3k)

*

C4: Suma de los cuadrados de los n primeros
numeros naturales

n
1
Z K2 = —n(+ D@n+1)
k=1

@ Calcule el valor de la sumatoria:
7

Z k? = %(7)(7 +D[2(7) +1] = %(7)(8)(15) =140
k=1
@ Calcule el valor de las siguientes sumas.
o1 1
a) Zk = 5(5)(5 +1D[205) +1] = 3(5)(6)(11) =55
k=1
b) 14+4+9+--4+49+64= %(8)(9)(17) =204

<) Z K = %(10)(10 +D[2(10) + 1] = %(10)(11)(21) = 385

@ Calcule el valor de la sumatona
Z(2k2+k)—22k2+2k—22k2+2k
Z K2 = %(5)(5 + 1[2(5) + 1] = 55
=1

5
Z k=i +1) =15

2
k=1

5
2 k24+ ) k=(2)(55)+ 15 =125
PAED)

k=1

5
Z(Zkz +k) =125

Determine el valor de las siguientes sumas.

5 7
1
b) Z (Ekz + 5) - 105
k=1

®)

a) Z(3k2 +k) =180

k=1

6
0) Z(Zkz +3k) = 245
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Prueba de Matematica 11mo (30 min.) Fecha:

Unidad 1: Sucesiones

Nombre: Seccion:
2
Sexo: M/F /20

1. Calcule los primeros 5 términos de una sucesion con término general a,=3n+ 1.

(2 puntos)
2. Dada la sucesion aritmética 5, 11, 17, 23,...
a) Encuentre el primer término (1 punto) b) Encuentre la diferencia comun (1 punto)
a, = d=
c) Determine el término general (2 puntos)
a,=
3. Dada una sucesion aritméticacon d =2 y a, = 13, calcule a;, (2 puntos)




4. Dada una sucesion aritmética con a, =— 1y az = 13, determine S;.

(2 puntos)

5. Dada la sucesion geométrica 7, 14, 28, 56, ... (2 puntos x 2 =4)
a) Encuentre la razé6n comun b) Determine el término general
r = a, =

6. Dada una sucesion geométricacon r=2 vy a, = 24, calcule a;. (2 puntos)
7. Dada la sucesion geométrica con a, =3 y r =4, calcule S, . (2 puntos)
8. Expresa la suma dada en forma extendida usando la notacion sumatoria .

(2 puntos)

3+3*+3°+3'+3°=

Nombre:
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Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Aprendizajes esperados

) o . Seccion 1: Potenciacion y radicacion
Aplica el concepto de potencia identificando

sus componentes en el calculo de productos Contenido 1: Definicion de potencia con base racional y exponente un

- numero natural
numericos.

P Escriba en el espacio en blanco el nimero que hace verdadera la expresion.

= Secuencia: a) (2)(2)=2" b) (2)(2)(2)= 2" o) (2)2)2)(2)2)2)2)= 2"
En los estudios de primaria y de séptimo S
grald(_) _I'os estudlan_tes” han manipulado la a) (2)2)=2 b) (2)2)2)=2° ) 2222 =2
definicidn de potenciacion, por lo que se debe C

introducir realizando un breve recordatorio.
Si n es un numero natural, entonces: a-a-a-a-a-a...a =a*

= Puntos esenciales: Potencia
Expresar productos indicados de factores Exponente
repetidos como potencias.

Base @

Identificar los términos que intervienen en
Potenciacion es la operacion que consiste en repetir como factor un nimero llamado base,

una pOtenCIa' tantas veces como lo indique el exponente. Una expresion del tipo a" se llama potencia.
Notar que:
t.
\/ Si el exponente €S par, la pOtenCia sera Exprese los siguientes productos en la forma a”:
siempre positiva. a) (3)(3)(3) b) (4)(4)(4)(4) c) (10)(10)(10)(10)(10)

v Si el exponente es impar y la base

1)(1)(1
es negativa, la potencia sera siempre @202 @ (s)s)s)

negativa. -
EJemp/a Calcule el valor de las siguientes expresiones:
Aplicar correctamente la ley de los signos a)5° b) (-5) c) (~2)°
para la multiplicacion. _ _ o
o ) a) 5°=(5)(5)(5) =125 /j\l/?\ Cuando la base a es positiva, a” es positiva.
Recordar la multiplicacion de numeros b) (=52 = (~5)(—5)=25 " o5 positivo si n es par

Si la base a es negativa . : .
a" es negativo si n es impar

decimales y de fracciones.
0) (-2°=(-2)(-2)(-2)=~8

Calcule el valor de las siguientes expresiones:
a) 3 b) (-2)* c) (=3)° d) (0,2¢ e) (*

)3
*

[NES

U2: Potenciacién y Funciones Exponenciales c) (10)(10)(10)(10)(10) = 10°
S1: Potenciacion y radicacion
C1: Definicion de potencia con base racional y d) (1,2)(1,2) = (1,2)?
exponente un numero natural
Escribe en el espacio en blanco el nimero que hace e) (l) (l) (l) = (1)3
verdadera la expresion. 3/\3/ 13 3
@ a) (@) =22 b)@)(2)(2) =2E @ Calcule el valor de las siguientes expresiones:
) Q)@ @)()(2) =27 a) 5% = (5)(5)(5) = 125
Potenciacion
© . b) (=5)? = (=5)(=5) = 25
ararara-a-a---a=a
n-veces Exponente c) (=2)° = (-2)(-2)(-2) = -8
Potencia

@ Calcule el valor de las siguientes expresiones:
Base a) 35 =243 b) (-2)* =16
@ Exprese los siguientes productos en la forma a™:

a) 3)3)(3) = 3° 3
b) (4)(4)(4)(4) = 4* o) (-3) = 3

c)(=3)3=-27  d) (0,2)2=0,04
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Contenido 2: Propiedades de la potenciacion con exponente un nimero natural

Seccion 1: Potenciacion y radicacion

Aprendizajes esperados
Deduce y aplica las propiedades de

relacion entre los exponentes.

a) a*>a® b) (a?)® c) (ab)® d)a®+a®

Exprese los productos y divisiones indicadas como una sola potencia y establezca una

potenciacion con exponente un numero
natural en la solucion de ejercicios.

= Secuencia:

a*a’*=(a-a)a-a-a-a-a) =a’  Seobserva a*a®=a?*s
———

2veces 5veces

7veces

b) (a?)°=a*a*a*a*a’*= (a-a)(a-a)la-a)a-a)a-a)=a"™ Se observa (a?)° = a®®
L S s e
2veces 2veces 2veces 2veces 2veces
10veces
c) (ab)= (ab)(ab)(ab)=(a-a-a)(b-b-b)=a*b®
5 . . d -
d) a5+a3:a5-% = %: a aﬂz Z 4 =a? Se observa a®+a*=a*"?

En la clase anterior se estudio la definicion
de potenciacion que servira para establecer
algunas propiedades de la potenciacion con
base real y exponente natural que seran
estudiadas en esta sesion.

= Puntos esenciales:
Recordar la definicion de potenciacion.

Propiedades de la potenciacion

Sia+#0, b+#0 ym, nsonnimeros naturales;
1) a™a"=am" 2) (am)=am™
3) (ab)y'=a"b" 4) a"+a"=a"™" (sim>n)
Lj_jemp/D Aplique las propiedades de potenciacion segun corresponda.

a)a’-a* b) (a?)° c) (aby? d) a®+at

a)a’a*= a’t*= a"

b) (a?)’= a@©®= g2

c) (@by=a’b?
)

d) a®+a*=a**=a?

Establecerlas propiedades de la potenciacion
a través de ejemplos concretos.

Expresar verbalmente las propiedades de la
potenciacion establecidas.

Identificar en cada  ejercicio
propiedad(es) de potenciacion a utilizar.

la(s)

Aplique las propiedades de la potenciacion segun corresponda.

a) aa b) a*a
0) (@®)* d) (a7

e) (ab)y f) (a®b)®
g) a®+a? h) a®*+a?

*

C2: Propiedades de la potenciacion con exponente
un numero natural

Exprese los productos y divisiones como una sola
potencia y establezca una relacion entre los exponentes.

a) a?-a® b) (a®)> c¢)(ab)® d)a®=+ad
@a) a’-a®*=(a-a)a-a-a-a-a)=a’
2 veces 5 veces ) 5 245
7 veces a~ra”=a

b) (a2)5=a2-a2-a2-a2'a2
=(a-a)(a-a)(a-a)(a-a)(a-a)=a

2 veces 2 veces 2 veces 2 veces 2 veces

10 veces (a?)5 =a®@®)

¢) (ab)® = (ab)(ab)(ab) = (a-a-a)(b-b-b) = a3bh’

1 aa‘g-a-a
d) a5+a3=a5><——7=
o R AN

a3

Propiedades de la potenciaciéon
Si a #0,b # 0 y m,n son nUmeros natural

1) a™-aq" = gm+n 2) (@™)'= a™
3) (@ab)" =a™ " 4)am+a*=a"""sim>n

@ Aplique las propiedades de la potenciacion
segun corresponda.

a) a’-a*=a’t =gl
b) (a?)f = a®@® = 12
c) (ab)? = a?b?

d) a®+a*=a%*=qa?

@ Aplique las propiedades de la potenciacion
segun corresponda

a) at-a®=a*3 = a7
b) a*-a=a*"t=a°

C) (a5)4 — a(s)(4) — a20
d) (a4)2 — a(4)(2) — a8
e) (ab)® = a®p°

f) (a?b)® = a®bh3

g) a®+a?=ab2 =g
h) a3+a?=a%2=a
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Unidad 2: Potenciacion y Funciones Exponenciales

Aprendlzajes esperados
Aplica las propiedades de potencia con
exponente cero o niumero negativoy base un P
numero racional en la solucién de ejercicios.

= Secuencia: S
En la clase anterior se estudiaron algunas
propiedades de la potenciacién. Aqui se
establecen dos propiedades para potencias

con exponentes enteros no positivos.

= Puntos esenciales:
Inducir estas nuevas propiedades a través
de ejemplos concretos.

Tener presente la restriccion para la base

(a # 0) en las dos nuevas propiedades que C

se estudian.
Expresar verbalmente dichas propiedades.

Aplicar correctamente las propiedades dedu-
cidas en el calculo de potencias.

t

C3: Potencia con exponente cero o nimero negativo

y base un nimero racional

Calcule los valores de las siguientes potencias:

Contenido 3: Potencia con exponente cero o numero negativo y base un

numero racional

Calcule los valores de las siguientes potencias:

a) 2° b) 20 c) 2+ d) 22

Se observa en el dibujo que las potencias de 2 con exponente positivo se encuentran
multiplicando por 2 sucesivamente; para las potencias con exponentes negativos se multiplica

sucesivamente por .

/_\«/_\/\1/_\/_\/\1

21
H Il \ | \ n u
1? % 1 2 4 16
‘\_/ L P A 4 u o/
e
Por lo dicho anteriormente,
a)2-8 b) 2°=1 92'=}% 927=(3)=(3)(3)-%

EJ‘EMPIO

Sia#0y n es un nimero natural, entonces

1) a®=1 2) a "= o=
Calcule los valores de las siguientes potencias:
a) 5° b) 3-2
0 -1 _1
a)5°=1 b)32—32—9

Calcule los valores de las siguientes potencias:

a) 39 b) 4°
d) 51

) (-2)°

@ Sia # 0 y n es un numero natural, entonces

Na’=1

3 0 -1 -2
a)2 b) 2 ©)2 d)2 @ Calcule los valores de las siguientes potencias:
a)5°=1
@ Se observa
b) 3—2 — i — 1
X2 X2 X2 X2 X2 32 9
2(\‘2_1/\‘20/—\‘2«/—\‘ 2/\‘23/—\‘2“ @ Calcule los valores de las siguientes potencias:
Il Il Il Il 1] I Il
1 1 1 2 4 8 16 a)3°=1
LA A W 2 W b) 4° =
<1 w1 w1 w1 w1 w1
2 2 2 2 2 2 1 0
o) (=3) =1
Por tanto:
— 1 1
a) 2°=8 b) 2°=1 d)5=5=5
-1-1 21 _ (H)(1) = _
c)2 T2 d) 2 _22_(2)(2)_ 9)42=4i2=i
-3 _ =_1
) (D3 =Fs=—3
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Seccion 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 4: Propiedades de una potencia cuando el exponente es un Aprendizajes esperados
niimero entero Deduce y aplica las propiedades de
P Exprese los productos y division indicados como una sola potencia y establezca relaciones potenC|aC|on Con. ’expon(.ente. .un numero
entre los exponentes, si a0 y h0. entero en la solucion de ejercicios.
a) a®a? b) (a®)-? c) (ab)? d) a?®*+a*®
S = Secuencia:
8)a a?=a* s = % —@>=a'=a  Seobsena atat-at En _clases anteriores se ”estud|aron las
NN propiedades de la potenciacién de base real
-2 [ 6 3)—2 — (3)(—2)
P (@)= (g s~ @ Se ohsarva ()% =a con exponente entero, por lo que en esta
) @)= (i = a5 = a = sesion se aplican en ejemplos y ejercicios.
d)yali+a’= iﬁ - 1*5 = 1*3 . aTS = ‘L: =a? Seobserva a*+aS=qa 39
a a a a

C = Puntos esenciales:
) o } Recordar las propiedades de la potenciacion
Propiedades de la potenciacion cuando el exponente es un nimero entero
de base real con exponente entero.

Si a#0, b+#0 ym, nsonnimeros enteros, entonces:
1) ama"=am+ 2) (a"y =am 3) (aby'=a" b 4y an+ar=anr Deducir las propiedades de potenciacion a
partir de la solucion del problema.

t

Aplique la propiedad de potenciacion segtin corresponda, si a0, b+0. Hacer uso de las propiedades en la
a) asa-? b) (a?)~° ¢) (ab)-? d) @+ a* e) (a2 b4y simplificacion de potencias.

E}'emF/O Calcule el valor de las siguientes expresiones:
a) (5°)(57%) b) (3%)7* c) (572)° d)2°+2°

a) (5°)(57%) = 55 = 52 = 25

b) (32)3:3<2u 3‘:36:%:71%

c) (520 =520=5=1

cos_opis_oo_ 1 _ 1
d) 20+ 2°=2" =0 ==

Calcule el valor de las siguientes expresiones:

a) (2°)(27?) b) 37
c) 3+37 d) (1075)(10%)
e) (77

#

C4: Propiedades de una potencia cuando el

exponente es un niimero entero @ Aplique la propiedad de potenciacién segun
corresponda, si a#0, b+#0

a) a’-a?=a52 = g3
b) (aZ)—3 — a(z)(—s) — a—6
c) (ab)3=a"3%p3
)
)

Exprese los productos y divisiones indicados
como una sola potencia y establezca relaciones
entre los exponentes, sia # 0,b # 0.

a)a®-a? b)(@®™? c¢)(ah)? dya3+a>®

d 2+ 4 — 424 — 42
@a) 3.q72 3.1 _ @ 3-2 1 a—zisa—lozct)
@raTsa g =gse sa=a &) (a?b"’ = a b
b) (a3)2 = 1 _1_ ;-6 Calcule el valor de las siguientes expresiones:
(@®)? a®
C) (ab)_z =L=L=l-i=a_2b—2 a) (55)(5_3)=55+(_3)=52 =25
(ab)2 ~ a?b?  a? b2 b) (32)3 =33 =3-6-L_ L
- - 1 1 1 a5 a° B ~ ~ 36 729
35— 2. & _ & _ 5-3_,2 2)0 — 5(-2)(0) = 50 =
da .a—3-5—3 —3—(1 =a C)(S)_S —50_1
) at a> a> 1 a d)23+25=23_5=2_2=i=l
22 4

Propiedades de la potenciacion cuando el

; . Calcule el valor de las siguientes expresiones:
exponente es un numero entero. Si a # 0, @ 9 P

b # 0y m,n son numeros enteros, a) 25272 =2%=8 by 3™ )*=3"*= é_
1) am . aTL — am+n 2) (am)n — amn L L
3) (ab)* = a™b*  4)a™ +a* =ag™ " c) 3*+3"=33= - d) (1075)(10%) = ooo
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Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

)
3
c
2
€
3
O

Aprendizajes esperados

Define la raiz n—ésima estableciendo la
relacion entre esta y la potencia.

= Secuencia:

Anteriormente se estudiaron las propiedades
de la potenciacion con base real y exponente
entero. Ademas, en 8vo grado se definid
la raiz cuadrada de un numero positivo
que se utiliza para estudiar el concepto
de raiz n-ésima como su generalizacion.
Posteriormente se concluira que la expresiéon
n/a equivale a una potencia con exponente
racional (siendo n un numero natural).

= Puntos esenciales:
Recordar la definicion de raiz cuadrada.

Definir raiz n—ésima como generalizacion de
la definicion de raiz cuadrada.

Indicar los términos que intervienen en la
radicacion.

Establecer la equivalencia entre la radicacion
y la potenciacion.

C5: Raiz enésima y la relacion entre potenciacion

y radicacion
a) Calcule el valor de V4.

1Y Raiz enésima y la relacion entre potenciacion y radicacion

Contenido 5: Raiz enésima y la relacion entre potenciacion y radicacion

P a) Calcule el valor de /4 .
b) Reescriba las igualdades 2° =8 y 3= 81 utilizando radicales.

S

a) y4 =2, porque 22=4. Se lee "la raiz cuadrada de 4 es 2".
b) %/8 =2 porque 2°=8y se lee "la raiz cubica de 8 es 2".
/81 = 3 por que 3*=81y se lee "la raiz cuarta de 81 es 3".

C

Relacioén entre potenciacion y radicacion

N

~ Enelcason=2 se

omite el indice de la raiz
cuadrada

3/a seescribe ya

Potenciacion Radicacion

b =a siysolosi b="/a

Elementos de la raiz enésima:
indice ] Signo radical

"/ @+— Subradical
Raiz enésima —

Se dice que b es raiz enésima de a si y solo si b"=a. Es decir, (v/a)' = a.

Al sustituir b por Ya en b" = a:

(Va) =a

Ejem/:/a Observe la relacion entre potenciacion y radicacion en la siguiente tabla:

Potenciacién | Radicacién La radicacion se lee

20=64 2=12/64

Dos es igual a la raiz sexta de sesenta y cuatro

Menos dos es igual a la raiz quinta de menos

_2Y— _ =5/
(=2) 32 2=Y—32 treinta y dos

Complete la tabla utilizando la relacién entre potenciacion y radicacion.

Potenciacion Radicacion La radicacion se lee
2=16
32=9
(=3)=-27
3=4%81

*

Observe la relacion entre potenciacion y
radicacion en siguiente tabla.

b) Reescriba las igualdades 23 =8 y 3* =81 Potenciacion | Radicacion Ei;azga%%glseale;iz
utilizando radicales. 26 — 64 2 —%6i |sexta de sesenta_y
@a) V4 = 2, porque 22 = 4. Se lee “la raiz cuadrada de cuatro
4es?2’ Menos dos es igual a
R -2)5=-32| —2=%= raiz quinta de menos
b) V8 =2 por que 23 = 8y se lee “la raiz cubica de =2 2 32 |falz quinta
» treinta y dos
8es2
A/g1 = 4 _ « :
d 8}31_ 3 ?;’)”or que 3" = 81y se lee “la raiz cuarta @Complete la tabla utilizando la relacion entre
ecles potenciacion y radicacion.
@Relacu’)n entre potenciacion y radicacion: Potenciacion | Radicacion | La radicacion se lee
Potenciacion  Radicacion 24 =16 416 =2 |Laraiz cuarta de 16
b"=a & b="a es igual a 2.
indice Signo radical (—3)% =-27| —3 = 3/=27 | Menos tres es igual

Sub-radical
Raiz enésima
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La raiz cuarta de 81
esigual a 3.

3+ =81 Y8l =3




Seccion 1: Potenciacion y radicacion

Aprendizajes esperados
Contenido 6: Simplificacion de radicales

Simplifica radicales aplicando la propiedad

Calcule los valores de los siguientes radicales:
P 9 n /an =qa.
a) 416 b) — %16 c) ¥/8 d) %-8
S = Secuencia:

En la clase anterior se estudid la definicion
de raiz n—ésima, la que se aplica en esta
sesion para determinar el valor de algunas

a) 16=24 asique /16 =2.
Al sustituir 16 por 24 se obtiene 4/2* =2

b) Utilizando la respuesta de a), 4/16 =2, luego — %16 =—2. raices.
¢) Laigualdad 8=2° implica que %8 =2. = Puntos esenciales:
Al sustituir 8 por 2° se obtiene %/2° =2. Recordar la definicion de raiz n—ésima.
, n/ n_ ,
d) De laigualdad —8=(—2)* se tiene que *%/—8 =—2y sustituyendo —8 por (—2)° Establecer la propledad vYa = a a traves
resulta 3/(—2) = —2. de la definicion de raiz n—ésima.
C Determinar el valor de ciertas raices

aplicando dicha propiedad.

En el caso en el que el indice de la raiz es igual al exponente del subradical se cumple que
@ —a Destacar el hecho de que si el indice es par,

la cantidad subradical debe ser no negativa

para que dicha raiz esté definida.
Ejemplo ) calcule el valor de %/32.

532=%2"=2

t

Calcule los valores de los siguientes radicales:

a) /81 b) —4/81
c) 4125 d) ¥-27
e) /1000 f) —4/10000

#

C6: Simplificacion de radicales

@ Calcule el valor de 3/32.

@ Calcule los valores de los siguientes radicales:

a) V16 b)-¥16 ¢)V8 d) /=8 ¥Y32=125=2
@ a) 16 = 2*, asi que V16 = 2 @ Dete_rmine Ios_valores de los
Al sustituir 16 por 2* se obtiene ¥2% = 2 siguientes radicales:
b) Como V16 = 2 de la respuesta de a), —V16 = —2 a) V81=1V3*=3
c) Laigualdad 8 = 23 implica que /8=2 b) —381=-%37=-3

Al sustituir 8 por 23 se obtiene V23 = 2.
d) Como —8 = (—2)3 entonces Y-8 = -2, c) V125=V5 =5
y sustituyendo —8 por (—2)2 resulta 3/(—2)3 = -2 4 V=27 = Wz _3

Cuando el indice de la raiz es igual al exponente del
subradical se cumple que: e) V1000 = V103 =10

n n—
Var =a fy —410000 = —¥10% = —10
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Unidad 2: Potenciacion y Funciones Exponenciales

Aprendizajes esperados
Efectta multiplicaciones de radicales
de igual indice aplicando la propiedad

a3 ="/ab.

= Secuencia:

En 8vo grado se estudié la propiedad para
el producto de raices cuadradas la que sera
generalizada en esta clase.

= Puntos esenciales:

Recordar la propiedad (JZ)(\/Z) =

ay b positivos.

\/E con

Generalizar dicha propiedad considerando
como indice de las raices un entero positivo
cualquiera.

Expresar verbalmente dicha propiedad.

Determinar el valor de ciertas raices aplicando
dicha propiedad.

Aplicar la descomposicion de numeros
naturales en factores primos para expresarlos
como potencias de un numero dado.

Aplicar la propiedad a™-a"=a™™ en la
solucion de ejercicios.

C7: Multiplicacion de radicales de igual indice

® Repaso

Escriba en el recuadro el numero que hace

verdadera la igualdad

(V2)(V3) = |3 =VE

Contenido 7: Multiplicacion de radicales de igual indice

Repaso

Escriba en el recuadro el numero que hace verdadera la igualdad.

(2)(v3)=+[1]

Utilizando la propiedad de la raiz cuadrada, (va)(yb) =yab, se tiene que
(2)(3)=v(2)(3) =6

En el caso de la raiz enésima se cumplen las mismas propiedades de la raiz cuadrada,
siendo una de estas la siguiente:

Propiedad de la raiz enésima:
Sia>0, b>0y n un numero entero positivo, entonces:

(Ya)(Vb)="/ab

I:]'emP/o Calcule los valores de los siguientes productos de radicales:
a) (9)(/3) b) (%/2)(%/'32) ¢) (%/125)(%/25)

a) (V9)(/3)=%(9)(3) =¥/(3)(3") =%/3" =43 =3

b) (%2)(%/32)=4%(2)(32) =%/(2)(2°) =%/2"° =%/2° =2

) (¥/125)(%/25)=%/(125)(25) =¥/(5°) (5) =%/5°*=%/5°=5

Calcule los valores de los siguientes productos de radicales:

a) (v2)(v/4) b) (+/5)(25)
c) (4/3)(+27) d) (+/27)(%9)

e) (/16)(V8)

*

@ Calcule los valores de los siguientes productos
de radicales:

a) (¥9)(¥3) = Y(B) =/3B»HEY
=331 =337 =3

b) (%2)(¥/32) = i/(2)(32) =J@H(2%)
{21+5 = §/26 =

Se ha usado la propiedad (va)(Vbh) = Vab

En la raiz enésima se cumplen las mismas
propiedades de la raiz cuadrada, siendo una de

estas la siguiente.

Propiedad de la raiz enésima:

Sia>0,b>0y n un numero entero positivo,

entonces:

(¥a) (VB) = Vab
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c) (¥125) (¥/25) = /(125)(25) = Y/ (5*)(5?)

()a)¥2- V2= Y@@ =B=VT =2
b) V5 V25 = {/(5)(25) = V125 = V53 =5
) V3-Y27 =@ =81 =3*=3
d)i/ﬁ-i/%W:%:i/?:
e) V16- V8 = /(16)(8) = V128 = V27 =



Seccion 1: Potenciacion y radicacion

' 8 Division de radicales de igual indice y propiedades de los radicales

— Aprendizajes esperados
Simplifica expresiones con radicales
R@W aplicando las propiedades:

Escriba en los recuadros los nimeros que hacen verdaderas las tres igualdades.

s Hon Doy Ve DV a="a

Contenido 8: Division de radicales de igual indice y propiedades de los radicales

Utilizando la propiedad de la raiz cuadrada —— \/3 se tiene %7\ L] =43 3) (nﬁ)m _ n\/ﬁ
La raiz enésima cumple las mismas propiedades de la raiz cuadrada, siendo una de ellas la
siguiente: = Secuencia:
Cl L En 8vo grado se estudié la propiedad para
SO Oy e imero naturallentonces el cociente de raices cuadradas la que sera
:QZ =/ generalizada en esta clase. Ademas, se

estudiaran las propiedades raiz de una raiz

I:]'emF/O /') calcule los valores de los siguientes cocientes de radicales: yraiz de una pOtenC|a-

) 189 ) /5
V7 Y160 = Puntos esenciales:
%189 _s /189 _ /55 _s/a5 A5 s 3 5 1 _s /1 _si(AV_1
3)7W3‘7 ,\’77\27*\373 b) 5‘/;607\1’6032 \/25*\(2>*2 ] \/; a
E. Recordar la propiedad —— = p conay
Calcule los valores de los siguientes cocientes de radicales: \/E
4\/37 @ 3\,@ A\/E 5\/5 g . e - _AQi
25 b) <5 ) 9 rea ®) T a56 b positivos y la definicién de raiz n—ésima.
C, Generalizar dicha propiedad considerando
Propiedades de los radicales como indice de las raices un entero positivo
Sia>0, m, n son nimeros naturales, entonces Cua|quiera.
/g ="/a (Wa) ="/a"

Expresar verbalmente dicha propiedad.

[Z]emF/D 2) Calcule los valores de las siguientes expresiones: Determinar el valor de ciertas raices
a) %64 b) (+/16) . . .
) o aplicando dicha propiedad.

a) /64 ="/64 =964 =92° =2 b) (4/16) =+/16° =+/(4°F =+/477 =4/4* =4 Conocer las propiedades: raiz de una raiz

E y raiz de una potencia y aplicarlas en la

?  Calcule los valores de las siguientes expresiones: simplificaci()n de radicales y aplicarlas en el

a) /64 b) %7720 o) (27 calculo de los valores de expresiones con
radicales.

*

ca: Divis_ion de radicales d? igual indice y Calcule los valores de los siguientes cocientes de
propiedades de los radicales radicales:
Escriba en los recuadros los nUmeros que a) )/\/3? Vi6 = V2% =2
hacen verdaderas las tres igualdades. .
cE-= b) Y= =8 =27 =2
V2
Se ha usado la propledad ya f @ Propiedades de los radicales
Si a > 0,m,n son niumeros naturales, entonces
@ Propiedad de los radicales "/% ="%a (%)m = Rfgm
Va _a[@ - |
h b @ Calcule los valores de las siguientes expresiones:
Calcule los valores de los siguientes a) VV6d = “X6a = V64 = Y26 =2

cocientes de radicales.

\/31T :[189 YT =3

e

b) (¥16)" = V162 = /(42?2 = V4@@ = Va7 — 4

(k2) a) /64 = /67 = 425 = 2
1 b) V729 = /729 = V35 =3
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Unidad 2: Potenciacion y Funciones Exponenciales

Potencias con exponentes racionales (1)

Aprendizajes esperados

Contenido 9: Potencias con exponentes racionales (1)
Deflne pOtenCIa con exponente un numero P [ Exprese */a’ en forma de potencia con base a y exponente racional. ]
racional.
ia: _ Sia>0ym,nson
= Secuencia: . ) ) Al sustituir n = % y m=3en (a")"=a", resulta: : na,:ems};acionmes,
En clases anteriores se estudiaron propie- @b ma @ entonces (@)* = a=

dades para la radicacion y potenciacion que
seran utilizadas para expresar la raiz de una
potencia como una potencia con exponente

La sustitucion de n=3 en (/a)' =a, dalugara (%/a) =a y si se reemplaza en esta tltima

igualdad a por a? se obtiene:

(% 02)3 =a @

fraccionario. El lado derecho en (Dy en (2) es a?, asi que
. (a%)a = (3\ 112)3
» Puntos esenciales: d=ya?
Recordar las propiedades Esdec,  Ya*=d}
(an)m — anm C
n /an =a Sia>0, m es entero y n es un nimero natural, entonces

at="a"=(Va)"

nm = ("ﬁ )"L En el caso de m=1 se obtiene:

Establecer la igualdad
w/ g™ = a% Ejemf,/o Convierta las siguientes expresiones de la forma radical a potencia o viceversa:
a) af b) a*? c) Ya d) ve’
Expresar raices de potencias como potencias Py S 1 1 . .
con exponentes fraccionarios. aai=va R 2 oYe=a  dYe-d
Expresar potencias con exponentes fraccio- Convierta las siguientes expresiones de la forma radical a potencia o viceversa:
narios como expresiones radicales, identifi- a) ot b) at
cando correctamente numerador, denomina- o) af 4 o
dor y la ubicacién de estos en el radical. o) at f va
3 V
g) Vaa h) 7\/ aA
) va' ) Va*

C9: Potencias con exponentes racionales (1)

1
3 . Sim =1, entonces ar = Va.
@ Exprese Va? en forma de potencia con base

a 'y exponente racional. @ Convierta de la forma radical a potencia o viceversa:
@ Al sustituirn=3ym= 3en(@a™)™ =a™: 2 —%zlz 1
w3 p a) as = Va? b) ¢ 3T ¥a
(aa) — B _ 2 1) a

1 3
Sesustituye n=3 en (¥a)' =a: (Ya)' =a ¢) Ya=as d) a3 = a5
Se reemplaza en esta igualdad a por a?:

@ Convierta las siguientes expresiones de la forma

3 3
(Va?) = a? (2) radical a potencia o viceversa.
El lado derecho en (1) y (2) es a 2 asi que: s 1
a)as = Va3 f)y Ya=as

(@) = (@) - &=

1 3

Es degir, b) a+ = Va 9) Va* =a:

2 5 4

Va2 = a3 c)az =Va® h) Va* = a7

@ Sia > 0, m es entero, n es un nimero d) a% = 4a3 ) Va* = a§
natural entonces: , .

m -z 1 . =

an = ¥Vam = (Va)" e)a:=z= j) Va8 = a3
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Seccion 1: Potenciacion y radicacion

' 1 1] Potencias con exponentes racionales (2)

Aprendizajes esperados
Contenido 10: Potencias con exponentes racionales (2) Calcula potencias con exponente un ndmero
racional aplicando la escritura equivalente

I:]‘emplo Calcule los valores de las siguientes potencias con exponentes racionales:
a) 47 b) 8% c) 27% d) 25°% como radicales.
Se procede con los célculos haciendo uso de las propiedades de los radicales. - SecuenCia:
; i En clases anteriores se estudiaron las
8) 45=va=/2=2 propiedades para la potenciacion y radicacion
Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente: que en esta sesidn seran apncadas para

determinar el valor de potencias con

4% = (22); —ool3) =9
exponentes fraccionarios.

b) En este caso se utiliza la descomposicion prima de 8 y las propiedades de los
radicales.

8:=38=v2=2 = Puntos esenciales:
Recordar las propiedades estudiadas tanto

De otra forma 8% = (2°)s = 293/ = 2
para la potenciacion como para la radicacion.

c) De nuevo se necesita usar la descomposicion en factores primos y las propiedades de

los radicales.
275 =327 =BV =4/3F =32 =9 Determinar el valor de potencias con
exponentes fraccionarios aplicando dichas

Analogamente, 275 =(3°)} =35l =37=9 .
propiedades.

o1 _ 1 _1

d) 25E= = e TE

=

O de manera equivalente, 251 = (21*5)% = [(g)zl% = (%)m( :%

Calcule los valores de las siguientes potencias con exponentes racionales:

a) 92

b) 16+

C10: Potencias con exponentes racionales (2)

1 1 1 1
@ Calcule los valores de las siguientes d) 257z = 2_5% ~ Y% 5
potencias con exponentes racionales:
1

a) 4% b) 8% c) 27% d) 2572 Otra forma ) . )

= 215 (2) =
Uso de las propiedades de los radicales: 25—% = (i)z = [(1) ]2 = (1) (2) = 1
25 5 5 5

1
a) 42=4=+22=2
1 1 1 [P P
Otra forma 4z = (22)z = 2(2)(5) -9 @ Calcule los valo_res de I_as siguientes potencias con
exponentes racionales:
b) Se utiliza la descomposicion prima de 8

1
gi=YB=VYB =2 a)9:=+9=3

1
Otra forma 83 = (23)i = 2®6) = 2 b) 16+ = V16 = V2% =2

¢) 275 =272 = 332 = /(3P =37 =9 ¢) 645 = V647 = 257 = /@ = 16

2 2 2 _1 1 1
Otra forma 273 = (33): = 3(3)(3) =32=9 d) 12573 = — = s =

1253

1
5
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Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

4 |k l| Potencias con exponentes racionales (3)

)
3
c
2
€
3
O

Aprendizajes esperados

Calcula valores de expresiones numéricas
conformadas por potencias con exponente
un numero racional y radicales.

= Secuencia:

En clases anteriores se estudiaron las
propiedades para la potenciacion y radicacion
que en esta sesion seran aplicadas para
efectuar productos o cocientes de potencias
y radicales.

= Puntos esenciales:

Contenido 11: Potencias con exponentes racionales (3)

E_jemlp/o

b) (27 +¢,/27 =275+ 27¢%
=(3): = (3%

Calcule los valores de las siguientes expresiones:
b) V27 +%/27

c) ¥/3(v/3)+ %243

Se expresa 16 como una potencia de 2

Se eleva una potencia a un exponente

~ Si a>0ym, nsonnimeros racionales, entonces
4 A

a"-a"=a"

Se expresan los radicales como potencias

Se expresa 27 como una potencia de 3

Recordar las propiedades estudiadas tanto =3t+3t 86 eleva una potencia a un exponents
para la potenciacion como para la radicacion. fgf : 00 Sila> 0y m) sonintmeros racionalos, entonces
Determinar el valor de productos o cocientes =3 : RSO

de potencias con exponentes fraccionarios y

. . . . c) 3\/3(\/3) +%/243 = (3%)(3% - (35):5 Se expresan los radicales como potencia
radicales aplicando dichas propiedades. =(3%)(35)+3%  Se eleva una potencia a un exponente

. =3¥7 Se efecttia el producto y la divisién de potenci
Aplicar correctamente la suma o resta de e o clectia e procicio y a ion €6 pofeneies
fraCCioneS- =1 Se aplica la propiedad a® = 1

Calcule los valores de las siguientes expresiones:

a) (3%)(3%)

b) /81+%/9

c) (+/25)(v25)

d) */3(/243)+ 3%

*

C11: Potencias con exponentes racionales (3)

Calcule los valores de las siguientes expresiones:

@ a)(zg)(mé) b) v27 + %27 ¢) V3 (V3) + V243

o (2) (1) = (2

b) V27 + Y27 = 277 = 27¢
1 1
= 392+ (396

0) V3(V3) = V283 = (35)(32) + 3¢

1,15
=33%276
=30
=1

@ Calcule los valores de las siguientes expresiones:

a) (32) (3%) =3t =33=31=3

1 1
b) V81 + %9 =813+ 9s

1 1 4 1
= (34)3 . (32)5 =33+ 33
401 3
—33735=33=3

¢) (V25)(V25) = (25¢) (257) = 25¢* = 25

3 1
=32+32 )

31 — 5 — —
=322 =252=v25=5
=31=3
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Seccién 2: Funciones exponenciales

Grafica de la funcién exponencial creciente

Seccion 2: Funciones exponenciales Aprendizajes esperados

Contenido 1: Grafica de la funcion exponencial creciente

P [ Dadala siguiente tabla de valores asociada a la funcién y = 2+, realice lo siguiente: ) Grafica funciones exponenCIaIes crecientes.
X —3 —2 —1 0 1 2 3
v : 1 8 = Secuencia:
punto | A(-3.3) [B-2 )cC1, )| DO | BG, ) | PR ) | GG8) En clases anteriores se calcularon valores
_ - de potencias utilizando las propiedades que
a) Complete las casillas vacias y los pares. se estudiaron para las mismas. Ademas. en
b) Ubique los puntos A, B, C, D, E, F y G en el plano cartesiano. . p o =
|_ ©) Trace una curva suave sobre la trayectoria que indican los puntos y prolonguela mas alla de A y G. | grados anteriores se han graficado funciones
S de primer grado, de segundo grado y
a) Se calculan los valores de v para x=—2, —1,1y 2. trigonométricas en el plano cartesiano.
a1 _1 g1 _1
P =—2; y=2%=;= P =—1;, y=2"==5 L. - . L
aa Y r4 aa v 272 En esta seccién se utilizara la potenciacion
Para x=1; y=2'=2 Para x=2; y=2'=4 con base positiva diferente de la unidad
. 713 ;2 ;1 0 ! 2 & y exponente real para definir funciones
v 8 4 2 ! 2 4 i exponenciales y graficarlas en el plano
Punto | A(-3.3) | B(-2.3) | c(-1.3) | p0.1) | E(12) | F2,4) | GG, 8) cartesiano.
b) Se ubican los puntos en el plano c) Se unen los puntos con una curva .
cartesiano suave = Puntos esenciales:
" " / Determinar mediante la tabulacién algunos
. 8 . e valores para la funcién exponencial y =2°
5 of ] aclarando que x puede tomar cualquier valor
1 res . /m real. Paraello, deben aplicarse correctamente
o1 =14 4 . . .y
|s<—2(%) BB "&:; /4“,2) las propiedades de potenciacion.
“3.0) 19D(0,1) Al % D(0.1); . . ..
HEOURE RN R T Graficar en el plano cartesiano la funcién
t — . = , — exponencial y=2° uniendo los puntos
Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion y=3*, realice lo siguiente: . ..
- = - - 0 ] 5 3 determinados en la tabulacion con una curva
1 suave.
y 27 1 27

Hacer notar la nocién de funcion creciente a

Punto | A(—3,45) |B(=2, )|c(=1, )| DO, 1) |E1, )|F@ )|GG,27)
o | A(-3.77) partir de la grafica.

a) Complete las casillas vacias y los pares. b) Ubique los puntos B, C, D, Ey F en
c) Una los puntos con una curva suave. el plano cartesiano.

*

S2: Funciones exponenciales
C1: Grafica de la funcion exponencial creciente

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion

@ Dada la siguiente tabla de valores asociada a la
funcion y = 3%, determine lo que se le pide.

y = 2% x -3 -2 -1 0 1 2 3
: y 1 1 1 1 3 9 27
a) Complete las casillas vacias y los pares. 27 9 3
b) Ubique los puntos A, B,C, D, E, Fy G en el plano punto . .
cartesiano. AGo;) | B(2.5) | CC15) | DO, 1) | E(13) | FQR9) | G(B.27)
c) Trace una curva suave sobre la trayectoria que indican -
@ los puntos y prolonguela mas allade Ay G Para x = —2 _ 32 l B 1
x -3 —2 —1 0 1 2 3 4 329
y 1 1 1 1 2 4 8 1 1 y
8 4 2 Parax=-1, y=31==== 9 F(2, 9)
punto | ac3, 1) | B(2,0) | c(1,0) | DO.D | BA2) | F24) | 6G8) Y 373
. Parax=1, y=3'=3 7
) 1 1 8 G(3,8)
= — = = —_— = — 6
Para x 2 y=2 22 4 7 Parax=2,y=32=9
5
1 1 6
Parax=-1,y=2"1=—-== s 4
’ 212
- — ol _ ¢ 3 rE(1,3)
Parax =1, y=2"=2 3 C(—1,%)2
Para x = 2 y = 22 =4 B( (;(::'5) 2 B(—2,%)
=2, y= = 2,1 1
ER A3 Do
-5 —4-3-2 —10 1 2 3 4 x —4 -3 -2 —1 1 2 3 4
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Unidad 2: Potenciacion y Funciones Exponenciales

Grafica de la funcién exponencial decreciente

Aprendizajes esperados —— Contenido 2: Grafica de la funcién exponencial decreciente
Grafica funciones exponenciales decrecien— P Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion y = (%)x, realice lo siguiente:
tes X —3 —2 —1 0 1 2 3
v 8 1 1

= Secuencia: Punto | A(=3,8) |B(—2, )[C(=1, )| DO, | E4, ) | F2 ) | G(3.%)

En la clase anterior se grafic() la funcién a) Complete las casillas vacias y los pares.
exponencial y=2%, Ahora se graficaré la b) Ubique los puntos A, B, C, D, E, F'y G en el plano cartesiano.
f . 1\ c) Trace una curva suave sobre la trayectoria que indican los puntos y prolénguela méas alla de Ay G.
uncion y = (7) . S h g

a) Se calculan los valores de y para x=—2, —1,1y 2.

1

* Puntos esenciales: Para x=—2; y=(}) =@ =2=4 | Para x=—1; y=(}) ~@" =22

Determinar mediante la tabulacion algu?Of para x=1; y=(1) =} para x-2 y—(1] -1
valores para la funcion exponencial y = (7) x -3 —2 —1 0 1 2 3
i 1 1 1
aclarando que x puede tomar cualquier valor Y 8 4 2 ! 2 4 8
. o4 1 Ao 1 1
real. Para ello, deben aplicarse correctamente Punto | A(=3,8) | B(~2,4) | C(~1,2) | DO.7) | E(1,3) | Fl2.7) | 6(3.5)
las propiedades de potenciacién. b) Se ubican los puntos en el plano c) Se unen los puntos con una curva
cartesiano suave
Graficar en el plano cartesiano la funcion o of
1 X A(—3,8)e 8 Ai*I},B)‘Q‘\ 8|
exponencial y= (7) uniendo los puntos ! I
determinados en la tabulacion con una curva HNED Lot |
suave. c-129° 2| EU]-%) Fe.d) CH;NQ EU]%) ¥l
po.n] 4 J S D(O.1; ‘,,“piﬂa,%) |
Hacer notar a partir de las graficas, la nocién EEEEELEEEENE EEEEEEEEEEEE

de funcién decreciente. Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcién y = (%) realice lo siguiente:

x -3 -2 —1 0 1 2 3
v 1
27 1 77

Punto | A(=3,27) |B(-2, )|C(=1, )| DO, 1) |E(, )|F@ )| G(3,55)

a) Complete las casillas vacias y los pares. b) Ubique los puntos B, C, D, Ey F
¢) Una los puntos con una curva suave. en el plano cartesiano.

z .z . . P . . 1
C2: Grafica de la funcién exponencial decreciente @ Dada la siguiente tabla de valores a la funcion y = (g)
realice lo siguiente: (Leerlo en LT)

@ Dada la siguiente tabla de valores asociada a la

1% X -3 -2 -1 0 1 2 3
(1 . . 1 1 1
funcion y = (2) , determine lo que se le pide. y 27 9 3 1 . ; N
@ a) Complete la tabla. punto | A(3,7) | B(-2,9) | C(-1,3) | D(0,1) E(l,%) F(2, f;) G(S,%
X -3 -2 -1 0 1 2 3
1 1 1
y 8 4 2 1 > yy 3
punto | A(=3,8)| B(-2,4) | C(-1,2) | D(0, 1) | E(1,3) | F2,)) | GG, 5) L
vy Para x=-2,y= (—) =3%2=9
b) Ubique los puntos en el plano g B(=2.9) o 3
cartesiano. A(-3.8) . Para . (1 )—1 s
X = — 'y = |— = =
¢) Una los puntos con una curva suave. 7 3
1,72 ) 6 o1
1\7! B(-24
Para x:-llyz(z) =21=2 ( ) 4 1.3 1\2 1
N e Parax=2,y=(§) =3
Para x = 1,y = (—) == 12 g ) pe BOLD)
1 (2, L
i 2 % DO e, GEH D(o,1)\,\l:gg)G(2,2i7)
Parax=2,y=(§) =Z 5 —4-3-2-10 1 2 3 4 X 5 4 3 2 —1 1 2 3 4%
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Contenido 3: Grafica y propiedades de la funcion exponencial creciente
Propiedades de la grafica de y=a*,a>1:

1. La grafica pasa por los puntos (0, 1) y (1, a), ya que Y
a’=1ya'=a. a’l------ ;

2. El eje x es asintota horizontal, es decir la grafica no a E
toca a la parte negativa de este eje, aunque se acerca Pl
indefinidamente a este. 1 Lo

0, 1) |

Observando la grafica se concluye que esta es creciente, /‘P/”r i U ox

es decir, si r<s, entonces a’<a®. T 0 T s

3. Dominio: nimeros reales

Rango: nimeros reales positivos. Asintota de la grafica de

una funcién es una linea
recta a la que se aproxima
continuamente la grafica de
tal funcion.

n 0

2°[< ]2° Dado que la base es 2(2>1), sucede que 3<5 implica 2°<25.

[ Escriba < o > en el espacio en blanco: 2° [ | 2° ]

™

Escriba < 0 > en el espacio en blanco, segun corresponda:

a)22[ |2 b)3° [ |37 c) 4 |4

. N . . 2. . — 3
[::,zm,p/o Ordene la siguiente secuencia numérica de forma creciente: 2%, 22, 2°.

Dado que labase es 2 (2>1), de —2<0< %,se obtiene

2-2<20< 23

I
N
=)
NI

Ordene las siguientes secuencias numéricas de forma creciente:

a) 2°,24,2 b) 5%5°,5

C3: Grafica y propiedades de la funcién
exponencial creciente

Seccién 2: Funciones exponenciales

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica propiedades de la funcion
exponencial creciente.

= Secuencia:

En clases anteriores se graficaron las

funciones exponenciales y =2% y y:<1§>x_

En esta clase se caracterizan las funciones
exponenciales del tipo y=a* con a > 1
tomando como referencia la funcion y = 2*.

= Puntos esenciales:
Recordar el comportamiento de la grafica de
la funcion y = 2* y notar que:
v’ Dicha funcién toma Unicamente valores
positivos.
v No corta al eje x.
v El eje x es una asintota horizontal.
v Corta al eje y en el punto (0, 1).
v' A medida que los valores de x aumentan
los valores de y también lo hacen. Es
decir, es una funcién creciente.

De ahi que las funciones exponenciales de
la forma y =a* con a > 1 cumplen con las
mismas propiedades.

Desde un inicio se considera que la base sea
un numero positivo (a > 0) para garantizar
que a* esté definido.

Recordar los conceptos de dominio y rango
de una fraccion.

@ Leer en el libro de texto.

@ Propiedades de la grafica de y = a*(a > 1): a)2? <2° b)3°<37 )4 >4
1. Pasa por el punto (0,1) y (1, @) ya que a’=1, (Ei2) Ordene la siguiente
ya=a ) secuencia numérica en y=2

2. El eje x es asintota A orden creciente:
Sir < sentonces a” < a’, y -2 2% 0 T ,
es decir, la funcion es creciente. N T !
. i Como: La base es |
3. Dominio: numeros reales 2(2>1), asi !
Rango: numeros reales ’ 3 I
positivos 2<0<= |

2 - L Xy

entonces: 2 0* 3

""" 3

272<20< 22

Escriba “<” 0 “>" el espacio en blanco:
23 <25
Porque la base es 2 (2 > 1), orden de
exponentes es igual a orden de potencias

b) 5%, 5—1’ 52

@ Ordene las siguientes secuencias numéricas en
orden creciente:

1
a) 273,22, 22

1
273 <22 <22

1
571 < 52 < 52
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Unidad 2: Potenciacion y Funciones Exponenciales

Grafica y propiedades de la funcién exponencial decreciente

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica propiedades de la funcién Propiedades de la grafica de y=a% 0<a<:
ial d ient 1. La gréfica pasa por los puntos (0, 1) y (1, a), ya
exponencial decreciente. que a=1ya' =a.
2. El eje x es asintota horizontal, es decir la gréafica
| Secuencia: no toca a la parte positiva de este eje, aunque se
. . . acerca indefinidamente a este.
En la clase anterior se estudiaron las propie- A
. . Observando la grafica se concluye que esta es
dades de las funciones exponenmales del decreciente, es decir, si r<s, entonces a">a’.
tipo y=a* con a > 1. Ahora caracteriza- 3. Dominio: nimeros reales
remos las funciones exponenciales del tipo Rango: numeros reales positivos.
y=a" con 0 <a <1 tomando como refe- P [ Escriba < o > en el espacio en blanco: (%)3 [ ] (17)5 ]

rencia la funcion y = (17)

- Pun e B
untos esencilales: Como la base es %(0 < % < 1), sucede que 3<5 implica que (

Recordar el comportamiento de la grafica de

NI
—
\
—
N[—=
Nl

t.

A — 1)‘ .
la funcion Yy <2 y notar que: Escriba < o > en el espacio en blanco:

v E(i)c:i]t?véir,mién toma unicamente valores a (3 ]35S b (3 [](3) o (1) (L)

v No corta al eje x. Ejemplo ) Ordene Ia siguiente secuencia numérica de forma creciente: (%) . (%) (3
v’ El eje x es una asintota horizontal.

v Corta al eje y en el punto (0,1). Comolabase es 4 (0< 5 < 1),

v' Amedida que los valores de x aumentan,
los valores de y disminuyen. Es decir, es
una funcién decreciente. (3 <3 <)

y —4 < —1< 3, entonces

De ahi que las funciones exponenciales de
laforma y=a* con 0 <a <1 cumplen con
las mismas propiedades.

t

Hcer notar que numeros como 1 s % , % Ordene las siguientes secuencias numéricas de manera creciente:
H 1\3 1\" 1\ 1\" 1\?2 1\
son positivos menores que 1. a) (3) (§> (é) b) (5) (5) (5)
C4: Grafica y propiedades de la funcion Ordene la siguiente

exponencial decreciente secuencia numérica

en orden creciente;
OO
2 7 \2 7 \2

Como la base

Propiedades de y = a*(0 < a < 1):
1. La gréfica pasa por los
puntos (0,1) y (1,a), ya que
a®=1yal=a
2. El eje x es asintota

,,,,,, ar

LY

_ horizontal. ¢ aj----= 0< % <1
S|r<_sentonce§’ar>a5, . - m ; " _4<-1<3,
es decir, la funcion es decreciente. ‘
3. Dominio: niumeros reales. entonces:
Rango: numeros reales N N A
positivos. (E) (E) (E)

1

3 5
@Escnba <" 0 “>" en el espacio en b|a“C°-(§) (;) @ Ordene las siguientes secuencias numéricas en

orden creciente:
@Como la base es % (0 < % < 1)

e m o 05 SO O
;L)eésf ZL(?)ﬁ 0 (1) > () o (@) < () b) (%) (%) (%) G) <® <<§)
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C5: Ecuaciones exponenciales (1)

Contenido 5: Ecuaciones exponenciales (1)

Propiedad
Dos potencias a” y a?, con a # 0, 1, —1, son iguales si y solo si p =gq.
En simbolos,
a’=a’ siysolosi p=gq Potencia
exponente
base —> AP
Encuentre la solucion de cada ecuacion exponencial.
a)2°=8 b) 3% =9 o) 7=y
a) 2°=8 Se descompone 8 en factores para obtener potencias Descomposicién
con igual base de 8 en factores
8 2
x=3 Se usa la propiedad a” = a? implica p = q 4 2
2 2
1
B =29
b) 3> =9 Se descompone 9 en factores para obtener 8=(2)(2)2)=2
3 =37 potencias con igual base
_ . o _ Descomposicion
2x=2 Se usa la propiedad a”= a? implica p = ¢ 0 ) TS
27x = % Se resuelve la ecuacion de primer grado 9 3
3 3
x=1 1
9=(3)(8)=3
c) 7= 4% Se descompone 49 en factores para obtener potencias con igual base
S
7= 72
7r=7" Se utiliza la propiedad ;,. =a"
—X=— Se usa la propiedad a” = a? implica p = q
x=2

Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 3°=9
c) 5*=125

©) 67 =5lg

Propiedad:

Si a+0,1,—1, se tiene

aP =a? siysolosip =q

b) 2*=16

9 2 =gy

a pexponente

base

Encuentre la solucién de cada ecuacién

exponencial.

@a)2x=8

N NN

8
4
2
1

1
b)32* =9 c) 7% =—
)3 ) 49
93 Jox L
=7

33 g% 92

1 —x =-2
9= =3  x=2

=@ =2 37=3

2% =23
x=3

2x =
2x_2
2 2
x=1

Seccién 2: Funciones exponenciales

Aprendizajes esperados

Resuelve ecuaciones exponenciales senci-
llas.

= Secuencia:

En las clases anteriores se establecieron las
propiedades que determinan el comporta-
miento de las funciones exponenciales. Aqui
se usa una nueva propiedad que facilita la
resoluciéon de ecuaciones de este tipo.

= Puntos esenciales:
Explicar el concepto de ecuacion exponencial
(la variable figura como exponente).

La propiedad:

si a’=a‘’ entonces p=gq.
es conocida formalmente como lainyectividad
de la funcién exponencial y =a*, esto es,

a valores distintos de x le corresponden
valores distintos de y.

Usar dicha propiedad
ecuaciones exponenciales.

para resolver

Aclarar que aquellas ecuaciones en las que
las variables aparecen como exponentes son
llamadas ecuaciones exponenciales.

@ Leer en el libro de texto.

a)3*=9 b) 22* = 16 c)5%* =125
3% = 32 22% — 94 52x — 53
x=3 2x =4 2x =

2x_4 2x_3

2 2 2 2

x=2 x=2

2
x _ 1 —-x _ 1
d 2% =5 €)6 216
2x=2_15 6% =L
2x=2—5 6—x= -3
x=-5 —x =-3
x=3
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Unidad 2: Potenciacion y Funciones Exponenciales

Ecuaciones exponenciales (2)

Aprendizajes esperados

Contenido 6: Ecuaciones exponenciales (2)
Resuelve ecuaciones exponenciales senci- P Encuentre las soluciones de las ecuaciones exponenciales.
llas. a) 9% =81 b) 64+ = 441 c) 125% ' =25
" secuenCIa: a) 9*=81 Se descomponen 9y 81 en factores para | | Otra forma de resolver
En la clase anterior se comenzé el estudio (3P =3 obtener potencias con la misma base con . |a ecuacion es
de las ecuaciones exponenciales, pero se 1a misma base 3 P dlseaizan: G @
H 4x — 34 Se aplica la propiedad (a™)" = a™ faCtore.s PETE @liamEy
trataron aquellas que resultan sencillas de 3"=3 potencias de base 9.
resolver. Ahora se resuelven ecuaciones dx=4 Se usa la propiedad @ = a* implica p=q 9% =81
exponenciales cuyas bases difieren, por e 2;2
lo que se hace necesario (de ser posible) D Se resuelve la ecuacion de primer grado e
expresarlas en una base comun y resolver x=1
ecuaciones de prlmer g rado' b) 64* = 441 Se descomponen 64 y 4 en factores para obtener potencias
(2°) = (22)=+" con la base comin 2
L] Pu ntos esenciales: 26x = 2lax+) Se aplica la propiedad (a”)'=a™
Recordar la propiedad que se utiliza para b =8x+2 Seuealapropiedad a” = a impliea p=d
. . 6x —8x=2 Se resuelve la ecuacion de primer grado
resolver ecuaciones exponenciales. “ox 2
2 T2
Tener en cuenta las propiedades de x=—1
pOtenCIaCI()n eStUd Iadas . c) 125%'=25*" Se descomponen 125 y 25 en factores para obtener potencias
L, . 31 (B2 3 la b: an 5
Recordar los métodos estudiados para or =t con la base comin
. . 53l = 23 Se aplica la propiedad (a™)" = a™"
resolver ecuaciones de primer grado. 3(x—1)=2(x+3)  Seusalapropiedad a= at implica p=gq
3x-3=2x+6 ion de pri
Hacer notar que cuando las bases de las R +3 Se resuelve [a ecuacion de primer grado
potencias involucradas difieren, de ser v=9
posible, hay que expresarlas en una base
comun para luego aplicar la propiedad t
estudiada. Encuentre la solucion de cada ecuacion exponencial.
a) 4> =16 b) 2¢' = 256
C) 27% = 343 d) 27% 1 =9x*®
€) 107 =1 noi=(o) "

*

C6: Ecuaciones exponenciales (2) @ Leer en el libro de texto.
@ Encuentre las soluciones de las ecuaciones exponenciales. a) 4% =16 b)2*¥*1 =256 c) 27% = 32**3
(22)2x =24 2x+1l — 978 (33)x = 32x+3
24x=24 X+1=8 33x= 32x+3
(s) a) 92 =81 b) 64% = 4451 () 125571 = 25543
(591 = (52)++3 4x =4 x=8-1 3x=2x+3
Sgr:elr;cri:;ma (32)2x — 34 (zﬁ)x — (22)4x+1 ix _ 4 x =7 3x — 2x = 3
base 53(x-1) — 52(x+3) 4 4
1 X =

34-x — 34- 26x — 22(4—x+1) x =
et emmaz  FTITEES gmeioen g

3x—2x=6+3 (3%)*1 = (32)**3 103~* = 10°
4x 4 _
=== 6x —8x =2
v o @* =@ 3-x=0
X =
x=1 —2x =2 3x—3=2x+6 —x=-3
-2x _ 2 3x—2x=6+3 x=3
-2 -2 =9
x=-1
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Seccién 2: Funciones exponenciales

Aprendizajes esperados
Contenido 7: Ecuaciones exponenciales (3) Resuelve ecuaciones exponenciales senci-
llas que conducen a la solucién de ecuacio-

Ejemp/o Encuentre la solucion de cada ecuacion exponencial.
nes de segundo grado.

a) 370 =3 b) 2% =16
e = Secuencia:
2 s En la clase anterior se resolvieron ecuaciones
X10=3x Se usala propiedad a’ = ' implica p=q exponenciales que llevaban a resolver
x*—3x—10=0 Se escribe a ecuacion en la forma ax”+ bx +¢ =0 una ecuacion lineal. Aqui se resuelven
(x—=5)(x+2)=0 Se resuelvle la ecuacion de segundo grado con el método de aq uellas que llevan a resolver una ecuacion
x-5=0, x+2=0 fectorizacion cuadratica.
x=5 x=-—2
2 » Puntos esenciales:
b) Zree Recordar la propiedad que se utiliza para
2<% =04 Se descompone 16 en factores para obtener potencias con reso|ver eCuaCiones exponenciales_

base comun 2

x*-3x=4 Se aplica la propiedad @ = av implica p=q Recordar los métodos estudiados
x'—3x—4=0 Se transpone el 4 al lado izquierdo para resolver ecuaciones cuadraticas,
(x—4)(x+1)=0 Se resuellve Ila' ecuacion de segundo grado con el método eSpeCia|mente resolucién por factorizacién.
x—4=0, x+1=0 de factorizacion
x=4, x=—1 Usar el proceso estudiado para resolver
ecuaciones exponenciales cuyas bases
T difieren.
Encuentre la solucion de cada ecuacion exponencial.
a) 21’75:241
b) 3 =27
C) 2x?+6x =32
d) 554 =125
e) gx? = gu+2
C7: Ecuaciones exponenciales (3)
@ Encuentre la solucion de cada ecuacion exponencial.
246x _ x
2_ 2_ 3, c) 2% = 32
OB FO=g b)) 216 e e xteex _ 55
(@ —aiop=q ] ¥ ~10=3x 2+ 3% = gt £ +6x = 5x
Ecuaciondela] x2—3x—10=0 x?—3x=4 x2 +6x—5x=0
f —
:):;nJrabx+c=0 (x—5)(x+2)—0 x2_3x_4:0 x2+x=0
x—5=0, x+2=0 x—4dx+1)=0 x(x+1) =
x=5 x=-2 x—4=0 x+1=0 x=0 x+1=
x=4 x=-1 x=0 x=-1
@ a) 2x%75 — pdx b) 3¥'-2x =27 d) gx?+2x+4 — 125 e) 9x? — 33x+2
x2 -5 = 4y 3x?-2x — 33 gx?+2x+4 — 53 32x% — 33x+2
2 — 2 — -
x“—4x—-5=0 x“—2x =3 2
x“+2x+4=3 2 =
x—5x+1) =0 X2-2x—3=0 hor i ag , L =Sl
x—5=0, x+1=0 (x—3)(x+1)=0 ] = 2x"—=3x—-2=0
x=5 x=-1 x—3=0, x+1=0 x*+2x+1=0 x+1D(x-2)=0
x=3 x=-1 (x+1)*=0 2x+1=0, x—2=0
x+1=0 XI—%,XZZ
x=-1
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Unidad 2: Potenciacion y Funciones Exponenciales

Ecuaciones exponenciales (4)

Aprendizajes esperados
Contenido 8: Ecuaciones exponenciales (4)

Resuelve ecuaciones exponenciales redu-

. E tre | lucién de | ion 9°—3*—6=0.
cibles a modelos de segundo grado. P [_Enouente 1a sotucion de 1a ccuacion )

Para encontrar la solucién de la ecuacion dada se realizan los siguientes pasos:
= Secuencia: 1. Se expresa la ecuacion tomando como variable a 3*.

Hasta este momento se han resuelto 2. Se hace un cambio de variable ¢ por 3* y se escribe la ecuacién con £.
ecuaciones exponenciales que llevan a 3. Se resuelve la ecuacion de segundo grado para ¢>0.

resolver una ecuacion lineal o cuadratica.

En esta clase se resuelven ecuaciones S

4. Se regresa a la variable original y se escribe la solucion.

exponenciales que pueden ser expresadas ';33031670
como una ecuacion cuadratica haciendo un (33— 6=0 Se transpone ol 6l lado izquierdo
cambio de variable. (3*P—3*—6=0 Se sustituye (32) por (3*)?
H . Paso 2:

" Puntos esenCIaIes' ) . £—t—6=0 Se realiza el cambio de variable ¢ por 3%
Decidir acertadamente el cambio de variable
que se hara para la resolucién de la ecuacion Paso 3: IR

i (t-3)(t+2)=0 Se factoriza el trinomio
eXpOﬂenClal ) t—3=0, t+2=0 Se resuelve la ecuacion de segundo grado
Recordar los métodos estudiados para £=3 , t=-2
resolver ecuaciones cuadraticas. Como £ >0 entonces =3
Recordar que las funciones exponenciales Paso 4:
solo toman valores positivos. Este hecho se 37=3 Se regresa a la variable original
usara para decidir cual de las soluciones de ¥=9 Se aplea a propledad que aparece a [a derecha

x=1 Propiedad

la ecuacion cuadratica lleva a soluciones de 3 . P
., .. La solucién de la ecuacion 9*—3*—6=0 es x=1. a=a
la ecuacion original. es equivalente a p=gq

Usar la propiedad que permite resolver t
ecuaciones exponenciales al momento de
regresar a la variable inicial.

Encuentre la solucion de cada ecuacion.

a) 9°—2(39-3=0

b) 9°—4(39+3=0

$

C8: Ecuaciones exponenciales (4) @ Encuentre la solucion de la ecuacion.
b X X X
@ Encuentre la solucién de la ecuacion a)9" -2(3) -3=0 b) 97— 4(B7) +3 =0
9% _ 3% _ g = 0. (32)* —2(3*) =3 =0 (3%)* 43" +3=0
Tome en cuenta los pasos siguientes: N2 oraxy 2 X\2 _ (23X —
Paso 1: Exprese la ecuacion con 3%, (397 -239H-3=0 (N -4G)+3=0
(32)*=3*-6=0 5 B 2 _ _
(3x)2_3x_6=O t*—2t—3=0 t 4t+3=0
Paso 2: Haga un cambio de variable t= 3*
g e (t-3)(t+1) =0 (t-3)(t-1)=0
Paso 3: Resuelva la ecuacion de segundo grado a _
parat > 0 t=3=0,t+1=0 t—-3=0,t—-1=0
(t-3)(t+2)=0 t=3,t=-1
t—3=0, t+2=0 t=3,t=1
t=3 , t=-2 3X¥ =3
Paso.ff: Regrese a la variable original y escriba la 3x _ 31 3¥ =3 3*=1
solucién 3* =3 3% =31 3x =30
_ a1 x=1 x=1 x=0
3" =3 Propiedad:
—1 |aP=aiop= La solucién de la ecuacion  Las soluciones de la ecuacion
x= P=] 9x_2(3%)—3=0es 9% 4(3%) + 3 =0 son
La solucion de la ecuacion x=1 x=1,x=0

9¥ —3* — 6 =0esx=1
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Prueba de Matematica 11mo (30 min.) Fecha:

Unidad 2: Potenciacién y funciones exponenciales

Nombre: Seccion:
/ 20
Sexo: M/ F
1. Calcule el valor de las siguientes expresiones: (2 puntos x 6 =12)
a) (=3)* b) 5
c) (=7 d) %/32
e) 83 f) (35)(33)
2. Grafique la funcion y = 2*. (2 puntos) A B y
I —— sl ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,2 ,,,,,,,,,,,,, f, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T
-3 -2 -1 0 1 2 3 x
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ) I N N N
s T B S
;,,,,,,,,,,_,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,4,,,,T3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
3. Escriba < o0 > en el espacio en blanco: (1 punto x2 =2)
1\ 1\
a) 3”3 o) (3 (3)

4. Encuentre la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones exponenciales:
(2 puntos x 2 =4)

a) 25 =4 b) 9+ = <81—1)1_x
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U

nidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Aprendizajes esperados

Aplica la definicion de logaritmo en la
solucién de ejercicios.

= Secuencia:

En la unidad anterior se estudiaron las
funciones exponenciales. Esta unidad
comienza con la definicion del logaritmo
de un numero positivo, contenido que se
desarrolla en esta clase.

= Puntos esenciales:

Definir el logaritmo en la base a(a>0
y a#1) de un numero positivo M como
el exponente p al que debe elevarse la
base para obtener dicho numero. Es decir,

log.M=p siysolosi a’=M .

Esta es una equivalencia entre el logaritmo
de un numero positivo y una expresion
exponencial.

Determinar los elementos que intervienen en
expresiones logaritmicas.

Usar la definicidon de logaritmo para convertir
expresiones de la forma exponencial a la
logaritmica o viceversa.

S$1: Logaritmo
C1: Definiciéon de logaritmo

@ Logaritmo

Argumento
loggM=p & M=adadP

Base Logaritmo

log, M = p se lee: p es el logaritmo de M en la base a

Convierta de la forma exponencial a la logaritmica

Seccion 1: Logaritmo

Contenido 1: Definicién de logaritmo

Definicién

El logaritmo del nimero M > 0 en la base a, con a>0 y a#1, es el exponente p al que
debe elevarse la base a para obtener el nimero M. En simbolos

Argumento

log. M=1p M=a"
Base Logaritmo

«log.M = p se lee: “p es el logaritmo de M en la base a”.
* log es una abreviatura de la palabra logaritmo.

siy solo si

E_jemplo /

Convierta de la forma exponencial a la logaritmica o viceversa.

Forma exponencial M = a” 8=2% 81=3* =32

Forma logaritmica log.M = p log,,100=2

Utilizando el hecho de que a” = M es equivalente a log.M = p se completa la tabla dada.

Forma exponencial M = a” 8=2% 81=3* 1§: 32 100=10?

Forma logaritmica log. M = p log,8 =3 log:81=4 | log: 2) =—2|log100 =2
E Convierta de la forma exponencial a la logaritmica o viceversa.

Forma exponencial M = a” 144 =122 7=T

Forma logaritmica log.M = p log,9=2 logsij3 =-5

I::/e’V'PIO 2 Encuentre el valor de x y el de b empleando la definicion de logaritmo.

a) log,x=2 b) log,100=2

Utilizando que log.M = p esequivalentea M = a’ se tiene:

a) Se expresa log,x=2 como x=4?
x=16

b) La ecuacion log,100 =2 se lleva
ala forma 100 = b2
=100 (base b > 0)
b= 10 =10

EZ

Encuentre el valor de x y el de b empleando la definicion de logaritmo.
a) log,x=2 b) log,x=2 c)log,16=2
d) log,x=-3 e) log,25=2 f) log,10°= -3

¢

Encuentre el valor de x y el de b empleando la
definicion de logaritmo.
b)log;, 100 = 2

log,x =2
log, 100 = 2 « 100 = b2

logy,x =2 x_= 42 b2 = 100
x =16 b=+100, b>0
b= V102
b =10

0 viceversa.
= : @a)10g2x=2 o x =22
orma — 23 _ 24 a2 _ 2 x =4
M = aP 8=2 81=3 5= 3 100 = 10
Forma _ _ 1 _ b)log; x =2 & x = 32
log, M = p | 10828 =3 | 108381 =4 | log; 5= ~2 | 10g10 100 = 2 o3
Convierta de la forma exponencial a la logaritmica ¢)log, 16 = 2 & 16 = b?
0 viceversa. Lo
1 b=4
Forme, 144=122 | 7=70 | 9=32 _3s
— 243 d) log,x=—-3ox=273
Forma T
lo 144 =2 lo 7=1 lo 9=2 - x==
log, M =p 812 g7 83 log; 743 5 3

LT 52




P [ Calcule los valores de los siguientes logaritmos:

S

Propiedades basicas de los logaritmos (1)

Contenido 2: Propiedades basicas de los logaritmos (1)

a) log,,10° b) log,1 c) log,3

a) Sea log,,10°=p. Entonces se utiliza la definicion de logaritmo y se tiene, en forma

exponencial,
10° =107

como ambas potencias con la misma base son iguales, los exponentes son iguales. Por

tanto p =5, de donde log,;10° = p="5.
b) Sea log,1=p. Al sustituir 1 por 2° se obtiene
log,2° = p,

lo que en forma exponencial se escribe 2°= 2", De aqui se obtiene p=0.

Seccion 1: Logaritmo

Aprendizajes esperados

Calcula valores de logaritmos aplicando
propiedades basicas de logaritmos.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudio la definicion del
logaritmo de un numero positivo, la que sirve
para establecer algunas propiedades de los
mismos que se estudian en esta seccion.

= Puntos esenciales:
Recordar la definicion de logaritmo.

Por tanto log,1 =0. .
Establecer las propiedades log.a’=p,

log,1=0, log,a =1 de los logaritmos que
aqui se estudian a partir de la definicion.

c) Sealog,3=p. Entonces 3=3", es decir 3'=3", de donde 1=p.

Por tanto log,3=p=1.

Expresar verbalmente las propiedades de los
logaritmos.

Propiedades de los logaritmos
Sia>0 y a#1, entonces

log a?=p log 1=0 log a=1 . .
“ “ “ Indicar cada una de las propiedades que
@e’"F/D Encuentre los valores de los siguientes logaritmos: S.e a_pl_lcan en la resolucion de ejemplos y
1 €jercicios.
a) log,36 b) log, 4
Recordar las propiedades de potenciacion:
a) log,36 = log,6 = 2 b) log, § =log, 22= 2 Ja=1, a=0
E va=a
Encuentre los valores de los siguientes logaritmos:
a) log, 2° b) log, 1
c) log, 7 d) log, 25
1
e) log, 10 f) log,+'3

#

C2: Propiedades basicas de los logaritmos (1)
@ Calcule los valores de los siguientes logaritmos:

a) log;, 10° b) log, 1

@ a) Sealog,,10° =p

@ Propiedades de los logaritmos
Sia > 0,a # 1, entonces

c)logs 3 log,a? =p log,1=0 log,a=1

log, M =p & M =aP ‘ @ Encuentre los valores de los siguientes logaritmos:

log;,10°=p & 10° =107 a) loge 36
Por lo tanto, p = 5, de donde log;, 10> =5 loge 36 = logg 62 = 2
1
b) Sea log, 1 = p, como 2° = 1, entonces b) logz

log, 2° = p log, ; = logy 55 = log; 27 = 2
0_
20 = 2P a’ =1 @ a) log, 25 =5
Asi, p = 0, entonces log,1 =0 b) logz;1=0
c) Sea log; 3 = p. Entonces c) log;7 =1
3=3? 1_ d) logs 25 =logs 5% = 2
31 3 a =a

1 -
e) logloﬁ = 10g10 10 1 = _1

Por lo tanto, p = 1, entonces log;3 =1
) logsV3 =3
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Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

)
3
c
2
€
3
O

Aprendizajes esperados

Reescribe expresiones logaritmicas apli-
cando la propiedad log,N* = klog. N .

= Secuencia:

En la clase anterior se estudiaron algunas
propiedades de los logaritmos. Aqui se
establece una nueva propiedad para los
logaritmos.

= Puntos esenciales:
Recordar la definicion de logaritmo.

Establecer la propiedad log,NV* = klog,NV
de los logaritmos que se estudia en esta
clase a partir de la definicion.

Expresar verbalmente dicha propiedad.

% § Propiedades basicas de los logaritmos (2)

Contenido 3: Propiedades basicas de los logaritmos (2)

P [ Demuestre que log, 2° =3log 2.

Sea log 2 = r. Esto se puede escribir de manera exponencial como
2=a"
Elevando al cubo ambos lados de esta igualdad, se obtiene
23 — (ar)S
B =qa%
Pasando a la forma logaritmica se tiene,
log,2° =3r
y sustituyendo r=1log 2, resulta
log, 2> =3log 2

Propiedad de los logaritmos

Si @>0, a#1, N>0y k es un nimero real, entonces,

log N*=k log N

ApIicar la propiedad establecida para l:]'emp/o Exprese las siguientes expresiones logaritmos en la forma k log N.
o . , . 1
reescribir expresiones logaritmicas. a) log, 3* b) log, 25 ©) logs 5
Reescribir nimeros como potencias para Se aplica la propiedad anterior
aplicar la propiedad en estudio. a) log, 3*=4log, 3 b) log, 25 =log,5*=2 log,5 c) logs% =log, 2°"=—log, 2

Exprese las siguientes expresiones logaritmicas en la forma k log V.

a) log, 72
b) log,, 572
c) log,9

d) log, 27

e) log71§

$

C3: Propiedades basicas de los logaritmos (2)

@ Demuestre que log, 23 = 3log, 2

@ Sea log, 2 = r. Entonces,

2=a"
23 — (ar)3
23 = a3r

Pasando a la forma logaritmica,
log, 2% = 3r

Se sustituye r = log, 2

log, 23 = 3log, 2

@ Propiedad de los logaritmos

Sia>0,a+#1,N >0y kesunnumero real,

log, N¥ = klog, N

LT 54

@ Exprese las siguientes expresiones logaritmicas
en la forma de klog, N.

a) log, 3* = 4log, 3

b) log; 25 = log; 52 = 2log; 5
c) logsé =logs 27! = —logs 2
a) log; 7% = 2logs 7

b) logio 572 = —2log05

c) log, 9 =log, 3% = 2log, 3

d) 10g5 27 = lOg5 33 =3 10g5 3

1 1 -
e) log, 5= log, (?) =log,37% = —-2log, 3



Seccion 1: Logaritmo

Aprendizajes esperados

Contenido 4: Propiedades basicas de los logaritmos (3)
Deduce y aplica la propiedad de logaritmos:

P [Demuestre que log, (2)(3) = log,2-+log,3. ] log, MN = log, M+ log, N

S

Sealog 2=r y log 3=s. De forma exponencial n Secuencia:
2=a"y 3=a En las clases anteriores se estudiaron

algunas propiedades de los logaritmos. En
esta clase se establece a qué es igual el
logaritmo de un producto.

Se multiplica lado a lado ambas ecuaciones y se aplica la propiedad

a™ a" =a™*" dando como resultado

(2@)=a"a
2)@)=a*
Se aplica la definicion de logaritmo en base a n PU ntOS esenCialeS:
log,(2)(3)=r+s Recordar la definicion de logaritmo.
Se sustituye r=1log 2, s=log 3. Entonces se obtiene Apli dich definicis X |
log,(2)(3) = log, 2+ log, 3 plicar ICha ernicion en  ejemplos
C concretos para establecer que
Propiedad de los logaritmos log. (M]V) = log.M +1log.N
BITE Gl LB A Ol Expresar verbalmente esta propiedad.
log, MN = log, M +log N
Tener mucho cuidado al aplicarla ya que
B Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas, usando la propiedad
EJem’p/o atorion lOga (MN) #* log,,M- lOgaN
a) log,8+10g,2 b) log,10-+log, & +log, 9 log. M +log.N # log.(M+ N)
) log, 8+log, 2= 10g,(8) (2 b) log,10-+log, 6 +Iog, 9 = 1og3(10)(g) (2) Aplicarla propledgd establecida, en el calculo
5 4 de suma de logaritmos.
=log,16 =log, 27
=log,4? =log,3*
=2 =3
Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:
a) log 12+log, 3 b) log,2+log, 3
c) log,32+log,2 d) log, 5+log, 2
C4: Propiedades basicas de los logaritmos (3) @ Calcule los valores de las siguientes expresiones

logaritmicas, usando la propiedad anterior.

Demuestre que log,(2)(3) = log, 2 + log, 3
@ q 84(2)(3) =log, 8a 2)logs 8 + log, 2 = logu(8) (2)
@ Sea log, 2 =r y log, 3 = 5. De forma exponencial = log, 126
=log, 4
=2

2=a" 3=a’

2)3) = a7 6 9 6\ /9
b)log 10 + logs 2 + logs 3 = 1ogs(10) (2) ;)

@@ =
ra=a = log; 27

log,(2)(3)=7r+s Por definicion de logaritmo = log, 3°
Se sustituye r =log, 2 y s = log, 3, entonces =3
log,(2)(3) = log, 2 + log, 3 @ a) loge 12 + logg 3 = loge(12)(3)
=logs 36 = logg 62 =2
@ Propiedades de los logaritmos b) loge 2 + logs 3 = loge(2)(3) =logeg 6 =1
Sia>0,a#1,M>0, N>0, entonces c) logg 32 +logg 2 = logg(32)(2)

= logg 64 = logg 82 =2
d) logyo5 +log1 2 =1log;o(5)(2) = log;10 =1

| log, MN =log, M +log, N
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Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Aprendizajes esperados Contenido 5: Propiedades basicas de los logaritmos (4)
Deduce y aplica la propiedad de logaritmos:

P [ Demuestre que log, % =log, 2—log, 3 ]

log. % =log.M —log.N .

Sea lnga 2=ry log[x 3 =s. Estas expresiones se escriben de manera exponencial como

= Secuencia: 2=a" y 3=a

En la clase anterior se estudié la propiedad Se dividen lado a lado estas ecuaciones y se aplica la propiedad L =a" ™ ,
que establece a qué es igual el logaritmo de un 2-2

producto. Aqui estableceremos a qué es igual gzam

el |Ogaritm0 de un cociente. Ahora se aplica logaritmo de base a en ambos lados de la dltima igualdad

log, % =log a*=r—s
= Puntos esenciales:
Recordar la definicion de logaritmo.

De lo que resulta log, % =r—s. Finalmente se sustituye r=1log, 2 y s=log, 3, obteniendo,

log, % =log, 2—log, 3.

Aplicar dicha definicion en ejemplos

concretos para establecer que C
log. (*M ) =log. M —log.N Propiedad de los logaritmos
N Sia>0, a#1, M>0, N>0, entonces
Expresar verbalmente esta propiedad. log, 3 = log, M-log, ¥

Tener mucho cuidado al aplicarla ya que

f:]'emplo Calcule el valor de la siguiente expresion logaritmica:

o () ¢
logaM— logaNaé loga (M_ N) Aplicando la propiedad anterior se tiene

; B . . log, 8—log, 2=log, %
Aplicar la propiedad establecida, en el célculo log. 4
- 4

de restas de logaritmos. -1

t

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:

a) log,16—log, 2 b) log, 54—log, 2

c) log, 3-log, 48 d) log, 324—log, 4

C5: Propiedades basicas de los logaritmos (4) Calcule el valor de la siguiente expresién
@ Demuestre que logag =log, 2 —log,3 logaritmica:

8
log, 8 —log, 2 = log, —
@Sea log,2=r y log,3 =s, 84 84 Og42

2=a" 3=a’ =log, 4
2@ =1
> @ 16
2 _ g a” _ - @ a) logg16 —logg2 = logg—
3 a 2
logag =r-—s Por definicion de logaritmo =logg8=1
Se sustituye r = log, 2, s = log, 3, entonces b) logz 54 —logz2 =log, %
2
log,, 3= log, 2 —log, 3 = log3 27
. . =log;3%=3
@ Propiedades de los logaritmos
3
Sia>0,a#1,M >0, N>0,entonces c) log,3—1log,48 = log4E
M = log, L = —2
logaﬁ= log, M —log, N =084, = —
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Contenido 6: Propiedades basicas de los logaritmos (5)

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:
a) log,2+log,50—log, 4

E_jemln/o

Si a>0, a1, M>0y N>0
2)log,1=0

Se procede con los célculos
usando las propiedades
reunidas en el cuadro de la
derecha.

1) log,a”=p
4) log, N*=klog, N
5) log, MN =log, M+log, N

6) log M =log M—log N
)ogaN og, og,

b) log; 9—log,15+1log 10

3)log, a=1

(k es numero real)

Seccion 1: Logaritmo

Aprendizajes esperados
Aplica las propiedades basicas de los
logaritmos en el célculo de valores de
expresiones logaritmicas.

= Secuencia:

En las clases anteriores se estudiaron las
principales propiedades de los logaritmos. En
estaclase aplicaremos dichas propiedades en
la simplificacion de expresiones logaritmicas.

a) log,2+log,50—log, 4 = (log, 2+log,50)—log, 4
=log, (2) (50)—log, 4
=log, (2)‘(150)

Se usa la propiedad 5

Se utiliza la propiedad 6

= log5 25 Se simplifica el argumento
= 10g552 Se expresa el 25 como potencia
=2 Se aplica la propiedad 1

b) log, 9—log,15+1og 10 = (log9 —log,15)+log, 10

=log, % +log, 10 Se usa la propiedad 6

=log, (%) (10)
=log, 90
15

Se utiliza la propiedad 5

Se opera en el argumento

= log5 6 Se simplifica el argumento

=1 Se usa la propiedad 3

Se asocian los dos primeros términos

= Puntos esenciales:
Recordar las propiedades de los logaritmos
estudiadas anteriormente.

Aplicar dichas propiedades en la simplifica-
cion de expresiones logaritmicas teniendo
presente posibles errores en los que se pue-
den caer.

Se asocian los dos primeros logaritmos

Recordar la jerarquia de las operaciones.

Notar que las sumas y restas de logaritmos
de igual base se reducen a un solo logaritmo.

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:
a) log, 8+log,5-log, 20

b) 2 log, 6+log, 5-log, 20

c) log,, 242 log,, 6+log,; 15

*

C6: Propiedades basicas de los logaritmos (5)

Calcule los valores de las siguientes expresiones
logaritmicas:
a) logs 2 + logs 50 — logs 4

b) logs 9 — loge 15 + logg 10

Recuerde las propiedades:

Paraa > 0,a# 1, M >0,N > 0y k es cualquier nimero
1) log,a? =p 2) log,1=0
3) logpa=1 4) log, N* = klog, N
5) log, MN =log, M +log, N
6) loga% =log, M —log, N

a) logs 2 +logs 50 —logs 4 = (logs 2 + logs 50) — logs 4

= logs(2) (50) — logs 4
(2)(50)
= logs 22

= logs 25
=logs 5% =2

b)loge 9 —logg 15 + logg 10 = (logg 9 — logg 15) + logg 10

= logg 1—95 +loge 10

= loge (37) (10)

_ 90
= logg =

=logg6=1

®

a) log, 8 +log, 5 —log, 20 = (log, 8 + log, 5) — log, 20
= log,(8) (5) —log; 20

®© _
20

= log, log,2=1

b) 2logs 6 + logs 5 — logs 20 = log; 62 + logs 5 — logs 20
= (logz 36 + log; 5) — log; 20
= log3(36) (5) —log; 20

BO®G) _
20

= log, log,9 =2
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Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Aprendizajes esperados

Aplica la férmula de cambio de base para el
calculo de logaritmos.

= Secuencia:

En las clases anteriores se estudiaron y se
aplicaron propiedades de los logaritmos. En
esta clase se establece una propiedad que
resultara util mas adelante llamada férmula de
cambio de base.

= Puntos esenciales:
Recordar la definicion de logaritmo.

Aplicar dicha definicion en ejemplos concretos
para deducir que
log.b

log.b = Tog.a

Expresar verbalmente dicha propiedad.
Es valido aclarar que la propiedad

si M= N entonces logaM = loga N
se sigue del hecho que log. es una funcion.

Aplicar la férmula de cambio de base para
calcular el valor de expresiones logaritmicas.

Propiedades basicas de los logaritmos (6)

Contenido 7: Propiedades basicas de los logaritmos (6)

P [ Deduzca una férmula que utilice logaritmo en base 2 para calcular el valor de log,4. ]

S

Sea log, 4= p que en forma exponencial es
4=8"
Aplicando logaritmo de base 2 en ambos lados de la ecuacién anterior se tiene
log, 4 =log,8”
y utilizando la propiedad log, N*=k log, N se obtiene

log, 4= p log, 8, de donde {ggig =p.
Luego, sustituyendo p por {222; en log4=p resulta
_ log.4
loge4 = log.8

Férmula de cambio de base
Sia>0,6>0,¢c>0, a1, c+1,

log.b
log.a

log.b =

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas usando la formula de
cambio de base:

Ejemp/o

a) log, 8 b) logs2«log.9
1 log,9
) log,, 8 = ol b) log, 2-log, 9 = log:2 - 155
_ log,2° - ]og39z
~ log,2° = logs3
_ 3logiZ =2
" 4logsZ
_3
4

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas usando la férmula de cambio

de base:
a) log, 27 b) log, 32
c)log, 5 d) logs5-logs9

e) log11-log 16

*

C7: Propiedades basicas de los logaritmos (6)

Deduzca una férmula que utilice logaritmo en

base 2 para calcular el valor de logg 4.

@ Sea logg 4 = p, asi que
4=8p

log, 4 = log, 87

log, 4 =plog, 8
_log, 4
p= log, 8
Se sustituye p por logg 4:

log, 4
logg 4 =
08s log, 8

@ Férmula de cambio de base
Sia>0,b>0,¢>0 a#1, c+1,

log. b

1 =
08a b log. a
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Calcule los valores de las siguientes expresiones
logaritmicas usando la formula de cambio de base:

log, 8 ] 10g3 9
= 0g32-log,9 =log; 2
a) log;s 8 log, 16 b) logs 82 83 logs 2
3
= log, 2° =log;9
log, 2% = log 32
_ 3logy2 =2 3
- 4logy 2
3
4
logs 27 log, 32 _ logss
a) logy 27 = ]0;9 c) log, 32 =@ b) logzs 5 ="
_ logy 33 _ log; 2° _ logss?
logs 32 log, 22 logs 52
_ 3logs3 _ 5logy2 _ 1
- 2logs 3 - 2log, 2 - 2
3 5
2 )



Seccién 2: Funciones logaritmicas

Grafica de la funcién logaritmica creciente

Seccion 2: Funciones logaritmicas Aprendizajes esperados

Contenido 1: Grafica de la funcion logaritmica creciente
P [ Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcién y =log, x, realice lo siguiente:
1 1 1
x B 4 > 1 2 4 8
¥ -3 0 3

Punto A(%,—s) B(%, ) c(17 )| Do) | E@ ) | Fu ) | GE )

Grafica funciones logaritmicas crecientes.

= Secuencia:
En clases anteriores se calcularon valores de

a) Complete las casillas vacias y los pares.

b) Ubique los puntos A, B, C, D, E, F y G en el plano cartesiano. logaritmos utilizando las propiedades de los
c) Trace una curva suave sobre la trayectoria indicada por los puntos ubicados y prolénguela mismos. También. en la unidad anterior se
mas allade Ay G. . ) . ’ .
. J graficaron funciones exponenciales en el plano
S cartesiano.

a) Se calculan los valores de y para x = 1?% 2y4.

Para x=§; y=log, =log2?=—2  Para x=}; y=log, 5 =log,2 =1 En esta seccion se sigue un tratamiento similar
Para x=2; y=log,2=log,2'=1 Para x=4; y=log,4=log,2?=2 para graficar funciones logaritmicas.
x 1@ % % 1 2 4 8
y -3 -2 —1 0 1 2 3 = Puntos esenciales:
puno | A(%, -3)[B(%. -2) (% -1)| Do) | B2, | Fa2) | 66 Recordar la definicion de logaritmo.
b) Se ubican los puntos en el plano cartesiano.  c) Se une los puntos con una curva suave. Determinar mediante la tabulacion algunos
; : valores para la funcion logaritmica y = log.x
- aclarando que x toma unicamente valores
G(83) | — G(8,3) t
F(4,2) T4.2) positivos.
B2 (1,0, E2,1) . . .
. fmo PO o | Explicar que en la solucién del problema
e G se han asignado valores convenientes a x
Wl i (potencias de la base 2) para simplificar los
4 4 calculos.

t

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion y=log, x, determine lo que se le pide. Observar graflcamente el crecimiento de

R . ! 1 ] 3 9 27 esta funcion logaritmica.
y -3 0 3 Graficar en el plano cartesiano la funcion
puto | A(77. —3)| B(3, )| c(3. )| peoy | Es ) | Fe ) | Gery) logaritmica y =log.x uniendo los puntos
- determinados en la tabulacion con una curva
a) Complete la tabla. b) Ubique los puntos B, C, D, Ey F en el
¢) Una los puntos con una curva suave. plano cartesiano. Suave.

S2: Funciones logaritmicas

C1: Grafica de la funcidén logaritmica creciente ¢
La tabla muestra valores asociados a la funcion ? G@83)
y = log,x 2 T14.2)
a) Complete la tabla. (1.0, E2,1) Nota: La cuadricula
T o A 3 3 4 5 & 7 & o x mostradaenla
1 1 1 1 fad-n gréfica no se trazara
= - = 1 2 4 8 i
X 8 3 2 (ﬂ( 1oy en la pizarra.
y -3 -2 -1 0 1 2 3 N ZTE)
Punto A(l,—s) B(l,—z c(l,—1) D(1,0)| E2,1) | F(4,2) | 6(8,3) 3
8 4 2 @ La tabla de la funcién y = logsx
b) Ubique los puntos en el plano cartesiano. 1 1 1
c¢) Una los puntos con una curva suave x 57 9 3 1 3 9 27
. 27 9 3
b L 1 y -3 -2 -1 0 1 2 3
ara x =-; =1lo (—) =1lo 2_2 = -2
a Y =082y 62 Punto A(%,—3) B(%,fz c(%,—1) D(1,0) | EGB,1)| F(9,2) | 6(27,3)
Para x=31: = N _ -1 1
ara x =7; y=log, (E) =log,2™" = ~1 Para x=5; y=log, (—>210g33'2 = -2
Para x=2; y=log,2=1 1 1
Para x = 5; y = l()g3 (§> = ]0g33‘1 =-1

Para x =4; y =1log,4 =1log,22=2
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Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Grafica de la funcién logaritmica decreciente

Aprendlzajes esperados Contenido 2: Grafica de la funcién logaritmica decreciente

. . , . . P [ Dadala siguiente tabla de valores asociada a la funcion y =log 1 x, determine lo que se le pide. )
Graficafunciones logaritmicas decrecientes. 1 . .
X 8 4 > 1 2 4 8
y 3 0 —3
= Secuencia: Puno | A3, 3) | B3, )| el )| by | Be ) | 4 ) |Ge -3
En Ig c!ase anterior se grafico la fu.nC|on a) Complete Ia tabla.
logaritmica y =log.x. Ahora se grafica la b) Ubique los puntos en el plano cartesiano.
funcioén y= 10g1 X c) Trace una curvasuave sobre la trayectoria indicada por los puntos ubicados y prolénguela
- PRl mas allade Ay G. )

- Puntos esenciaIeS' S a) Se calculan los valores de y para x=%,1§,
N . 1. 1_ 1V _ 1. 1
Recordar la definicion de logaritmo. Para x= }iy=logy ; =log; (3] =2 Para x=5;y=log} 5 =log

2y4.

HR

. . .. . _ 1\ . — —
Determinar mediante la tabulaciéon algunos Para x=2;y= log;2=log} (3] =1 Para x=4; y= log,4 = logy(3) =2
1
2
1

valores para la funcion logaritmica y = logix
recordando que x toma uUnicamente valores
positivos.

x 1 2 4 8

w | oo~
N | B[

¥ 0 -1 -2 -3

puno |A(§. 3)| B(§. 2) | €(3.1) | Do) | E@ —1) | F@4.-2) | G@. -3)

Graficar en el plano cartesiano la funcion
logaritmica y =logix uniendo los puntos

b) Se ubican los puntos en el plano cartesiano.  ¢) Se unen los puntos con una curva suave.

y
determinados en la tabulacién con una curva o . ;
suave. 8 e
‘41' y : \.,\41. )
Observar graficamente el decrecimiento de R o | x IR 0 | |
la funcion logaritmica estudiada. RN e
G@|-3 T G@BI-3
a ﬁ . -

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion y= log%x, determine lo que se le pide.

x 2 3 1 1 3 9 27

y 3 0 —3

Punto A(217' 3) B<1§, ) c(% ) D(1,0) | E3, ) | Fo, ) | GE7, —3)

a) Complete las casillas vacias y los pares
b) Ubique los puntos B, C, D, E y F en el plano cartesiano.
c) Una los puntos con curva suave.

*

C2: Grafica de la funcion logaritmica decreciente

y
La tabla muestra los valores asociados a la funcién 3 A3
y = logwx 2 l\"\ 12
2
1 /l Y ’
@ a) Complete la tabla. NG Nota: La cuadricula
o Y R - mostrada en la
X 1 1 l 1 2 4 8 —1 £(2,—1 grafica no se trazara
8 4 2 _ F(4.—2) en la pizarra.
y 3 2 1 0 -1 -2 -3 s TGy
Punto A(%,?») BG,Z) c(%,1) D(1,0)| E@,—1) F(4,-2)| 6(8,-3) =
E ) La funcién y = logix
b) Ubique los puntos en el plano cartesiano. 3
¢) Una los puntos con una curva suave. X % % % 1 3 9 27
1 1 1y
Para x =-; y =log: <_) = log1 <_> =2 y 3 2 1 0 -1 -2 -3
! 2\ 2\2 P 1 1 1
Para x =1; y = log: (%) _ o |4 (55.-3)| B(5.2) | ¢ (5.1) P@.0) |EG,-D|FO,-2)/6(27,3)
2 2
1 -1 1 1 2
Para x =2; y=log: (—) =-1 Para x =-; y=log: (—) = log (—) =12
2\2 , 3\9 3
x
Para x = 4; =log14 = lo (_> =2 1
Y & &2 Para x = -; y=10g1<§)— 1
3
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P
S

Contenido 3: Propiedades basicas de la funcion logaritmica creciente

Propiedades de la gréfica de y=log, x, a > 1:

1. La gréfica pasa por los puntos (1, 0) y (a, 1)
yaque log,1=0y log a=1.

2. El eje y es asintota vertical, es decir, la grafica

no toca a la parte negativa de este eje, aunque
se acerca indefinidamente a este.

54

Observando la grafica se concluye que esta es
creciente, es decir si p < g, log,p <log,q.

N

. Dominio: Numeros reales positivos.
Rango: Numeros reales.

Seccién 2: Funciones logaritmicas

Propiedades basicas de la funcién logaritmica creciente

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica propiedades de la funcion
logaritmica creciente.

= Secuencia:
En clases anteriores se graficaron las funciones

logaritmicas y =log,x y ¥ =logix. En esta
clase se caracterizan las funciones logaritmicas
del tipo y =log.x con a>1 tomando como
referencia la funcion y = log.x .

Ordene los logaritmos de forma creciente.

a) log,9, log,3 b) log,7, log, % log,5

= Puntos esenciales:
Recordar el comportamiento de la grafica de

la funcién y = log,x y notar que:

a) Puesto que 3 <9y la base 3 es mayor que
1, por la propiedad 3 se tiene

log,3 < log,9. log, 9 = 2|

log, 3 = 1

v' Dicha funcidén esta definida Unicamente
para valores positivos.

No corta al eje y.
El eje ¥ es una asintota vertical.

b) Puesto que % <5< 7ylabase 2 es mayor
que 1 por la propiedad 3 se tiene

log, % <log,5<]log, 7

y

log, 7
log, 5

Corta al eje x en el punto (1, 0).

Amedida que los valores de x aumentan
los valores de y también lo hacen. Es
decir, es una funcion creciente.

SNENENEN

De ahi que las funciones logaritmicas

logz%

——— o~

y=log.x con a>1 cumplen con las
mismas propiedades.

Ordene los logaritmos de forma creciente.

a) log, 5, log, 3 b) log, 2, log, 17, log, 4

#

C3: Propiedades basicas de la funcion logaritmica

creciente

Propiedades de la graficade y =log,x, a > 1:

1.
2.
3.

NuUmeros reales

La grafica pasa por los puntos (1,0) y (a, 1)
El eje y es asintota verticai.
Es creciente: Yy
Sip<gq, log,p <log,q log"‘:
. Dominio:
Numeros reales positivos 0
Rango: log, p

Ordene los logaritmos de forma creciente.

a) logs9, logs3

Como3<9yla
base 3 es mayor
que 1, por la "*'

log, 9 = 2|

v y=log, x

propiedad 3: 0

log;3 < logs;9

Comparar valores de logaritmos a partir de la
comparacion de sus argumentos (nimeros a
los que se les calcula logaritmo).

b) log,7, log, %, log,5
Puesto que
1<5<7
3
y la base 2 es mayor que 1, por la

propiedad 3:
1
log, 3 < log,5 < log,7

@ a) log,5, log,3

Como 3 <5y la base 2 es mayor que 1,
por la propiedad 3:

log,3 <log,5
b) log;2, 10g3%, log;4

Puesto que % <2< 4ylabase 3 es mayor
que 1, por la propiedad 3:

1
logs 5 <log;2 <log;4

LT 62




Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Propiedades basicas de la funcién logaritmica decreciente

Aprendizajes esperados
. . L Contenido 4: Propiedades basicas de la funcién logaritmica decreciente
Deduce y aplica propiedades de la funcion

Iogaritmica decreciente Propiedades de la grafica de y=log,x,0<a<1:

y=log, x

1. La gréfica pasa por los puntos (1, 0) y (a, 1) ya que

log, 1=0y log,a=1 &

= Secuencia: 2. El eje y es asintota vertical, es decir, la grafica no

: H toca a la parte positiva de este eje, aunque se acerca
En la clase anterior se estu@ar_on las R Lo
propiedades de las funciones logaritmicas del 3. Observando la grafica puede notarse que p < g;
tipo ¥ = log.x con a > 1.Aqui se caracterizan 20 ObSFan:e, log, p>log, q, siendo la grafica

. . . . ecreclente.
las funciones logaritmicas del tipo y =log.x o "
. 4. Dominio: Numeros reales positivos.

con 0 <a <1 tomando como referencia la e

funcion y =logix.

P Ordene los logaritmos de forma creciente.

= Puntos esenciales: a) log}8, log} 4 b logy2, log; 3, log;4
Recordar el comportamiento de la grafica de
la funcién y =logix y notar que:
y g% Y q a) Puesto que 4 < 8y la base 15 es v y=logix
v Dicha funcion esta definida Gnicamente menor que 1, por la propiedad 3 se
para valores positivos. tiene que
. log%8< log; 4 0|
v" No corta al eje y.
logi4 = —2
v' El eje y es una asintota vertical. ogs8 =1
1 1
. b) Puest 5<2<4ylab =
v Corta al eje x en el punto (1, 0). ) Puesto que yiabase 3
es menor que 1y, por la propiedad v
v Amedida que los valores de x aumentan 3, se tiene
los valores de y disminuyen. Es decir, es log 4 <log ;2 <log%%
una funcién decreciente. logy
De ahi que las funciones logaritmicas logs2
log14
y=log.x con 0 <a <1 cumplen con las
mismas propiedades.
Comparar valores de logaritmos a partir de la Ordene los logaritmos de forma creciente.
comparacion de sus argumentos. a) log13,log:5 b) log34, log; . log:8

*

C4: Propiedades basicas de la funcion logaritmica

decreciente b) log:2, logli, log:4
Propiedades de la graficade y =log,x, 0 <a <1: Pue;to que3 ?
1. La grafica pasa por los puntos (1,0) y (a,1) 1
2. El eje y es asintota vertical. v 7 <2<4
3. Es decreciente: y la base % es menor que 1, por la propiedad 3:
Sip <q, log,p>log,q L@ 1
4. Dominio: N@,0 p log14 <logi2 < l°gl§
Numeros reales positivos of ¢ 3 3 3

Rango: log, p
NUmeros reales

I S

@ Ordene los logaritmos de forma creciente.
a) log:3, logi5
2 2

log, q

Ordene los logaritmos de forma creciente.
a) log:8, log:14 y
Como2 4 <28 y la

base % es menor que b) logiz, 1°g§%' log§8
1, por la propiedad 3:

Como 3 < 5y labase % es menor que 1,
log13 > log15
2 2

Puesto que i <2< 8ylabase § es menor que 1,

log18 < logi14 1
2 2 log18 < logi12 < log1—
3 3 34
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Contenido 5: Ecuaciones logaritmicas (1)

P Encuentre la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a)log, x=5 b) log, (2x+7)=2

Seccién 2: Funciones logaritmicas

Aprendizajes esperados

Resuelve ecuaciones logaritmicas sencillas
aplicando la definicion de logaritmo.

S

a) log, x=5 se pasa a la forma exponencial
x =2°=32

Este valor satisface la condicién de que el argumento debe ser positivo. Por tanto la
solucion es

x=32

b) Igualmente, la ecuacion log, (2x+7) =2 se escribe en forma exponencial
2x+7 =52
es decir
2x+7=25
Resolviendo esta ecuacion se tiene
2x=25-7

2x=18

_18 _
x=" =9

Los valores x del argumento de la funciéon deben cumplir la condicion

2x+7>0

7
x>=7

Esto quiere decir que x =9 cumple con lo exigido, siendo entonces la solucion.

t

Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log3 x=2
b) log, (3x+4)=2

c) 2log, x=4

*

C5: Ecuaciones logaritmicas (1)

= Secuencia:

En las clases anteriores se ha aplicado cons-
tantemente la definicion de logaritmo. Aqui la
utilizaremos para la resolucion de ecuacio-
nes logaritmicas.

= Puntos esenciales:
Recordar la definicion de logaritmo.

Aclarar que las ecuaciones logaritmicas son
ecuaciones en las que la variable aparece
como argumento del logaritmo.

Usar la definicién de logaritmo para resolver
ecuaciones logaritmicas en las que la variable
aparece como argumento del logaritmo.

Notar que, en este caso, al aplicar la definiciéon
de logaritmo, se obtiene una ecuacion de
primer grado a resolver.

Hacer énfasis en la condicion que debe
satisfacer el argumento de un logaritmo, para
determinar la solucién de la ecuacion.

@ Encuentre la solucion de las siguientes ecuaciones @ a) logzx = 2
logaritmicas. .
_ Se pasa a la forma exponencial:
a) log,x =5 x=23=8
@ Se pasa a la forma exponencial: x=8
x=2%5=32 b) log,(3x +4) =2
x =32

b) logs(2x +7) =2
Se pasa a la forma exponencial:

2x +7 =52
2x+7=25
2x =25-7
2x =18
18 g
X = > =
Los valores x del argumento deben cumplir
2x+7>0
S 7
X773

Asi, x = 9 es la solucion de la ecuacion.

Se pasa a la forma exponencial:

3x +4 =72

3x +4 =49

3x =45

_ 45 15
X = 3=
Los valores x del argumento deben cumplir
3x+4>0

3x > —4
S 4
¥ 73

Asi, x = 15 es la solucion de la ecuacion.
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Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Ecuaciones logaritmicas (2)

Aprendlzajes esperados Contenido 6: Ecuaciones logaritmicas (2)

Resuelve ecuaciones logaritmicas aplican- P
do definicién y propiedades del logaritmo.

Encuentre la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log, x+log, (x+3)=2 log, 2 b) log, (x+1)+log, (x—7)=1

= Secuencia: S
En esta clase se siguen resolviendo

. | itmi h Se aplica las propiedades del logaritmo
ecuaciones logaritmicas, pero ahora son log, x(x+3)  log, 2° log, M-+log, N—log, My Klog, N—log, V'
ecuaciones en las que se requiere aplicar las x(x+3)=22 log,p=log, g siysolosi p=g

a) log, x+log, (x+3) =2 log, 2

. . x?+3x=4 .
propiedades estudiadas para resolverlas. , B . Enellogaritmo log, M, el
X +3x—4:0 ~ argumento es M>0.
Se res:elve l: ecuacion de Por lo tanto, en las expresiones:
: . segundo grado log,x y log,(x+3), los
= Puntos esenciales: (c+4)(x—1)=0 SRS WETEET
Recordar las propiedades de los logaritmos. x+4=0, x-1=0 x>0y x+3>0
x=—4, x=1 x>0y x>—3
Recordar los métodos de resolucion de para x>0, x=1 S5 s 2 B S
X
ecuac.lone.s cuadraticas, en especial, por b) log, (x+1)+log, (x—7)=1
factorizacion. Aplicando las propiedades del logaritmo se tiene
. log,(x+1)(x—7)=log, 9 log, M+log, N=log, MN y 1=loga
Mostrar la propiedad (e+1)(x—7)=9 log, p=1log,qsiysolosi p=q
si log.M = log.N,entonces M = N x?—6x—=7=9 _
. Enla expresiones:

. . . L Se resuelve la ecuacion de segundo grado . log, (x+1) y log, (x—7), los
conocida como inyectividad de la funcién X*—6x—16=0 " argumentos cumplen que
logaritmica y que se utiliza en la resolucién (x-8)x+2)=0 X+1>0y x-7>0

. L x-8=0, x+2=0 x>-1y x>7
de ecuaciones logaritmicas. x=8, x=-2 B 6t (20 Coll e IS CEEnE
parax>7,x=8 x>7
La funcion logaritmo estd definida E
Unicamente para valores pOSitiVOS_ Este Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones logaritmicas:
hecho debe considerarse para determinar a) log,x+log, (x—1)=1
cual de las posibles respuestas es solucién b) log,, (x+2)(x+5)=1

de la ecuacion. ) log, (x—2)-log, (c+1) =2

*

C6: Ecuaciones logaritmicas (2)
b) logg(x + 1) +logg(x —7) =1

Encuentre la soluciébn de las siguientes loge(x + 1)(x — 7) = logy 9
ecuaciones logaritmicas: +Dx-7)=9
a) log, x +log,(x +3) = 2log, 2 X2 —6x—7=9
b) logo(x + 1) +loge(x —7) =1 W bx—T—9=0
log, M + log, N = log, MN, log,a=1 X2 —6x—16=0 Argumentos:
log,p =log,gsiysolosip=gq (x—8)(x+2)=0 x4+1>0, x—7>0
@a)log2x+log2(x+3)=210g22 x=8=0, x+2=0 ¥>-1 x>7
log, x(x + 3) = log, 22 x=8 x=-2 Soluciones deben
x(x +3) =22 parax>7, x=8 cumplir x > 7
x?+3x=14 @ Encuentre la solucion de la ecuacion
2 — 4=
x 4+ 3x e g Argumentos: a) logzx+log,(x —1) =1
c+Hx-1= 50 14350 log, x(x —1) = 1 = log, 2
x+4=0 x—1=0 ' x(x—1)=2
x:_4' x=1 x>0 x>-3 xz_x_2=0
parax > 0, x=1 Soluciones deben (x—2)x+1)=0 x>0y x—1>0
cumplir x > 0 x=2 x=-1 Soluciones deben cumplir x > 1

parax>1, x=2
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Seccién 2: Funciones logaritmicas

Calculo de logaritmos de base 10

Aprendizajes esperados

Contenido 7: Calculo de logaritmos de base 10
P e : - - : Calcula los valores de logaritmos de base
guientes logaritmos si log,; 2=0,3010 y log,, 3=0,4771: 10.
a) log,, 9 b) log,, 6 c) log,, 12
S = Secuencia:

a) log,, 9=log,, 3° Se descompone el 9 en factores primos En clases anteriores se resolvieron ecuacio-
=2log, 3 Se utiliza la propiedad log,, M'= Klog,, M nes logaritmicas. En esta clase se determina
=(2)(0,4771) Se sustituye el valor de log,, 3 el valor de logaritmos en base diez para algu-
=0,9542 Se multiplican ambos factores nos multiplos de 2 o 3.

b) log,, 6=1log,; (2)(3) Se descompone el 6 en factores primos L Pu ntos esenciales:
=log,, 2+log,, 3 Se utiliza la propiedad log,, MN= log,, M+ log,, N Conocer la aproximacion decimal del valor
=0,3010+0,4771 Se sustituyen los valores para log,; 2 y log,, 3 de 10g102 y 10g103 .

07781 Se realizala suma Recordar las propiedades de los logaritmos.

c) log,; 12=1log,,(4) (3) Se descompone el 12 en los factores 4 y 3 Aplicar dichas prOpiedadeS para determinar

~log, 4+log,, 3 Se aplica a propiedad log, MN= log,, M-+ log,, N el valor de logaritmos en base diez de
=log,; 2*+log,; 3 Se expresa el 4 como potencia de 2 algunos multlplos de 2 y de 3.

=2log,, 2+log,, 3 Se aplica la propiedad log,, N*= klog,, N Recordar la multiplicacién de un numero
=(2)(0,3010)+(0,4771)  Se sustituyen los valores para log, 2 y log,, 3 natural por un decimal.

=1,0791 Se realizan las operaciones indicadas

Notar que se debe expresar el logaritmo
a ser calculado como combinacion de los

Calcule los valores de los siguientes logaritmos si log,, 2=0,3010y log,, 3=0,4771: Iogarltmos conocidos (en este caso 10g1°2 y

log ;3
a) log,, 4 b) log,,18 0813)
c) log,, 24 d) log,, 27
e) log,, 32 f) log,, 36
C7: Calculo de logaritmos de base 10 c) logio12 = log;o(4) (3)
=log,04 +logyp 3

Calcule el valor de cada uno de los siguientes
logaritmos si log;o 2 = 0,3010 y log,o3 = 0,4771. = logy 2% +logy 3

= 2logyo 2 +logo 3
=2(0,3010) + 0,4771

a)log,9 b)log;n6 c)log,y12
log, M +log, N = log, MN

log, N¥ = klog, N =1,0791
Calcule los valores de los siguientes logaritmos si
@ a)log;9 =log;3? log102 = 0,3010 y log,03 = 0,4771
_ a)log;o4 = log,2° b) log,o 18 = log4(2) (9)
= 2log;, 3
= 2logy, 2 =logi0 2 +log;0 9
= 2(0,4771) 810 810 810
— 0,9542 =2(0,3010) = logyo 2 + logy, 32
=0,6020 =log,p2 + 2logyo 3
b) logso 6 =10g10(2)(3) =0,3010 + 2(0,4771)
= logyo 2 +logy03 =1,2552
=0,3010 + 0,4771
=0,7781
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Prueba de Matematica 11mo (30 min.) Fecha:

Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Nombre: Seccion:

/ 20
Sexo: M/ F
1. Calcule el valor de las siguientes expresiones logaritmicas: (2 puntos x 6 =12)
a) log;9 b) 105.1;411—6
c) log1 d) log.8 +log,2
2. Grafique la funcion y =log,x. (2 puntos)
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff S S W -
fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff S~
= 2 1 o0 1 2 3 4 TC
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, SIS NSNS NSNS ISUUNUN VOSSN SO
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, IV NS S U N S




3. Escriba < 0 > en el espacio en blanco. (1 punto x 2=2)
a) log,5 log,3 b) log%Zilog%G

4. Encuentre la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones logaritmicas:
(2 puntos x 2=4)
a) logs(2x+7)=2

b) log,x +log,(x+3)=2log,2

Nombre:







Punto y segmento
La circunferencia

La recta

Seccion 1
Seccion 2
Seccion 3
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Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Distancia entre dos puntos de la

Calcula la distancia entre dos puntos de la
recta numérica.

= Secuencia:

En la recta numérica se pueden trazar
segmentos, cuya longitud ha de determinarse
a partir de las coordenadas de sus extremos.
Esta longitud serd la distancia entre los
puntos extremos. Para el calculo de esta
sera necesario recordar el concepto de valor
absoluto de un numero real, aprendido en
grados anteriores.

La nocion de distancia entre dos puntos
no se limitard para puntos sobre los ejes
coordenados, ya que esta sera calculada para
puntos cualesquiera del plano cartesiano.

= Puntos esenciales:

Comprender la correspondencia entre cada
numero real y los puntos de la recta numérica.

Recordar que el valor absoluto de un nimero
real es no negativo, lo que corresponde con
la nocion de longitud de un segmento (que
también es un nimero no negativo).

Recordar las reglas para efectuar resta de
ndmeros reales.

U4: Geometria Analitica
S1: Punto y segmento

C1: Distancia entre dos puntos de la recta numérica

S

recta numérica

Seccion 1: Punto y segmento

Contenido 1: Distancia entre dos puntos de la recta numérica

Repaso

Sistema de coordenadas en la recta numérica

En la recta numérica, cada punto A de esta se identifica con un
unico ndmero real a el cual se denomina coordenada de dicho
punto. Se usara la notacién A(a) para referirnos al punto y su
coordenada asociada.

A
-
a

P [ Dados A(1), B(5), C(—2) y D(3) calcule la distancia entre Ay By entre Cy D.

En la gréfica de la derecha se observa que hay 4 unidades

desde A hasta B, esto es
AB=5-1=4

™~ Coordenada de A I

Es decir, si se utiliza valor absoluto,
AB=4=4|=|5-1|
=|coordenada de B—coordenada de A|

Coordenada de B

Ahora se calcula la distancia entre C y D.

Hay 5 unidades entre los puntos C(—2), D(3), de modo que
CD=3-(-2)=5
Coordenada de D

N Coordenada de C |

Utilizando valor absoluto para calcular la distancia se tiene

CD = |coordenada de D—coordenada de C|=[3—(-2)]

A B
1 1 1 1 1 1 1 1
T I\\J;>I_>_I,f'l T T
01 4 5
Valor absoluto de x
x six=0
x| =
el —-x six<O0
cC 0 D
B o e e e .
—2%0 -3
5
=|5|=5

La distancia entre dos puntos cualesquiera A y B de la recta numérica, cuyas coordenadas

son a y b, respectivamente, es la longitud del AB y esta dada por

AB=|b—a

La distancia entre los puntos A y B se denotara como d, de modo

que
d=AB

|b—al
A -~ B
" N
a b

t

1. Calcule la distancia entre cada pareja de puntos.
a) A(3), B(7) b) C(-5), D(0)
d) F(=7), H(-2) e) R(-5), Q(1, 5)

c) M(0), F(-7)

2. Dados los puntos A(—5), B(—2), C(10), verifique que AB+BC=AC.

CD =
Coordenada de D

Sistema de coordenadas en la recta numérica
A
-

a
A(a) denota el punto y su coordenada asociada.

=13-(-2)|=15/=5

d=AB =|b—aq

@ Dados A(1), B(5), €(—2)y D(3), calcule la
distanciaentre AyByentre CyD.

® bt
0 1 "y T -5
AB=5-1=4
Coordenada de B Coordenada de A

AB=4=|4=1|5-1]|

= |coordenada de B — coordenada de A|

c O D
\\ ’
-20 -3

5
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a) A(3), B(7)
AB=7-3|=4

b) C(=5), D(0)
C=10-(-5)|=5

c) M(0), F(=7)
MF=|-7-0]=7

d) F(=7), (-2)

HF =|-2—(=7)| =5

*

\ Coordenada de C
CD = |coordenada de D — coordenada de C|

(©) La distancia entre 4(a) y B(b) es la longitud de AB:

@ 1. Determine la distancia entre cada pareja de puntos.

. Dados A(-5), B(—2),C(10), verifique que AB + BC = AC.

AB=|-2—-(=5)| =3, BC=1]10—-(-2)| =12,

AC =110 — (=5)| = 15;

AB+BC=3+12=15=AC



Contenido 2: Division de un segmento de la recta numérica en una razén dada

Repaso

Division de un segmento por un punto en una razén dada
Recuerde que un punto P en el interior de AB divide a este en

Seccion 1: Punto y segmento

Aprendizajes esperados

Aplica la division de un segmento en una
razén dada en la resolucion de ejercicios.

larazén m:n si P se ubica a m unidades de A y a n unidades de A S B
B, estoes AP:PB=m:n.

Represente graficamente la division del segmento AB por el
punto P en la razén 2:3, dividiendo a este en 5 partes iguales. A B
El segmento dado se divide en 5 partes iguales puesto que
2+43=5. 2 3
La razoén 2:3 nos indica que el punto P se ubica a 2 unidadesde , ' p T B

A 'y a 3 unidades de B.

Represente graficamente la division del segmento AB por el punto P en la razon 3:7.

A B

Coordenadas del punto que divide a un segmento en una razén dada

Recuerde también que si A(a) y B(b) son los extremos de AB, la coordenada p del punto P
en el interior de dicho segmento que lo divide en la razon AP:PB = m:n esta dada por:

_ natmb P Poon B

m+n r T 1

a p b

Sim=n, entonces P es el punto medio de AB y su coordenada A 7N P T B
_atb = o< =

es pP="7%" a p b

Los puntos A(—1) y B(9) son los extremos de AB. Calcule la coordenada del punto
P en AB, tal que:
a) P divide a AB en la razén 3:2

EJ'emFIo
b) P es punto medio de AB

a) Se usa la formula p :%;siendoa:—tb:Q,mzs,n:Z
_(2(=1)+(3)9) _25_g A - < P------B
p= 3+2 ~ 5~ 4 > H

La coordenada de P es 5.
b) Como P es el punto medio de AB, se usa la formula p = ¢ Z b ,siendoa=—-1,b=9:

-1+9 _8
=TI _9%_y
PmT2 T2 - AT
De manera que el punto mediode AB tiene coordenadap=4. —7 =~ 4 ' ' g

Ez Encuentre la coordenada de cada punto P del segmento dado AB, sabiendo que:
a) Los extremos de AB son A(5) y B(15), ademas P divide este segmento en la razén 2:3.
b) Los extremos de AB son A(-7) y B(14), ademas P divide este segmento en la razon 4:3.
c) Los extremos de AB son A(15) y B(45), ademas P es punto medio de AB.

*

C2: Divisién de un segmento de la recta numérica
en una razén dada
Represente graficamente la division del
segmento AB por el punto P en la razén 2:3,
dividiendo a este en 5 partes iguales.

= Secuencia:

En 9no grado se plante6é la divisién de
un segmento por un punto en una razén
dada, con el fin de aplicarla en ejercicios y
problemas de semejanza de triangulos. Dicha
divisién dio lugar al célculo de la coordenada
del punto medio de un segmento.

En esta clase se retoma esto, para ser
aplicado considerando segmentos en la
recta numérica. Posteriormente se analizara
la situacién para segmentos arbitrarios en el
plano cartesiano.

= Puntos esenciales:

Comprender que dividir un segmento
mediante un punto en una razén puede
representarse graficamente, lo cual abonara
a la comprension de las componentes my n
de dicha razén.

Recordar las férmulas ya aprendidas
= 7'1311'2[’ y p=4¢ J2F b , segun las
condiciones que definen a cada una de estas.

Efectuar las sustituciones apropiadas en las
férmulas anteriores.

A(=1), B(9) son los extremos de AB. Calcule la
coordenada del punto P en 4B, tal que:

a) P divide a AB en larazén 3:2 s

A--mm"Tmes < P----.B
2 3 _@ED+HBO) 25 _ g =1 > 8
ll\ f |P f f ]|3 3+2 5 ) 5
b) P es punto medio de AB 1 A
La divisién del segmento AB por el punto P en la -149 _8 A e e
) = =-=4 -1 4 9
razon 3:7. 2 2 :
A B P LA B Encuentre la coordenada P de 4B.

Si los extremos de 4B son A(a) y B(b), P(p) esta
en el interior de dicho segmento y lo divide en la
razéon AP: PB = m:n entonces:

a) A(5), B(15) y P divide a AB en la razon 2: 3.

_®E)+@05) _45_
- 243 5

b) A(=7), B(14) y P divide al 4B en la razén 4:3.

7D+ @(4) 35
p= =25

4+3 7
m
p = natmb A __--=----l L. c) A(15), B(45)y P es punto medio de 4B.
| | |
g p b _15+45_60_
2 20 7T

LT 1




Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Calcula la distancia entre dos puntos en el
plano cartesiano.

= Secuencia:

Esta unidad se inici6 con el calculo de la
distancia de puntos sobre la recta numérica.

Distancia entre dos puntos del plano cartesiano

Contenido 3: Distancia entre dos puntos del plano cartesiano

P [Calcule la distancia entre los puntos A(1,2) y B(6, 5) del plano cartesiano.

S

La distancia entre A y B es la longitud de AB.

Si se traza una recta paralela al eje x, pasando por
A y unarecta paralela al eje y pasando por B, estas
se cortan en C, formando el triangulo rectangulo

ABC.
En esta ocasién, como un caso mas general, La longitud de AC es ‘

se determina la distancia entre dos puntos AC—6-1=5 |
del plano cartesiano. y la longitud de BC es o Pa—
La deduccién de la formula de la distancia BC=5-2=3.

se da mediante la aplicacion del Teorema de
Pitagoras, estudiado en 9no grado.

= Puntos esenciales:

Recordar el enunciado del Teorema de
Pitagoras para ser aplicado en la deduccion
de laférmula de la distancia entre dos puntos.

La distancia a determinar es la longitud de la hipotenusa del AABC, de modo que, aplicando

el Teorema de Pitagoras se tiene

AB?=AC?+B(C?

AB= /AC*+BC(C?

AB= /(6—17F+(5—-2¢F=,52+3?=,/34
Luego, la distancia entre los puntos A(1, 2) y B(6, 5) es /34.

. ., .. , Distancia entre dos puntos del plano cartesiano v Ble.y)
Explicar la formacion del triangulo rectangulo » S
. . ., La distancia entre dos puntos A(x,, ¥,) y B(x,, »,) del N
concebido en la ubicacion de los pares plano, denotada por d, es la longitud del segmento \
ordenados del prob|ema_ AB y se determina con: e et
(X, /
i . . d=AB=y(x.—x: F+ (3.~ 3 e L,
Identificar la distancia entre dos puntos como A==y i E—
la longitud del segmento cuyos extremos son o EA
los puntos en cuestion, de modo que la raiz
cuadrada en la formula deducida es siempre E
iti Calcule la distancia entre dos puntos:
positiva.

a) A(2, -3), B(5, 1) b) M(0, 0), Q(—4, 2)

c) R(-2,1), S(2, 4) d) F(3, —2), T(3, -9)

*

C3: Distancia entre dos puntos del plano @ Calcule la distancia entre dos puntos:

cartesiano
. . a) A(2,-3), B(5,1)
@ Calcule la distancia entre los puntos A(1,2) y d=JG-27+ 1= (=3)
B(6,5).
6.5) =V9+16=V25=5
Por el Teorema de

b) M(0,0), Q(—4,2)

d= J(-4-0)2+(2-0)2
V16 +4 =20 = 2V5
c) R(=2,1), S(2,4)

Pitagoras:

AB?= AC? + BC*?

AB =+/AC? + B(C?

AB = /(6 — 1)2 + (5 — 2)2

Y o N

La distancia entre dos

puntos A(x;,y,) y B(x2,¥,)
es

d=AB

d

J2=(-2)7+ (4 - 1)?
=J16+9=+25=5

d) F(3,-2), T(3,-9)

d=B=3)7+(9-(-2)?
=V0+49=+49=7

= \/(xz —x1)? + (2 — y1)?
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Seccion 1: Punto y segmento

:4 Divisiéon de un segmento en una razén dada

Aprendizajes esperados
Aplica la division de un segmento en una
razon dada en el plano cartesiano en la
solucién de ejercicios.

Contenido 4: Division de un segmento en una razén dada

Definicion

Coordenadas de un punto que divide a un segmento del plano en una razén dada

Las coordenadas del punto P(x, ) que divide a AB, con extremos A(x,, v,), y B(x, »,),
en la razén m:n son

= Secuencia:

En la recta numérica se abordd la divisién
de un segmento por un punto en una razoén
dada. Esta nocién se generaliza ahora
E considerando un segmento cualquiera del
plano cartesiano, obteniendo férmulas para
las coordenadas del punto que divide al
segmento.

_ hxitmx,

_ hytmy,

m+n m+n

Esto se confirma a partir del siguiente grafico, en el que se muestra que sobre el eje x se
forman segmentos cuyas longitudes estan también en la razén m:n, lo cual ocurre a su vez
sobre el eje y:

Al proyectar el segmento AB
sobre el eje x se forma el
segmento A A, cuyos extremos
son A, (x,, 0)y A, (x,, 0) . El
punto P, (x, 0) es la proyeccion
de P sobre el eje x y este divide
al segmento A A, también en
la razén m:n, de manera que

Posteriormente se vera que, nuevamente,
la division de un segmento en una razén

! las coordenadas del punto medio de un
t

x= ROt me N P dada permite la obtencién de formulas para
_ T my: : |
Al proyectar el segmento AB YT min | | i
sobre el eje ¥ se forma el A, lp, A, segmento.
segmento B,B, cuyos extremos 0 Sy, x
son B, (0,y,) vy " n
B, (0. v,) . El punto P, (0, y) es J, * Puntos esenciales:
la proyeccion de P sobre el eje y . ., i
y este divide al segmento BB, JE— Inducir a la comprensién de que los ejes coor-
e qoq 12 razon mm, de o denados son rectas numéricas en las que los
_ it my, puntos son de la forma (x, 0) o (0, y), segun
YT mtn se ubiquen en el eje x 0 en el eje y. Sobre
dichos ejes y ante tales coordenadas se apli-
can las féormulas aprendidas en la division de
Es decr, las coordenadas de P son un segmento por un punto en una razén dada,
p{nstme vt my) de forma respectiva.
m+n m+n

Explicar apropiadamente que el concepto de
proyeccién de un punto y de un segmento
sobre una recta se forman a partir de rectas
perpendiculares.

$

C4: Division de un segmento en una razéon dada @M+ (@) 6
X=— = —
1+2 3

Por tanto, P(2, 3).

—2 y= @@+®E _9_ o

@ Las coordenadas del punto P que divide a AB 1+2 3

con extremos A (xi,y1), B(x;,v,) en la

razén m:n son:
A
B(x,.,)
nx; +mx; " giat y
T m+n / B4, 5)
n, g
| 1
ny; + my, \ |
y=——"— !
m+n / !
m| !
» |
I
1
1
I
i
1
- A, _ !
0 P !
1
I
Calcule las coordenadas del punto P(x,y) que :
divide a AB con extremos A(1,2) y B(4,5) en la - e /; .
razon 1: 2. 0 R X
Y

x1=1 x=4 y;,=2, y,=5 m=1 n=2.
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Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados
Ap”ca la division de un segmento en una EjemFla Calcule las coordenadas del punto P(x’, ) que divide al segmento AB cuyos
razéon dada en el plano cartesiano en la extremos son A(1, 2) y B(4, 5) en la razon 1:2.
solucién de ejercicios.

Divisién de un segmento en una razén dada

En la grafica de abajo se muestra ABYy el punto P que lo divide en la razéon 1:2.

= Secuencia: y
En la recta numérica se abordd la divisién
de un segmento por un punto en una razoén
dada. Esta nocidn se generaliza ahora
considerando un segmento cualquiera del
plano cartesiano, obteniendo férmulas para
las coordenadas del punto que divide al

B(4,5)

S

1
1
)I
segmento. [
1 1
. . 1 !
Posteriormente se verd que, nuevamente, [
. . .z r 1 I
la division de un segmento en una razén L
dada permite la obtencion de formulas para 0 e x
las coordenadas del punto medio de un
seg mento. Para el uso de las férmulas anteriores se identifica
x,=1, x,=4, y,=2,
= Puntos esenciales: »,=5, m=1, n=2.
Inducir a la comprensién de que los ejes coor- As, @) 6
denados son rectas numéricas en las que los ¥=""q42 T3=2
puntos son de la forma (x, 0) o (0, v), segin o @X2H1E) g
se ubiquen en el eje x 0 en el eje y. Sobre 1+2 3
dichos ejes y ante tales coordenadas se apli- Por tanto, el punto buscado es P(2, 3).

can las féormulas aprendidas en la division de
un segmento por un punto en una razén dada, T
de forma respectiva.

a) Encuentre las coordenadas del punto P que divide al segmento con extremos A(2, 1) y
Explicar apropiadamente el concepto de B(9, 8) en la razon 3:4.
proyeccién de un punto y de un segmento
sobre una recta, estos se forman a partir de

rectas perpendiculares.

b) Encuentre las coordenadas del punto P que divide al segmento con extremos A(—1, 6) y
B(6, —1) en la razon 4:3.

*

a) Encuentre las coordenadas del punto P que
divide al segmento con extremos A(2,1) y B(9,8)
en larazoén 3: 4.

W@ +3)O) _35

3+4 7=
_(4)(1)+(3)(8)_§_4
- 3+4 7

Por tanto, P(5, 4).

b) Encuentre las coordenadas del punto P que divide
al segmento con extremos A(—1,6) y B(6,—1) en

la razon 4: 3.
- @)D+ M@)(6) 21 3
B 4+3 77
3O+ 14 5
- 443 7T

Por tanto, P(3,2).
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Seccion 1: Punto y segmento

Coordenadas del punto medio de un segmento

Aprendizajes esperados

Contenido 5: Coordenadas del punto medio de un segmento
Determina las coordenadas del punto medio
P Determine las coordenadas del punto P que divide al segmento con extremos A(1, 2) y ] de un segmento en el plano cartesiano.

B(3, 6) en la razon 1:1.

= Secuencia:

S Las expresiones correspondientes a la abs-
Las coordenadas de P son: . .
MA)+(1)E) 143 4 (1)2)+(1)6) 246 8 cisa y ordenada del punto medio de un seg-
=TUAs1 T2 T272 y= gy T 274

mento del plano cartesiano se deducen de un
caso particular de la division de un segmento
mediante un punto en una razén dada: en la

v sd 6 razébn m:n, se considera elcaso m=n.

Luego, el punto buscado es P(2, 4).

Se observa que en este caso, m=n=1, lo que indica que P es punto medio de AB.

= Puntos esenciales:

P(x, 3) Inducir a la comprension de que el punto
medio de un segmento divide a este en
una razén m:m, puesto que dicho punto se

a2 ubica a igual distancia de los extremos del

! segmento.

Hacer notar que las expresiones de
las coordenadas del punto medio de

C un segmento requieren del uso de las
LI SIDC ICTHE AL A s coordenadas respectivas de los extremos, de

Las coordenadas del punto medio P(x, y) de AB con extremos A(x,, ,) y B(x,, »,) son modo que se deben identificar correctamente
x=20% yz% los valores correspondientes de abscisas y

Es decir, de ordenadas.
P(x<+xz J’1+y2)
2 2

Explicar que en aquellos casos en los que se
desconozcan las coordenadas de uno de los
extremos pero se cuente con las del punto
medio y las del otro extremo, se requerira
resolver ecuaciones de primer grado.

*

C5: Coordenadas del punto medio de un segmento El punto medio de 4B con extremos A(x,y,)

Determine las coordenadas del punto P que divide al y B(xz,y,) son
segmento con extremos A(1,2) y B(3,6) enlarazon 1: 1.

=x1 +x; ZY1 +Y2
2 Y 2

@ Las coordenadas de P son:
‘= MM+ MEA) _ 4

a) Encuentre el punto medio de AB con

_O@+@E)_8 _ extremos A(1,3) y B(-2,5).

=2, 4,
1+1 2 1+1 2 C1+(=2) 1 _3+5_8_,
El punto P(2,4) es punto medio de 4B. YET T Tty YT T
1
3; B(3, 6) El punto es P (— > 4).
] b) Si (0,3) es el punto medio de 4B y
A(=2,4) y B(x;,y,), determine las
P(x, )
coordenadas de B.
8 =2+ x _4+y,
0= > , 3= —
A(1,2) 0=—-2+x,, 6=4+7y,
1 X, = 2‘ yz =2
0 T 2 3 x El punto es B(2,2)
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Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Coordenadas del punto medio de un segmento

[:]'emlp/o a) Encuentre las coordenadas del punto medio del segmento con extremos A(1,3)

Determina las coordenadas del punto medio yB(-2, 5).

de un Segmento en el plano cartesiano. b) Si (0, 3) son las coordenadas del punto medio de AB con extremos A(—2, 4) y
B(x,, yz), determine las coordenadas de B.

= Secuencia:

Las expresiones correspondientes a la abs- a) Como x, =1, x,= -2, y,=3,v,=5, el punto medio tiene coordenadas

cisa y ordenada del punto medio de un seg-

. 121
mento del plano cartesiano se deducen de un *=2 2

caso particular de la division de un segmento y=315_8_,

mediante un punto en una razén dada: en la 2 2

razén m:n, se considera el caso m=n. De manera que el punto medio es P(~, 4).

= Puntos esenciales: b) Esta vez se sabe que x=0, y=3, x,=—2, y,=4, valores que se sustituyen en las
Inducir a la comprensic')n de que el punto expresiones para las coordenadas del punto medio:

medio de un segmento divide a este en 0= "2fx g 4ty

una razén m:m, puesto que dicho punto se

X . i X 0=-2+x, 6=4+y,
ubica a igual distancia de los extremos del

segmento. %=2 =2

Hacer notar que las expresiones de De manera que el extremo buscado es B(2, 2).

las coordenadas del punto medio de E

un segmento requieren del uso de las 1. Encuentre en cada caso el punto medio de AB cuyos extremos son:
coordenadas respectivas de los extremos, de a) A(2, 4), B(5, 8)

modo que se deben identificar correctamente

los valores correspondientes de abscisas y b) A4, —1), B(7, 3)

de ordenadas.
. c) A(-2,3),B(5,1)
Explicar que en aquellos casos en los que se

desconozcan las coordenadas de uno de los d) A(0, 3), B(3, 0)
extremos pero se cuente con las del punto
medio y las del otro extremo, se requerira
resolver ecuaciones de primer grado.

2. Uno de los extremos de un segmento es el punto (7, 8) y su punto medio es (4, 3).
Encuentre las coordenadas del otro extremo.

*

@ 1. Determine el punto medio de AB:
a) A(2,4), B(5,8)

245 7 448 12 7
)
2 2 2 2

d) A(0,3), B(3,0)

0+3 3 3+0 3 (3 3)
x:—:—’y:—:—_ -
2 2 2 2 2°2
2. Un extremo es (7,8) y su punto medio (4, 3).
Determine el otro extremo.
Sea (x,,y,) el otro extremo:

T4 3_8+y2

2’ 2
8=7+x,, 6=8+y,
x, =1, y, = —2

El otro extremo es (1, -2).
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Seccion 2: La recta

Seccion 2: La recta Aprendizajes esperados

Contenido 1: Ecuacién de la recta: pendiente y el intercepto con el eje y Determina la ecuacion de una recta a partir

Repm de su pendiente y el intercepto con el eje y.
La grafica de la ecuacién y = mx+b es una recta que tiene pendiente m y pasa por el punto
(0, b). El punto (0, b) es el intercepto con eje y.

= Secuencia:

P Dada la recta y = 3x+2 responda a los incisos propuestos.
a) Encuentra la pendiente y el intercepto con el eje .
b) Trace la grafica de la ecuacion dada.

En octavo grado se estudié la grafica
de funciones de primer grado, definidas
S por ecuaciones de la forma y=mx+b,
explicandose el significado a expresiones
como m (pendiente) o el punto (0, b)
(intercepto con el eje y).

a) A partir de la forma de la ecuacion y=3x+2, m=3
y b=2: la pendiente de la recta y=3x+2 es 3 y el
intercepto con el eje y es el punto (0, 2).

b) Para trazar la grafica de esta recta se necesita otro
punto diferente de (0, 2) y como la pendiente es 3, el

Str0 punto que se obtiene a parti de este & (1. 5). La ecuacion anterior representa una recta y

esta sera utilizada para la deducciéon de la
ecuacion de una recta de la cual se conoce
su pendiente y un punto de la misma.

=2 0 2 4
(=1,-1)
2 = Puntos esenciales:
 Sdas smen Recordar que en la expresion y =mx+ b,
m es la pendiente o razén de cambio, de
E modo que si x varia en 1 unidad, y lo hace
Para cada inciso, identifique la pendiente de la recta dada y el intercepto con el eje y. enm unidades.
Trace la grafica.
a) y=2x+2 Explicar que con el valor de b se formara el
b) y=—dr+d punto (0, b), que esta sobre la recta a trazar.
Y, recordando que dos puntos distintos
©) y=5x determinan una unica recta, solo se debe
d) x+y=3 determinar un punto mas de dicha recta, el
cual se obtendra aplicando el concepto de
pendiente.
S2: Larecta @ Para cada inciso, identifique la pendiente de la
C1: Ecuacion de la recta (pendiente y el intercepto recta dada y el intercepto con el eje y. Trace la
con el eje y) grafica.
La grafica de y = mx + b es una recta que tiene a)y= 2.x +2
pendiente m e intercepta al eje y en (0, b). Pendiente: m = 2
Intercepto con el
Dada la recta y = 3x .+ 2: . eje y: (0,2)
a) Encuentre la pendiente y el intercepto con
el eje y. .
e - ro punto: (1,4 x
b) Trace la grafica de la ecuacion dada. Otro punto: (1, 4) 7/1 ol 1 2
—1
a)y=3x+2= m=3yb=2. v
La pendiente: 3 X B4
El intercepto con el eje y: (0, 2).
p jey: (0,2) ©02) b) y = —3x + 4

b) Otro punto de la recta es(1,5) Pendiente: m = 2
ya que la pendiente es 3. 5o/ : f Intercepto con el
(=1.—1 ejey: (0,4)

Otro punto: (1,1)
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Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica la ecuacion punto - pen-
diente de una recta en ejercicios.

= Secuencia:

La ecuaciéon y=mx+b se utliza para
deducir la ecuacién de una recta de la cual
se conocen la pendiente y las coordenadas
de un punto de esta. Esta es una de las
expresiones para la ecuaciéon de una recta,
que se conoceran en esta unidad.

= Puntos esenciales:

Inducir a la comprensién de que las coorde-
nadas de un punto satisfacen una ecuacion
si al reemplazar dichas coordenadas en esta
ecuacion se tiene una igualdad cierta; parti-
cularmente, para la ecuaciéon y=mx+b vy
el punto (x,, y,) se reemplaza x por x, y y
por y,.

Recordar que decimos ‘“restar dos
ecuaciones” cuando se efectua la sustraccion
de términos correspondientes en cada lado
de ambas ecuaciones.

Explicar que si se cuenta con (x,, ¥,) y m,
el uso de la ecuacién y—y =m(x—x)
se resume a sustituir x,, ¥, y m, y reducir la
expresion a la forma y = mx+ b, con la cual
se facilita la representacion grafica.

C2: Ecuacion punto - pendiente de la recta
Sea A(x;,y,) un punto de

y=mx+b.
Asi, y1 =mx, +b.
Restamos
y=mx +b

)=y =-—mx; —b
Y=Y = mx —mx,
Y=y =m(x—xq)

Demostracion

E_jemplo

t

©

Ecuacion punto - pendiente de la recta
Pendiente: m Pasa por A(x,y:)

Determine la ecuacion y trace la
grafica de la recta que pasa por

y—y1=m(x—xq)
\
A(2,—3) y su pendiente es m = —2. !

Setiene x; =2, y; = -3 y m=-2. 9

Se sustituyenen y —y; = m(x — x;): 1

y—(=3)=-2(x~2)
y+3=-2x+4
y=-2x+1 \
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Ecuacion punto - pendiente de la recta

Contenido 2: Ecuacion punto - pendiente de la recta

Sea A(x,, y,) un punto de la recta que tiene pendiente m cuya ¥
ecuacion es y=mx+b
y=mx+b [©) e s
Las coordenadas de este punto satisfacen la ecuacién anterior, v
es decir,
v, =mx,+b @ m
Alrestar (2) de (1) se obtiene hTE
y= mx+b
+) —yv=—mxi—b
Y — ¥ = mx — mx / 0 x

y—»=m(x—xi)

La ecuacion de la recta que tiene pendiente m y pasa por el punto A(x,, v,) es:

Y-y, =m(x—x,)
se llama ecuacion punto - pendiente de la recta.

Determine la ecuacion y trace la grafica de la recta que
pendiente es —2.

Como x,=2, y,=-3 y m=-2, al sustituirlos en la ecuacion
y=(-3)=-2(x~2)
y+3=—-2x+4
y=—-2x+1

La ecuacion de la recta es y=—2x+1 y su grafica se muestra
a la derecha.

pasa por A(2, —3) y su

y—y,=m(x—x,) se tiene

1. Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, 3)
a) m=2 b) m=-3

y tiene la pendiente indicada:
c) m=0

2. Determine la ecuacion de la recta que pasa por (4, —1) y su pendiente es —4.

*

®

X, =2, y1=3, m=2
Se sustituyenen y—y, =
y—3
y—3
y =

2. Determine la ecuacion de la
(4,—1) y su pendiente es —4.

x1=4, y1=-1, m=—-4

1-(a). Determine la ecuacién de la recta que pasa
por el punto (2, 3) y cuya pendiente es m = 2

m(x —xq)
2(x —2)
2x — 4

2x—1

recta que pasa por

Se sustituyen estos valores en y — y; = m(x — x;)

y— (=D =—-4(x-4)
y+1=—-4x+16
y=—-4x+15



S

Expresién para la pendiente de una recta

Contenido 3: Expresion para la pendiente de una recta

-

La siguiente tabla muestra las coordenadas de algunos puntos de la recta y = 3x+2:

x -2 -1 0 1 2
v -4 —1 2 5 8
Punto A(-2, —4) |B(—1, —1)| C(0, 2) D(1, 5) E(2, 8)
a) Determine los valores z::ﬁ para las siguientes parejas de puntos:
mAyB mByE unCyD

b) Compare los resultados obtenidos en a) con la pendiente de la recta.

\

a) Para los puntos A(—2, —4)y B(—1, —1) se tiene
x,=-2,y,=—4,x,=-1yy,=—1, asi
Yo

S e
X:—xi —1—(-2) 1
En el caso de B(—1, —1) y E(2, 8) se tiene

=3.

x,=-1,y,=-1,x,=2yy,=8, de modo que

yemy _8-(1) _9_4

xX:—xi 2—(-1) 3

Y, para C(0, 2) y D(1, 5), x,=0, ,=2, x,=1 y y,=5, de
manera que

Xo—xi 1-0 1

Y=y _5-2_3 =3,

-

b) Lapendiente de larectay = 3x+2 es 3, la cual coincide con el valor obtenido en los cocientes

de a).

La pendiente de larecta y = mx + b que pasa por dos puntos A(x,, y,) y B(x,, v,) es larazon

— Y2
T XX

X, #X,

Calcule para cada inciso la pendiente de la recta que pasa por los puntos:
a)A(3, 4)yB(1, -2) b) M(-5, 3)y P(2, -3)

c)F(1, 3)yJ(7, 1) d) Q(3, 4)y C(0, 4)

Seccion 2: La recta

Aprendizajes esperados

Calcula la pendiente de una recta a partir
de las coordenadas de dos de sus puntos.

= Secuencia:

Desde 8vo grado se concibié la pendiente
como la razén de cambio considerada
entre las tasas de cambio respectivas para
abscisas y ordenadas de puntos de una
recta. En esta clase se obtiene una expresion
que no requiere de las tasas de cambio
mencionadas, sino tan solo las coordenadas
de dos puntos cualesquiera de la recta.

= Puntos esenciales:

Procurar que la deduccién de la expresién

_ YT I

m=-5—% X # X2,
se realice enfatizando que este cociente
sera siempre el mismo, tomando dos puntos

cualesquiera de la recta.

Explicar que para el uso de la expresion
anterior debe identificarse en cada punto
los valores correspondientes de abscisas y

ordenadas, esto es, cual es el valor de x, y,,
x2 Yy yz.

Hacer notar que los cocientes que se
obtienen en el problema central de la clase y

el coeficiente de x en la ecuacion y = 3x + 2,
dan el mismo valor.

*

C3: Expresion para la pendiente de una recta

Pendiente de la recta y = mx + b que pasa
@ La tabla muestra algunos puntos de y = 3x + 2:

por A(xy,y1) Y B(x2,¥2):

x —2 -1 0 1 2 _ 2N +
y —4 -1 2 5 8 m= X, — X1 17 X
Punto | A(=2,—-4) | B(-1,-1) | €(0,2) | D(1,5 E(2,8 .
( LL5C )_ 02} b{L2) (28) Calcule la pendiente de la recta que pasa por
a) Determine los valores % paraAyB, ByE, yCyD. los puntos:
2 1 - a) A(3,4)yB(1,-2)
b) Compare los resultados de a) con la pendiente de
la recta. m=—2—4=—_6=3
@a) Para A(=2,—4) y B(~1,—1): 1-3 -2~
Y2= )1 =—1—(—4)=§=3 b) M(-5,3)yP(2,-3)
X, —x; —-1—(=2) 1 ' B —3-3 B 6
Para B(~1,-1) y E(2,8): 2-(=5 7
Yooy _8-CD_9_, c) F(1,3)yJ(7,1)
X, —x; 2-—(=1) 3 1-3 1
Y para €(0,2) y D(1,5): e )
yemn_5-2_3_, d) QB HYC(O.D
X,—x 1-0 1 °° m 4_4__0_0
S 0-3 -3

b) La pendiente de y =3x + 2 es 3, la cual coincide con
los cocientes de a)
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Unidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica la ecuacion de la recta que

pasa por dos puntos. S

= Secuencia:
En clases anteriores se obtuvieron las

Contenido 4: Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

P ( Determine la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A(1, 3) y B(2, 4).

La pendiente m dada por
_Yy:m¥» _4-3

Xo—xi 2—-1°
Se utiliza la ecuacion punto — pendiente y—y, =m(x—x,), para

expresiones la cual se requiere de uno de los puntos de la recta, tomese por
_ ejemplo A(1, 3) toma la forma.
_ YT W
m= — X1 # X2, Yo~ W
X2 = X ¥ -~ X;— X
y y—y =m(x—x), que corresponden a la \y:3: 4=3e-)
pendiente de la recta que pasa por dos puntos Es decir, X,
y la ecuacion de la recta con pendiente m, y y—3=1(x—1)
que pasa por (xi,y), respectivamente. La y—3=x-1
combinacion de estas, da lugar a la ecuacion y=x+2. “om
de |a recta que pasa pOF dOS puntos (x1’ y1) La ecuacion encontrada es por tanto y =x+2.
y (X2, 32). C
La ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A(x,, y,) y B(x,, v,) siendo x, # x., es
y—3,= 2P (x—x)

= Puntos esenciales:
Explicar que para el uso de la expresion
Vo= Wi

Ejemplo Determine la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A(2, 1) y B(3, —1).

) y.f‘% T XX (x _x1) Como x,=2, y,=1, x,=3 y y,=—1, usando la ecuacion para la recta que pasa por dos
debe identificarse en cada punto los puntos se tiene
valores correspondientes de abscisas y y1="5"hx-2)
ordenadas, esto es, cual es el valor de y=1=-2(x-2)

X, ¥, X2 Y ¥, de modo que, al efectuarse y-1=-2x+4
la sustitucién se realicen las operaciones y=-2xc+5
aritméticas necesarias y se reduzca a la
forma y =mx+b, con la cual se facilita la E
representacion grafica.

La ecuacién encontrada es y = —2x+5.

Determine la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos:
a)A(-2,3) y B(1,9) b)Q(2,1) y H(4,7)
c)F(2,5) y M(-7,5) d) W(1, =2) y J(—4,5)

*

C4: Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos y—1=-2(x—-2)
y—1=-2x+4
y=-2x+5

@ Determine la ecuacion de la recta que pasa por:

@ Determine la ecuacién de la recta que pasa por
A(1,3) yB(2,4).
Se usa y —y; = m(x — x;) para la cual se requiere

la pendiente: m =222 = =2, a) A(=2,3)y B(1,9) s
y=3=1—5 (- (=2)
=1 y,=3 x=2yy,=4 Y20 (=2)
2 M= y—3=2(x+2)
2 1
N 4-3 y—3=2x+4
y_3=(2_1)(x_1v)\ y=2x+7
! b) Q2 1) yH(4,7
J—3=Wx—1) ) Q2D YH(A4T) .
y—3=x-1 y—1=4_2(x—2)
3 y=x+2. y—1=3(x~2)
Ecuacion de la recta que pasa por A(xy,y;) y—1=3x—6
B(x2,¥2): y—y, = 2 (x —X1), X #X . y=3x-5
X2—Xq
@ Determine la ecuacion de la recta que pasa por ©) F@2,5)y M(=7,5) 5_5
Seidentificax;, =2, y,=1, x,=3y y, =—1. y—5=0(x—-2)
Pk PO y—5=0
y—-1= 3_2(x_ ) y=5
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5

Ecuacion general de la recta

Contenido 5: Ecuacién general de la recta

| S—

P { Exprese la ecuacion de la recta y = %xﬂ enlaforma Ax+By+C=0con A#00 B#0.

S

Se observa que en la expresion Ax+By+C=0 el lado derecho es igual a cero, de modo
que se efectua una transposicion de términos en y = %xﬁ, ordenandolos adecuadamente

_2
y=3x+1 . ”
2 Se multiplica la ecuacion
-3 x+y—1=0 @® por —3 para simplificar el
2x—3y+3=0 denominador.

La ecuacion y= %xﬂ se puede escribir como 2x—3y+3=0 o también de la forma

Ze—y+1=0.

La ecuacion de una recta en su forma general es Ax+By+C=0, siendo A, B, C nimeros
cualesquiera con A#0 o B#0.

EJ'em'pIo

Identifique los nimeros A, B y C para que la ecuacion de la recta x =2 tenga la forma
generalcon A#0 0 B#0.

En vista de que x =2 se escribe como
x+0y—2=0,

se tienen los numeros A=1, B=0, C=-2.

1. Escriba cada ecuacién dada en la forma Ax+By+C=0con A#0 o B#0:
a)y=—2x+3 b) x=10
d)y=2

. Dada la recta 3x—5y+1=0, determine la ecuacién de la forma y=mx+b que le
corresponde.

*

(&) 1.

C5: Ecuacion general de la recta

@ Exprese la ecuacion de larecta y = %x +1en
la forma Ax + By + C = 0.

O, 2y
Zy ) 3x
—§x +y—-1=0 Multiplicar por —3

2x—3y+3=0
Asi,y = %x + 1 puede escribirse como
2x—-3y+3=0
o también como
%x -y+1=0
Ecuacion General de la recta
Ax+By+C=0 (x+0, y+0)

Identifique 4,B y C para la ecuacion en la forma
generalde larectax =2, con A#0 o B+ 0.
x = 2 se escribe como

x+0y—2=0,
Demodoque A=1, B=0, C=-2.

® ©

Seccion 2: La recta

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica la ecuacion general de una
recta en la solucion de ejercicios.

= Secuencia:

En clases anteriores se han estudiado for-
mas de la ecuacion de una recta: Ecuacion
pendiente - intercepto con el eje y, ecuacion
punto - pendiente, ecuacion de la recta que
pasa por dos puntos. Agregamos a la lista la
ecuacioén general.

Esta se obtiene facilmente de la ecuacion
pendiente - intercepto con el eje y, y viceversa.

= Puntos esenciales:

Procurar que en la obtenciéon de la ecuacion
general de una recta se tenga en cuenta que
el lado derecho de esta es 0, lo que requiere
de transposicion de términos; y ademas, que
los términos en el lado izquierdo estan orde-
nados: primero el término en x, luego el térmi-
no en y, y posteriormente la constante.

Inducir ala comprension de que en ecuaciones
de la forma x = x; la ausencia de y indica
que el coeficiente de esta es 0, y no que dicha
variable tome el valor 0.

Escriba cada ecuacién dada en la forma
Ax+By+C=0,conA+0 o B+0.

a)y=-—-2x+3
2x+y—-3=0.

b) x =10

x+0y—10=0 =x—-10=0
c) y—1=—§x

5y —5=-3x
3x+5y—5=0 o §x+y—1=0

Dada la recta 3x — 5y + 1 = 0, determine la
ecuacion de laforma y =mx +b quele
corresponde.

3x—=5y+1=0

—5y=-3x-1
1
y=-—g(=3x-1
3,1
Y=5*T3
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Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Determinar la ecuacion de rectas paralelas

Ecuaciones de rectas paralelas a los ejes coordenados

Contenido 6: Ecuaciones de rectas paralelas a los ejes coordenados

a los ejes.

PI [Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2, 1) y (5, 1). Trace su gréfica. ]

S

= Secuencia:

Ademas de las expresiones de la ecuacion
de una recta, estudiadas en contenidos
anteriores, se pueden establecer expresiones
para los casos particulares de rectas
paralelas a los ejes coordenados (rectas
verticales u horizontales).

Se aplica la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos:

1

=3t x-2)
-0

1= 3 (x-2) Joy @)
y=1 7

y
y—
y—

1

-1 0 1 2 3 4 5

y=1

La ecuacioén obtenida indica que todos los puntos de esta recta tienen al 1 como ordenada.
La recta trazada es paralela al eje x. En la grafica se muestran algunos puntos.

= Puntos esenciales:

Explicar que la ecuacion y=y, se
puede deducir a partir de la expresion
correspondiente a la recta que pasa por dos

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(x,, y,) y B(x,, v,) es
Y=y,

Esta es una recta paralela al eje x, cuya pendiente es 0.

puntos. Del uso de esta se puede deducir
que la pendiente de rectas horizontales, es

P

%)

decir, rectas paralelas al eje x, es 0.

Hacer notar que en el caso de las
rectas verticales no podemos utilizar las
expresiones para la ecuacién de una recta,

Determine la ecuacion de la recta que pasa por (2, 2) e intercepta ¥y x=2
al eje x en (2, 0).
2b------ 9(2,2)
La recta pasa por los puntos (2, 2) y (2, 0) y es paralela al eje y,a 1
como se aprecia en la grafica derecha. (2,00 x

Se observa que todos los puntos de esta recta tienen como abscisa
x = 2. Esto permite decir que la ecuacion de la recta es

x=2.

salvo la ecuacién general; esto se debe a
que la pendiente juega un papel primordial en
dichas expresiones. Sin embargo, las rectas
verticales poseen puntos cuyas abscisas son

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(x,, v,) y B(x,, ¥,) es
x=x,
Esta es una recta paralela al eje v, la cual carece de pendiente.

iguales, de modo que carecen de pendiente.

Inducir a la identificacion de que puntos
con iguales abscisas corresponden a rectas
verticales y aquellos con iguales ordenadas
a rectas horizontales.

1. Determine para cada inciso la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados:
a) T(-2,1)y R(2, 1) b) M(1, 3) y J(1, —3)
¢) Q(=1,2)y T(-1,10) d) H(0, 3) y T(~86, 3)

. Determine la ecuacion de la recta que pasa por (2, 3) y cuya pendiente es cero.

¢

. . [
C6: Ecuaciones de rectas paralelas a los ejes y =2
coordenados B S 2.2)
Determine la ecuacion de Ie r_ecta que pasa por Su ecuacion es ;
(2,1) y (5,1). Trace su gréfica.
x=2 _ (2,0 x
@ Ecuacion de recta que pasa por dos puntos: ?
1-1 A -
y—1= £=3 (x—-2) Y \
y—1= g(x 2 Jo.1y @1 5.1) Ecuacion de recta que pafa por A(xy,y1) Y B(x1,y,):
~ = ¢ . X =xq
—-1=0 y= . . . .
Y - : LX Recta paralela al eje y, carece de pendiente.
y=1 —1 0" 1 2 3 4 5
@ Ecuacion de recta que pasa por A(xy,y1) Y B(x,,¥1): 1. Determine la ecuacién de la recta que pasa

Yy=»
Recta paralela al eje x con pendiente O.

Determine la ecuacion de la recta que pasa por
(2,2) y corta al eje x en (2,0).

Esta recta es paralela al eje y. Y todos sus
puntos tienen primera coordenada x = 2.
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por los puntos dados:
a) T(-2,1)yR(2,1)
b) M(1,3)y J(1,—-3)

1
1

y
X

2.Determine la ecuacién de la recta que pasa
por (2,3) y cuya pendiente es cero.

Recta paralela a eje x Ecuaciéon: y =3



Condicién de paralelismo de dos rectas

7

Contenido 7: Condicion de paralelismo de dos rectas

P [ Verifique que las rectas y=2x+2 y y=2x—1 son paralelas. ]

S

En la grafica de la derecha se observa una separacion
vertical constante de 3 unidades entre las dos rectas, lo 5
que indica que estas no tienen puntos en comun, es decir,
son rectas paralelas.

Notese que la pendiente de ambas rectas es m = 2.

/5

Las rectas y=m, x+n,, y=m,x+n, son paralelas si sus pendientes son iguales.
Es decir, m,=m,

Investigue si las parejas de rectas dadas son paralelas:
a) y=-3x+1 b) y=10+3x c)y=—5x+1 d)y=-5x+3
y=3x+6 y=3x—1 5x+y+7=0 y=-3-5x

l:]'emp/o Determine la ecuaciéon de la recta que pasa por (3, —2) y es paralela a la recta
2x+y—2=0.

La pendiente de la recta buscada es la misma que la de 2x+y—2=0, esta Ultima se lleva a

la forma y = mx+b:
2x+y—2=0

y=—2x+2
De modo que la pendiente de ambas rectas es —2. Como el punto (3, —2) esta en la recta a
determinar, entonces

y—(—2)=—2(x—3)
y+2=—2x+6
y=—2x+4

La ecuacion de la recta es y= —2x+4.

a) Determine la ecuacion de la recta que pasa por (-2, —3) y es paralela a la recta cuya
ecuacion es 4x+y—-5=0.

b) Determine la ecuacion de la recta que pasa por (—3, 4) y es paralela a 6x+3y—3=0.

¢

C7: Condicion de paralelismo de dos rectas

Verifique que las rectas y=2x+2 y y=2x-1
son paralelas.
y

6 .
y=2x+2, En la grafica se
observa que hay una
separacion vertical de

3 unidades.

Ambas rectas tienen
pendiente m = 2.

/

Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales.

@ Determine si las parejas de rectas dadas son paralelas.

a)y=-3x+1 Pendientes diferentes
y=3x+6 No son paralelas

b) y =10+ 3x Pendientes iguales (m = 3)
y=3x—-1 Son paralelas

Seccion 2: La recta

Aprendizajes esperados

Determina y aplica la condicion de paralelis-
mo de dos rectas.

= Secuencia:

Anteriormente se derivaron expresiones
para la ecuacion de una recta del plano,
en las que la pendiente ha jugado un papel
primordial. Esta también sera de utilidad
para determinar si dos rectas del plano son
paralelas o perpendiculares.

= Puntos esenciales:

Recordar el concepto de rectas paralelas
en el plano: dos rectas son paralelas si no
tienen puntos en comun. Esto indica que hay
una separacion constante entre dos rectas
paralelas.

Inducir a que para determinar si dos rectas
son paralelas, basta conocer sus pendientes.

En aquellos casos en los que una de las
rectas esté dada en su ecuacion general,
esta debe escribirse enlaforma y=mx+5b.

En la situacion en la que se conozca un punto
de unarectay el hecho que esta sea paralela
a otra, conducira al uso de la ecuacién punto
— pendiente de recta, para determinar su
ecuacion.

Determine la ecuacion de la recta que pasa
por (3,—2)yesparalelaa 2x+y—2=0
Pendiente igual a la de

2x+y—2=0

y=-2x+2
Asi, m = —2 y la recta buscada pasa por
(3,—-2):
y—(=2)=-2(x-3)
y+2=-2x+6
y=—-2x+4

Determine la ecuacién de la recta que pasa
por (—2,—3)yesparalelaad4x+y—-5=0.

Pendiente igual a la de
4x+y—-5=0.
y=—4x +5.
La ecuacién buscada es:
y—(=3) = —4(x — (-2))
y+3=—-4x—-8
y=—4x—-11
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Uidad 4: Geometria Analitica

' 8 Condicion de perpendicularidad de rectas

Aprendizajes esperados
Contenido 8: Condicién de perpendicularidad de rectas

Determina y aplica la condicién de perpen- P
. . Considere la recta que pasa por (0, 0) y (=2, 1) y la recta y =2x y responda los siguientes
dicularidad de dos rectas. incisos:

a) Determine la ecuacion de la recta que pasa por (0, 0) y (-2, 1).
b) Verifique con un transportador que las rectas dadas son perpendiculares.

= Secuencia:

Asi como se cuenta con un criterio para
determinar sidos rectas del plano son paralelas, S
a partir de sus pendientes, también se pueden

utilizar para saber si son perpendiculares.

= Puntos esenciales:

c) Establezca la relacion existente entre las pendientes de dichas rectas.

a) La ecuacion de la recta que pasa por (0, 0) y (-2, 1) es

y-0=—3=0 x-0)

1
y=—3x

b) La grafica de la derecha muestra que los angulos formados

Recordar que dos rectas del plano son por las rectas y=2x y y= —%x son de 90°, es decir,

perpendiculares si estas se interceptan en un dichas rectas son perpendiculares.

punto, formando éngulos rectos. c) Las pendientes de y=2x vy yzf%x son m,=2y
m,= 7%, respectivamente. De esta ultima igualdad se

Mostrar que el uso del transportador permitira

comprobar en este contenido que las rectas e e 1_ 1
del problema planteado son perpendiculares. Es decr rozom
Hacer ver que en aquellos casos en los que m,m,=—1.
una de las rectas esté dada en su ecuacion C
general, esta debe escribirse en la forma Las rectas y=m, x+n,, y=m, x+n, son perpendiculares si el producto de sus pendientes
v =mx + b, para determinar su pendiente. es 1.
Es decir, m,m,=—1

La expresion mym.=—1 se debe usar como

. Ejemp/o Calcule la pendiente de una recta perpendicular a la recta y = —6x+1.
una ecuacion en la que, generalmente, se

conocera una de las pendientes y se calculara La pendiente de y=—6x+1 es m,=—6. Si una recta con pendiente m, es perpendicular a
ladada, m,m,=—1, estoes (—6)m,=—1. Luego,
el valor de la otra. B o S
,= =

t

Para cada recta calcule la pendiente de una recta perpendicular a esta:
a)y=—4x b) y=5x+1

¢) y= pxt1 d) 6x+y—1=0

@

C8: Condicién de perpendicularidad de rectas Dos rectas y=myx+n, y=myx+n, SON

@ Una recta pasa por (0, 0) y (=2, 1). Otraes y = 2x. perpendiculares si el producto de sus pendientes es

. . —1, es decir, m;m, = —1.
@ a) Determine la ecuacion de la recta que v

pasa por (0,0)y (=2,1): @ Calcule la pendiente de una recta perpendicular a
1-0 = —
y—0=E(x—0) y=—%x ’ y=2x y=-6x+1
—_1 1 Pendientede y = —6x + 1: m; = —6.
= X o | 1
y > (—2,1)~90> . 90° -1 1
b) Verif ! B My = (COme = S1 M =g =g
erifique que las rectas 9004/ - .
) 9 9 L4] 90° @ Para cada recta calcule la pendiente de una recta
dadas son dicul o
perpendiculares. B perpendicular a esta.
Rectas forman angulos de 90°, -3 a) y=—4x
es decir, las rectas son mm, = (—4)m, = -1 —m, = -t = 1
perpendiculares. -4 4
b) y=5x+1
s . -1 1
c) Establezca la relacion existente entre las mm, =5m, =-1 —m,= T 7%
pendientes de dichas rectas. 1
c) y= SX+ 1

Pendientes m; =2 y m, = —3=——. 1

" mim; = Emz =-1 -m,=(-1(2)=-2

mm, = —1
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Seccion 2: La recta

Distancia del origen a una recta del plano

Aprendizajes esperados

Contenido 9: Distancia del origen a una recta del plano . L . . .
Aplica la expresién de la distancia del origen

bl e (S 2 s i NE a una recta en el plano cartesiano.
Ladistanciadel punto O(0,0)alarecta Ax+By+C=0
es la longitud del segmento OP siendo P un punto [y
de la recta de modo que OP es perpendicular a P " SecuenCIa' i ., i i
Ax+By+C=0. 4.7/ At By+C=0 En clases anteriores se estudid la distancia
La distancia de (0, 0) a la recta Ax+By+C=0 es x e'ntre (_:IOS puntos. Esta vez Se’ _eStUdlara
4o Ic] 00.0) \ distancia entre dos entes geométricos mas
T VAR diferentes: un punto (O (0, 0) en este caso) y
una recta.
[:]'emln/a Calcule la distancia del origen O(0, 0) a cada recta dada: )
a) 3x+4y+15=0 b) 2x—y—2=0 En el libro de texto se plantea como desafio la
prueba de la expresion
a) En 3x+4y+15=0, A=3, B=4, C=15, de modo que |C|
_ 1] _ 15 d=—————=
A= zia = 516 = vA?+ B?
- B=%-s ' » Puntos esenciales:
' _ el - .
Asi, la distancia de 0(0, 0) a 3x+4y+15=0 es 3. d= JA?+B? Expllcar que para el uso de la férmula
3/ \4 d= |C]
b) En el caso de 2x—y—2=0setiene A=2,B=-1,C=-2, ) +R?
de modo que A B L,
-2 > 2 la recta debe presentarse en su ecuacion
d= 21 _Av =07
V2H(ETF Va1 s general. De no estarlo, debe transformarse a
Se racionaliza el valor encontrado: esta forma.
2 _ 2(45) _2/5 - N
/5 V5(5) 5 as Insistir en el significado del concepto de
De manera que la distancia de 0(0, 0) a 2x—y—2=0 es ‘T distancia entre un punto y una recta: la
t condicién de perpendicular, principalmente.

Calcule la distancia del origen O(0, 0) a cada recta dada: .
Procurar que en aquellos cocientes en los

a)4x+3y+5=0 b) x+2y+2=0 . )
i . ) ess . que el denominador no sea una raiz cuadrada
—5= —7= . .
©)bxoy )+ exacta, se proceda a racionalizar.
€) 5x+12y—13=0 f) 2x+y=0

Insistir en la identificacion y sustitucién correcta
de los coeficientes A, B y C, para el calculo
preciso de la distancia.

*

C9: Distancia del origen a una recta del plano @ Determine la distancia de (0, 0) a:

, . \ a)4x+3y+5=0
Distancia del punto 0(0, 0) /"
alarecta: Ax + By + C = A=4B=3 (=5
b5 5 5
__la ' D V42137 V16+9 V25 5
VAZ + B2 4.’ e b) x+2y+2=0
( % x A=1,B=2(C=2
0(0,0)
, N g2 2 2 205 _2V5
Calcule la distancia de (0, 0) a cada recta: Viz+22 J1+4 5 V5K5 5
a) 3x+4y+15=0
b) 2x—y—-2=0 c) 6x+8y—5=0
@ a) A=3, B=4, C=15 A=6B=8 C=-5
1515 15 _15_3 d= -5 5 _ 5 _5_1
T V32142 V9+16 V25 5 V62 +82 +36+64 +100 10 2
b) A=2 B=-1 C=-2 d) x+3y—-7=0
__ =2l 2 2 26/5 _2Vs A=1B=3 C=-7
_ 5
VZH(ED? VAR B NG = 7 7 _ 7(/T0) _7V10

d=\/12+32=\/1 9 Vi0 +Vio(io) 10
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Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Ecuacién de la circunferencia con centro en el origen

Seccidn 3: La circunferencia

Deduce y aplica la ecuacion de la Contenido 1: Ecuacion de la circunferencia con centro en el origen
circunferencia en la forma canodnica. Definicis

Circunferencia
= Secuencia: Una circunferencia con centro C y radio r es el conjunto de todos los puntos P del plano
En noveno grado se estudiaron elementos que equidistan de C, es decir CP = r.

de una circunferencia. En esta ocasion se P [ Determine la ecuacion de la circunferencia con centro el origen y radio 3. Grafiquela. ]
analizan las ecuaciones asociadas a una

circunferencia. También la obtencién de S

puntos de interseccion de una circunferencia La distancia del centro O(0,0) a un punto arbitrario y

t t t t t P(x, ) de la circunferencia es OP = 3. Por la formula de la 3
con rectas secantes o0 tangentes a esltas. distancia entre dos puntos se tiene / . P(x.y)
En este contenido se aborda la forma V(x—0F+(y—0F =3, — A
canobnica de una circunferencia, luego se es decir, \J

. . . . 21 42 —
estudiara la forma ordinaria. XHyi=9
Luego, la ecuacion de la circunferencia es x2+3?2=9, y su -3

= Puntos esenciales: grafica se encuentra a la derecha.

Explicar que el concepto de circunferencia C
reqme!’e de la_ distancia gptre dos puntos. La ecuacion de la circunferencia con centro en O(0, 0) y radio r es
Esto justifica la deduccion de la forma Ryt

canonica. En este caso se dice que esta en la forma canénica.

Hacer notar que la raiz cuadrada de un Ejemplo ) Encuentre el centroy el radio de la circunferencia x+y2 =4
numero debe tenerse en cuenta en los y grafiquela. 2

casos en que se brinde la forma candnica La ecuacion x?+y?=4 se reescribe en la forma candnica VAN

y
de una circunferencia y se pida determinar la AP, BN =7 ity '0\2
longitud del radio de la misma, puesto que la

i - de modo que esta circunferencia tiene centro en (0,0)
raiz cuadrada positiva del lado derecho de la y radio r=2. -2

ecuacion sera precisamente dicha longitud.

Se Sugiere uso de compés para el trazado de 1. Determine en cada caso la ecuacion de la circunferencia con centro en (0, 0) y radio dado.
circunferencias. a)r=1 b)r=4 c) r=13 dr=7 e)r=>5
2. Encuentre el centro y radio de cada circunferencia:
a) x?+y?=25 b) x?+y?=36 c)x?+3?=5

—_

§3: La circunferencia Determine centro y radio de la
C1: Ecuacion de la circunferencia con centro en circunferencia x2 + y? = 4.
el origen

x2+yt=4=>x24+y2=22
@ Circunferencia: Una circunferencia con centro C
y radio r es el conjunto de todos los puntos P del
plano que equidistan de C, es decir, CP =r. @ 1. Determine la ecuacion de la circunferencia con
centro en (0,0) y radio dado:

Centro en (0,0) y radio r = 2.

Determine la ecuacion de la circunferencia con ayr=1 b) r=4
centro el origen y radio 3. = x2 4 y2 =12 x2 +y? = 42
. . 3 x+yt=1 x2+y?2 =16
La distancia de 0(0,0) a ) .
un punto P(x,y) de la APEy) 2. Determine centro y radio de cada
circunferencia es OP = 3. x circunferencia.
Por distancia entre dos ~—3 0 3 a)x?+y? =25 b) x* + y* = 36
puntos: x% +y% =52 X2 +y2 =62
JE=02+(@y-0)2=3 -3 c(0,0) r=5 c(0,0) r=6
'
x2+y2:9 C) x2+y2=5
@ Forma candnica de la ecuacién de la circunferencia x? +y? = (\/5)?
H . 2 2 _ .2
Centro (0,0) yradior: x*+y“=r C0,0) r=v§
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Seccion 3: La circunferencia

Ecuacién de la circunferencia con centro C(h, k) y radio r

Contenido 2: Ecuacion de la circunferencia con centro C(k, k) y radio r Aprendlzajes eSperados

P [ Determine la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, 1) y radio 2, y grafiquela. ] Deduce y aplica la ecuacién de la circunfe-
S rencia en la forma ordinaria.
La distancia del centro C(2, 1) a un punto arbitrario P(x, v)
de la circunferencia es CP = 2. Por la formula de la distancia

entre dos puntos se tiene
J(x—2P+(y—1) =2,

= Secuencia:

En el contenido anterior se abordé la forma
canonica de una circunferencia, caracterizada
por el hecho que su centro es el origen O(0, 0).
Sin embargo, ¢ qué forma toma la ecuacion de

es decir,
(x—22+(—1)3=4.
Luego, la ecuacién de la circunferencia es
(x—2)2+(y—1)2=4.

C una circunferencia cuyo centro no es el origen?
La ecuacion de la circunferencia con centro C(k, k) y radio r es AC]UI’ se aborda la forma ordinaria de la
_ GhPE k= , ecuacion de la circunferencia. Esta dara lugar,
Esta se denomina forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia. . . .
en contenidos posteriores, a la denominada
E_jemp/o |} Determine la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, —1) y radio 1. ecuacion general de la circunferencia
Las coordenadas del centro son h=2, k=—1y el radio es .
r=1, de modo que la ecuacion de la circunferencia es T X, L} Pu ntos eserICIaleS:

2P+ y—(-NF=17, Hacer notar que el centro y la longitud del

es decir, -1 . . . .
(-2 +(@+17=1. radio son las condiciones que permiten
2y la deduccion de la ecuacién de una
E Determine la ecuacion de cada circunferencia sabiendo que: circunferencia.
a) Su centro es C(3, 1) y radio r=2. b) Su centro es C(2, 2) y radio r=3. Explicar que en los casos en que se brinde
c) Su centro es C(—2, 1) y radio r=1. d) Su centro es C(—1, —3) y radio r=5. la forma ordinaria de una circunferencia y se

pida determinar la longitud del radio de la

L:_je’"PID 2 Encuentre el centro y el radio de la circunferencia (x—1)*+(y—2)?=5.
misma, la raiz cuadrada del lado derecho de

Se escribe (x—1)2+(y—2)2 =5 en la forma ordinaria. la ecuacion sera precisamente la longitud del

(—1P+(y—27=(,5)?, Lm radio. Los valores de h y k seran aquellos

de modo que el centro es C(1, 2) y radio r= 5 . que se restan a x y y, respectivamente, en
t. los términos cuadraticos.

Encuentre el centro y el radio de cada circunferencia.

a) (x—2)2+(y—4)7=9 b) (x—2)2+(y+2)?=

c) (x—3)2+(¥+1)2=10 d) x2+(y—1)2=25

C2: Ecuacion de la circunferencia con centro
C(h,k) y radio r

Determine la ecuacién de la circunferencia con
centro C(2,1) y radio 2, y grafiquela.

@ La distancia de €(2,1) a un punto P(x,y) de la
circunferencia es CP = 2.

Determine la ecuacion de cada cicunferencia:
a) Sucentroes C(3,1) yradior = 2.

(x =32+ (y—1)?% =22
(x—3)2+@y-1)2=4

b) Sucentro es €(2,2) y radior = 3.

Por distancia entre
dos puntos:

Ja=-22+ @ -12=2
(x—=2)*+(@y-1)2=4

(x-2*+(-2)?=3

(x—2?%*+(y—-2)?2=9
Encuentre el centro y radio de la
circunferencia (x — 1)% + (y — 2)* = 5.

@ Forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia (x=1D*+ @ -2)°= (\/g)z
Centro (h, k), radior: (x—h)?+ (y—k)?=r? c(1,2) y r=+5
Determine la ecuacién de la circunferencia con @ a) (x—22+(y—4)>2=9
centro C(2,—1) y radio 1. (x—2) + (y — 4)? = 32
Sustituir h=2 k=-1,r=1 en (2,4 y r=3

(x—h)?+ (y—k)*=r2

b) (x—2)2+(y+2)?=1
(x_2)2+[y_(_1)]2 =12 (x_2)2+(y+2)2 =12
(x=-2+@+1)?=1 c2-2) y r=1
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Unidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados
Deduce la forma general de la ecuacion de
la circunferencia y su obtencion a partir de
la forma ordinaria.

= Secuencia:

La forma ordinaria de la ecuacién de una
circunferencia da paso a la obtencion de la
ecuacion general de esta, para la cual se hace
uso de los productos notables: cuadrado de
la suma y de la diferencia de dos cantidades,
estudiados en noveno grado.

= Puntos esenciales:

Recordar el desarrollo de los productos
notables (a+by y (a—b), puesto que
los sumandos del lado izquierdo de la forma
ordinaria de la ecuacion de una circunferencia
seran de esta forma.

Recordar la transposicién de términos en
ecuaciones.

Insistir en que la ejercitacion permitira la
familiarizacion por el estudiante en el paso
de la forma ordinaria de la ecuacién de una
circunferencia a la forma general.

Insistir en que los términos del lado izquierdo
de la forma general sean ordenados; términos
de segundo grado, términos de primer grado
y constantes.

C3: Forma general de la ecuacién de una

circunferencia

Determine la forma general de la circunferencia

(x—1D%+(y+2)2 =6
@ Recordar:
(a+b)? =a? + 2ab + b?
(a —b)? = a? — 2ab + b?
Asi,

(x—1D2=x2-2x+1y (y+2)2=y2+4y+4

Luego,
x—1*+@+2)?%*=6

x2—-2x+1+y>+4y+4=6
x2+y?—2x+4y+14+4-6=0
x2+y?—2x+4y—-1=0

@ Forma general de la ecuacién de la circunferencia:

(x —h)? + (y — k)? = r? se puede escribir como

x*+y>+Dx+Ey+F=0
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% ¥ Forma general de la ecuacién de una circunferencia

Contenido 3: Forma general de la ecuacién de una circunferencia

Dada la circunferencia con ecuacion (x—1)?+(y+2)?=6, efectie en cada inciso para
determinar la forma general de su ecuacion.

a) Desarrolle los cuadrados de los binomios del lado izquierdo.
b) Efectle la transposicién de 6 al lado izquierdo.

c) Reuna primero los términos de segundo grado, después los de primer grado y por
ultimo las constantes y reduzca las constantes presentes.

a) Dado que (x—1=x?—2x+1 y (v+2)*=3*+4y+4, la ecuacion (x—1)?+(y+2)>=6 se

escribe como Cuadrado de la suma y de la

diferencia de dos términos:
(x+ay=x*+2ax+a?
(x—a)P?=x*—2ax+a?

x?—2x+14+3?+4y+4=6
b) Se transpone 6 al lado izquierdo

XP—2x+1+)°+4y+4—6=0

c) Se relnen los términos de segundo grado, de primer grado y las constantes:
X+ —2x+4y+1+4-6=0
x*+y*—2x+4y—1=0.

La ecuacion (x—h)?*+(y—k)?=r* de una circunferencia puede escribirse como
x?+32+Dx+Ey+F =0,

siendo D, E, F, constantes determinadas. A esta ecuacion se le denomina forma general de
la ecuacion de la circunferencia.

Determine la forma general de la ecuacion de cada circunferencia.
a) (x—1)2+(y+3;2=4
b) (x+2)*+(y—4)2=9
) (x—2)*+(y—2)?=3

d) (x—4)+(y—5)=36

*

Determine la forma general de la ecuacion de

cada circunferencia.

a) (x—1)2+@y+3)?=4
x2—2x+1+y*+6y+9=14
x2+y?—2x+6y+1+9—-4=0
x2+y?—2x+6y+6=0

b) (x+2)+(y—4)?*=9

x2+4x+4+y?—8y+16=9
x2+y2+4x—8y+4+16—-9=0
x2+y?4+4x—8y+11=0

) x—2)?+(y—-2)*=3

x2—4x+4+y2—4y+4=3
x*+y?—4x—4y+4+4-3=0
x*+y?—4x—4y+5=0

d (x—4)%?+(y—-5)?2=36

x2—8x+16+y?—10y +25=36
x2+y2—-8x—10y+16+25-36=0
x24+y?2—8x—10y+5=0



i Seccioén 3: La circunferencia
g a Transformacion de la forma general a la forma ordinaria de la ecuacion de una
a4 circunferencia

Contenido 4: Transformacion de la forma general a la forma ordinaria de Aprendizajes esperados
la ecuacion de una circunferencia . . . ‘s
Obtiene la forma ordinaria de la ecuacién
de una circunferencia a partir de su

b) A partir de lo obtenido en a), identifique las coordenadas del centro y la longitud del forma general mediante completamon de
radio. cuadrados.

P Dada la circunferencia x2+y*—4x+2y—4 =0, responda a los siguientes incisos:

a) Determine su forma ordinaria.

a) Para encontrar la forma ordinaria de la circunferencia se siguen los siguientes pasos:
1. Se agrupan los términos en la misma variable y se transpone la constante dada al lado

= Secuencia:

derecho: (x?—4x)+ (37 +2y) =4 Anteriormente se obtuvo la forma general
2. Se completan los cuadrados en los términos agrupados, sumando en ambos lados de la ecuacidon de una Circunferencia, a
el Clzigie:&c; de Ia+mitad(ﬁ:::g;)coeﬁci?tes d4e los términos de primer grado: partir de su forma ordinaria. En esta sesion
\ ~Trinomio cuadrado perfecto se procede de forma inversa: conociendo
O ¥t2axta’=(x+ap la forma general, se determina la forma
(P—4x+2%)  +  (PH2p+13) = 4422412 x*—2ax+a*=(x—ay canoénica, y por ende, el centro y radio de la

3. Se factorizan los trinomios que estan en paréntesis y se realizan las sumas indicadas circunferencia.

del lado derecho: (x—2P+(¥+1)2=9
b) De la ecuacion del paso anterior se observa que = Puntos esenciales:

el centro de la circunferenciaes C(2, —1) y r=3. . . .y .y
@0 Enfatizar en la aplicacion de completacién de

Para obtener la forma ordinaria de la ecuacion de una circunferencia a partir de su forma cuadrados para obtener trinomios cuadrados
general x2+3%+Dx+Ey+F =0 se siguen los siguientes pasos: perfectos Es por ello que se recomienda
1. Se agrupan los términos en la misma variable y se transpone la constante dada al lado

i discutir en torno a la metodologia que
2. Se completan los cuadrados en los términos agrupados, sumando en ambos lados el se Sigue en el problema central de este

cuadrado de la mitad del coeficiente de los términos de primer grado. . .z .
3. Se factorizan los trinomios cuadrados perfectos del lado izquierdo y se efectiian las sumas contenido y la conclusion derivada.

indicadas del lado derecho.

La ecuacion del paso 3. es la ecuacion ordinaria de la circunferencia en la que se identifican Recordar que la completacién de cuadrados
el radio y las coordenadas del centro. se efectla en una ecuacién, de manera que
t . — y _ _ si se agrega un término en un lado de esta,

1. Determine la forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia dada por ,
X?+y?—4x+6y—12=0 completando los recuadros en cada uno de los pasos siguientes: este debe agregarse en el otro lado, y asi no

a) (¢ —4x)+ (5> +6y) =[] alterar la ecuacion.

b) (x?—4x+ +(¥?+6y+ =12+ + o f i i 2

yer—der [ Protroys[ D=t B Insistir en que la ejercitacion permitira la

o) -+ Jp= ]

d) El centro tiene coordenadas ([ ], [ ))yelradioes[ | famlllarlzamo_r) en el paso d_e la forma g_eneral
5 Determi - ! - de la ecuacion de una circunferencia a la
. Determine la forma ordinaria para cada circunferencia: i X
a) X242 +2x—8y+13=0 b) x?+y2+4x—2y—5=0 forma ordinaria.

*

C4: Transformacién de la forma general a la forma @ Leer en el libro de texto.
ordinaria de la ecuacidn de una circunferencia
@1. Determine la forma ordinaria de la circunferencia

Dada la circunferencia x? + y? — 4x + 2y — 4 = 0.
x x+ay x? 4+ y? —4x + 6y — 12 = 0, completando:

a) Determine su forma ordinaria.
b) Identifique centro y longitud de radio de esta. (2 — 4x) + (5 + 6y) =

@a)Recordarq”e: 4t — 2ab 4 b® = (a - b)? (2 —4x+[4 D+ o2 +ey+[ o h=12+[4]+[9]

a?+ 2ab + b% = (a + b)?,

Se agrupan los términos con la misma variable: o o )
2 _ 2 = i
(@2 = 4x) + (7% +2y) = 4 Elcentro ([2 |,[ -3 Dyelradioes

Se completan cuadrados:

(*—4x)  +  (»*+2y) = 4 2. Determine la forma ordinaria de:
i } x2+y24+2x—8y+13=0
y V (x%+2x) + (y*—8y) =—13
(—4x+22)  + (29412 = 4+224 12

(x2+2x+4)+(@?*-8y+16)=-13+4+16
(x+2+(@—-4)72=7
El centro C(—2,4) y r = /7.

Se factorizan los trinomios de los paréntesis:
(x—22%+@w+1)?2=9

b) La circunferencia tiene: C(2,-1) yr = 3.
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Uidad 4: Geometria Analitica

Aprendizajes esperados

Determina las intersecciones de wuna
circunferencia y una recta secante a esta.

= Secuencia:

En este contenido se abordan circunferencias
en la forma canodnica, y rectas dadas por
y=mx+b. Estas rectas seran secantes a
la circunferencia si su interseccion son dos
puntos distintos.

Posteriormente se abordara el caso de rectas
tangentes a una circunferencia.

= Puntos esenciales:

Hacer notar que el hecho que la ecuacion de la
recta sea y = mx + b permite la obtencién de
una ecuacion de segundo grado.

Recordar que una ecuacion de segundo grado
tiene alo mas dos soluciones reales distintas. Si
se tienen exactamente dos soluciones distintas,
se obtendran dos puntos de interseccion de la
recta y la circunferencia, concluyendo que esta
recta es secante a la curva en cuestion.

Induciralacomprension claradel procedimiento
requerido para determinar los puntos en
comun.

Representar graficamente la recta y circunfe-
rencia en cada ejercicio para confirmacion de
calculos.

C5: Interceptos de una circunferencia y una recta secante

a esta

Contenido 5: Intersecciones de una circunferencia y una recta secante a esta

P [ Encuentre las intersecciones de la circunferencia x2+3?=5y la recta y = 2x. J
1. Las ecuaciones dadas forman el sistema y
{x2+y2 =5 ® ly=2x

v =2x @ V5
2. Alsustituir 2) en (1) se obtiene una ecuacién de segundo / x?+3%*=5

grado la cual se resuelve a continuacion:

X+ (2xp=5 o 0o )5 x
x?*+4x?=5

5x?=5 ~5
x2=1
x=-1,x=1  Recta secante a una

circunferencia es aquella
que la interseca en dos
3. Se sustituyen los valores de x en (2): puntos.

Six =1, entonces y=(2)(1)=2.
Six=—1, entonces y=(2)(—1)=—-2.

4. Con los valores encontrados para x y ¥ se forman los puntos (1, 2) y (=1, —2), los cuales
son las intersecciones de la circunferencia y la recta dada.

Obteniéndose 2 soluciones distintas.

Para determinar las intersecciones de una circunferencia y una recta secante a esta se

siguen los siguientes pasos:

1. Se agrupan las ecuaciones de la circunferencia y la recta formando un sistema de
ecuaciones.

2. Se sustituye la expresién para la recta en la ecuacion de la circunferencia, dando lugar
a una ecuacion de segundo grado, la cual se resuelve. (El hecho de que esta ecuacion
tenga dos soluciones reales distintas indica que efectivamente la recta es secante a la
circunferencia).

3. Se sustituyen las soluciones de la ecuaciéon de segundo grado del paso anterior en la
ecuacion de la recta para obtener los valores de y.

4. Con los valores encontrados para x y y se forman las intersecciones (x, ) de la
circunferencia y la recta secante dada.

Encuentre las intersecciones de cada circunferencia con la recta secante dada.
a) x2+3*=8, y=x

b) x2+3?=20, y=2x

c) x?+y*=30, y=3x

*

Encuentre las intersecciones de cada
circunferencia con la recta secante dada.

Encuentre las intersecciones de la circunferencia

x?+y? =5ylarectay = 2x.

a)x?+y?=8 y=x
Se forma el sistema

Se forma el sistema 2+y?=8 (D
{xZ +y*=5 (D {y = x 1)
S . y=2x ® Se sustituye @) en ()
e sustituye ) en : l 4a? g
x? + (Z.X')Z =5 V5 y=2x 2x2 =
x?+4x2 =5 x2 =4
5x2 =5 x2+y2:5 x==2, x=2
x? = - . Six=-2 y=-2Ysix=2,y=2.
x=-1x=1 —V5 0 V6 x Los puntos son (=2,—2) y (2, 2).
Se sustituyen los valores b) x* +y* =20, y=2x
encontrados en (2) : Vo
) X2 +y2 =20 x2+(2x)2 =20
SIx:l! }’:2(1):2 {y:Zx 5x% =20
Six=-1, y=2(-1) = -2 Xt =4
x=-2,x=2

Los interceptos son (1,2) y (—1,—2).
@ Leer en el libro de texto.
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Six=-2, y=—4.Ysix=2, y=4.
Los puntos son (—2,—4) y (2,4).



Seccion 3: La circunferencia

Interseccidén de una circunferencia y una recta tangente a esta

Contenido 6: Interseccién de una circunferencia y una recta tangente a esta Aprendizajes esperados
P [ Determine la interseccion de la circunferencia x>+3y?=2 vy la recta y =x+2. J Detqrmma la interseccion de una circunfe-
S rencia y una recta tangente a esta.

1. Con las ecuaciones dadas se forma el sistema
{x2+y2 =2 [©)
y=x+2 [©)

2. Al sustituir (2) en (1) se obtiene una ecuacién de segundo

= Secuencia:
En este contenido se abordan circunferencias
en la forma canonica, y rectas y =mx+b,

(=11

do | | se deb Iver: . .
o (Z:;Ciz):e 29 o resoner )’4 0 V2 X las cuales seran tangentes a la circunferen-
X X = . g ’ . ’
X2 +x?+4x+4=2 Se desarrolla el cuadrado del binomio W cia si tienen un unico punto en comun.
2x*+4x+2=0 Se reducen términos n Puntos esenciales:
XF2x+1=0  Sedivide por 2 ambos lados oy r——— Hacer notar que el hecho que ecuacién de
2 — il 1 i .
(et 1)°=0 Sefactoriza el trinomio '/ Una_circunferencla es la recta sea en la forma y = mx+ b permite
¥*1=0 " Se extrac raiz cuadrada aquella que la interseca la obtencion de una ecuacion de segundo
x=-1Una unica solucién en un Unico punto. grado
3. Se sustituye en (2) el valor encontrado anteriormente. ’
Como x=—1, entonces y=—1+2=1. Explicar que si para la ecuacién de segundo
4. C.on Icf)s valc'areslantertior:sdse forma el punto (—1, 1), el cual es la interseccion de la grado obtenida se tiene exactamente una
clreanierencia yia recta daca. solucién real, se obtendra un Unico punto
C en comun entre la recta y la circunferencia,
Para determinar la interseccion de una circunferencia y una recta tangente a esta se siguen
los Siguientes pasos: concluyendo que la recta es tangente.
1. Se agrupan las ecuaciones de la circunferencia y la recta formando un sistema de Explicar que el punto de interseccion de una
ecuaciones.
2. Se sustituye la expresion para la recta en la ecuacic’)(n de la circunferencia, dando lugar a circunferencia y una recta tangente a esta se
una ecuacion de segundo grado, la cual se resuelve. (El hecho de que esta ecuacion tenga . .
una unica solucién indica que efectivamente la recta es tangente a la circunferencia). denomina punto de tangenC|a-
3. Se sustituye la solucién de la ecuacién de segundo grado del paso anterior en la ecuacion
de la recta para obtener el valor de y.
4. Con los valores encontrados para x y y se forma el punto interseccion (x, ) de la
circunferencia y la recta tangente dada.
Encuentre las intersecciones de cada circunferencia con la recta tangente dada:
a)x?+y?=5 y=2x+5
b) x?+3?=2 y=-x+2
C6: Interseccion de una circunferencia y una Encuentre las intersecciones de cada circunferencia con
recta tangente a esta la recta tangente dada.
. . .y . . 2 2 —
Determine la interseccion de la circunferencia a)x*+y“=5 y= 2x2+ 5 5 @
x2+y?=2vylarectay =x + 2. {x +2y+=55 o
y = ax
@ Se forma el sistema Se sustituye (2) en (1)
{x2+y2=2 @) x2+(2x+5)*=5
y=x+2 @ x?+4x?+20x+25=5
Se sustituye @ en D: Recla tangente 5x2 +20x +20 =0

x2+4x+4=0

(x+2)?2=0, x+2=0, x=-2
Se sustituye x = —2en @: y =2(-2)+5 = 1.
El intercepto es (-2, 1).

x>+ (x+2)?=2
X2+ x?+4x+4=2
2x2+4x+2=0
x’+2x+1=0

(x+1)2%=0 b)x2+y2=2, y=—-x+2

x+1_=0 {x2+y2=2

x=-1 y=—x+2
Sesustituyex=—-1en(® : y=-1+2=1 X2+ (—x +2)2 =2 X2 —2x+1=0
El punto de interseccién es (—1, 1). x2+x2—4x+4 =2 (x—12%=0
2x?—4x+2=0 x=1

@ Leer en el libro de texto. Se sustituyex =1len y=-x+2, y=-1+2=1
El intercepto es (1, 1).
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Prueba de Matematica 11mo (30 min.) Fecha:

Unidad 4: Geometria Analitica

Nombre: Seccion: /20
Sexo: M/F

1. Determine la distancia entre los puntos A(6, 2) y B(2, —1) del plano cartesiano.

(2 puntos)

2. Encuentre las coordenadas del punto medio del segmento con extremos
A(—2,4)y B2, —2). (2 puntos)
3. Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por: (2 puntos x 4 = 8)

a) El punto (0, 3) y tiene pendiente m = 2.

b) El punto (2, 3) y tiene pendiente m =— 3.

c) Los puntos (2, 1)y (3, —1).

d) Los puntos (2, 1)y (5, 1).




4. Determine la ecuaciéon de una circunferencia: (2 puntos x 2=4)
a) Con centro C(0, 0) y radio r=3.

b) Con centro (2, 3) y radio r=25.

5. Dada la circunferencia x*+3*—4x+2y—4=0. (2 puntos x 2 =4)
a) Determine la forma ordinaria.

b) Identifique las coordenadas del centro y la longitud del radio.

Centro:

Longitud del radio:

Nombre:







