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Uidad 5: Conicas
1

Aprendizajes esperados

Parabola con foco en el eje x
Seccion 1: La parabola

Determina elementos de parabolas cuyo Contenido 1: Parabola con foco en el eje x

foco esta sobre el gje x. Definicién
!
il ) Parabola es el conjunto de puntos P en un plano que equidistan de
| Secuencia: / un punto fijo F (foco) y una recta fija  (directriz). En la figura de la
. . a izquierda, los puntos P de la parabola deben cumplir que PF=PD,
E O\ F x
n esta unidad se estudiaran curvas de es- donde D es el pie de la perpendicular a [ trazada desde P.
pecial importancia en Geometria Analitica,
denominadas conicas, las cuales son: para- Ecuacién de la parabola con foco en el eje x
bola e“pse e hipérbola Se deduce la ecuacion de la parabola con foco F(p, 0) y directriz X==p
’ ) en x = —p (p>0) de la siguiente manera: ¥

D(—p, »)§

El estudio de la para’bola no es completa- Si P(x,y) es un punto cualquiera de la parabola, entonces P(x, y)
PD =PF, cuya expresion en coordenadas es
mente nuevo, puesto que esta curva corres- . ) e ) -
e s [Vx=(=p)f +(y—yF] =[v(x—p}+(y—0F] 5

ponde a la grafica de una funcién de segun-

. . . Reduciendo y elevando al cuadrado
do grado, siempre que esta abra hacia arriba e,
(x+p)f=(x—pr+y

F(p,0) *

o hacia abajo. X2+ 2px + PP = XP— 2px + pP+ y?
= Puntos esenciales: ¥ = 4px
Tener en cuenta para la deduccion de la Elementasldalialpa=bolabass nalcaning

1. Tiene foco F(p, 0) y directriz x =—p.

2. El eje de simetria es eje x.

3. El vértice es (0, 0).

4. Si p>0, la parabola se abre hacia la derecha y si p<O0, la parabola se abre hacia la

ecuacion y?=4px:
1.Aplicacién de la distancia entre dos

puntos_ izquierda.
2.Desarrollo  de productos notables: o~ _ o - , .
+ 2 I AV ) -jemplo | Determine en cada inciso la ecuacion de la parabola con los siguientes elementos:
(a b) y (a b) a) Veértice en el origen, foco F(1,0)y directriz x=—1.
3.Reduccioén de términos, ley cancelativa 'y b) Vértice en el origen, foco F(—1,0) y directriz x=1.
transp03|C|on de términos. a) Se sustituye p=1en  x=—1{» b) Se sustituye p=—1
Explicar el significado de | p|: distancia del la ecuacion y*=4px, en la ecuacion y* =4px,
L , resultando resultando
vértice al foco de la parabola. ¥ =(4)(1)x, »=(4)(—1)x,

entonces y?=4x entonces 2= —4x

Recordar que ecuaciones de laforma x=p
representan rectas verticales.

Determine en cada inciso la ecuacién de la parabola con los elementos dados:
a) Foco F(2, 0) y directrizen x = —2 b) Foco F(3, 0) y directrizen x=—3
c) Foco F(—3, 0) y directrizen x =3 c) Foco F(—4, 0) y directrizen x =4

¢

S1:La Parabola

C1: Parabola con foco en el eje x b) Foco en F(—1,0) y directrizx = 1
@ o y Se sustituye p = —1 en y? = 4px
D(~p,) ¥y =M@"(Dx

P(x.»)  Foco: punto fijo F

Directriz: recta fija /
O] .oy ~ Lospuntos P de la parabola estan
a la misma distancia de F y de /.

y? = —4x

Determine la ecuacion de la parabola con:
a) Foco en F(2,0) y directriz x = —2.
Se sustituye p = 2 en y? = 4px

Ecuacién de la parabola con foco en x y vértice (0, 0) yz =@®2)x
y° =8x
Foco: F(p,0)
Directriz: x = —p (p > 0) b) Foco en F(3,0) y directriz x = —3
Ecuacion: y? = 4px Se sustituye p = 3 en y? = 4px
Determine la ecuacién de la parabola con: }’2 =(4)B)x
a) Foco en F(1,0) y directriz x = —1 y© =12x
Se sustituye p = 1 en y? = 4px
y: =@MDx
y? =4x
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Seccioén 1: La parabola

Aprendizajes esperados

Contenido 2: Parabola con foco en el eje y
y . P
La parabola que tiene foco F(0,p) y directriz y= —p, p#0, tiene APl y) Determlr’]a element_os de parabolas cuyo
como ecuacion: F(0, p) / foco esta sobre el eje y.
x?>=4py. 0 oo
De acuerdo con la figura, el eje de simetria de esta parabola es = * Dlx, —p) = Secuencia:
elejey.
P (e . . — : En el contenido anterior se estudiaron
ncuentre las ecuaciones de las parabolas con los siguientes elementos: , i
a) Vértice en el origen, foco F(0, 3) y directriz y = —3. parabolas cuyo eje es x, las cuales abren
b) Vértice en el origen, foco F(0, —3) y directriz y = 3. hacia la izquierda o hacia la derecha. Ahora
S se abordan las parabolas cuyo eje es y, de
a) Como el foco F(0, 3) esta sobre el eje b) Como el foco F(0, —3) esta sobre el moqo que estas abriran hacia arriba o hacia
vy y la directriz es y = —3, entonces eje y y la directriz es y=3, entonces abajo.
la parabola correspondiente tiene la la parabola correspondiente tiene la
ecuacion x?=4py, con p =3, es decir: ecuacion x?=4py, con p = —3, es decir:
¥ =)@y ¥ =43y * Puntos esenciales:
x=12y x¥=—12y . ‘e
Iniciar con la comparacion entre las
. ¥ ecuaciones y'=4dpx y x*=4py. La
34T 0.3) 3 y=3 obtencién de esta ultima puede plantearse
como un desafio para los estudiantes (no
0 3’“ 0 x se sugiere abordar en el desarrollo de este
L _adF0. -3 contenido).
Explicar que las directrices son rectas de la
C forma y =+ p, que son rectas horizontales.
Elementos de la parabola x?=4py, con p #0: . .
1. Tiene foco F(0,p) y directriz y=—p. Explicar que el a partir del valor de p, se
2. El eje de simetria es eje y. determinan elementos como ecuacion de la
3. El vértice es (0,0). . . . i : .
4. Si p>0, la parabola se abre hacia arriba, y si p<0, la parabola se abre hacia abajo. dlre_CtrIZ y sila parabOIa abre hacia arriba o
hacia abajo.
t Inducir al analisis de similitudes y diferencias
Determine en cada inciso la ecuacién de la parabola con los elementos dados: entre las parébolas determinadas por
a) Foco F(0, 2) y directrizy = —2 b) Foco F(0, —2) y directrizy = 2 2 _ 4px x2 -4
c) Foco F(0, 4) y directrizy = —4 d) Foco F(0, —4) y directrizy =4 y px Yy Py -

*

C2: Parabola con foco en el eje y b) Foco en F(0,— 3) y directriz y = 3
Ecuacion de la parabola con foco en y y vértice (0, 0) p = —3 por lo cual: v
¥ x? = 4py 3 y=3
F(0, p) Pl ) Foco: £(0,p) x2 i (_41)§_S)y
P Directriz: y = —p = Y 0 x
0 x Ecuacion: x? = 4py _34F(0, —3)
y==r D(x, —p)

@ Determine la ecuacién de la parabola con: @ Determine la ecuacion de la parabola con:

a) Foco en F(0,2) y directriz y = -2

a) Foco en F(0,3) y directriz y = -3 Sustituir p = 2, en x2 = 4py
El foco esta sobre el eje y y x2=(4)(2)y
p = 3, asi que: x* =8y
2 y
X = 4py S F(0,9) b) Foco en F(0,—2) y directriz y = 2
X = DBy Sustituir p = =2, en x% = 4py
x? =12y 5 _ x* = (D(=2)y
y=—3 x“ =-8y
-3
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Uidad 5: Conicas

Elementos de la parabola

Aprendlza]es esperados —— Contenido 3: Elementos de la parabola

Determina elementos de parébolas cuyo P Encuentre el vértice, eje de simetria, foco y directriz de cada parabola:
foco esta sobre el eje x o el eje y. 3y =8« b) ¥ =4y
] Secuencia: a) La parabola y* = 8x tiene vértice (0, 0). b) La pardbola x*=—4y, tiene vértice (0, 0).

. , . Se utiliza la ecuacion  y* = 4px para Se utiliza la ecuacion x*=4py para
El estudio de las parabolas cuyo eje sea x encontrar p: encontrar p:
0 y se conjuga en este contenido, en el que ¥ =8x=(4)2)x ¥ =—dy =@y

L. L. Entonces, p=2 Entonces, p= —1.
se resumen las prlnCIpaIes caracteristicas de Por lo tanto, el eje de simetria de la parabola Por lo tanto, el eje de simetria es el eje y, el
estas conicas. En esta secciodn las ecuaciones es el eje x, el foco F(2, 0) y la directriz foco F(0, —1) y la directriz y=1, como se
) X =—2, como se observa abajo. observa en la grafica de abajo.

y'=4px y x*=4py seran utlizadas para

la determinacion de interceptos de parabolas x=-2| ¥ v .
y rectas dadas en laforma y=mx +b. ! =
F(2,0) -1 *
{ '

= Puntos esenciales: 30
Recordar que ecuaciones de la forma
y*=4px corresponden a parabolas cuyo
eje es x y x*=4py a parabolas cuyo eje C
es y. De modo que, si se brinda la ecuacion
de una parabola, el coeficiente en el lado

Resumen de propiedades de la pardbola (p>0) :

Forma y'=4px ¥ =—4px x*=4py x*=—4py

Ao

derecho debe ser de la forma 4p, lo que x==p| I¥ = o

permite determinar el valor de p. - (8 ¥ ot e——
Gréfica o\p X =p o X 0 X o x

Tener en cuenta que el término de segundo e !

grado permite decidir cual es el eje de la

pal‘abola: Veértice (0,0) (0,0) (0,0) 0,0)

v Siesy? el eje es x. Foco F(p, 0) F(—p,0) F(, p) F(0, —p)
Directriz B ==/D X=D y=—p yY=p

v Sies x? el eje esy.

Determinando el valor de p y el eje de la t

Encuentre el vértice, eje, foco, y directriz de las siguientes parabolas:

parabola, se pueden conocer los restantes a) v = 4x b) x*—— 8y
elementos.
C3: Elementos de la parabola @ Propiedades de la parabola, p >0
@ Encuentre el vértice, eje de simetria, foco y y? = 4px y? = —4py x? = 4py x? = —4py
directriz de la parabola: y y y
2 —
a = 8x
) y F y=p
() vertice (0,0) " o1 I
Eje de simetria es el eje x xX=-2 y=-p —»[F
Se utiliza la ecuacion y? = 4px
y2 = 8x = (4)(2)x s ;’(Z 0, \F/érti(ce %0), 0) \F/érti(ce (0(,];)) \F/érti(cg ((;, 0) ;/értic(% (o, (;)
_ - X oco(p, oco(—p, oco(0,p oco (0,—p
Como p=2 el foco es F(Z’O) y Directrizx = —p | Directrizx = p | Directrizy = —p | Directrizy =p
la directrizes x = -2
w

Encuentre el vértice, eje, foco, y directriz de la

b) x2 = —4y parabola:
- A a)y? = 4x
Vértice (0,0 y
©.0) 1 y=1 yi=dx=#HDx, p=1

Eje de simetria es el eje y

Se utiliza la ecuacion x? = 4py
x? = —4y = (4)(-Dx

Comop = —1, el foco es

F(0,—-1)y ladirectrizx =1

Eje de simetria: eje x Foco: F(1,0) Directrizx = —1

b) x> = -8y
x? = —4y = (4)(-1)x, p = —1 Eje de simetria: eje y
Foco: F(0,—1) Directrizx =1
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C4.

Seccioén 1: La parabola

Puntos de intersecciéon de una parabola y una recta (1)

Contenido 4: Puntos de interseccion de una parabola y una recta (1)

[ Encuentre los puntos de interseccion de la recta y =—x + 3 con la parabola x*=4y.

Para determinar los puntos de interseccion de la recta
vy =—x+3 con la parabola, se resuelve el sistema de
ecuaciones
y=—x+3
{x2 =4y

A continuacion se sustituye el valor de y en x* =4y,

x*=4(-x+3)

x'=—4x+12

x*+4x—-12=0

Se resuelve la ecuacion anterior por factorizacion y se obtiene:
(x+6)(x—2)=0, luego x=—6, x=2

Finalmente, en y =—x+ 3, se sustituyen los valores encontrados,
Parax=—6, y=—(-6)+3=9
Parax=2, y=-—2+3=1

Por tanto, los puntos de interseccion son: (—6, 9) y (2, 1).

Los puntos de interseccion de una parabola x*=4py y unarecta y = mx + b, se encuentran
resolviendo el sistema de ecuaciones:

y=mx+b

x* = 4py

Encuentre los puntos de interseccion de:

a) Larecta y =3x—2 con la pardbola x*=y.

b) La recta y = 2x—9 con la parabola x*=—3y.

Puntos de interseccion de una parabola y
una recta (1)

Encuentre los puntos de interseccion de y = —x + 3,
con la parabola x? = 4y.

Se forma y resuelve el sistema: x?=4
y=—-x+3
{xz =4y
x?=4(—x+3)
x% = —4x + 12
x2+4x—12=0 @
(x+6)(x—2)=0 *
x =—6; x=2 y=—x+3

Se sustituye estos valoreseny = —x + 3:
Parax=-6, y=—(—-6)+3=9
Parax=2, y=-(2)+3=1

Los puntos de interseccion son (—6,9) y (2,1).

Los puntos de interseccion de una parabola y una
recta se encuentran resolviendo el sistema formado
por sus ecuaciones.

Aprendizajes esperados
Determina los puntos de interseccion entre
una recta y una parabola cuyo foco esta
sobre el eje .

= Secuencia:

En la unidad anterior se calcularon puntos co-
munes de una circunferencia y una recta. En
este contenido se efectla un procedimiento
similar para determinar la interseccién de una
parabola y una recta, atendiendo a si esta cur-
va abre hacia arriba o abajo, hacia la izquierda
o a la derecha.

= Puntos esenciales:

Recordar que la ecuacion x*>=4py corres-
ponde a parabolas cuyo eje es y, de modo que
abriran hacia arriba o hacia abajo, de acuerdo
al signo de p.

Hacer notar que, dado que la recta esta en la
forma y=mx+ b, al sustituir y por mx+b
en x*=4py se tendra una ecuacion de se-
gundo grado, la cual ha de resolverse.

Recordar los métodos de resolucién de ecua-
ciones de segundo grado. Si esta tiene dos so-
luciones distintas, existen dos puntos comunes
entre la recta y la parabola. Si hay una solu-
cion, la interseccion es un Unico punto, y si esta
careciese de solucion, la recta no tendria punto
en comun con la parabola.

Hacer notar que la representacion grafica de
las parabolas, rectas y puntos comunes entre
estas, facilita la comprensién del contenido
abordado.

@ Encuentre los puntos de interseccion de:

a) Larectay = 3x — 2, con la parabola x> = y.

Se forma y resuelve el sistema:
y=3x—2

{xz =y
x?2=3x-2
x2—3x+2=0
x—Dx-2)=0
x =1; x=2
Se sustituyen estos valores en y = 3x — 2:

Parax=1,y =3(1)-2=1
Parax =2, y=312)-2=4

Los puntos de interseccion son (1,1) y (2,4).
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Uidad 5: Conicas

Aprendizajes esperados
Determina los puntos de interseccion entre

Puntos de interseccién de una parabola y una recta (2)

Contenido 5: Puntos de interseccion de una parabola y una recta (2)

una recta y una parabola cuyo foco esta P [ Encuentre los puntos de interseccion de la recta y = x —2 con la parabola y*=x. ]
sobre el eje x. S
= Secuencia: Para determinar los puntos de interseccion se r y=x—2

. . resuelve el sistema de ecuaciones:
Se ha calculado la interseccion de una recta yox—2 .
y una parabola que abre hacia arriba o hacia { Y=x @2 =
abajo. En este contenido se determina la Se sustituye el valor de y en y?=x,
interseccién de rectas y parabolas, pero (x—2F=x ) N7 X
conociendo que estas ultimas abren hacia la X —dxtd=x ’
derecha o hacia la izquierda. X ohxtd=0

Al resolver la ecuacion x*—5x +4 = 0 por factorizacion

se obtiene:

= Puntos esenciales:
Explicar que la ecuacion y* = 4px correspon-
dea parébolas Cuyo eje es x, de modo que se Finalmente en y =x —2 se sustituyen los valores encontrados
abriran hacia la izquierda o hacia la derecha, Parax=1, y=1-2=-1

. Parax=4, y=4-2=2
de acuerdo al signo de p.

(x—1)(x—4)=0, luego x=1,x=4

Por tanto, los puntos de interseccion son: (1, —1) y (4, 2).
Hacer notar que, dado que la recta esta en la C
forma y = mx + b, al sustituir y por mx + b en
y* = 4px se tendra una ecuacion de segundo

Los puntos de interseccion de una parabola y* = 4px y unarecta y = mx + b, se encuentran
resolviendo el sistema de ecuaciones

grado, la cual ha de resolverse. { y2=;nx+b
Yy =4apx

Recordar los métodos de resolucion de

ecuaciones de segundo grado: factorizacion

y férmula general. Si esta ecuacion tiene t _ ,

. . g . Encuentre los puntos de interseccion de:

dos soluciones distintas, existen dos puntos

comunes entre la recta y la parabola. Si hay a)Larecta y =x—3 conlapardbola y*=4x.

una solucion, la interseccion es un unico punto,

y si esta carece de solucion, la recta no tiene b) La recta y = 2x+4 con la parabola y*=—4x.

punto en comun con la parabola.

C5: Puntos de interseccion de una parabola y
una recta (2)

Encuentre los puntos de interseccién de y = x — 2, @ Encuentre los puntos de interseccion de:
A 2
con la parabola y* = x. Y a) Larectay = x — 3, con la parabola y? = 4x.
@ Se forma y resuelve el sistema: Se forma y resuelve el sistema:
y=x-—2 y=x-3
{yz =x { y? = 4x
(x-2)?%=x (x —3)% = 4x
x*—4x+4=x 0 G-y * x?—6x+9=4x
x*=5x+4=0 ' x?—10x+9=0
x-Dkx—-4)=0 x—-1Dx=-9)=0
x=1; x=4 ' x=1; x=9

Se sustituyen estos valores en y = x — 2:
Parax=1 y=1-2=-1

Parax =4, y=4—-2=2 Parax=1,y =1-3=-2
Parax=9, y=9-3=6

Se sustituye estos valores eny = x — 3:

Los puntos de interseccion son (1,—1) y (4,2).

@ Los puntos de interseccién de una parabola y una Los puntos de interseccion son (1,-2) y (9,6).

recta se encuentran resolviendo el sistema formado
por sus ecuaciones.
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Elipse con focos en el eje x

Seccion 2: La elipse

Contenido 1: Elipse con focos en el eje x

Seccion 2: La elipse

Aprendizajes esperados

Determina elementos de elipses cuyo eje

Definicion : . mayor esta sobre el eje x.
Elipse es el conjunto de todos los puntos P del plano
tales que la suma de las distancias de P a los dos puntos
v son fijos F, yF, (focosp)‘:s c;r;stante, es decir [] Secuenc|a:
+ =2a, donde a>0 . -
. S Ahora se estudia una conica totalmente
V(-a0 El punto medio del segmento V|V, se llama centro de la

elipse. El eje mayor es el segmento V,V,, el eje menor
es el segmento E|E,.

La ecuacion de la elipse con eje mayor en x y centro en
el origen (0, 0) es

X ¥
?+?: 1, donde a>b>0.

nueva para el estudiante: la elipse. En
el estudio de esta se deduciran algunos
elementos similares a los de la parabola, y
otros totalmente diferentes. Sin embargo,

los elementos de esta conica tienen mas
similitud con la coénica que se estudiara
posteriormente: la hipérbola.

(En la pagina 109 esta la demostracion de esta ecuacion.)

2 2
Elementos de la elipse % 4F % =1, donde a>b>0
1. Tiene dos vertices V, (a, 0)y V, (—a, 0)y dos extremos E, (0, b) y E, (0, —b).

2. El eje mayor y el eje menor estan ubicados en los ejes x y v respectivamente, teniendo el
primero longitud 2a y el segundo longitud 2b.

= Puntos esenciales:

Explicar que la constante 2a mostrada
en la igualdad PF,+PF,=2a se justifica
mediante el uso de la grafica y la definicién
brindada de elipse: si el punto P es uno de
los vértices, por ejemplo, V., es evidente
que V,Fi+V,F,=2a.

3. El eje mayor contiene los dos focos F, (¢, 0) y F, (—¢, 0), con ¢>0.
4. Se dalarelacion ¢*=a’—b* entre a, by c. Por tanto ¢ = /a*— b*.

Ejemlplo Determine la ecuacion de la elipse cuyos focos son F, (3, 0) y F, (=3, 0) y vértices
V,(5,0)yV,(—5,0).

Los focos y vértices estan ubicados en el eje x, entonces el eje mayor también esta ubicado
en este, observandose que c=3y a=5.

Se sustituye a=5y c=3 en c?=a?—b?y se tiene

Mostrar2 que la prueba de la ecuacion
2

F=5-p X Yy _ i
0251 p + % =1 se plantea como un desafio,
b*=25-9 el cual tiene similitud en complejidad a la
b*=16 . : .

b=4 (b>0) obtencion de las ecuaciones de las parabolas

Por lo tanto, la ecuacién de la elipse es %+% =1. en la seccion anterior.

Inducir a la familiarizacion con los elementos
de la elipse cuyo eje focal es x, de manera
que pueda determinar los valoresde a, by ¢
para obtener la ecuacion de una elipse.

Determine la ecuacion de cada elipse, de acuerdo con los siguientes datos.
a) Focos F, (5,0) y F, (=5, 0), vértices V, (8,0)y V, (=8, 0).
b) Focos F, (2,0) y F, (—2,0), vertices V, (9,0) y V, (—9, 0).

S2: La elipse

@ Determine la ecuacion de la elipse cuyos focos son
C1: Elipse con focos en el eje x

F,(3,0) yF, (—3,0) y vértices V;(5,0) y V, (—5,0).

@ ¥ - De los focos se puede deducir ’
L N =3 | arti
L) Focos: puntos fijos F1 y F2 quec= 5y porios vertices LQ®
Vértices: V1 y Va2 e () = (5) - b? / \
V,(—a,0) _ V (@, 0) : = — _ B
co 0  Feo = Ejemayor: segmento ViV 9 —o5_p2 <O Fl 9o AR
Extremos: E1 y E> b? =25-9=16 \/
Eorb) Eje menor: segmento E{E> b = 4 (l; >0) o
) » Por tanto, LA
Los puntos P de la elipse verifican que la 25 16

@ Determine la ecuacion de la elipse, si tiene:
a) Focos F;(5,0)yF, (=5,0) y vertices
V1(8,0) y V; (=8,0).

De los focos se deduce que ¢ = 5y por los vértices

suma de las distancias de P a los focos es
una constante.

Ecuacion de la elipse con focos en el eje x y centro (0, 0)

Vértices: V;(a,0) y V,(—a,0) que a = ;3 .
Extremos: E;(0,b) y E,(0,—b) 25 = %4_ izz
Focos: F,(c, 0 F,(—c,0 = -
Cz=a2_1(lfz)y 2(=6,0) b? = 64 —25 =39

X2 y? b =+/39 (b > 0)
Ecuacion: —+-—==1 X2 y?

2 b? Por tanto, =~ +2-= 1
a or tanto 64+ 39
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Uidad 5: Conicas

Aprendizajes esperados

Determina elementos de elipses cuyo eje
mayor esta sobre el eje y.

Contenido 2: Elipse con focos en el eje y

La ecuacion de la elipse con eje mayor sobre el eje v, y centro en el origen (0, 0) es:

. V,(0, c{)
= Secuencia:, , Rl
.z x_ L _ 1 . . P(x,y)\><,_ 2 g2

La ecuacion ,z T3z =1 define una elipse B0 £(6.0) 4+ 5z =1, donde a>b>0.
cuyo eje focal (eje que contiene a sus focos) "0 x
es x. En este contenido se estudia la elipse 0 —¢

. x? ) . V,0, —a
cuya ecuacion es +=5 =1, cuyo eje focal

3
a
es y. Si se brindan algunos elementos de una
elipse se puede determinar la ecuacion de
. . o, 1. Tiene dos vértices V, (0, V, (0, —a) y dos ext E, (b,0) y E,(—b,0).

esta. En contenidos posteriores se analizaran lene dos vértices V, (0. a) y V, (0. —a)y dos extremos E, (5. 0) y E, (=6,0).

i ., 2. El eje mayor y el eje menor estan ubicados en los ejes y y x respectivamente, teniendo el
los casos reciprocos: dada la ecuacion de la primero longitud 2a y el segundo longitud 2b.

elipse, determinar sus principales elementos. 3. El eje mayor contiene los focos F, (0, ) y F, (0, —c), con ¢>0.
4. Sedalarelacion ¢?=a?— b’ entre a, by c. Por tanto ¢ = y/a?— b?.

2 2
Elementos de la elipse % +% =1, donde a>b>0

= Puntos esenciales:
Inducir a la familiarizacion con los elementos

E:ie’",l’lo Determine la ecuacion de la elipse con focos F, (0, J7T)y F, (0, — J/7) y vértices

de la elipse cuyo eje es y, de manera que V, (0,4)y V,(0, —4).
pueda dEtermma_r’lOS valores (_je a, b y ¢ para Como los focos y vértices estan ubicados en el eje v, el eje
obtener la ecuacién de una elipse. mayor esta sobre este eje. oo
De los focos se deduce que ¢= 7 y por los vértices que Y

. g a=4.
Hacer notar que si los focos y vértices So sustiuye a—4 y o= 47 on fmgimb? OO
tienen abscisa 0, el eje focal es y, este es (Tf =4t EQOL £3.0)
el indicador de que la ecuzacic')n a determinar 7=16-b" F.0L 1)

2 b*=16-7
es de la forma # +% =1. La relacién b=9 Vi0,-9)

pitagérica ¢*=a’—b* es fundamental para b=3,(6>0)

<

2
Por lo tanto, la ecuacién es % + 16 = 1.

[=2]

este proposito. T
Determine en cada inciso la ecuacion de la elipse con los datos dados.
a)Focos F, (0,3) y I, (0, —3), vértices V, (0,4) y V, (0, —4).
b) Focos F, (0, 1) y F, (0, —1), vertices V, (0,3) y V, (0, —3).

—_

C2: Elipse con focos en el eje y @ Determine la ecuacion de la elipse, si tiene:
Ecuacion de la elipse con focos en el eje y y centro (0, 0) a) Focos F;(0,3)y F, (0,—3) y veértices
v V,(0,4) y V;, (0,—4).
V,(0, a),
Veértices: V,(0,a) y V,(0,—a) De los focos se deduce que ¢ = 3 y por los
Extremos: E;(b,0) y E,(—b,0) vértices que a = 4.
(6,.0) Focos: F;(0,¢) y F,(0,—c) 3% =4)?-p?
X 2= g2 _p2 9 =16—b?
ox? y? b2 =16—-9=7
EcuaC|on:b—2+§:1 b =7 (b>0)
x* v
Por tanto, = + 6= 1

@ Encuentre la ecuacion de la elipse cuyos focos son
F,(0,V7) y F, (—V7,0) y vértices V;(0,4) y V, (0, —4). b) Focos F;(0,1) yF, (0,—1) y vértices

V1(0,3) y V; (0,-3).

De los focos se deduce que ¢ = 1y por los

vértices que a = 3.

Como los focos estan en el eje y, entonces el eje mayor
es el eje y. De los focos se deduce que ¢ =7 y de los

vértices que a = 4. v.o.af 125t p2
7 =16 —b? /r\@\m 1=9_p2
22 _ 36 -7 R e bp?=9-1=8
b=3,(b>0) eol b=+8(b>0)
Por lo tanto x + 2 1 V,(0,—4) Por tanto ﬁ + 3’_2 =1
9 16 ) 9
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El

Ejemplo ) Dada Ia ecuacion de la elipse 4x*+100y* =

EZ

.3 Elementos de la elipse con focos en el eje x

Contenido 3: Elementos de la elipse con focos en el eje x

2 2
[ Dada la ecuacion de la elipse 5‘—5 + % =1, encuentre su centro, focos, vértices y extremos. ]

Seccion 2: La elipse

Aprendizajes esperados
Determina elementos de elipses cuyo eje
mayor esta sobre el eje x a partir de su
ecuacion.

! x> ¥ ' X2, ¥
La ecuacion 55 T4 = 1seescribeenla forma 5 +57=1,
ycomo 0 <2 < 5, entonces a=5y b=2.

Se utiliza la expresion ¢* = a®— b*, se tiene que:
c’=25-4=21

Por lo tanto, ¢ =21, (¢>0),

siendo los elementos de la elipse los siguientes: -2
Centro (0, 0)

Focos F, (/21, 0) y F,(—/21, 0)

Veértices V, (5,0) y V, (=5, 0)y extremos E, (0,2) y E, (0, —2)

Para encontrar los elementos de una ellpse cuyos focos se encuentran en el eje x,
se identifican a y b a partir de la ecuacion 2 SREVS e =1, con a>b>0, calculandose después
¢ mediante la formula ¢* = a’—b*. De esta forma se obtienen:

focos: F, (¢, 0) y F,(—c, 0), vértices: V, (a, 0) y V, (—a, 0), extremos: E, (0, b) y E, (0, —b).

Encuentre los vértices, focos y extremos de Ias ellpses dadas por las ecuaciones siguientes:

a) gy =1 b) 35+ 15 =1

100, obtenga sus vértices, focos y
extremos.

La ecuacion dada se transforma en la forma x—§+ Z—; = 1 dividiendo ambos lados por 100

4x* | 100* _ 100
700 T 100~ 100+ ©sdecir 25 =1

=1,luego,a=5y b=1.

de donde se obtiene ’5c22 + f:

Utilizando la expresion ¢® = a®— b*, se tiene que:
*=25-1=24

Porlo tanto ¢ =424 =26, (¢>0).

Su centro es (0, 0), los focos F, (2/6,0) y F,(-2/6,0),
los vértices V, (5,0) y V, (=5, 0) y los extremos E, (0, 1) y E, (0, —1).

Encuentre vértices, focos y extremos de las elipses dadas por las siguientes ecuaciones:
a) 3x°+27y*=27 b) x*+9y° =36

= Secuencia:

En contenidos anteriores de esta seccion se
determinaron ecuaciones de elipses a partir
de elementos de estas, tales como vértices
y focos. En este contenido y el proximo se
abordara el caso reciproco: dada la ecuacion
de una elipse, determinar sus principales
elementos.

= Puntos esenciales:

Identificar, a partir de la ecuacién brindada,
que la elipse tiene como eje focal a x
analizando los denominadores de los
términos cuadraticos.

Hacer notar que la relacion pitagorica
c*=a*—b*> se Utliza para conocer las
coordenadas de los focos.

Explicar que en los casos en los que el lado
derecho de la ecuacion de la elipse no sea 1,
ambos lados deben dividirse por la constante
que se muestre en dicho lado.

Recordar cémo estan definidas las coorde-
nadas de los vértices, focos y extremos de
la elipse.

—_

C3: Elementos de la elipse con focos en el eje x Obtenga vértices, focos y extremos de:

2 2
a) T+l =1

2 2
@ Dada la ecuacién de la elipse ’2‘—5 + yT =1, 5
7ot xZ 2
encuentre su centro, focos, vértices y extremos. = + Z_Z =1 dedondea=3yh=2

@xz yz x2 yz C:\/az_b2=V9—4=\/§,(c>O)
sty leomtE=1 Focos: F,(v/5,0) y F, (—V/5,0)
Vértices: 1,(3,0) yV, (—3,0)

—

A\
— b2 =+25-14 ,5\\0‘/5 % Extremos: E;(0,2)y E, (0,—2)
=+/21,(c > 0), — @ Dada la ecuacién 4x? + 100y? = 100, obtenga

sus veértices, focos y extremos.

Elementos de la elipse:
Centro: (0,0)

Focos: F;(v/21,0) y F, (—V21,0)
Vértices: V,(5,0) y V, (=5,0)
Extremos: E;(0,2)y E, (0,—2)

4x2 100 _ 100 2
— ” de donde = y—2
100 100 1

c =+a?—b? =\/25——1=2\/6_,(c>0)
Focos: F;(2v6,0) y F, (—26,0)
Vértices V,(5,0) y V, (—5,0)
Extremos E;(0,1) y E, (0,—1)

=1

Para encontrar los elementos de una elipse dada
su ecuacion, se identifican a y b, y se calcula c. Encuentre vértices, focos y extremos de la

elipse con ecuacion: a)3x? + 27y? = 27.
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Unldad 5: Conicas

4 Elementos de la elipse con focos en el eje y

Aprendizajes esperados
Determina elementos de elipses cuyo eje
mayor esta sobre el eje y a partir de su
ecuacion.

Contenido 4: Elementos de la elipse con focos en el eje y

2
P [ Dada la ecuacion de la elipse xTJr 16

yz

=1, encuentre su centro, focos, vértices y extremos. ]

S

= Secuencia:

En el contenido anterior se determinaron los
elementos principales de una elipse con eje
focal x, a partir de su ecuacién. En este se
consideran elipses cuyo eje focal es y, y a
partir de su ecuacion se determinan focos,
vértices y extremos de esta conica.

= Puntos esenciales:

Identificar, a partir de la ecuacion brindada,
que la elipse tiene como eje focal a y
analizando los denominadores de los
términos cuadraticos.

Hacer notar que la relacion pitagérica
c¢>=a’—b*> se utliza para conocer las
coordenadas de los focos.

Explicar que en los casos en los que el lado
derecho de la ecuacion de la elipse no sea 1,
ambos lados deben dividirse por la constante
que se muestre en dicho lado.

Recordar como estan definidas las
coordenadas de los vértices, focos vy
extremos de la elipse.

Insistir en que las raices cuadradas que se

C

yz

La ecuacion x72+ﬁ: 1 se escribe en la forma 22 + i =1,ycomo 0 < 2 < 4, entonces

a=4yb=2. ok

Se utiliza la expresion ¢ = a®— b2, se tiene que T
c=16-4=12

Pgr lo tantq c= Y12 =243, (¢>0), siendo los elementos de la %4‘.2_;

elipse los siguientes: \ |

Centro (0, 0)

Focos F, (0, 2/3) y F, (0, —2,/3) Y

Vértices V, (0,4)y V, (0, —4) y extremos E, (2, 0) y E, (-2, 0). B

Ejemp/o Dada la ecuacion de la elipse 25x* + 9y* =

Para encontrar los elementos de una ellpse cuyos focos se encuentran en el eje y,
se identifican a y b a partir de la ecuacion b2 +* yz =1, cona>b>0, calculandose después
¢ mediante la formula ¢’ = a®*— b°, De esta forma se obtienen:

focos: F, (0, ¢)y I, (0, —c), vértices: V, (0,a)y V, (0, —a), extremos: E, (b, 0) y E, (—b, 0).

225, obtenga sus vértices, focos y extremos.

v

La ecuacion dada se transforma en la forma z— i 1 dividiendo ambos lados por 225

25x* | 9y* _ 225 oxt Y
225 T 225 ~ 205 esdedir gt og =1,

de donde se obtiene ?;22 + %’z =1.Luego,a=5yb=3

Utilizando la expresion ¢® = a®— b*, se tiene que
*=25-9=16

V16 =4, (¢>0).

En conclusion, su centro es (0, 0), los focos F, (0, 4) y F, (0,
y extremos E, (3,0)y E, (-3, 0).

Porlotanto ¢ =
—4), vértices V, (0, 5) y V, (0, —5)

extraigan para determinar los valores de
a, b o ¢ seran positivas puesto que estos
representan longitudes de segmentos.

t

Encuentre vértices, focos y extremos de las elipses dadas por las siguientes ecuaciones:
X,y X,y
=1 b) g +4g=1

a) g +t35= c) 9x*+4y° =36

—Q_

C4: Elementos de la elipse con focos en el eje y

@ Dada la ecuacion de la elipse = + —=1,

encuentre su centro, focos, vertlces y extremos.

y

xZ yZ xZ yZ
sl 4=
@4+16 cnte

=1
-b>=V16—4
=2v3,(c > 0)

Elementos de la elipse:

Centro: (0,0)

Focos: F,(0,2v/3) y F, (0,—2v/3)
Veértices: V;(0,4) y V, (0,—4)
Extremos: E;(2,0)y E, (—2,0)

Para encontrar los elementos de una elipse dada
Su ecuacion, se identifican a y b, y se calcula c.
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Dada la ecuacion 25x2 + 9y? = 225, obtenga sus
vértices, focos y extremos.

25x2
225

225
—_—=— dedonde—+——
225 225

c=\/m=\/25_—=4,(c>0)
Focos: F;(0,4) y F, (0,—4)
Vértices V/,(0,5) y V, (0,—5)
Extremos E;(3,0) Yy E, (=3,0)

9y?

@ Obtenga vértices, focos y extremos de: a) %2 + ﬁ =1
xZ y2
3—2+6—2= 1 dedondea=6yb=3
—b2=+v36-9=3V3,(c>0)
Focos: F;(0,3V3) y F,(0,—3V3)
Vértices V;(0,6) y V, (0,—6)
Extremos E;(3,0) y E, (—3,0)



Seccion 3: La hipérbola

Seccion 3: La hipérbola Aprendizajes esperados

Determina elementos de hipérbolas cuyos

Contenido 1: Hipérbola con focos en el eje x , .
focos estan sobre el eje x.

Hipérbola es el conjunto de todos los puntos P del plano
con la propiedad de que el valor absoluto de la diferencia .
de las distancias de P a los puntos fijos F, y F, (focos), es = Secuencia:

constante, es dedir, |PT,~PY,|=2a, donde a>0. Ahora se estudia la Ultima coénica: la
hipérbola. En el estudio de esta se deduciran
algunos elementos muy similares a los de la

El punto medio del segmento que une a F, y F, se llama
centro O de la hipérbola, V, y V, son los vértices de esta.

La ecuacion de la hipérbola con centro en el origen (0, 0)

y focos ubicados en el eje x es: elipse: vértices, focos, eje focal, lado mayor
X ¥ =1, donde a>0 y 5>0. y lado menor.
(En la pagina 115 esta la demostracion de esta ecuacion) - Puntos esencia|eS'
Elementos de la Hipérbola 7>~ = 1, donde >0 y >0 Explicar que la constante 2a mostrada en
1. Tiene dos focos F, (¢, 0) y F, (—¢, 0), donde ¢>0; dos vertices V, (a, 0)y V, (—a, 0) y dos la igua|dad | PF, — PF, | =2a se justifica

extremos E, (0, b) y E, (0, —b). Los focos y vértices estan sobre el eje x. N . .
3 ) 3y mediante el uso de la grafica y la definicién
2. Larelacion entre a, b y ¢ queda establecida con la expresion ¢ = a*+ b*.

] ] , , b b brindada de hipérbola: si el punto P es uno
3. Tiene dos asintotas, determinadas por las ecuaciones y = aXy y=—gXx. ;o . .
de los vértices, por ejemplo, V;, es evidente
[:]'emlnlo Determine la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas, si tiene por focos F, (5, 0) y que V1 Fz - V1 F1 =2a.
F,(—5,0)y vértices V, (4,0)y V, (-4, 0).
Dado que los focos y vértices estan en el eje x, la ecuacion de la hipérbola es de la forma Notar 2que la prueba de la ecuaciéon
Xy _ - _ X2 )
Py & 1. De los focos se deduce que ¢ =5y por los vértices que a =4. = % =1 se plantea como un desaflo,
Se sustituye a=4yc=5en ¢*=a’+b* a i Lo B
2 a2 4 2 el cual tiene similitud en complejidad a la
25=16+0" obtencion de las ecuaciones de las parabolas
b*=25-16=9
b=3, (b>0) y elipses.

Por lotanto, la ecuacion de la hipérbola es 1¢ Inducir a la familiarizacion con los elementos

de la hipérbola cuyo eje focal es x, de manera
t que pueda determinar los valoresde a, by ¢

Determine para cada inciso la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas si tiene: para obtener la ecuacion de una hipérbola.
a) Focos I, (10,0) y F,(-10,0), vértices V, (6,0) y V,(-6,0).

b) Focos F, (,'5,0) y F, (~5,0), vértices V, (1,0)y V, (~1,0). Recordar el concepto de asintota.

#

Las asintotas son: y = %x y y=-— %x

S3: La hipérbola . @ Determine la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas,
C1: Hipérbola con focos en el eje x si tiene F,(5,0) y F, (=5,0) y V,(4,0) y V, (—4,0).
@ ’ v=be De los focos se deduce que c = 5
. . Focos: puntos fijos F1 y F2 y de Iossvtzrtlcies qlzJe o 4. Luego
o e () =M@)"+b
g Veértices: Vi y V2 25 =16+ b2
= \ Extremos: E1 y E2 b? =25-16=9
b =3,(b>0)
Los puntos P de la hipérbola verifican que el Loox2 oy
i . Ecuacion: ——=—=1
valor absoluto de la diferencia de las ) 169 3
distancias de P a los focos es una constante. Asintotas: y = x,y = —_x
Ecuacion de la hipérbola con focos en el eje x y @ Determine la ecuacioén y asintotas de la hipérbola si tiene:
centro (0,0) a) Focos F,;(10,0)y F, (—10,0) y vértices
. Vi(6,0)yV, (—6,0
Vértices: V,(a,0) y V,(—a,0) 160y V2 (=6.0) o
Extremos: E,(0,b) y E,(0,—b) De los focos se deduce que ¢ = 10 y de los vértices

que a = 6. Luego

Focos: F;(c,0) y F,(—c,0) (10)? = (6)% + b?

¢? = a® + b?

100 =36+ b?
x? y? 2
Ecuacion: — —-—>=1 b =100—-36 =64
a* b b =8(b>0)
b b Lo ox2 YR . . 4 4
Asintotas:y =—x y=——x Ecuacion: ’3‘—6 —% =1 Asintotasiy =Zx,y=—-x
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Hipérbola con focos en el eje y

Aprendizajes esperados

Determina elementos de hipérbolas cuyos )
f t4 b | ei ’ ) B Ecuacion de la hipérbola con centro en el origen (0, 0) y
OCOs estan sopre el €je y. off /" focos ubicados en el eje y

/ La ecuacioén de la hipérbola con centro en el origen (0, 0) y
/ focos ubicados en el eje v es:

= Secuencia: TN .
N 4 . . Ll 22—22:1,d0nde a>0y b>0.
La ecuacion <5 — =75 = 1 define una hipérbola
) a’ b . '
cuyo eje focal (eje que contiene a sus focos)
es x. En este contenido sezestudia la hipérbola
cuya ecuacion es % —% =1, cuyo eje focal
es y. Si se brindan algunos elementos se
puede determinar la ecuacion de la hipérbola
correspondiente. En contenidos posteriores

se analizaran los casos reciprocos.

2
Elementos de la hipérbola % = ’I% =1,donde a>0y 6>0

1. Tiene dos focos F, (0, ¢) y F, (0, —c), donde ¢>0; dos veértices V, (0, a)y V, (0, —a) y dos
extremos E, (b, 0) y E, (=b, 0). Los focos y vértices estan en el eje y.

2. Larelacion entre a, b y ¢ queda establecida con la expresion ¢ = a®+ b,

3. Tiene dos asintotas, determinadas por las ecuaciones y = %x yy =7%x.

= Puntos esenciales: Ejemp/o Determine la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas, si tiene por focos F, (0, 4) y
. . » F, (0, —4)y vértices V, (0,3)y V, (0, —3).
Inducir a la familiarizacion con los elementos

dela hipérbo|a cuyo eje focal es y, de manera Dado que los focos y vértices estan en el eje v, la ecuacion de la hipérbola es de la forma
que pueda identificar o determinar los valores zz = = 1. De los focos se deduce que ¢ = 4 y por los vértices que a = 3.
de a, b y c para obtener la ecuacién de una Sustituyendo @ =3y c=4 en ¢*=a*+b* P
hipérbola. 42=3+ b v=5x
16=9+b? zf,“f’: ‘
Explicar que si los focos y vértices tienen b=16-9=7 § zm
. . - b=y7, (b>0) St AT
abscisa 0, el eje focal es y, este es el indi- . 3 3
Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola es % — x7 =1 o/ —alV: N
cador de que Ia ecuaC|on a determinar es de ) 3 3 RO y=- & x
y Las asintotas son: y = Wx y ¥y= f/—7x v
la forma ?_F =1. La relacion pitagdrica !
¢*=a*+ b* es fundamental para esto. t
Determine en cada inciso la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas si tiene:
a) Focos I, (0,5) y F, (0, —5) y vértices V, (0,3) y V, (0, —3).
b) FocossonF, (0, v8) y F,(0,— /8) y veértices V,(0,2)yV,(0,-2).
C2: Hipérbola con focos en el eje y @ Determine la ecuacion y asintotas de la
hipérbola si tiene:
@Ecuacién de la hipérbola con focos en el eie v v centro (0, 0) a) Focos F,(0,5)yF, (0,—5) y vértices
Vértices: V,(0,a) y V,(0,—a) V1(0,3) yV, (0,-3)
Extremos: E;(b,0) y E,(—b,0) c=5ya=23, luego
Focos: F;(0,¢) y F,(0,—c) (5)? =@3)*+»p?
c? = g2 + b2 25 =9+ b?
Loy x? b? =25-9=16
Ecuamon:;—b—Z:l b2=42 (b >0)
Asintot a a Ecuacion: ——’16—6—1
sintotas: y =—x y=——x
_ - b b Asintotas:y =2x,y = —2x
Determine la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas, 4 4
si tiene F,(0,4) y F, (0,—4) y V;(0,3) y V, (0,-3). b) Focos F,(0,4/8)y F, (0,—V8) y vértices
De los focos se deduce que ¢ = 4 y de los vértices V1(0,2) y Vv, (0,-2)
que a = 3. Luego , (o3, c=+8ya=2,luego
(4)? =(3) +b? / 7 (W8)2 = (2)% +b?
16 =9+b2 3TV, 8 :4-+b2
b> =16-9=7 E,(/7,0) E(,7.0) b? =8—4=4
b =+7,(b>0) 9 x b =2,(b>0)
L y? 2 /=3 V2N 2 N
Ecuacion: - ——-=1 ~4lr,0 3 Ecuacion: & — = =1
. ° 3 © Y= ¥ . 4
Asintotas: y = FOY=—5X Asintotas: y = x,y = —
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Contenido 3: Elementos de la hipérbola con focos en el eje x

2 2
P [ Dada la ecuacion de la hipérbola 5% - % = 1, obtenga su centro, focos, vértices y extremos. ]

S

2 yZ 2 y2
La ecuacion 55— =1 se escribe enla forma %77 =1,dedonde a=5y b=2.
Se utiliza la expresion ¢ = a’+b?, se tiene que
c*=25+4=29.

Por lo tanto ¢ = 29, (¢>0) siendo los elementos
de la hipérbola los siguientes:

Centro: (0, 0)
Focos: F, (v29,0)y F, (—+29,0)
Vértices: V, (5,0)y V, (—5, 0)y extremos: E, (0, 2) y E, (0, —2).

Para encontrar los elementos de una hipérbola cuyos focos estan en el eje x, se identifican
2 2
a y b a partir de la ecuacion %7%= 1, calculandose después ¢ mediante la formula

¢*=a’+b?, con ¢ > 0. De esta forma se obtienen:

Focos: F, (c,0) y F, (—c, 0), vértices: V, (a, 0)y V, (—a, 0), extremos: E, (0, b) y E, (0, —b).

El

Dada la ecuacion de la hipérbola obtenga sus vértices, focos y extremos.
2 2 2
8) Gy =1 b) 35~ =1
f:jemp/a Dada la ecuacion de la hipérbola 9x?—4y* =36, obtenga centro, vértices, focos y
extremos.
2 2
La ecuacion dada se transforma en la forma % - % =1, dividiendo ambos lados por 36.

9x* _ 4y _ 36 .
36 36 — 36 es decir 479 =1,

2 y2
de donde se obtiene ’262 -3 = 1,luego a=2y b=3.
Utilizando la expresion ¢” = a’+ b*, se obtiene que:
c*=4+9=13,
por lo tanto ¢ = 13, (¢>0).

Su centro es (0, 0), los focos F, (v13, 0) y F, (— 13, 0), vértices V, (2,0)y V, (=2, 0) y
extremos E, (0, 3) y E, (0, —3).

t. . — ”
Dada las ecuaciones de las hipérbolas encuentre sus vértices, focos y extremos.
a) 4x*—y*=4 b) 9x*—16y* = 144

#

C3: Elementos de la hipérbola con focos en el eje x

2 2
@ Dada la ecuacién de la hipérbola ’ZC—S -L =1,

4
encuentre su centro, focos, vértices y extremos.

@xz y? X% y?
e -1
25 4 T2 22

c=+524+22 =V25+4
=29,(c > 0)

Elementos de la hipérbola: @

Centro: (0,0)

Focos: F,(v/29,0) y F, (—V/29,0)

Veértices: V;(5,0) y V, (=5,0)

Extremos: E;(0,2)y E, (0,—2)

Para encontrar los elementos de una hipérbola

dada su ecuacion, se identifican ay b, y se
calcula c.

Seccion 3: La hipérbola

Elementos de la hipérbola con focos en el eje x

Aprendizajes esperados
Determina elementos de hipérbolas cuyos
focos estan sobre el eje x a partir de su
ecuacion.

= Secuencia:

En contenidos anteriores de esta seccidn
se determinaron ecuaciones de hipérbolas
a partir de elementos de estas. En este
contenido y el préximo se abordara el caso
reciproco: dada la ecuacién de una hipérbola,
determinar sus principales elementos.

En este contenido se consideran hipérbola
cuyo eje focal es x, en el siguiente se trataran
hipérbola cuyo eje focal es y.

= Puntos esenciales:

Identificar, a partir de la ecuacién brindada,
que la hipérbola tiene como eje focal a x
analizando los denominadores de los términos
cuadraticos.

Hacer notar que la relacion pitagdrica
c>=a’+b*> se tliza para conocer las
coordenadas de los focos.

Explicar que en los casos en los que el lado
derecho de la ecuacion de la hipérbola no
sea 1, ambos lados deben dividirse por la
constante que se muestre en dicho lado.

Recordar como estan definidas las coorde-
nadas de los vértices, focos y extremos de la
hipérbola.

@ Obtenga vértices, focos y extremos de:

2 2
a)t-L=1
9 4

2z =1 dedondea=3yb=2

c=+/324+22 =V9+4=+13,(c > 0)
Focos: F,(v/13,0) y F, (—V/13,0)
Veértices: V,(3,0) y V, (—3,0)

Extremos: E;(0,2)y E, (0,—2)

x2 yZ
2

Dada la ecuacion 9x2? — 4y? = 36, obtenga
sus vértices, focos y extremos.

9x2  4y? 36 x2 2
— -2 == dedonde = — % =
36 36 36 22 32

c=+22432=v4+9=+vV13,(c >0)
Focos: F,(v/13,0) y F, (—/13,0)
Veértices V,(2,0) y V, (—2,0)
Extremos E;(0,3) y E, (0,—3)

Encuentre vértices, focos y extremos de la
hipérbola: a)4x? —y? = 4.
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Unldad 5: Conicas

Aprendizajes esperados
Determina elementos de hipérbolas cuyos
focos estan sobre el eje y a partir de su
ecuacion.

= Secuencia:

En el contenido anterior se determinaron los
elementos principales de una hipérbola con eje
focal x, a partir de su ecuacion. En este se con-
sideran hipérbolas cuyo eje focal es y, y a partir
de su ecuacion se determinan focos, vértices y
extremos de esta conica.

= Puntos esenciales:

Identificar, a partir de la ecuacion brindada,
que la hipérbola tiene como eje focal a y
analizando los denominadores de los términos
cuadraticos.

Hacer ver que nuevamente la relacion pitago-
rica ¢>=a’+b* se utiliza para conocer las
coordenadas de los focos.

Insistir en que en los casos en los que el lado
derecho de la ecuacioén de la hipérbola no sea
1, ambos lados deben dividirse por la constante
que se muestre en dicho lado.

Recordar como estan definidas las
coordenadas de los vértices, focos y extremos
de la hipérbola, para asi completar estos
elementos satisfactoriamente.

Observar que las raices cuadradas que se
extraigan para determinar los valores de a, b o
¢ seran positivas.

C4: Elementos de la hipérbola con focos en el eje y

Dada la ecuacion de la hipérbola y? — =
encuentre su centro, focos, vértices y extremos.

xZ yZ xZ
@yz_zzl(—)ﬁ—?=1\ V5
4

4 Elementos de la hipérbola con focos en el eje y

Contenido 4: Elementos de la hipérbola con focos en el eje y

2
P [ Dada la ecuacion de la hipérbola y*— xT = 1, obtenga su centro, focos, vértices y extremos. ]

S

Vo x? . )

e 1, lo cual permite afirmar que a=1y
b=2. Se utiliza la expresion ¢’ = a*+ b*, para obtener c, asi se tiene

¢*=1+4=5, luego c¢=5, (¢>0)

2
La ecuacion y* 7xT =1, sellevaalaforma

Por tanto, los elementos de la hipérbola dada son:
Centro: (0, 0)

Focos: F, (0, v5)yF, (0, —/5)

Veértices: V,(0, 1) y V, (0,
E, (2,0

—1) y extremos: E, (2, 0) y

Para encontrar los elementos de una hipérbola cuyos focos estan en el eje v, se identifican
a 'y b a partir de la ecuacion z bz =1, calculandose después ¢ mediante la férmula, con
¢ > 0. De esta forma se obtienen:

Focos: I, (0, ¢) y F, (0, —c), vértices: V, (0,a)y V, (0

, —a), extremos: E, (b, 0)y E, (=5, 0).

El

Dada la ecuacion de la hipérbola obtenga sus vértices, focos y extremos.
2 2 2
a) 4 - =1 b) 35 —x*=1

E_jem'plo Dada la ecuacion de la hipérbola 25y*—4x* = 100, obtenga centro, vértices, focos y
extremos.

2 2
Para transformar la ecuacién dada a la forma %7% =1, se divide por 100 cada lado.

a
25y°  4x* _ 100
100 100 — 100’
x* VX

o5 = 1, transformandose esta en e 1luego a=2y b=5.

a’+b?, setiene ¢*=4+25=29 porlotanto ¢ =429, (¢>0)

—29), vértices V, (0, 2) y V, (0, —=2) y

Y
es decir 4
Utilizando la expresion ¢* =

Su centro es (0, 0), focos F, (0, v29) y F, (0,
extremos E, (5, 0) y E, (—5, 0).

Dadas las ecuaciones de la hipérbola encuentre sus vértices, focos y extremos.
a) 9°—x*=9 b) 25y*—16x* =400

#

@ Obtenga vértices, focos y extremos de:
) yZ xZ

1 9 4

2 2
33}—2—’2(—2=1 dedondea=3yb=2

Elementos de la hipérbola:
Centro: (0,0)

Focos: F,(0,V5) y F, (0,—/5)
Vértices: V;(0,1) y V, (0,—1)
Extremos: E;(2,0) y E, (—2,0)

Para encontrar los elementos de una hipérbola

c=+a?+b?=v9+4=+v13,(c > 0)
v=—lx Focos: F;(0,v13)y F, (0,—V13)
> Veértices V;(0,3) y V, (0,—-3)

Extremos E;(2,0) y E,(—2,0)

Dada la ecuacion 25y% — 4x? = 100, obtenga
sus vértices, focos y extremos.

25y2  4x2 100 vz x2
—_— = dedonde———
100 100 100 52

c=+22+52 =V4 + 25 =29, (c > 0)
Focos: F,(0,v29) y F, (0,—v29)
Vértices V,(0,2) y V, (0,—2)
Extremos E; (5,0) y E, (=5,0)

=1

dada su ecuacion, se identifican a y b, y se calcula

C.
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Encuentre vértices, focos y extremos de la hipérbola
con ecuacion: a) 9y? — x? = 9.
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Prueba de Matematica 11mo (30 min.) Fecha:

Unidad 5: Coénicas

Nombre: Seccion: /20
Sexo: M/ F
1. Determine la ecuacién de la parabola con: (2 puntos)

Foco F(5, 0) y directriz x =—5

2. Encuentre el vértice, eje de simetria, foco y directriz de la parabola y* = 8x.
(1 punto x 4 =4)
Vértice:
Eje de simetria:
Foco:

Directriz:

3. Determine la ecuacion de la elipse con focos F;(3,0) y F,(—3,0), y vértices
V,(5,0) y V,(-5,0). (2 puntos)

4. Encuentre vértices, focos y extremos de la elipse 25x*+ 9y* = 225.
(1 punto x 3 =3)
Vértices:
Focos:

Extremos:




5. Determine la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas, con focos F;(5,0) y
F,(—5,0) y vértices V,(4,0) y V,(—4,0). (2 puntos x 2 =4)

Ecuacién de la hipérbola:

Asintotas:

2
6. Dada la ecuacion de la hipérbola y° _xT =1, encuentre su centro, focos,

vértices, extremos y asintotas. (1 puntos x 5=15)
Centro:

Focos:

Veértices:

Extremos:

Asintotas:

Nombre:
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Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Aprendizajes esperados

Diagrama de arbol
Seccioén 1: Técnicas de conteo
Disefia diagramas de arbol para la resolu-

cién de problemas. Contenido 1: Diagrama de arbol

P Elias quiere disefiar la caratula de un libro cuyo titulo puede ser de color azul o rojo y el
. Secuencia: If;)r:goré;ﬁ;(li)e, naranja, café o blanco. ¢ Cuantas combinaciones de colores posibles hay para

En muchas situaciones del entorno interesa

determinar cuantas son las posibilidades Una posible combinacion para la caratula es el titulo en azul y fondo verde. Todas las posibles
de darse una accion programada. En combinaciones se muestran en el siguiente diagrama:
matema’tica, la determinacion de estas Color de Titulo Color de Fondo Combinaciones de colores
cantidades muchas veces se logra mediante Verde (V) A-V
las denominadas técnicas de conteo, en Al (A Naranja (N) A-N
las que se encuentran combinaciones, zul (3) Café (©) A-C
perr’n.utac[opes y a]gunas reglas (principios) Blanco (B) AB
de util y facil manejo.
En el estudio de las técnicas de conteo se Verde (V) R-V
partirda de un recurso grafico que muestra Naranja (N) R-N
. . Rojo (R
todas las posibles ocurrencias de una oie (R) Café (©) R-C
determinada accién, el diagrama de arbol. Blanco (8) R.B
L} Pu ntos esenciales: En conclusion, se pueden realizar 8 combinaciones de colores para disefiar la caratula
del libro.
Inducir a la comprension de que en el C
diagrama de arbol deben mostrarse todas
las posibles ocurrencias de la accidon Un diagrama de arbol es un recurso grafico donde se muestran todas las posibles
. combinaciones de una accién programada, las cuales pueden llevarse a cabo en un nimero
programada, sin faltar alguna- finito de formas. Se coloca una “rama” por cada posibilidad.
Insistir en que el orden de las posibilidades
en el diagrama de arbol es importante: t.
Contemp|ar las pOSib”idadeS de una primera Utilice un diagrama de arbol para resolver el siguiente problema:
forma referida a la accién. a partir de estas Misael tiene una camisa azul y otra blanca y 3 corbatas de color amarillo, verde y café,
’ respectivamente.

continuar con las posibilidades de una
segunda forma, luego con las de una tercera,
hasta agotar las posibilidades referidas a la

accion. —3_

¢ Cuantas formas de combinar una camisa y una corbata tiene Misael?

U6: Técnicas de conteo y probabilidad
S1: Técnicas de conteo
C1: Diagrama de arbol

@ Titulo puede ser azul o rojo

@ Leer en el libro de texto.

@ Misael tiene una camisa azul y otra blanca y 3
corbatas de colores amarillo, verde y café.
Fondo puede ser verde, naranja, café o blanco ¢ Cuantas formas de combinar una camisa y

. i . una corbata tiene éI?
Combinaciones para la caratula:

Azul: A Rojo: R Verde: V AZUl:_A Blanco: B ’
Café: C BIanCO: B Naranja: N AmaI'IIIO: AM Verde: V Cafe: C
Titulo  Fondo Combinaciones Camisa Corbata Combinaciones
M A-V AM A-AM
A N A-N A V A-V
C A-C C A-C
B A-B

\VJ R-V AM B-A
R N R-N B \V/ B-V
C R-C C B-C

S . 6 juegos puede usar
8 combinaciones para la caratula
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Ejemplo

Diagrama de arbol

Se requiere la formacién de un solo nimero de tres cifras con los digitos 1, 2, 3, sin
repeticion de alguno de estos, para abrir una cerradura de combinacion instalada en
una puerta. Encuentre el total de nimeros de tres cifras que se deben formar si no se
conoce la combinacion correcta.

Si la primera cifra del nimero fuese 1, la segunda cifra seria 2 o 3. Si escogemos el 2, la
tercera cifra es 3 obteniendo el arreglo 123. Pero si la segunda cifra fuese el nimero 3, la
tercera cifra tendria que ser 2, es decir, formando el nimero 132.

En el siguiente diagrama de arbol se muestran las 6 cifras posibles dentro de las cuales se
encuentra la combinacién correcta para abrir la cerradura.

1ra cifra 2da cifra 3ra cifra Combinaciones

2— 3 123

1 <
3——— 2 132
1—3 213

2 <
33— 1 231
1T—2 312

3 <
2 —1 321

En conclusién, el total de arreglos posibles es 6.

Seccioén 1: Técnicas de conteo

Aprendizajes esperados

Disefia diagramas de arbol
resolucion de problemas.

para la

Resuelva la siguiente situacion utilizando un diagrama de arbol:
Rubén tiene 2 pantalones, 2 camisetas y 2 gorras, de colores azul y negro en cada caso.
¢ Cuantos trajes de un pantalén, una camiseta y una gorra puede formar?

= Secuencia:

En muchas situaciones del entorno interesa
determinar cuantas son las posibilidades
de darse una accidon programada. En
matematica, la determinacion de estas
cantidades muchas veces se logra mediante
las denominadas técnicas de conteo, en
las que se encuentran combinaciones,
permutaciones y algunas reglas (principios)
de util y facil manejo.

En el estudio de las técnicas de conteo se
partira de un recurso grafico que muestra
todas las posibles ocurrencias de una
determinada accion, el diagrama de arbol.

= Puntos esenciales:

Inducir a la comprension de que en el
diagrama de arbol deben mostrarse todas
las posibles ocurrencias de la accién

programada, sin faltar alguna.

Insistir en que el orden de las posibilidades
en el diagrama de arbol es importante:
contemplar las posibilidades de una primera
forma referida a la accion, a partir de estas
continuar con las posibilidades de una
segunda forma, luego con las de una tercera,
hasta agotar las posibilidades referidas a la
accion.

¢,Cuantos numeros de tres cifras diferentes

@ Rubén tiene 2 pantalones, 2 camisetas y 2 gorras,
se pueden formar con las cifras 1,2y 37?

de colores azul y negro en cada caso. ¢ Cuantos
trajes puede formar?

1@ cifra 2% cifra 3™ cifra Combinacion

2——3 123
1< 3—2 132
Pantalon Camiseta Gorra Combinacion

1——3 213

Pantalon Azul: PA
Camiseta Azul: CA
Gorra Azul: GA

Pantalén Negro: PN
Camiseta Negra: CN
Gorra Negra: GN

31 cA PA-CA-GA
L PA<on pacnon

= 21 321 ON<"_2\ PAGN-GN
CA GA PN-CA-GA

Total de nimeros: 6 PN< GN PN-CA-GN
CN GA  PN-CN-GA

GN PN-CN-GN

8 trajes pueden formar
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Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Principio del conteo de la suma

Aprendizajes esperados

Aplica el principio de conteo de la suma en
la resolucion de problemas.

= Secuencia:

En este contenido se enuncia una regla de
conteo: Principio de conteo de suma, que
puede utilizarse bajo la condicion de que
las formas de ocurrencia de las acciones en
cuestion sean distintas. La comprension de
este sera de utilidad en el estudio de eventos
mutuamente excluyentes (seccion 2 de
esta unidad) y el calculo de la probabilidad
correspondiente a la unién de eventos de
este tipo.

= Puntos esenciales:

Explicar en la situacion del problema
la interpretacion correcta de los pares
ordenados de latabla: la primera componente
representa el numero mostrado en la cara
superior de uno de los dados y la segunda
indica lo obtenido en la cara superior del otro.

Insistir en que el principio de suma debe
aplicarse cuando las formas de ocurrencia
para la situacién A no forman parte de las
que definen a la situacion B, y viceversa.

Hacer notar que la suma al final de la
solucion del problema, da lugar a la que se
muestra en la conclusion, atendiendo a las
condiciones que deben satisfacerse.

"l
S

C

E_jemln/o

Contenido 2: Principio del conteo de la suma

Determine los posibles pares de nimeros cuya suma sea 6 0 9, que se pueden obtener al
lanzar 2 dados A y B.

A la derecha se muestran todos los B
resultados  posibles al lanzar dos | A 1 2 3 4 5 6
dados, representados como pares. Asi,
(1, 2) indica que el dado A caeen1y | 1 [(1L1)]|(1.2)[(1,3)|(1.4)[(1.5)|(1,6)
el dado B muestra 2 en la cara superior. 2 leny|e2les|esles|es
Hay 5 pares en los que la suma de los 3 131)[6.2/[@3,3)]3.4)]@3,5)](3,6)
valores que aparecen en las caras es 6.
Estos son: 4 (4,1) | (4,2)|(4,3)|(4,4)|(4,5)| 4,6)

(5.1).(4,2),(3,3).(2,4) y (1,5). 5 | (51)[(5,2)](53)[(5,4)](55)|(586)
También, los pares cuyos componentes 6 7(6,1) (6,2)[(6,3)](6,4) [ (6 5)| (6 6)
suman 9 son 4: 7

(6,3),(5.4), (4,5) y (3,6). Suman 6 Suman 9

Se observa que los pares cuyos componentes suman 6 son diferentes de los que suman 9.
Luego, el nimero de pares con componentes que suman 6 0 9 es
5+4=9.

Si la accion A se puede realizar de m formas distintas y la accién B se puede realizar de
n maneras distintas, y si las formas en las que puede ocurrir A son distintas de las de B,
entonces se puede realizar la accién A o B de m+n formas distintas.

Un cierto tipo de repuesto de automovil se vende en 6 tiendas de Masaya y en 8 tiendas
de Granada. Diga en cuantas tiendas se puede comprar el repuesto.

Se define la situacion A: obtener el repuesto en Masaya, la cual puede ocurrir de 6 maneras,
y B: obtener el repuesto en Granada, que puede darse de 8 formas, entonces el nimero total
de tiendas en las que se puede obtener el repuesto es

6+8=14.

Utilice el principio de conteo de la suma para resolver los siguientes ejercicios:

a) Sise lanzan dos dados, determine el nimero de casos posibles en los que la suma de los
nimeros de las caras es 7 u 11.

Un grupo escolar formado por 12 nifias y 14 nifios desean elegir su presidente.
¢ De cuantas maneras pueden hacer la eleccion?

Los grupos de décimo A y décimo B de un determinado Instituto constan de 43 y 38
alumnos respectivamente. ;De cuantas maneras puede seleccionarse un estudiante de
décimo A o de décimo B?

=

b

C

—_

C2: Principio del conteo de la suma

6 09 en el lanzamiento de dos dados Ay B.

@ Pares cuya suma es 6

(5,1),(4,2),(3,3), (2,4 y (1,5)
Pares cuya suma es 9

(6,3),(5,4),(4,5) y (3,6)
El nUmero de resultados sumando 6 0 9 es

5+4=9
@ Principio de conteo de la suma

m formas de darse 4
n formas de darse B

@ De cuantas maneras puede obtener un total de

Si las formas en que ocurre A son distintas de las
de B, entonces hay m + n formas de darse A o B.

@ De cuantas maneras puede obtener un
repuesto que se vende en 6 tiendas en Masaya
y 8 en Granada.
Total de formas para obtener el repuesto es:

6+8=14
@ Resuelva los ejercicios del LT.

a) Lanzar dos dados. La sumaes 7 u 11.
Casos cuya sumaes 7: (6,1), (5,2), (4,3),
(34), (2,5), (1,6)
Casos cuya suma es 11: (6,5), (5,6)
El numero de resultados sumando 7 0 11 es
6+2=8

b) Cantidad de nifias: 12 Cantidad de nifos: 14
Numero de formas de elegir el presidente:

12 +14 = 26
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:3 Principio de conteo de la multiplicacion

Contenido 3: Principio de conteo de la multiplicacién

P { ¢De cuantas maneras se puede escoger una vocal y una consonante de la palabra “canto”? ]

S

La palabra “canto” tiene las vocales: a y o, y las consonantes ¢, n y ¢, es decir hay dos
posibilidades de escoger una vocal:

< a Vocal Consonante  Arreglos
o ‘

Después de haber seleccionado una vocal, hay
tres posibilidades de escoger una consonante:

EL’
*
t
El diagrama de arbol de la derecha muestra las 6 maneras de escoger primero una vocal
y después una consonante. Este niumero coincide con el producto del nimero de formas

de obtener una vocal (2) y el numero de formas de obtener una consonante (3), es decir,
(ntmero de formas de escoger vocal) (nimero de formas de escoger consonante) = (2)(3)=6.

S B}
- 3 5 T 3 o
 © © ]/ /! R
o P
~ 3 8 ~ 3 a

Si un suceso o evento A puede ocurrir de m maneras, y luego otro suceso B puede ocurrir
de n maneras, entonces el total de formas en que ambos pueden ocurrir es mn.

Sisetienen 3o0mas sucesos, elnimerode formas en que estos pueden ocurrir simultdneamente
es el producto de las formas de ocurrencia de cada uno.

Ejemp/o Una heladeria ofrece cono de sorbete con un solo sabor entre fresa, vainilla y chocolate
y un Unico bafio que puede ser caramelo o mani. Si Luis quiere comprar un cono de
sorbete, ¢de cuantas maneras puede combinar sabores y bafios?

Luis tiene 3 formas de elegir el sabor y 2 para escoger el bafio del helado, de modo que
cuenta con

(3)X2)=6
formas de escoger sabores y bafios.

Utilice el principio de conteo de la multiplicacién para resolver los siguientes problemas:

a) Un menu del dia permite seleccionar un plato fuerte entre 5 y una bebida entre 3.
¢De cuantas formas distintas se puede solicitar una comida y bebida?

b) En una fabrica de zapatos de Masaya se elaboran 8 estilos de zapatos de mujer en 6
numeraciones distintas. ;Qué cantidad debe comprar un comerciante para tener en su
negocio de todos los estilos y tamafios?

*

C3: Principio de conteo de multiplicacion

@ De cuantas maneras se puede escoger una
vocal y una consonante de la palabra “canto”.

@ Vocales: a, o Consonantes: ¢, n, t
Vocal Consonante Arreglos @ a)
c a-c
a< n a-n
t a-t
c o-C
0< n o-n
t o-t

Resp. De 2 x 3 = 6 maneras

@ Principio de conteo de la multiplicacién

m formas de darse A n formas de darse B

Formas en que ambas pueden ocurrir es mn

Seccioén 1: Técnicas de conteo

Aprendizajes esperados

Aplica el principio de conteo de la multipli-
cacioén en la resolucion de problemas.

= Secuencia:

Esta unidad se inici6 con el estudio de
diagramas de arbol. El orden establecido
para el disefio de estos da lugar a deduciruna
expresion para la cantidad de posibilidades
mostradas en el diagrama: el principio de
conteo de la multiplicacion, denominado asi
porque dicha expresion no es mas que una
multiplicacion. Claro, no es necesario disefiar
un diagrama de arbol para aplicar el principio
de conteo de multiplicacion.

= Puntos esenciales:

Recordar la formaciéon de diagramas de
arboles.

Establecer la relacion entre la cantidad total
de posibilidades que brinda el diagrama de
arbol y el total que corresponde a cada etapa
(una multiplicacion).

Insistir en que el principio de conteo ha de
aplicarse cuando se tienen dos 0 mas sucesos
y para cada uno el total de ocurrencias
correspondientes.

Procurar definir correctamente en cada
ejercicio propuesto los sucesos implicados y la
cantidad total de ocurrencias correspondiente.

@ Sabores: fresa, vainilla o chocolate = 3 formas
Recubrimiento: caramelo o mani = 2 formas

Total de formas para hacer el helado es:

3X2=6

Hay 5 tipos de comiday 3 tipos de bebida.
¢ De cuantas formas se puede solicitar una
comida y bebida?

5x3 =15

b) Hay 8 estilos de zapatoy 6 numeraciones.
¢ Qué cantidad debe comprar el comerciante

para tener todos los estilos y tamafios?
8x6=148
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Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Aprendizajes esperados

Factorial de un numero natural

Aplica el concepto de factorial de un nimero
en la resolucion de ejercicios.

= Secuencia:

En este contenido se introduce la nocion
de numero factorial de un numero natural,
el cual se emplea en el calculo del total de
permutaciones y combinaciones, que son
técnicas de conteo que se estudiaran en
contenidos posteriores en esta unidad.

El nimero n! se identificara posteriormente
con el total de permutaciones posibles cuando
se toman n objetos.

= Puntos esenciales:

Explicar la definicion de numero factorial
estableciendo que solo deben calcularse
multiplicaciones con factores que parten desde
el numero dado hasta 1, decreciendo cada
factor en una unidad.

Inducir a la comprension de que 0! y 1! son
casos especiales en los que no hay que
efectuar multiplicaciones, sino simplemente
recordar que el valor de ambos es 1.

Recordar, si es necesario con mas de un
ejemplo, el valor posicional para las cifras de un
nUmero natural: centenas, decenas, unidades.

Insistir que en los arreglos del problema central
o los planteados como ejercicios, importa el
orden de los objetos que se combinen.

D Contenido 4: Factorial de un nimero natural
Factorial de un numero natural
El factorial de un nimero natural n, denotado por n!, se define como
n'=n(n—1)(n—2)--+(3)(2)(1).
El simbolo n! se lee “n factorial”. En particular,
0'=0 y 11=1

EJ'emp/o

Complete las casillas con los factoriales restantes:

[21=@)n=2] 3= | a-= [ 5= \
Al calcular 3!, 4! y 5! se obtiene
3=3)2)(1)=6 41=(4)(3)(2)(1)=24
De modo que la tabla completa es

| =1 J2=m=2]

[ =1

5!'=(5)(4)(3)(2)(1)=120

31=6 | 41=24 | 51=120 |

Calcule 6!y 7!

¢ Cuales y cuantos numeros de tres cifras diferentes se pueden formar utilizando los digitos
1, 2y 3?, ¢importa el lugar que ocupa cada cifra en los arreglos encontrados? Recuerde la
escritura de un numero de tres cifras en centenas, decenas y unidades: [C[D] U]

P

S Arreglos que inician con 1: Arreglos que inician con 2: Arreglos que inician con 3:
123, 132 213, 231 312, 321
Se tienen 6 nimeros de tres cifras, lo cual se verifica aplicando el principio de la multiplicacion:
Se puede ubicar cualquiera de los 3 digitos en la posicion de las centenas, ocupada esta
posicion quedan 2 para las decenas, y luego de esto solamente 1 para las unidades:
Centenas Decenas Unidades
3 X 2 X 1 =6
TT—3=@)2)(1)=6

El lugar que ocupa cada digito es importante porque se generan diferentes arreglos.

El total de arreglos que se pueden hacer con n elementos distintos, en los que importa el
orden, es n!.

a) ¢Cuantos y cuales arreglos pueden obtenerse con las letras de la palabra “paz’?

b) En una clase de danza participan 5 bailarines. ;De cuantas maneras pueden colocarse
en fila?

c) ¢De cuantas formas se puede confeccionar una bandera de 4 franjas de distinto color
cada una?

d) El duefio de una libreria desea exponer en un escaparate 6 banderines correspondientes
a 6 paises. ¢De cuantas maneras puede hacerlo si los quiere colocar en fila?

—_

C4: Factorial de un niumero natural

Def. nl=n(n—1n-2)--3)(2)(1)
o0=0 1'=1
n! Se lee “n factorial”

Encuentre 3! 4! 5!

®)

31=03)(2)1) =6
4="HB)@2)Q) =24
5t=(B)HR)(2)(1) =120

Encuentre: 6! 7!

6! = (6)(S)HBR)(2)(D) =720
7t = (M) (3)(2)(1) = 5040

@ ¢, Cuales y cuantos numeros de tres cifras diferentes
puede formar utilizando los digitos 1,2 y 3?

Se coloca cualquiera de los 3 digitos en las centenas.
Quedan 2 posibilidades para las decenas.
Queda 1 posibilidad para las unidades.

S D e =@ =6

Arreglos: 123, 132, 213,231,312,321

El total de arreglos con n elementos distintos, en los
que importa el orden es n!

@ Resuelva los ejercicios del libro de texto.
a)3l=6
Arreglos: paz, pza, zap, zpa, azp, apz

b)51=120 c)4!l=24 d)6! =720

LT 122




Seccioén 1: Técnicas de conteo

Permutaciones

Aprendizajes esperados

5

Contenido 5: Permutaciones

P ¢ Cuantos numeros de 3 cifras diferentes se pueden formar 1, 2, 3, 4 y 5, si no se permite la Ap|ica el COﬂCGptO de perm utacidon en la
repeticion de estos? . . L
resolucion de ejercicios.

Se aplica el principio de la multiplicacion:

Centenas Decenas Unidades

5 digitos pueden ubicarse ———> 5 X 4 X 3\ =60 = Secuencia:

Solo & pueden ublearse / N Solo 3 pueden ublearse En el contenido anterior se abordd un problema
obtone reprbsenta una pemtacion de.3 digitos fomados de un stal de 5. Luego, o nomero | Teferido @ la cantidad de numeros de 3 cifras
de arreglos es diferentes que se pueden formar con los digitos

== @4)3) =60. 1, 2, 3 y el resultado se asoci6 a n!. En este
C contenido se aborda una situacién similar, pero

Una permutacion es un arreglo sin repeticiones de todos o parte de los elementos de un cgn&dgrando un mayor numero de dIgItOS
conjunto para el cual importa el orden. dlSpOﬂIb|€S, para dar Iugar al concepto de

El nimero de permutaciones de n objetos distintos tomando r a la vez es permutaci()n den objetos tomando r a la vez.
L=n(n—1)(n—2)(n—r+1)

rfaciores CUETED =7, Este concepto requiere del factorial de un
También podemos calcular ,P. mediante nnzﬁ. P, = n! numero natural y también esta asociado al
calculo de combinaciones que se abordara
EJ'emP/o /') Calcule +P:. |Uego.
En este caso n=6, r=4. De modo que
oP: = (6)(5)(4)(3) =360. = Puntos esenciales:
Calcule oPs, 5P, y oP. Inducir a la comprensién del uso de »Pr, ex-

Ejzmplo 2| Es necesario elegir al presidente, vicepresidente, secretario y vocal de un comité pllcando que, partlendo del ndmero n, se mul-

sindical formado por 8 personas. ¢De cuantas formas se puede efectuar esta eleccion tiplicarén r factores en decrecimiento de una
si cada miembro del comité puede ocupar solo un cargo? unidad.
Se debe hallar el nimero de arreglos sin repeticion de 8 elementos tomados de a 4. Insistir, para el concepto de permutacién en
Es importante saber que cada cargo es ocupado por exactamente una de las ocho personas. . .. .
De modo que, siendo n=8y =4 se tiene una situacion dada, que el orden de los objetos
oP: =(8)(7)(6)(5) = 1680. es importante.
Luego, hay 1680 formas en que se puede efectuar la eleccion. Inducir a la familiarizacion con este COﬂCGptO
Ez 1 3
a) ¢Cuantos arreglos de 3 letras se pueden formar con las letras S, A, M, K, si no se permite prlmeram_ente con el Ca.|’CU|O de nP'r y
la repeticion de estas? luego aplicar esta expresion en la solucion de
b) ¢De cuantas formas se puede confeccionar una bandera de 4 franjas de distintos colores prob|emas_

si se tiene telas de 5 colores distintos?

—e—

C5: Permutaciones

¢, Cuantos numeros de 3 cifras diferentes se @ Calcule 4P,
pueden formar con los digitos 1, 2,3,4,5? n=6r=4= P, =(6)(5)4)(3) =360
@ Principio de multiplicacion
Centenas Decenas Unidades @ a) P2 b) Py
5 X 4 X 3 ayn=6r=2= P,=(6)(5) =30
7 = 60
5 digitos pueden 4 pueden 3 pueden ubicarse byn=5 r=4= P,=(5)(HG)(2) =120
ubicarse ubicarse
sPs = (5)(H(3) = 60 () Leor ojomplo
n=3_§, r=4= 4P, =(8)(7)(6)(5) = 1680

Se pueden formar 60 numeros de tres cifras.
. 1680 formas en que se puede efectuar la eleccién
@ Leer concepto de permutacion

WPy =n(n— 1 =2)~[n-T+1)
I

a) ¢Cudntos arreglos de 3 letras se pueden formar con
S, A, M, K, si no se permite la repeticién de estas?
r factores
n! n =4, r=3= ,P;=(4)(3)(2) =24

También puede usar: P, = m—n)! 24 arreglos se pueden formar
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Permutaciones circulares

Aprendizajes esperados

Aplica el concepto de permutacion circular
en la resolucion de ejercicios.

= Secuencia:
En el contenido anterior se dio inicio al

estudio de permutaciones, las cuales
representan un concepto fundamental
en las técnicas de conteo. Entre las

permutaciones existen algunas especiales,
las denominadas circulares, en las que los
arreglos precisamente estan sujetos a la
formacién de una situacion u objeto circular.

Para el calculo del nUmero de permutaciones
circulares nuevamente se requerira el uso
del factorial de un nimero natural.

= Puntos esenciales:

Aclarar que en los casos de permutaciones
circulares no existe un primer o ultimo
elemento, porque el arreglo es circular.
También debe auxiliarse de los diagramas
dados en la solucién del problema para poder
identificar cuales son realmente las formas o
arreglos distintos posibles en permutaciones
circulares.

Explicar adecuadamente la relacion entre
el total de permutaciones circulares y la
cantidad de objetos dados mediante la
expresion (n—1)!, derivandose de la
solucién del problema.

Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 6: Permutaciones circulares

P [ ¢ De cuantas formas distintas se pueden sentar 4 personas alrededor de una mesa circular? ]

S

Se denota por A, B, C, D las 4 personas. Una manera de que estas ocupen la mesa es

ya que en esta situacién no existe una primera o Ultima posicion, solo interesa quién se
sienta a la “izquierda” y quién a la “derecha” de cada una de las personas. Por ejemplo, si se
fija A en una misma posicion, los 3 restantes pueden ubicarse de 3! =(3)(2)(1) =6 maneras,
de modo que las formas distintas en las que pueden sentarse 4 personas son 6:

Notese que el total de arreglos diferentes para ubicar 4 personas en forma circular es

6=(3)2)1)=31=(4=1)!

Es decir, (4—1)!=6. \Total de personas

C

El nimero de permutaciones o arreglos circulares de n objetos distintos es igual a (r—1)!.
Ejemp/o ¢ De cuantas maneras pueden sembrarse 6 arboles de distintas especies alrededor de
una rotonda de Managua?

Dado que los arreglos a formar son circulares, se calcula el nimero de permutaciones
circulares con n=6:
(6—1)!=5!=(5)(4)(3)(2)(1)=120.

En total se tienen 120 formas de sembrarse 6 arboles en torno a una rotonda de la capital.

Resuelva los siguientes problemas:

a) Una familia de 3 personas almuerza diariamente en una mesa circular. /De cuantas
maneras diferentes se pueden sentar alrededor de la mesa?

b) Juan, Pedro, JesUs y Alberto se retinen a jugar domino, ;de cuantas maneras pueden
sentarse a la mesa de juego, si esta es de forma circular?

—e—

C6: Permutaciones circulares

@ A,B,C,D las 4 personas
Fijamos A.

distintos es igual a (n — 1)!.

¢,De cuantas formas distintas se pueden
sentar 4 personas en una mesa circular?

Se pueden sentar de 3! = (3)(2)(1) = 6 formas.

El numero de arreglos circulares de n objetos

@ ¢,De cuantas maneras pueden sembrarse 6 arboles
distintos alrededor de una rotonda de Managua?

n=6=(6—1)!=5'=120
De 120 maneras diferentes pueden sembrarse.

a) 3 personas almuerzan en una mesa circular. ¢ De
cuantas maneras diferentes pueden sentarse?
n=3=03B-1!I=2!=2
De 2 maneras diferentes pueden sentarse a almorzar.

b) 4 personas juegan dominé en una mesa circular,
¢ de cuantas maneras diferentes pueden sentarse?

n=4=0l-1)!=31=6

De 6 maneras diferentes pueden sentarse a jugar.
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7

Combinaciones (1)

Contenido 7: Combinaciones (1)

P Se tienen 4 fichas de colores: Azul i, Rojo &= , Verde — y Café ﬂ]]l]llﬂ . ¢, Cuantos arreglos
diferentes se pueden realizar tomando tres de estas fichas?

Se observa que el orden en los arreglos a efectuar no es importante, ya que, por ejemplo, no

hay diferencia en los arreglos
Azul—Verde—Rojo ﬁ E

Azul—Rojo—Verde | 1 B9 y

Tomando 3 de los colores dados, se tienen 3!=6 arreglos indistintos. Utilizando la notacion
Azul: A, Rojo: R, Verde: V y Café: C, se tiene que los arreglos diferentes son solamente 4:

ARV, AVC, ARC, RVC. Cada uno de estos tiene asociados 6 arreglos indistintos:

0| |ARV = (ARV._ AVR RAV_RVA VAR VRA)

o 3

5 £

8| |AVC g (AVC ACV_CAV CVA VAC VCA)

2 < 24=.P,
S| |ARC = 5, (ARC_ACR RAC_RCA CAR CRA)

g 2

s <

¥ |RVC (RVC RCV_VRC VCR CRV_CVR)

Por lo anterior:
(4)(31)=24=,P,.

P
3!

Es decir,
=4,

Una combinacién es un arreglo, en el que no importa el orden, de r objetos seleccionados
sin repetir de entre n objetos distintos.

El numero de combinaciones de n objetos distintos, tomando r a la vez, denotado por .C,,
esta dado por la formula P

r -

ZC=

Calcule 5Cs.

EJ‘em,n/o

En este caso n=5, r=3. De modo que
c—sP_ BB _20 0
T3 (3)2)(1) 2 '

Calcule el total de combinaciones en cada caso:

a) «C; b) «Ci c) +Cs

—_

C7: Combinaciones (1)

4 fichas de colores azul, rojo, verde y café.
¢ Cuantos arreglos diferentes se pueden
realizar tomando tres fichas?

@ El orden de 3 fichas no es importante
Por cada arreglo hay 3! = 6 arreglos indistintos
(ej. ARV AVR RAV RVA VAR VRA)
Solo existen 4 arreglos diferentes:
ARV ARC AVC RvVC
Total de arregloses 6 + 6 + 6 + 6 = 24.

Seccioén 1: Técnicas de conteo

Aprendizajes esperados

Deduce el concepto de combinacion y la ex-
presion para el calculo del total de combina-
ciones posibles entre n objetos distintos.

= Secuencia:

En contenidos anteriores se ha hecho estudio
de las permutaciones, que son arreglos en
los que si importa el orden de los objetos. En
este contenido se consideran otros arreglos
en los que el orden de los objetos no es
importante, denominados combinaciones.

El calculo del total de combinaciones requie-
re de la ya conocida expresion »P-. Las
combinaciones se aplican en muchas situa-
ciones del entorno, lo cual se pondra de ma-
nifiesto en contenidos posteriores.

= Puntos esenciales:
Hacer notar que la solucién del problema
central requiere de:

v Comprensién de que muchos arreglos
son indistintos aunque el orden de los
objetos sea diferente.

v Por cada arreglo diferente existen
arreglos indistintos.

v Los 24 arreglos (entre diferentes e
iguales) equivale a ..

v Del esquema se debe deduce la igualdad
(4)(3!)=.P, y el factor 4 es el total de
combinaciones diferentes que puede
realizarse con las 4 fichas tomando 3.

Una combinacion es un arreglo, en el que no
importa el orden, de r objetos seleccionados sin
repetir de entre » objetos distintos.

B

nr_r!

@ Calcule 5C;.

n=5r=3= (3=

P DG

3 - eom

24= (MR = 4P = (DAY () Caleule: a) oC;  b) oL
P an=6r=2= C—6—P2——(6)(5)—
Arreglos diferentes 4 = £33 n==6r= R TN

3!

byn=6r=4= C,=

el _ ()B)@DB) _

OO0
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Combinaciones (2)

Aprendizajes esperados

Aplica el concepto de combinacion en la
resolucién de ejercicios.

= Secuencia:

En el contenido anterior se dedujo la férmula
.Co= 5 , para el calculo de combinaciones
diferentes de n objetos tomando r a la vez.
Esta requiere del calculo de permutaciones y
del factorial de un nimero natural, estudiados
en contenidos precedentes. Veremos en este
contenido la aplicacion de las combinaciones

en situaciones del entorno.

= Puntos esenciales:

Hacer notar que el primer ejemplo y los
ejercicios propuestos a continuacion de este
requieren la deduccién de que se calculara
el total de combinaciones, y no el de
permutaciones. Insistase en esta diferencia
de conceptos.

El ejemplo 2 y los ejercicios propuestos a
continuacion de este requieren un analisis
mayor puesto que en el total de objetos se
identifican dos clases disjuntas y en cada
una de ellas se calculan combinaciones.
También, se debe recordar el enunciado del
principio de conteo de la multiplicacion.

Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 8: Combinaciones (2)

Ejem,n/o / ¢ Cuantos comités distintos, integrados por 3 personas, se pueden formar a partir de un

grupo de 6 personas?

El orden de seleccion para formar un comité no es relevante. Luego, se debe calcular el
numero de combinaciones de 6 objetos, tomando 3 a la vez:

. _ P (6)5)4) _120
7B T @) 6

Por tanto, se pueden formar 20 comités distintos a partir de un grupo de 6 personas.

=20.

Resuelva los siguientes problemas:

a) Se han seleccionado 7 personas para distribuirles 4 premios.  De cuantas maneras puede
realizarse esta asignacion, si cada persona puede recibir un solo premio?

b) Una sefiora tiene 10 vestidos y en su viaje de vacaciones quiere llevar consigo 6 de ellos.
¢ De cuantas maneras puede seleccionarlos?

I::,'empla 2) ¢De cuantas maneras puede integrarse un concejo municipal formado por 3 hombres y

2 mujeres, si estos deben ser escogidos entre 6 hombres y 5 mujeres?

Se deben seleccionar 3 hombres de un total de 6, para ser miembros del concejo, lo cual se
puede efectuar de C; formas. En el caso de las mujeres, se seleccionaran 2 de un total de
5, lo cual se puede efectuar de sC. formas.

Por el principio de la multiplicacion, el nimero de formas que puede integrarse el concejo es:

WP, 5P, _ (8)(5)(4)  (5)(4) _
3120 T (3)(2)(1) @)

Formas de seleccionar mujer

oG sC= (20)(10)=200.

Formas de seleccionar hombre

En conclusién, se tienen 200 maneras de conformar el concejo.

Resuelva los siguientes problemas:

a) Enuna estanteria hay 6 libros diferentes de matematicas y 3 de fisica, también diferentes.
Si queremos seleccionar 2 de cada area, ;de cuantas maneras se puede hacer?

b) En una fiesta escolar hay 8 nifias y 10 nifios. /De cuantas maneras se pueden escoger
de entre ellos 4 parejas de nifios y nifias para un baile?

—_

C8: Combinaciones (2)

n=6r=3= (3=

Se pueden formar 20 comités.

@ Resuelva los ejercicios del E1

¢, Cuantos comités distintos de 3 personas, se
forman a partir de un grupo de 6 personas?

Pz (6)B)H) _

3 oo X

P (MDO)G)@) _

Seleccionar 3 hombres de un total de 6: (5
Seleccionar 2 mujeres de un total de 5:  <C,
Por el principio de multiplicacién

o _sPa 5P OGO G)4)

6“3 " sb2 = T3 T

3t 2 3@ @M
= (20)(10) =200

200 maneras de conformar el comité

@ Resuelva el inciso a) del E2.

De 210 maneras.

an=7r=4= ,(,=——"=—"—2"-_"=-235
# o HEO a) Seleccionar 2 LM de un total de 6: (C,
De 35 maneras. Seleccionar 2 LF de untotal de 3:  ;C,
b)n= 10,7 = 6= 1o, = 12° oo P P _(06) Q@)
' R 2t (M @M
_ 40@@M©O®G) _ — (15)(3) = 45
6)G)®R)2)D)

De 45 maneras puede hacerse.
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Combinaciones (3)

Contenido 9: Combinaciones (3)

Anteriormente se encontré que el nimero de combinaciones de r objetos seleccionados sin

repetir entre n objetos distintos es

S
nC, = o @
Pero se sabe que ,
_ n
b= (n—r)’ @
de modo que, al sustituir (2) en (1), se obtiene
n!
_(n—r) _ n!
G=T T rin—nr)t

Luego, el total de combinaciones de r objetos tomados de n, esta dado por

Seccioén 1: Técnicas de conteo

Aprendizajes esperados

Resuelve problemas de aplicacién utilizando
el concepto de combinacion.

= Secuencia:

En este contenido se deduce una expresion
para el calculo de ., C. el cual se puede utilizar
sin requerir el uso de ,P.. Esta expresion se
propone porque permitira deducir la formula

para el total de permutaciones de n objetos
] en los que hay repeticion, las cuales se

trataran en el contenido siguiente.

= n!
G= n(n—r)"
P Calcule ,C, utilizando las expresiones ,C, = n! y .C, =l
2 o (n—r)! T
S En este caso n=4, r=2, de modo que
C 4 _ (AR _12 _g

T2a6-2) T M)W " 2

Gl B _12
T2t (2)1) 2

Pero también

=6.

= Puntos esenciales:
Recordar que en la conclusion del contenido
5 se brindaron dos expresiones para el

Con ambas férmulas se obtiene 6 como resultado. Se observa que el calculo del total de

combinaciones se simplifica utilizando ,C, = ",L,)

calculo del total de permutaciones, una

t : __nl .
l Encadainciso calcule eltotal de combinaciones solicitado usando las férmulas "C'zr'(nniir)’ de estas es: "B (n — r)! - Esta formula
y ,,c,:"r#. permite deducir, mediante sustitucion en
P . !
R b) <C: .C. =2 laigualdad ,C, = — 1.
r! ri(n—r)!
Ejemlp/o Juan quiere regalar a Lucia 3 libros y elegirlos entre 6 que ella quiere leer. ; De cuantas

maneras puede escoger los tres libros?

Inducir a la comprension de la equivalencia
entre las férmulas anteriores: con ambas

Se debe calcular el total de combinaciones de los 6 libros tomando 3 a la vez, es decir:

= B _(B)XE)N4BN2)) _ 120 _
CTBIE -3 (3)(2)N(BN2)) T 6

De manera que Juan tiene 20 formas para elegir los libros a obsequiar.

20.

obtendra el mismo resultado.

Solicitar la comparacion de la facilidad

Resuelva los siguientes problemas sobre combinaciones:
a) ¢Cuantas opciones tiene Luis de escoger 2 asignaturas entre 6 optativas?

b) En un canal de television hay 7 presentadores de los cuales se deben escoger 3 para
conducir un determinado programa. ¢De cuantas formas distintas se puede hacer esta

escogencia?

—a_

C9: Combinaciones (3)

Otra manera de calcular ,,C,.

n!
C_n_Pr_(n—T)!_ n!
Tl i (n=1)!

- n!

@ Calcule ,C, utilizando nCr=m y

Lo M _®HOO _
@ T2 -2) T @M@

_aPh_WB_
2 @0

@ a) 0y = 4P 2 DO _

3 @@
4—C3

4%~2

Mmoo _,
3@E-3) . B@MD)

en los calculos efectuados y aclarar que
n!

nCr = T/ N1

ri(n—r)!

esencialmente para deducir la férmula de la

la expresion se usara

conclusién en el contenido siguiente.

@ Regalar 3 libros de un total de 6 que le gustan.
¢ De cuantas formas puede hacerlo?

_ 6 e6MmM3@Q)

S31(6-3)! A@MLMBR@M)

De 20 maneras puede hacerlo.

+Cs 20

@ a) Escoger 2 asignaturas entre 6 optativas. ;De
cuantas formas puede hacerlo?

_ 6 (66G)MmMB@Q)

S20(6-2)! QM@®HR@M

De 15 maneras puede hacerlo.

15

6C2

b) Intervienen 3 presentadores de un total de 7. s De
cuantas formas pueden presentar?

o (MeG)H®HG@)A)

C317-3)! @M@

De 35 maneras pueden presentar.

35

7C3
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Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

e

L [1] Permutaciones con repeticion

Aprendizajes esperados
Aplica la definicion de permutacion con
repeticion de elementos distintos en la
resolucion de problemas.

= Secuencia:
En clases anteriores se dedujeron
expresiones para el total de combinaciones
y permutaciones, también se establecieron
los llamados principios de conteo de suma
y de multiplicacion. Concluiremos el estudio
de las técnicas de conteo considerando
permutaciones de objetos en los que se
permite repeticion, es decir, al menos uno de
estos aparece mas de una vez. La férmula
que se muestra requiere de la expresion para
las combinaciones: ,C, = 'nii .
ri(n—r)!
= Puntos esenciales:
Comparar en la explicacién del problema a
resolver, el que las permutaciones abordadas
en contenidos anteriores se calculaban para
objetos diferentes, y en este caso se permite
repeticion, pero siempre considerando el
orden de los objetos.

Recordar el enunciado del principio de
conteo de la multiplicacién y la férmula
n!
Co=——7
ri(n—r)!
anteriores.

estudiados en contenidos

P

EJ‘ZVVIPIO

Contenido 10: Permutaciones con repeticion

Dos hermanos han decidido repartirse una propiedad que heredaron de su padre, para ello
sembraran en la linea divisoria arboles frutales en las siguientes cantidades: 2 de mango, 3
de aguacate y 2 de guayaba. ;De cuantas maneras pueden plantarse los arboles?

En la ultima columna de la tabla adjunta aparece el nimero de formas de colocar los arboles
de cada especie frutal en la linea divisoria:

Nro. de formas

Arbol
de colocarlos

Cantidad

Mango 2 ,(, <@t S€lECCiONAN 2 para los mangos; esto puede

De los 7 espacios para plantar los arboles se
hacerse de ;C,formas.

Aguacate 3 sC; <= Quedan 5 posiciones, de las cuales se
seleccionan 3 para los aguacates, de sC;formas.

Guayaba 2 20

Quedan 2 espacios para las guayabas, que
pueden ocuparse de ,C, formas.

Luego, aplicando el principio de la multiplicacién se tiene

7! 57
1Cy +5Cs 'QCZ:W'W"] ~— .G=1
71 _ (1)6)5B)4)B)N2)(F) _ 840
(2)(NB)(2)(1)(2)(1) — (2)(2)

=211 = =210.
En conclusion, existen 210 formas diferentes de plantar los 7 arboles.

El numero de permutaciones diferentes de n objetos de los cuales un objeto aparece
n, veces, otro objeto aparece n, veces y asi sucesivamente es
n!

m!en! et
siendo n=m+n.+ -+ ns. ' :

¢ Cuantas secuencias de 8 letras se pueden formar con las letras x, x, x, ¥, ¥, ¥, ¢, ¢?

La cantidad de letras a considerar es 8, de las cuales, 3 son de un tipo, 3 de otro y 2 de un
tercer tipo, de modo que el total de secuencias que se pueden formar es:

81 _ (8)(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1) _ 6720

313121 (3)(2)(N(B3)2)(1)(2)(1) — 12

= 560.

Resuelva los siguientes problemas:

a) ¢Cuantos numeros de 5 cifras se pueden formar en los cuales el 2 se repita 2 veces y el
3 aparezca 3 veces?

b) ¢De cuantas maneras se pueden alinear en un estante 2 libros de Matematicas, 2 de
Fisica y 3 de Historia si los libros de cada materia son iguales?

c) ¢Cuantas permutaciones diferentes se pueden formar utilizando las 8 letras de la palabra
PARALELA?

—$—

C10: Permutaciones con repeticion

Maneras de plantarse los arboles:

Total de arboles: 7
Formas de colocar: los de mango es

los de guayaba es
Principio de multiplicacion
7! 5!
2tz =518 3121
7!
~ 213121
_ (MEGM®MSHHDH
@M H D)
_(NEOG@)
oo Y

70+ sCs-

los de aguacate es (s

2 de mango, 3 de aguacate y 2 de guayaba

@ Objeto 1: n, veces, Objeto k: n;, n=n; +n,+mn
. . n!
Numero de permutaciones: —————
nqyiny!-ny!
@ ¢, Cuantas secuencias forma con x,x,x,y,y,y,c,c?

Total de elementos: 8
8l ®MO)O)MBHHE 6720
313121 BHAHBRQMER)(D) 12
a) El 2 aparece 2 veces y el 3 aparece 3 veces
Total de elementos: 5

5 _ ()@@ _120
2131 )G @2) (1) 12
b) 2 de Matematica, 2 de fisica y 3 de historia
Total de elementos: 7
7t _(MEGE)M®E)@)A) 5040
212131 (2)(DH2)M)B)(2) (D) 24

= 560

210
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Seccioén 2: Probabilidades

Contenido 1: Definicion de probabilidad teérica

Definicion de probabilidad teérica

Seccion 2: Probabilidades

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica la definicion de probabilidad

P

Espacio muestral y evento

Un espacio muestral E es un conjunto cuyos elementos son todos los resultados posibles de

un experimento dado. Un evento A es cualquier subconjunto (parte) del espacio muestral.

En el lanzamiento de un dado no cargado se consideran los eventos

A: obtener un numero impar y B: obtener un muiltiplo de 4

a) Exprese como conjuntos los eventos A, B y el espacio muestral E
asociado.

b) Encuentre las cardinalidades de los conjuntos.
c) ¢Qué es mas probable obtener: un nimero impar o un mdltiplo de 4?

a) Los resultados posibles en el lanzamiento de un dado son 1, 2, 3, 4, 5, 6, de modo que

estos son los elementos del espacio muestral:
E={1,2,3,4,5,6}.

Los nimeros impares incluidos en el espacio muestral son 1, 3, 5 y mdltiplo de 4 solo es

el mismo 4. Luego, estos eventos quedan definidos respectivamente por
A={1,3,5 y B={4}.
b) Hay 6 elementos en E, lo cual se representa
como n(E)=6.

Hay 3 elementos en A y 1 elemento en B, lo
cual se representa como n(A)=3y n(B)=1.

Cardinalidad de conjuntos

(Total de casos posibles)

n(A): cantidad de elementos de A
(Total de casos favorables)

n(E): es la cantidad de elementos de E

o

Existen mas casos favorables de ocurrencia de A que para B, luego, es mas probable
obtener un numero impar. Esto se puede aclarar mediante los cocientes que aparecen en

tedrica en situaciones del entorno.

= Secuencia:

En esta seccion se estudia el concepto de
probabilidad de un evento, deduciendo una
definicion para esto, y estableciendo luego
propiedades para las probabilidades segun
se considere: eventos seguros, imposibles,
union e interseccion de eventos, eventos
independientes o mutuamente excluyentes,
y el célculo de la probabilidad de un evento,
condicionado por la ocurrencia de otro.

Estos topicos estan vinculados con la teoria
de conjuntos estudiada en 10mo grado.

= Puntos esenciales:
Insistir en los siguientes hechos:
v El espacio muestral contiene todos los

posibles resultados de un experimento.
v Los eventos forman parte del espacio

la ultima fila de la tabla siguiente: muestral.
ﬁﬁ:ﬁzﬁpﬁ Eiﬁ;?gire e . . v Recuerde la notacién de cardinalidad
Covos favoraly s ) n(A) estudiada en teoria de conjuntos.
= 3 =i v La expresion P(A)= n(A) esta sujeta
Total de casos 6 6 [E] . . n(E) .
a que todos los elementos de A tienen la
Cociente 3 1 = P . . .
6 6 T . misma oportunidad de ocurrir.
£l ooci . V' Interprete siempre los resultados en el
cociente para la ocurrencia de A es mayor que el de B, es

decir, es mas probable obtener un numero impar que un
multiplo de 4 en el lanzamiento de un dado.

!

célculo de probabilidades.

S2: Probabilidades
C1: Definicion de probabilidad teérica

Un espacio muestral E es un conjunto
cuyos elementos son todos los resultados
posibles de un experimento dado. Un
evento A es cualquier subconjunto (parte)
del espacio muestral.

En el lanzamiento de un dado no cargado
se consideran los eventos:

A: obtener u nimero impar

B: obtener un multiplo de 4

a) Exprese como conjuntos A, By el
espacio muestral E.
E=1{1,2,3,4,5,6}

A={1,35 y B={4}

c) ¢(Qué es mas probable obtener: un numero
impar o un multiplo de 47
Total de casos: 6
. . 3 1
La razén para la ocurrenciade Ay B : -V

Es mas probable obtener un nimero impar que
un multiplo de 4.

@ Probabilidad de un evento A:

n(4d) _ numero de resultados favorables
n(E) ~  numero total de resultados posibles

P(4) =

Una urna contiene 5 canicas blancas, 10 canicas
verdes y 8 amarillas. Si se extrae una canica,
determine la probabilidad de que sea verde.

n(E) =5+ 10 + 8 = 23
Para el evento A: extraer una canica verde,

b) Encuentre las cardinalidades de los conjuntos. n(4) =10
n(4) 10
n(E)=6, n(A)=3 y nB)=1. P(A)=ﬁ=ﬁ'
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Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades
Definicion de probabilidad teérica

Aprendizajes esperados

Deduce y aplica la definicion de probabilidad
tedrica en situaciones del entorno.

= Secuencia:

En esta seccion se estudiara el concepto de
probabilidad de un evento, deduciendo una
definicion para esto, y estableciendo luego
propiedades para las probabilidades segun
se considere: eventos seguros, imposibles,
union e interseccion de eventos, eventos
independientes o mutuamente excluyentes,
y el célculo de la probabilidad de un evento,
condicionado por la ocurrencia de otro.

Estos topicos estan vinculados con la teoria
de conjuntos estudiada en 10mo grado.

= Puntos esenciales:
Insistir en los siguientes hechos:

v El espacio muestral contiene todos los
posibles resultados de un experimento.
v Los eventos forman parte del espacio
muestral.
v Recuerde la notacion de cardinalidad
n(A) estudiada en teoria i(le conjuntos.
. g n
v La expresion P(A)= n(E)
a que todos los elementos de A tienen la

esta sujeta

misma oportunidad de ocurrir.
v Interprete siempre los resultados en el
calculo de probabilidades.

Definicién de probabilidad
Dado el espacio muestral E asociado a un experimento en el que todos los elementos tienen
la misma oportunidad de ocurrir, la probabilidad de que ocurra el evento A se denota por
P(A) y esta dada por la razon

P(A)= n(A) _ nimero de resultados favorables

n(E) ~ numero de resultados posibles -

EjemFIo Una urna contiene 5 canicas blancas, 10 canicas verdes y 8 amarillas. Si se extrae una
canica, calcule la probabilidad de que sea verde.

El espacio muestral lo constituyen todas las canicas, de modo que este posee 5+10+8=23
elementos, es decir,

n(E)=23.
Se define el evento A: extraer una canica verde. Este consta de 10 casos favorables, de
modo que

n(A)=10.
Por tanto,

Pa= 2 - 18,

Es decir, la probabilidad de extraer una canica verde es %

Resuelva los siguientes problemas aplicando la definicion de probabilidad.

a) Enellanzamiento de un dado, ;qué es mas probable obtener: un nimero par o un multiplo
de 3?

b) Una urna contiene 18 fichas marcadas cada una con un nimero de 1 a 18. Si se extrae
una ficha, ¢ cual es la probabilidad de que esta muestre un multiplo de 7?

c¢) Un recipiente consta de 9 pelotas de golf blancas, 8 verdes y 3 anaranjadas. Si se
selecciona al azar una pelota del recipiente, ¢ cual es la probabilidad de que sea blanca?,
¢y de que una de estas sea verde?

*

multiplo de 37?
Espacio muestral: E ={1,2,3,4,5,6}
Asi, n(E) = 6.
Sean
A: obtener un numero par
B: obtener un multiplo de 3,
asi,
A=1{2,4,6}, n(A) =3, Yy
B ={3,6}, n(B) = 2.

De modo que,
n(B) 2

PO =1® "6 2 n(E) 6

P(B)=——==Z2=

Es mas probable obtener un niumero par.

@ En el lanzamiento de un dado, ¢qué es
mas probable: obtener un nimero par o un
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Contenido 2: Aplicaciones del concepto de probabilidad teérica

Seccion 2: Probabilidades

:2 Aplicaciones del concepto de probabilidad teérica

Aprendizajes esperados
Aplica la definicién de probabilidad tedrica

en la resolucién de problemas del entorno.

[:]-emf,/a /) Calcule la probabilidad de que la suma de los niUmeros que aparecen en las caras
superiores de dos dados que se lanzan sea 7.
n ia:
Los 36 pares del espacio muestral E de 1 2 3 4 5 6 SecuenCIa'
ztgfc’;f‘;'gf’lt";ée muestranen latabla, | 4 | 11y {(1,2)((1,3) |1, 4|15 A 6 En este contenido se analizan aplicaciones
£ even;odefinidocomo 2 lenle@ales|es|@s|ee del calculo de probabilidades en situaciones
3616263646566 del entorno mediante el uso de la igualdad
A: la suma de los resultados es 7 A
consta de los 6 pares : 4 1 (41)[42)|43)]|*4)|45)](46) P(A) — I’l( )
(6.1), (5,2), (4,3), (3,4), (2,5), (1.6) | 5 | 51)|(5.2) |53 |54 |55 |56 n(E)
. "(Azlj:)y 6 6 |61)]6:2[(63)]|64)]|65)]66 * Puntos esenciales:
P(A)= n(E) T3 6 Suman 7

En conclusion, la probabilidad de obtener 7 como suma de los nimeros de las caras en el

lanzamiento de dos dados es %

Ejemlblo 2) calcule la probabilidad de obtener 2 escudos y un nimero en el lanzamiento de tres

monedas (N representa nimero en la moneda y E escudo).

El diagrama de la derecha revela los 8 posibles resultados del
experimento, de modo que el espacio muestral es

Monedas 1ra

Inducir a la comprensic’m de que para utilizar

(E)

rrectamente el espacio muestral E asociado

la expresion P(A) = debe definirse co-

al experimento, el evento A, y para cada uno
la cardinalidad correspondiente.

2da  3ra

E—{EEE, EEN, ENE, ENN, NEE, NEN, NNE, NNN}. /E/E Mostrgr que la represgntamon grafica del
Asi, n(E)=8 JE . espacio muestral mediante una tabla o

i =0. , \1\/ . 3
El evento A: obtener 2 escudos y 1 nimero, consta de los / ur?_ dlagrama de ar:bOI resulta d_e mucha
rLesultados: EEN, ENE, NEE, de modo que n(A)=3. \\ I utilidad para determinar las cardinalidades
uego, \V< N .

: , respectivas de Ey A.
P(A)=3 - P y

Es decir, la probabilidad de obtener 2 escudos y 1 nimero es 8-

Insistir en que la ejercitacion mediante la

Resuelva los siguientes problemas de aplicacion:

1. Si se lanzan dos dados, calcule la probabilidad de que:
a) Las dos caras de los dados tengan el mismo nimero.
b) La suma de los nimeros de las caras sea 8.

un as?

solucién de los ejercicios planteados en este
contenido permitira la familiarizacién con el

. Se escoge una carta de una baraja de 52 cartas, ¢ cual es la probabilidad de seleccionar

3. Determine la probabilidad de obtener un escudo y dos veces nimero en el lanzamiento de

3 monedas.

—_

C2: Aplicaciones del concepto de probabilidad
tedrica
Calcule la probabilidad de que la suma de los
resultados en el lanzamiento de dos dados sea 7.

1 2 3 4 5 6
1 (1,1 (1,2) (1,5) | (1,6)
2 |21 2,5 | 2,6) Suman 7
3 (3,4)
4 (4,3)
5 (5,2)
6 (6,1) (6,6)

Espacio muestral: n(E) =6x6 =36
Evento A: la suma de los resultados es 7:
(6! 1)! (5’ 2)’ (41 3)’ (3F4)I (2’ 5)’ (116)'
Asi, n(4) = 6.
n(4)
P(A) = —= (E)

6

“36

1
R
Calcule la probabilidad de obtener 2 escudos y
un numero en el lanzamiento de tres monedas

(N representa numero y E escudo).

. _n(A
uso de la igualdad P(A) = n(E) -
Espacio muestral: Monedas 1ra 2da 3ra
| 1t

EEE,EEN,ENE,ENN,

b= {NEE, NEN,NNE, NNN}' F

<=
N<§
T
N<;
Resultados para A: obtener 2 escudos y 1 numero:

EEN, ENE, NEE, de modo que n(A) = 3. Asi,
3

Asi, n(E) = 8.

Si se lanzan dos dados, calcule la probabilidad de que
los dados muestren el mismo resultado.

Resultados para A: los dados muestran el mismo
resultado: (1,1), (2,2), (3,3), (44), (5,5), (6,6). Asi,
n(4) = 6.

n(4)

P =y =

6

36

1

G
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Aprendizajes esperados
Aplica la probabilidad de ocurrencia de la
union de dos eventos en la resoluciéon de
problemas del entorno.

= Secuencia:

En el estudio de la teoria de conjuntos
en décimo grado, se abordd la union e
interseccion de conjuntos. En vista de que
los eventos son subconjuntos de un espacio
muestral asociado, a partir de estos se definen
la union e interseccién de eventos, que dan
lugar a las situaciones “obtener 'y 7,
y también “obtener _ o ", y por ende
poder calcular la probabilidad correspondiente.

= Puntos esenciales:

Hacer notar que la soluciéon del pro-
blema planteado como un proceso,
muestra la directriz que puede seguir-

se para la deduccion y uso de la férmula
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB), prime-
ro calcular las probabilidades simples P(A),
P(B) y luego la de la interseccion P(ANB)
para luego sustituir en esta igualdad.

Tener en cuenta que un recurso grafico de
mucha utilidad es el diagrama de Venn para
representar conjuntos y operaciones entre
estos.

Sugerir que la igualdad anterior sea usada
para determinar también P(A NB) conocidos
P(A), P(B)y P(A UB)mediante un despeje
y la sustitucién pertinente.

Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Probabilidad de la union de dos eventos

Contenido 3: Probabilidad de la unién de dos eventos

Si se lanza un dado, calcule la probabilidad para cada evento dado:
a) A: obtener un nimero par.

b) B: obtener un multiplo de 3.

c) ANB: obtener un nimero pary

{ La interseccion ANB de A y B es el conjunto
de los elementos comunes de A y B.

multiplo de 3. La union AUB es el conjunto de los elementos
d) AUB: obtener un nimero par o un comunes y no comunes de Ay B.
multiplo de 3.

El espacio muestral de este experimento es E={1, 2, 3, 4, 5, 6}. De manera que n(E)=6.

a) Los numeros pares en E son 2, 4, 6, de modo que A={2, 4, 6}, y por tanto n(A)=3.
Entonces, la probabilidad de obtener un nimero par es

P(A)=3=7.

b) Para el evento B: obtener un multiplo de 3, se tienen 2 casos favorables: 3 y 6, de modo
que B={3, 6} y por lo tanto n(B)=2. Luego,

P(B)=3=1.

c) Notese que hay un resultado comdn en los eventos Ay B,
que corresponde al evento: “nimero par y multiplo de 3,
esto es ANB ={6}. Por lo cual

P(ANB)=¢3.

d) El diagrama de la derecha muestra que para el evento A UB: “obtener un nimero par o
un multiplo de 3” se tiene 4 casos favorables: 2, 3, 4 y 6, de modo que n(AUB)=4,

PAUB)=¢=2.

Observe que

P(A)+PB)-PANB)=3+2-1-%-2_pauBp)

es decir,

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Regla de la adicion (Probabilidad de la unién de dos eventos)

Dados dos eventos A y B cualesquiera,
P(A UB)=P(A)+P(B)-P(A N B).

—3_

evento:
a) A: obtener un numero par.
b) B: obtener un mdltiplo de 3.

@ E={1,23456} y n(E) =6.
3

a) A =1{2,4,6}, n(4) =3 asi, P(4) ==

b) B = {3,6}, Tl(B) =2 aSi, P(B) =§= 3

C3: Probabilidad de la union de dos eventos

Si se lanza un dado, calcule la probabilidad de cada

c) AN B: obtener un nimero par y multiplo de 3.
d) AU B: obtener un niumero par o un multiplo de 3.

1

c) AUB ={2,3,4,6}, n(AUB) = 4. Asi,
P(AUB) A 2
"6 3

Noétese que
P(A) +P(B)-—P(ANB I B)
) )= P( S A

@ Probabilidad de la unién de dos eventos
P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB)

@ Si de una baraja de 52 cartas se extrae una al azar,
¢cual es la probabilidad de que esta sea un as o

d) AnB=1{6}y
P(AnB):%.

diamante?
n(E) = 52,
A: seleccionarunas  P(A4) = ;iz
. ) 13
B: seleccionar carta de diamante P(B) = 5

A N B: seleccionar un as de diamante

1
P(AﬂB)=§,
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Seccion 2: Probabilidades

Aprendizajes esperados

Ejemplo | Side una baraja de 52 cartas se extrae una al azar, ¢cual es la probabilidad de que . . .
TP ) eota sea un as o diamante? Aplica la probabilidad de ocurrencia de la
unién de dos eventos en la resolucién de
El espacio muestral consta de 52 cartas, de las cuales 4 son ases, 13 de diamantes (entre problemas del entorno.

estas hay una que es as de diamante), de modo que tenemos los siguientes eventos con sus
respectivas probabilidades:

A: seleccionar un as P(A)= 54—2 ¢ : : : - SecuenCIa,: ; .
_ . b ¢llo|* ] e En el estudio de la teoria de conjuntos
B: seleccionar carta de diamante P(B)zﬁ D.amam; Cmam: Trebmj Pm% en décimo grado, se abordd la unién e
ANB: seloccionarunas dediamante PANB) =gy intersecciéon de conjuntos. En vista de que
De manera que para calcular la probabilidad del evento ? ‘J’ ? ? los eventos son subconjuntos de un espacio
AUB: seleccionar un as o diamante, se tiene: Lo muestral asociado, a partir de estos se definen
PAuUB= }Z(A);P(B:_P(:; : 'i) s s ; § la union e interseccion de eventos, que dan
52752 52752713 s ; ¢ s lugar a las situaciones “obtener y
Zr;;(;:(tzleuzisénhla probabilidad de seleccionar un as o ; ; g : y también “obtener o ", y por ende
13- - 2 poder calcular la probabilidad correspondiente.

» Puntos esenciales:
t Hacer notar que la solucién del pro-
Resuelva los siguientes problemas:
blema planteado como un proceso,
a) Sise lanza un dado, ¢cudl es la probabilidad de obtener un numero impar o un multiplo de muestra la directriz que puede seguir-

¥ se para la deduccion y uso de la formula
b) Selanzan dos dados, ¢ cual es la probabilidad de obtener un 6 como suma de los resultados P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B), prime-
de las caras o nimeros iguales en estas? ro calcular las probabilidades simples P(A),

P(B) y luego la de la interseccion P(ANB)
para luego sustituir en esta igualdad.

Tener en cuenta que un recurso grafico de
mucha utilidad es el diagrama de Venn para
representar conjuntos y operaciones entre
estos.

Sugerir que la igualdad anterior sea usada
para determinar también P(A NnB) conocidos
P(A), P(B)y P(A UB)mediante un despeje

Para A U B: seleccionar un as o diamante, se tiene:
P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB)
4 13 1 16 4
TS5 52 5 13
@ Si se lanza un dado, ¢cual es la probabilidad de
obtener un numero impar o un multiplo de 3?
Se definen: A: obtener un numero impar, y B:
obtener un multiplo de 3. Entonces
A=1{1,35}, n(A)=3, B={3,6}, n(B) =2
AN B ={3}. Asi:

3 2 1
P(A)=g, P(B)=g, P(AnB):g

Para A U B: obtener un nimero par o un multiplo de
3, se tiene:
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
3 2 1 4 2

67676 6 3
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Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Aprendizajes esperados

Eventos mutuamente excluyentes

Contenido 4: Eventos mutuamente excluyentes

Aplica el concepto de eventos mutuamente
excluyentes y la probabilidad de la union de
estos en la resolucién de problemas.

= Secuencia:

Enlaseccién anterior se establecio el principio
de conteo de la suma, que se aplica cuando
las formas de ocurrencia de una accién A
son distintas de las correspondientes a una
accion B, y viceversa. Esta condicion permite
definir eventos mutuamente excluyentes, y la
probabilidad P(AUB) en esta situacion se
efectua de forma analoga a la establecida en
dicho principio: sumar las correspondientes
probabilidades.

= Puntos esenciales:

Recordar el significado del simbolo ¢ en
teoria de conjuntos.

Hacer notar que cuando los eventos son
mutuamente excluyentes, estos no tienen
elementos en comun y por tanto ANB=¢.

Insistir en definir correctamente el espacio
muestral asociado a la situacién asi como los
eventos implicados y sus correspondientes
probabilidades.

Orientar que la ejercitacion permite la fami-
liarizacién para la identificacion de eventos
mutuamente excluyentes y las probabilida-
des correspondientes.

P

Para el experimento de lanzar un dado calcule la probabilidad de cada evento:
a) A: obtener un nimero par.

b) B: obtener un multiplo de 5.

c) AUB: obtener un nimero par o un multiplo de 5.

El espacio muestral de este experimento es E={1, 2, 3, 4, 5, 6}, siendo n(E)=6.
a) Para el evento A: obtener un nimero par, se tienen los casos favorables 2, 4, 6, de modo
que A={2, 4, 6}, y por tanto n(A) = 3. Asi,

P(A)=3=7.

coloreado ambos eventos) se tienen 4 casos favorables:
2,4,5y 6, de modo que n(AUB)=4,

b) Para el evento B: obtener un mdltiplo de 5, se tiene solo un caso favorable: 5, B={5} de
_4_2
P(AUB)= 6-3"
1,1_4_2

modo que n(B)=1. Luego,
E
10 A

(=) (¢

s 36
Qe
(Js3
AUB
Se observa que P(A)+P(B) = ste=6=35"= P(A UB)

P(B)= 3.

c) El diagrama de la derecha muestra que para el evento
A UB: obtener un numero par o un multiplo de 5 (se han

Nétese que los eventos A y B no pueden ocurrir simultdneamente ya que el nimero en la

cara del dado no puede ser par y multiplo de 5 a la vez, esto es A N B=¢, siendo ¢ el

conjunto vacio.

Eventos mutuamente excluyentes

Dos eventos A y B son mutuamente excluyentes si no tienen elementos en comun, es decir
A N B =g, en este caso la ocurrencia de uno excluye la ocurrencia del otro (no ocurren de
forma simultanea).

Si dos eventos A y B son mutuamente excluyentes, entonces

P(A UB)=P(A)+P(B).

Resuelva los siguientes problemas:

a) Se tiene un libro de cada una de las materias: Matematica, Biologia, Quimica, Fisica y
Lengua y Literatura. Si se toma uno de ellos, ¢cual es la probabilidad de que este sea de
Matematica o de Fisica?

b) La probabilidad de que Juan asista a un bachillerato estatal es % y la de que asista a un

bachillerato privado es 17 Si Juan no puede asistir a ambos simultdineamente, ¢ cual es
la probabilidad de asistir a uno u otro bachillerato?

c) Sise escoge una carta de una baraja de 52 cartas, ¢ cual es la probabilidad de escoger un
corazén o un diamante?

d) Sise arrojan dos dados, encuentre la probabilidad de que la suma de los dos nimeros de
las caras sea 5 u 11.

#

C4: Eventos mutuamente excluyentes

de cada evento:
E ={1,2,3,4,5,6},yn(E) = 6.

M@_g_l
6 2

1

n(AUB) = 4. Asi,

4 2
P(AUB)=E=§

@ Eventos mutuamente excluyentes:

entonces P(AUB) = P(A) + P(B).

@ En el lanzamiento de un dado, calcule la probabilidad

a) A: obtener un nimero par, es A = {2, 4, 6}, asi,
b) B: obtener un mdltiplo de 5 es B = {5}, asi,

C) A U B: obtener un nimero par o un multiplo de 5 se
tiene 4 casos favorables: 2,4,5 y 6, de modo que

@ Se tiene un libro de cada una de las materias:
Matematica, Biologia, Quimica, Fisica y Lengua y
Literatura. Si se toma uno de ellos, ¢cual es la
probabilidad de que este sea de Matematica o de
Fisica?

Espacio muestral:
Los cinco libros. Asi, n(E) = 5.

Sean los eventos: A: seleccionar libro de
Matematica y B : seleccionar libro de Fisica.
Entonces:
n(4) =1, n(B) = 1.
1 1

El libro a seleccionar no puede ser de Fisica y
Matematica a la vez, asi

+1_2
5 5

ul| =

P(AUB) =P(A) +P(B) =

Dos eventos Ay B son mutuamente excluyentes si no
tienen elementos en comun, es decir, AN B = @.
Sidos eventos Ay B son mutuamente excluyentes,
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Propiedades de las probabilidades

5

Contenido 5: Propiedades de las probabilidades

Seccion 2: Probabilidades

Aprendizajes esperados

P

Calcule la probabilidad de cada evento:
a) A: obtener un numero entero.

b) B: obtener un nimero negativo.

c) C: obtener un multiplo de 5.

Imagine que hace girar en sentido horario la aguja de la ruleta de la derecha .

Aplica las propiedades de las probabilida-
des y los conceptos de evento seguro y
evento imposible.

= Secuencia:

El total de resultados posibles es 6. Para cada inciso tenemos:

a) En este caso el nimero de casos favorables es 6, igual al nimero de elementos del

espacio muestral, por lo cual:

P(A)=§=1
b) Dado que en la ruleta no aparecen nimeros negativos, hay 0 casos favorables a este
hechoy
P(B)=g =0
c) En la ruleta aparecen 2 multiplos de 5: 5y 10, de = El numero de
manera que n(C)=2y su probabilidad es elementos de un
2.1 evento cumple la
PO=5=3 relacion:

Observe que 1§ es un nimero no negativo y menor
que 1, por lo cual se puede decir que
0<P(C)=<1

0=<n(A) <nE).®

Al dividir (1) entre n(E) se tiene
0 _n) _ n(E)

n(E) ~— n(E) — n(E)’

es decir, 0 < P(A) < 1.

En contenidos anteriores se han obtenido
igualdades para la probabilidad de la unién de
eventos, las cuales figuraran en una lista de
propiedades de la probabilidad. También se
uso el simbolo ¢ que representa el conjunto
vacio, pero siendo este subconjunto de cual-
quier conjunto, también se considera un even-
to, el cual se denominara evento imposible.

= Puntos esenciales:

Explicar que los conceptos de evento seguro
y evento imposible estan asociados a los
ya conocidos conjunto universal y conjunto
vacio. En esta ocasion, en el contexto de las

Propledades de la Probabllidad
1. 0 < P(A) < 1, para cualquier evento A.

P(E)=1, en cuyo caso E (considerado un evento), se denomina evento seguro.

2.
3. Denotando un evento imposible con ¢, se tiene que P(¢)=0.
4.

P(A UB)=P(A)+P(B)—P(A N B), si A y B son mutuamente excluyentes, entonces

P(A UB)=P(A)+P(B).

(*) La propiedad 4. fue verificada en contenidos anteriores.

probabilidades, se determina la probabilidad
correspondiente a estos, mostrando que estos
valores son independientes de la situacion.

Insistir en que la probabilidad de un evento
siempre sera un numero ubicado entre 0 y
1, incluidos estos. Esta propiedad se puede

calculando P(A), P(B), P(C) y P(AUB) para los eventos siguientes:
a) A: cae en numero positivo.

b) B: obtener un mdltiplo de 3.

c) C: cae en nimero par o impar.

. En el experimento de lanzar un dado, verifique las propiedades de la probabilidad

analizar a partir de la ubicacion de P(A)en
el intervalo definido por 0 <x <1, es decir
0<P(A) <1.

2. Sise elige al azar un nimero natural del 1 al 10, calcule la probabilidad de cada evento:

a) A: obtener nimero par.
b) B: obtener nimero positivo.
c) C: obtener un nimero mayor que 15.

C5: Propiedades de las probabilidades.

@Imagine que hace girar en sentido horario la aguja
de la ruleta de la derecha. Calcule la probabilidad

de cada evento:
a) A: obtener un nimero entero.

b) B: obtener un nimero negativo.
c) C: obtener un multiplo de 5
@a)EI ndmero de casos favorables es 6, igual al
numero de elementos del espacio muestral, asi:
P(A)=2=1

b)Dado que en la ruleta no hay numeros negativos,
hay 0 casos favorables a este hecho, y

P(B)=2=0

c) Mdltiplos de 5: 5y 10, de modo que n(C) =2y
2 1
PO)=z=3

Observe que 0 < P(C) < 1.

@ Leer en el libro de texto.

@ En el experimento de lanzar un dado, verifique las
propiedades de la probabilidad calculando P(4),
P(B), P(C)y P(A U B) para los eventos:

a) A: cae en numero positivo.
b) B: obtener un multiplo de 3.
c) C:cae en numero par o impar.

E =1{1,2,3,4,56}, yn(E) = 6.
a) A es evento seguro, n(4) =6,y

P(4) =2 =1,
b) Los multiplos de 3 son 3 y 6, de modo que,
nB)=2y
P(B) = 2 1
B =%5=3

Es decir, 0 < P(B) <1.

c) Los elementos favorables para el evento son
1,2,3,4,5,6, modo que

PO =2=1
Y,P(AUB) =1 ytambién
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Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Aprendizajes esperados

Determina probabilidades para eventos
complementarios.

= Secuencia:
Nuevamente encontramos la vinculacion
entre la teoria de conjuntos y el calculo de

Probabilidad de un evento complementario

Contenido 6: Probabilidad de un evento complementario

Dﬁ,,,,

Eventos complementarios

El complemento de un evento A, denotado por A, esta formado por
todos los elementos del espacio muestral asociado E, que no estan en
A.

probabilidades: dado un evento, definimos
su evento complementario a como se definioé
el complemento de un conjunto en décimo

Considere el lanzamiento de un dado y determine los elementos del espacio muestral que
no forman parte del evento A : obtener un multiplo de 3. ; Cual es la probabilidad del evento
conformado por dichos elementos?

grado. En este contenido se agrega una

igualdad mas a las ya establecidas en el
céalculo de probabilidades: P(A)=1-P(A).

= Puntos esenciales:

Explicar que el diagrama de Venn permite
la visualizaciéon de la division del espacio
muestral en dos eventos complementarios
en el sentido de que la unién de ellos es
precisamente el espacio muestral y ademas
no tienen elementos en comun.

Reconocer que A y A son eventos mutua-
mente excluyentes, por lo cual se puede apli-
carlaigualdad P(A)+P(A)=1.

Identificar correctamente en cada situacion
a resolver, relacionada con eventos comple-
mentarios, dichos eventos para asi poder
usar la igualdad P(A)=1—-P(A).

El espacio muestral es E={1, 2, 3, 4, 5, 6}. El evento A: obtener un multiplo de 3, es
A ={3, 6}, de modo que los elementos del espacio muestral que no estan enAson 1, 2, 4
y 5.

Los elementos anteriores conforman el evento A ={1,2,4,5} definido por
A no se obtiene un nimero mdaltiplo de 3.
Dado que A ={1, 2, 4, 5}, su probabilidad es
P(A)=7

-2
Se observa que A y A no tienen elementos en comun, como se muestra en la grafica y su
union es el espacio muestral, de modo que si consideramos el evento A U A : obtener un
numero que sea multiplo de 3 o que no lo sea, este sera un evento seguro, y asi

P(AUA)=1 E
P(A)+P(A) =1 . 7
P(A)=1-P(A).
A

Con el resultado anterior, se puede calcular P(A)

P(A)=1-P(A)=1-3 °

1_2
=1 373 Propiedades de eventos complementarios:
1. AU 5: E
Los eventos A y A son complementarios. 2 ANA=¢

Aplicar correctamente la sustraccién entre un
natural y una fraccion.

La probabilidad de A , complemento del evento A, esta dada por
PA)=1-P(A)

7

C6: Probabilidad de un evento complementario

Eventos complementarios:
Evento 4,

A: Complemento de A

A

El lanzamiento de un dado

Notar que A y 4 no tienen elementos en comun, y
su unidén es el espacio muestral, asi que

P(AuA4) =1
P(A)+P(A)=1

El evento A: obtener un nimero multiplo de 3.

P(A)=1-P(4)
Asi, en este problema

_. . . ’ . _ 2 1 2
El evento A: no se obtiene un niumero multiplo de 3 P(A) —1-PA)=1-2=1--=2
E 6 33
() E=123456 [, )
A=1{3,6} Los eventos A y 4 son complementarios.
A=1{1,2, 4,5}
1 5

Dado que su probabilidad es
— 4
P(4)=

6 3

@ Probabilidad de eventos complementarios:
P(A)=1-P(A)
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Seccion 2: Probabilidades

' 6 Probabilidad de un evento complementario

Aprendizajes esperados

L:_jemp/o Si el experimento consiste en lanzar dos dados, calcule la probabilidad de cada evento:

) Determina probabilidades para eventos
a) A: la suma de los niUmeros que aparecen en las caras es 10.

b) A': la suma de los nimeros que aparecen en las caras no es 10. complementarlos.
a) A la derecha se muestran los L] Secuencia:
36 posibles resultados de este 1 2 3 4 5 6 . L.
experimento, es decir, n(E) = 36. Nuevamente encontramos la vinculacion

120304901506 entre la teoria de conjuntos y el célculo de

El evento A:la suma de los nimeros

(1)

que aparecen en las caras es 10, | o0 [22]@9|@49]@5] @06 probabilidades: dado un evento, definimos
tiene 3 casos favorables, coloreados 3 (31)1(3,2)(3,3)[(3,4)](35)](@36) su evento Complementario a como se deﬁnié

en la tabla, de modo que 4 4y | 4,2) | 4.3)] @ 4| @5 @6 . ;.
pa)_ 3 1 4N |42 |&3) |4 ] 5|46 el complemento de un conjunto en décimo
%12 5 |BN]|G2]|EI|EA[ESE] G grado. En este contenido se agrega una
b) La probabilidad de A es 6 [6N]62]63[6H]6.5]66) igualdad mas a las ya establecidas en el
P(A)=1-P(A)=1-5 =11 Suman 10 célculo de probabilidades: P(A)=1—-P(A).

E = Puntos esenciales:

Resuelva los siguientes problemas usando la relacién P(A)=1-P(A). EXpI!Car _que, el dlagram? _d_e Venn permlt,e

la visualizaciéon de la division del espacio
muestral en dos eventos complementarios
en el sentido de que la unién de ellos es
precisamente el espacio muestral y ademas
no tienen elementos en comun.

1. Para el lanzamiento de dos dados, calcule la probabilidad de cada evento:

a) A la suma de los nUmeros que aparecen en las caras es 5.

b) A': la suma de los numeros que aparecen en las caras no es 5.

2. Suponga que tiene un pequefio texto formado por 80 palabras del espafiol, entre las

cuales estan 35 nombres y 45 verbos. Si se selecciona una palabra al azar, calcule la Reconocer que A y A son eventos mutua-
probabilidad de: mente excluyentes, por lo cual se puede apli-
a) A escoger un verbo. carlaigualdad P(A)+P(A)=1.

b) A : no escoger un verbo. Identificar correctamente en cada situacion

a resolver, relacionada con eventos comple-
3. Enptlgsagﬁ:(s’:dsz;i:enen 7 bolas rojas, 9 azules y 4 verdes. Si se extrae una bola, calcule mentarios, diChOS eventos para aSII poder
usar la igualdad P(A)=1—-P(A).

Aplicar correctamente la sustraccién entre un
natural y una fraccion.

a) A la bola que se extrae es roja.

b) A': la bola que se extrae no es roja.

—_

Si el experimento consiste en lanzar dos dados, @ Para el lanzamiento de dos dados, calcule la
determine la probabilidad de cada evento: probabilidad de cada evento:
a) A: la sumade los nUmeros que aparecen en las caras a) A:la suma de los niUmeros que aparecen en
es 10. las caras es 5.
n(E) = 36, Lasumaes 5: (1, 4), (4,1), (2, 3), (3, 2)
La suma de los resultados es10: (4, 6), (5, 5), (6, 4) 4 1
3 1 P(A) = =
P(A) = — = — 36 9
36 12
_ b) A:la suma de los nimeros que aparecen
b) A: la suma de los numeros que aparecen en las caras en las caras no es 5.
no es 10
La probabilidad de 4 es TY—1_ _1_ 1 _ 8
DR 11 P(A)=1-PA =1 5
B R TRED
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U

nidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Probabilidad de eventos independientes

Aprendizajes esperados
Contenido 7: Probabilidad de eventos independientes

Determina probabilidades para eventos
independientes.

Si de una baraja de 52 cartas, se extrae una de ellas, se coloca de nuevo en el paquete y
se toma una segunda carta. Se consideran los eventos A: se extrae un 7y B: se extrae un
corazon rojo. Responda:

a) ¢La ocurrencia de cualquiera de los eventos afecta o depende de la ocurrencia del otro?
b) Calcule P(A),P(B)y P(A N B).

c) Compare P(A N B)yP(A) - P(B).

= Secuencia:

En las situaciones vinculadas a las

probabilidades se  presentan  eventos

que pueden recibir el nombre de eventos
simples, seguros, imposibles, o mutuamente
excluyentes (relacionado dos o mas eventos),
afadimos en este contenido a la clasificacion

a) Elespacio muestral lo constituyen las 52 cartas de la baraja. Si, por ejemplo, en la primera

extraccion ocurriese el evento A, esto no afectaria que en la segunda extraccion se dé el
evento B, dado que la carta extraida se coloca de nuevo en la baraja. De igual forma se
tendra que la ocurrencia de B no ha de alterar o impedir la del evento A.

b) De las 52 cartas, 4 muestran el nimero 7, 13 son de corazén rojo y entre estas hay

una que es 7 de corazédn de rojo, esto se ilustra en la figura de abajo, de modo que
A N B={7de corazénrojo}, luego:

P(A) =gy =4

los denominados eventos independientes y una
expresion que permita calcular la probabilidad

P(A NB) para eventos A y B de este tipo. 4

-4

=13 =

P(ANB)=g5

P(B)= 13

c) Por lo obtenido en el inciso anterior:

3

4

= Puntos esenciales:

Insistir en que si la ocurrencia de uno de los
eventos no afecta la ocurrencia del otro,
entonces son independientes.

P(A)- P(B) =13

Por tanto

Hacer ver que el orden de incisos sefialados
en el problema de este contenido se utiliza
para la comparacion de resultados que
conducird a la deduccion de la igualdad
P(AnB)=P(A)-P(B).

Insistir en que, en la ejercitacion, se tenga
siempre la precaucion de identificar que en
las situaciones propuestas se definan eventos
independientes, para asi poder aplicar la
igualdad anterior.

/47.

P(A N B)=P(A)-P(B).

Dos eventos A y B son independientes si la ocurrencia de uno no afecta la ocurrencia del
otro. En este caso se cumple que
P(A NB)=P(A)-P(B).

Si A y B no son independientes, se dice que son dependientes.

2

C7: Probabilidad de eventos independientes c) Compare P(ANB)y P(A) - P(B)

1

@ Si de una baraja de 52 cartas, se extrae una de =
52

ellas, se coloca de nuevo en el paquete y se
toma una segunda carta. Se consideran los
eventos:

A: se extraeun 7

B: se extrae un corazon rojo

P(4)- P(B) = (i) (l) =

13 4

P(ANB).

Por tanto,
P(ANB) =P(4) - P(B).

@Dos eventos A y B son independientes si la
ocurrencia de uno no afecta la ocurrencia del otro.

P(ANB) = P(A) - P(B).

a)¢La ocurrencia de cualquiera de los eventos
afecta o depende de la ocurrencia del otro?

®

No afectaria que en la segunda extraccion, dado
que la carta extraida se coloca de nuevo.
(Leer en el libro de texto)

@ En una cajita hay 3 fichas amarillas y 6 azules.
¢Cual es la probabilidad de sacar 2 fichas
amarillas si el experimento se hace con

b) Calcule P(A), P(B) y P(ANB). reposicion?

Sea A: la primera ficha extraida es amarilla,
n(4)=3, PA)=1=;

4
P(A)=5—2—

13
P(B) 25—2—

3

1
3 T P(AnB)_S—Z.




Probabilidad de eventos independientes

7

E_jemp/o

fichas amarillas si el experimento se hace con reposicién?

Se considera el evento A: la primera ficha extraida es amarilla, como hay 3 amarillas en la

bolsa, entonces n(A)=3 vy su probabilidad es
_3_1
P(A)=g=3

Se define ahora el evento B: la segunda ficha extraida es amarilla. Dado que el experimento
es con reposicion, la primera ficha extraida se deposita nuevamente en la cajita, asi, esta

sigue teniendo 3 fichas amarillas, de modo que

P(B)=3 =%

Los eventos A y B son independientes ya que se realiza reposicion de la ficha extraida,

entonces la probabilidad de A N B: la primera y la segunda fichas son amarillas es

P(ANB)=P(A)-P(B)= (%)(1@) :%

En una cajita hay 3 fichas amarillas y 6 azules. ¢ Cual es la probabilidad de sacar dos

Seccion 2: Probabilidades

Aprendizajes esperados

Determina probabilidades para eventos
independientes.

= Secuencia:

En las situaciones vinculadas a las
probabilidades se presentan  eventos
que pueden recibir el nombre de eventos
simples, seguros, imposibles, o mutuamente
excluyentes (relacionado dos o mas eventos),
afadimos en este contenido a la clasificacion
los denominados eventos independientes y una
expresion que permita calcular la probabilidad

Resuelva los siguientes ejercicios, identificando en cada caso eventos independientes:

a) Enuna bolsa hay 4 canicas rojas y 3 verdes. ¢ Cudl es la probabilidad de que, al sacar dos

canicas con reposicion, estas sean rojas?

b) Si se lanzan dos monedas, ¢ cuél es la probabilidad de obtener dos escudos?

c) En ellanzamiento de dos dados, uno después del otro, ¢ cudl es la probabilidad de que en

el primer lanzamiento resulte 3 y en el segundo un nimero impar?

P(A NB) para eventos A y B de este tipo.

= Puntos esenciales:

Insistir en que si la ocurrencia de uno de los
eventos no afecta la ocurrencia del otro,
entonces son eventos independientes.

Hacer ver que el orden de incisos sefialados
en el problema de este contenido se utiliza
para la comparacion de resultados que
conducira a la deduccién de la igualdad
P(AnB)=P(A)-P(B).

Insistir en que, en la ejercitacion, se tenga
siempre la precaucion de identificar que en
las situaciones propuestas se definan eventos
independientes, para asi poder aplicar la
igualdad anterior.

—_

Sea B: la segunda ficha extraida es amarilla.

n(B) = 3 por la reposicion,

PB)=:=x
P(ANB) = P(A)- P(B) = (%) (%) - %

En una bolsa hay 4 canicas rojas y 3 verdes.
¢, Cual es la probabilidad de que, al sacar 2 canicas
con reposicion, estas sean rojas?

El espacio muestral lo constituyen las 7 canicas en
la bolsa.

Se definen los eventos:

A: la primera canica extraida es roja 'y
B: la primera canica extraida es roja.

Estos eventos son independientes ya que el
experimento se efectia con reposicion. Asi,

4 4
P(A)=7. P(B)=7.
Y,
P(ANB) = P(A)- P(B) = (;) (;) - g.




Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Probabilidad condicional

Aprendizajes esperados

Determina la probabilidad de eventos
condicionados por la ocurrencia de otros.

Contenido 8: Probabilidad condicional

P Se lanza un par de dados. Calcule:

a) La probabilidad del evento A: la suma de los puntos es 6.

b) Dado el evento B: en uno de los dados aparece 2, calcule la probabilidad de A N B:

" SecuenCia: La suma de los puntos es 6 y en uno de los dados aparece 2.

El estudio de las probabilidades culmina con ¢) La probabilidad de que solo en uno de los dados aparezca un 2, sabiendo que la suma
la probabilidad asociada a un evento cuya de los puntos es 6.

ocurrencia esta condicionada por la de otro. S a) El evento definido como T 1.1 <1
En este caso hablamos de la denominada A: la suma de los resultados es 6

probabilidad condicional, en la cual se requiere 100 [(1,2]0,3)]0,4]1,5]16

esta definido por

)
el calculo de P(A nB) y la correspondiente al 2 @21 |22]@3)]|@4|@25)|286)
( . ) y P A={(51),(4,2),(33),(24),(1,5)}
evento que ha ocurrido. . 3 [(B1)((32((33)](34)](35)](3,6)
Asi, n(A)=5y,
5 4 “41)14,2)|(4,3)|(4,4)|(4,5)]|4,6)
= Puntos esenciales: P(A) =3¢ 5 1616263646566
Identificar que, cuando interesa la probabilidad 6 |61 | ®al6.9]64]6.5]60
de ocurrencia de un evento, habiéndose dado Suman 6
preViamente otro, esto reduce el eSPaCiO b) El evento B: en uno de los dados aparece 2, queda definido como
muestral a tener en cuenta. B={(2,1), (1,2), 3,2), (2,3), (4,2), (2,4), (5,2), (2,5), (6,2), (2,6)}
el cual tiene 2 elementos en comln con A (coloreados anteriormente), de modo que para
Hacer notar que la solucién del problema de elevento A N B setiene que n(A N B)=2y
. . .y 2 1
este contenido permite la deduccién de la PANB)=35=1g"
1A ili e . c) En vista de que el evento A ha ocurrido, se reduce el espacio muestral para B. Es decir,
expresion F?Ei EBp)rObabllldad condicional: los casos posibles para B son ahora {(5,1),(4,2),(3,3),(2,4),(1,5)}, de los cuales hay 2
P(B/A) — . La solucidn a los casos favorables: (4, 2), (2, 4).
. .. P (A) . Luego, la probabilidad de B, habiendo ocurrido el evento A es %
ejercicios propuestos no debe seguir el
esquema de solucidn de este problema sino Se puede expresar esta situacion con la expresion siguiente
la simple identificacion de las probabilidades P(B /A)=W
requeridas y la sustitucion en la férmula En efecto:

anterior. 2
p/A)=PANB) _3 2 .5 :<%>(%),§

2
6 _

P(A) 5 36 " 36
36

Insistir en la notacion establecida: P(B/A), Es decr.
n(ANB) _P(ANB)

dentro del paréntesis no se indica division de BB /A
eventos. B/A="0@) = P4

‘a;

C8: Probabilidad condicional b) Los casos posibles para B son ahora

Se lanza un par de dados. Calcule: {(5,1),(4,2),(3,3),(2,4),(1,5)}, de los cuales
a) La probabilidad del evento A: la suma de los se tienen 2 casos favorables: (4,2), (2,4).
puntos es 6.

Asi, | ili B, habi i I
b) Dado el evento B: en uno de los dados aparece si, la probabilidad de B, habiendo ocurrido e

2, calcule la probabilidad de A n B: La suma de
los puntos es 6 y en uno de los dados aparece

2
evento 4 es e

2 Esta situacion puede expresarse con la expresion
c) La probabilidad de B, sabiendo que ha ocurrido P(B/A) = %
A.
En efecto,
@ ? n(E/)I - ?(655 1, (4,2), (3,3), (24), (1,5)} P(B/A) _w_%_e _ (i) . (i) _ (i) (ﬁ) _2
ASi,n(A)zSyP(A)=3—56. P(4) 3_56 36 36 36/\5 5
Asi que,
_ (2,1),(1,2),(3,2),(2,3), ANB) PANB
b)B = {(4, 2),(2,4),(5,2),(2,5), (6,2), 2, 6)}’ p(p/a) = MA0DB) _PUNE)

n(4) ~  P(A)
Asi, para An B se tiene n(AnB) =2y

2 1
P(AnB)zgzﬁ
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Probabilidad condicional

Probabilidad condicional
La probabilidad del evento B, condicionado por la ocurrencia del evento A, denotada por
P(B /A), es
n(A N B) _ P(ANB)
n(A) P(A)

P(A)>0y P(B /A) se lee: “la probabilidad de B dado A”.

P(B/A)=

Resuelva los siguientes ejercicios:

1. Se lanza un par de dados. Calcule:

a

La probabilidad de A: La suma de los puntos es 7.

b) Dado el evento B: En uno de los dados aparece 1, calcule la probabilidad de A N B:
La suma de los puntos es 7 y en uno de los dados aparece 1.

c) La probabilidad de que solo en uno de los dados aparezca un 1, sabiendo que
la suma de los puntos es 7.

2. Para un bus interurbano de la ruta Managua-Chinandega, la probabilidad de A: sale a
tiempo de su parada es de P(A) = % y de B: llegue a tiempo a su destino es de P(B)= %
ylade A N B:salgade su paraday llegue a tiempo a su destino es de P(A N B)= 1@

Encuentre la probabilidad de que llegue a tiempo dado que sali6 a tiempo, es decir, P(B /A).

—_

Seccion 2: Probabilidades

Aprendizajes esperados

Determina la probabilidad de eventos
condicionados por la ocurrencia de otros.

= Secuencia:

El estudio de las probabilidades culmina con
la probabilidad asociada a un evento cuya
ocurrencia esta condicionada por la de otro.
En este caso hablamos de la denominada
probabilidad condicional, en la cual se requiere
el calculo de P(A nB) y la correspondiente al
evento que ha ocurrido.

= Puntos esenciales:

Identificar que, cuando interesa la probabilidad
de ocurrencia de un evento, habiéndose dado
previamente otro, esto reduce el espacio
muestral a tener en cuenta.

Hacer notar que la solucion del problema de
este contenido permite la deduccién de la
expresion para la probabilidad condicional:
P(B/A) = P(ANnB)

P(A) -
ejercicios propuestos no debe seguir el
esquema de solucion de este problema, sino
la simple identificacion de las probabilidades
requeridas y la sustitucion en la férmula
anterior.

La solucion a los

Insistir en la notacion establecida: P(B/A),
dentro del paréntesis no se indica division de
eventos.

. . P(ANB)
@ Probabilidad condicional  P(B/A) = P c) La probabilidad de que solo en uno de los dados
aparezca un 1, sabiendo que la suma de los
@ Resuelva los siguientes ejercicios: puntos es 7.
1. Se lanza un par de dados. Calcule: P(AN B)
a) La probabilidad de A: La suma de los puntos es 7. P(B/A) = W
A = {(6, 1)! (5’ 2)! (41 3)! (3:4)v (2: 5): (1; 6)} 1
6 1 _18
PA) = % "% 1
6
b) Dado el evento B: En uno de los dados aparece 1, _1t. 1
calcule la probabilidad de An B: La suma de los 18 6
puntos es 7 y en uno de los dados aparece 1. "
-(35)®

B= {(1, 1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6) }
(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1) ’

Asi, n(AnB) =2y

2 1
P(AnB)=%=E.

Il
Wl =
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Prueba de Matematica 11mo (30 min.) Fecha:

Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Nombre: Seccion:
/ 20
Sexo: M/ F
1. Calcule: (2 puntos x 3 =06)
a) 5! b) P
c) sC;
2. Resuelva los siguientes problemas: (2 puntos x 2 =4)

a) A un estudiante de Arquitectura se le ha pedido como trabajo final de curso disefar
4 planos de modelos de casa diferentes en 6 tamarfos distintos, ¢cuantos planos
debera entregar?

b) ¢ De cuantas formas distintas se pueden sentar 4 personas alrededor de una mesa
circular?




3. Calcule la probabilidad de que los numeros que aparecen en las caras superiores
de dos dados que se lanzan sea 7. (2 puntos)

4. Para el experimento de lanzar un dado calcule la probabilidad de cada evento:
(2 puntos x 3 =6)
a) A: obtener un nimero par.

b) B: obtener un multiplo de 3.

c) AUB: obtener un nimero par o un multiplo de 3.

5. Si se lanzan dos monedas, ¢,cual es la probabilidad de obtener dos escudos?
(2 puntos)

Nombre:







»

Anexo 1 Solucionarios de las pruebas de
. cada unidad

Anexo 2 Solucionarios del Libro de Texto

Anexo 3 Diferencias del LT entre la version
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Anexo 1: Solucionarios de las pruebas de cada unidad

Solwahwwyd@lazyprwdm/yde/cadwmédad

Unidad 1: Sucesiones

Unidad 2: Potenciacién y Funciones

1. (2 puntos) Exponenciales
a, =3n+1 1. (2 puntos x 6 =12)
a=3)1D+1=4 . L1
=@ +1=7 a) =3)"=81 b5 =c
az;=03)3)+1=10 c) (-7)°=1

a,=(3)4)+1=13
as = (3)(5) +1=16

. La sucesién aritmética 5, 11, 17, 23, ...

d) ¥32=(25)5=2006) =212

1

a)(1 punto) a; =5 b)(1 punto)d = 6 ) <3§) (3%> _ 3%% _3i_3
C)(2 puntos) a,=5+(n—-1)(6) =6n—-1

3. (2 puntos)
a4=a1+3d, d=2, a4=13

a1=7

2. (2 puntos)

4. (2 puntos)
a, = _1, ag = 13

Ot OCLE)

Sg

5. (2 puntos X 2 = 4)
7,14, 28, 56, ...
a)r=2

b) a, = (72"

6. (2 puntos)
a,=a;r3, r=2, a, =24

3. (1 puntox 2=2)

s ; N 04
24 = q,(2%) a) 3*.< 3 b) (5) =(3)
8(11 = 24

0, =3 4. (2 puntos x 2 = 4)

a) 2x+1 =4 2x+1=22
7. (2 puntos) ’

x+1=2
a, =3, r=4 1
X =
g a,(r*=1) B 3(4* - 1) .
T o4-1 3 T b) 9¥+1 — (i)l_x 9+l = (9-2)1-x
81 ’

8. (2 puntos) gx+1 —g—2+2x

5
3+32+33+34+35=23k x+1=-2+2x

k=1
x=3




Unidad 3: Logaritmos y Funciones
Logaritmicas

1. (2 puntos X 6 = 12)
a) logs9 =2

b) 10g41_16 =10g44‘_2 = _2

C) 10g101 = O

d) log,8+log,2=log,(8)(2)
=log,16
=log,4? = 2

8
e) log,8— log42=log45 =log,4 =1

log,8
f . - )
) log,5 -logs8=log,5 log, 5
=log,23=3
2. (2 puntos)
y
[ p— - 0 r oy

3. (1 puntox2=2)
a) log,5 _ > log,3

b) logi2 _ > logi6
3 3

4. (2 puntos x 2 =4)
a) logs(2x+7)=2

2x +7 =52
2x+7 =25
2x =18
x=9

Para 2x + 7 > 0, es decir, x > —g

Por lo tanto, x =9

Anexo 1: Solucionarios de las pruebas de cada unidad

b)log,x + log, (x + 3) =2 log,2
log,x(x + 3) = log, 22
x(x+3)=4
x2+3x—4=0
(x+4)(x—-1) =0
x=—4,x=1
Parax >0y x+ 3 > 0, es decir,x >0
Por lo tanto, x = 1

Unidad 4: Geometria Analitica
1. (2 puntos)

d=J(2-6)2+(-1-2)2=5
2. (2 puntos)

—2+4+2 -2+4
( 2 ' 2 ):(0,1)
3. (2 puntos x 4 = 8)

a) y=2x+3

b) y—3=-3(x—-2)
y=-3x+9

c) -1-
y-l=a—FG-2
y=-2x+5

d y=1

4. (2 puntos x 2=4)
a) x> +y%=9
b) (x —2)?+ (y—3)% =25

5. (2 puntos x 2 =4)
a) x2+y2—4x+2y—4=0
(x* — 4x) + (y* + 2y) =4
(x? —4x+4)+ (y? + 2y + 1) =4+4+1
(x—22+(@y+1)?% =9
b) Centro: (2,—-1)
Longitud del radio: 3

Unidad 5: Cénicas

1. (2 puntos) y? = 20x

2. (1 puntox 4 =4)
y? =" 2)x
Vértice:(0,0) Eje de simetria: eje x
Foco: (2,0) Directriz. x = -2




Anexo 1: Solucionarios de las pruebas de cada unidad

3 (2puntos)—2+§=1,a=5, c=73
2 =q%—p2
32_52_b2
b?=5%2-32=16
xZ 2
LA
25 16

4.(1puntox 3=3) X+ 2'=1

Vértices: (0,5) y (0,—5)
Focos: (0,4) y (0,—4)
Extremos: (3,0) y (—3,0)

5.(2 puntosx2:4)z—z—i—§:1,a=4, c=5
c? =a? + b?
52 =42 4 p?
b? =5% — 42 =9
2

2
Ecuacion de la hipérbola: f—G — y; =1

Asintotas: y:%x yy= —%x

6.(1 punto x 5=15)
yZ

x2_1
1 4

a=1 b=2,¢c=+5

Centro: (0,0)

Focos: (0,v5) y (0,—+/5)
Veértice: (0,1) y (0,— 1)
Extremos: (2,0) y (—2,0)

Asintotas: y = %x yy= —%x

Unidad 6: Técnicas de Conteo y

5.

Probabilidades

. (2 puntos x 3 =6)

a) 5= 5@®R@2)(1) =120
b) sP3 = (5)(4)(3) = 60

P (DB

IO

C) 5C3 =

. (2 puntos x 2 =4)

a) (4)(6) = 24
b) 4-D!= 321 =6

. (2 puntos)

(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)
6 1

36 6

. (2 puntos x 3 =6)

a) A={2,4,6}

N =

3

P(A) = g =
b) B= {3,6}
2

P(B) = ¢ =

c) AUB={23,4,6}

6
2
3

P(AUB) =

DA W R

(2 puntos)

NN, NE, EN, EE
1
4



Solucionarios del Libro de texto:

UNIDAD 1

Seccion 1 Contenido 1 (S1C1)
a) 3,6, 9 ,12,15,18, 21, ...

b) 5,10, 15, 20, 25, 30, 35,40, ...
c) 1,3,5,7,9 ,11,13,15, ...

d -1,1,-1,1,-1,1,-1,1, ...

e 1 - = -

223 456
f) 1,2,4,7,11,16,22, ...

S1C2

E1

a) a, =2n
Cc) a,=n
E2

b) a,, = 5n

a)a, =@M +1=3
a=2)Q2)+1=5
as=(2)3)+1=7
a =)@ +1=9
a;=2)5)+1=11
a0 =2)(10)+1=21

b) a, = 1
az =4
as = 7
A, = 10
ag = 13
alo =28

S1C3

E1

C) a1=
a, =4
az; =9
a4=16
a5—25
a = 100

a) 4,8,12 ,16,20,24, ...

b) 10,20,30,40, 50, 60...

c) 100,200,300, 400,500, ...
d) 0,—1,—2,—3,—4,-5, ...
e) 2,4,8,16,32,64,128,...

f) 3,4,6,9,13,18,24,...

E2

a) a, =3n
c) a,=—n
e) a, =n?

b) a, = 6n
d)a,=n—-1

f) an:n;ll-l

Anexo 2: Solucionarios del libro de texto

Paginas de LT: 2~9

E3
a2=—(2)=—2 a2:7
as =_(3)=_3 as =10
Ay =_(4) =—4 Ay = 13
(223 =_(5)=_5 a5=16
a5 =_(15)=_15 a9=28
1
c) a, =0 d) a, ==
2
1
a2=—1 azzz
1
a3=—2 a3:§
1
a4=_3 a4_E
1
as = —4 ==
; %732
1
a,, = —19 =—
20 “7 = 128
e)a =-1 f ag =1
a, =1 a, =3
a3=_1 a3—7
a4=1 a4_=15
a5——1 a5=31
a10=1 a7—127
S2C1
a)57 9 ,11,13,... d=7-5=2
b) 7,10,13,16,19,...d = 3

d) —1,-2,-3,—4,-5,—6,...d = —1
e) 10,8,6,4,2,0,... d = —2
f) 0,5,10,15,20,... d =5

)

c) 6,4,2,0,-2,... d=4—6=-2
)
)

S2C2
a)a,=7d=11-7=4

a,=7+n—-1)4=7+4n—-4

=4n+3
ag = (4)(6) +3 =27
b) a, =7n+6 ag = 62
C) a,=4n—-10 aq =26
d)a,=-2n+1 ay; =-21

S2C3
E1

Sustituyendo
a,=12,d=2->12=a,+6
a,=12-6=6

b) a6=a1+5d
20=a;+15->a, =5

C) a7=a1+6d
3=aq;—12—->a, =15

E2

a) a4=a1+3d
Sustituyendo a; = 2,a, = 14
14=2+3d->d=4

b) a7=a1+6d
2=—-10+6d >d=2

C) a10=a1+9d
—34=-74+9d >d=-3

S2C4
a)az;=a;+2d 10 =a, + 2d
—
a6=a1+5d 16=a1+5d
a1=6,d=2

b){3 =a; +3d

21l=a,+6d a,=-15d=6
—1=a,+4d

C){—l?) =a;+8da; =11,d =-3

_10=a1+9da1 = _1,d =-1

s2C5

E1

a) 4,6,8 ,10,12,...
b) 12,15,18,21,24,...

c) 9,7,53,1, ...

d) —2,—4,-6,—8,—-10,-12, ...
e) 30,40,50,60,70,80,90,...
f) 5,0,—5,—10,—15 —20,...

2
a)a, =5d=11-5=6

a,=5+n—-1)6=6n-1
as=(6)(5)—1=29

m

b) a,=8n—-6 a; =50
c) a,=-3n+2 ays=-16
d) a, =—-3n a;; = —33




Anexo 2: Solucionarios de libro de texto

E3

a) a4=a1+(4_1)d=a1+3d
Sustituyendo
a,=5d=3-5=a;+9
a1:5_9:_4

b) a7=a1+6d
25=qa;—-12 > a; =37

C) a9=a1+8d
90 = a, — 80 = a, = 170

d) aqq =a1+10d
35=a1_70_>a1:105

E4

a) a3:a1+2d

16=4+2d->d=6

b) ag=a, +7d
1=-20+7d->d=3

C) ag =a, +8d
—32=8+4+8d—->d=-5

d) as =a, +4d
—85=—-174+4d - d =-17

a, :4’,a3 =16

ES
a)a;=a,+2d 12=a,+2d
—
ag =a; +5d <|:24=a1+5d
a, =4,d=4

b 5:a1+d
26=a1+4d
C) _20:a1+5d
55=a, +20d a, = —45,d =5

~100 = a;49d a;=—10, d=—10

S2C6
a) Sg = 2(1 +16) = (3)(17) =51

a1=_2,d=7

b) Sy =124 c) S, =—28
d) S, = —153
s2Cc7

6
2) S =512 + (6 - D))
=(3)(2+25) =81

b) Sg =184 c) Ss = —80

d) S, = —126

S2C38

E1 6

a) 75 =§(5+a6) - 75 =3(5+ag)
ae = 20

b) a8=15 C)a7=16 d)a9=_18

E2
a)a,=a;+(n—-1)d
19=1+(n-1)2)»n=10

Sio = 12—0(1 +19) = (5)(20)=100
b)24=3+n-1)(3)>n=28

Sg = 2(3 +24) =108
c)26=2+(n—-1)4)-»>n=7

S, =;(2+26) =98
d) -16=-1+n—-1)(-1)-»n=16

Sie = ?[—1 +(-16)] = —136

S2C9
La sucesion aritméticaes 1,2, 3,...

Sn =5 (2@ + (1= D(@)]

45 =

NS

[(2)(1) + (n—D(D)]
45=g(n+1)—>90=n2+n

n?4+n—90 = 0-(n+10)(n—9)=0
n=9,-10

Como n>0,n=9

Por lo tanto, se distribuiran en 9 filas.

S2C10

E1 g

a) Sg = 5(5 + 40) = (4)(45) = 180

d) Sll = —330
E2 ;
3) 5; =2 (D@ + (7~ D)) = 154
d) S, = —102
E3
5
a) 50 = 5(2 +as) »> 100 =5(2 + ag)
as =18
d) a10 = _34
E4

a)a,=a,+(n—1)d
19=1+(n-1)3)»>n=7

7
§;=5(1+19) =70

Paginas de LT: 9 ~ 18
b)58=2+n-1)(8) >n=28
S =§(2+58) = 240
c)—23=10+(n—1)(-3)>n=12
Sy = 12—2[10 +(=23)] = -78
d)-30=10+(n—1)(-5)->n=9

9

So =15 [10 + (—30)] = =90

E5

a) La sucesion aritmética es
26,24,22,...,12
a,=a;,+(n—-1)d
12=26+(n—-1)(-2)->n=238
Por lo tanto, se forman 8 filas.

b) Sg = 2(26 +12) = (4)(38) = 152

Por lo tanto, coloca 152
ladrillos en total.

s3c1

a) 3,6, 12 ,24,48,96,...
b) 2,6,18,54,162,...

¢) 5,10,20,40, 80, ...

d) 32,16,8,4,2,...

e) 1,3,9,27,81,243,...
f) 1,-2,4,—8,16,...

S3C2
a)a; =2,r=4+2=2

a, = a;r* 1t = (2)(2v1) = 2"

26 =64

ag =
b) a, = (5)(2" ) a, = 320
c) a, = (2)(¢" Y as = 512
d) a, = (-2)(3" a, = —54
S3C3
a) r=3ya, =281
a, = a;r* 1 =a,(3%) =27a,
81 =27a; a1=%=3
b) 64 = a;(=2)* a, = 4
c) 5=a,(-1)% a;=5
Desafio

a) a, =a;r* =) =r3
Como a, =125,r3=125 r=5

b) 128 = (4)(r>)

c) —256 = (2)(r)

r=2

r=-2



Paginas de LT: 19 ~ 26

S3C4
@ _ a,r3 _ 2
a, aqr
Loay 27
Tambiégn—=—=9
a, 3

r2=9 571 =43

Para r=3-a, =a;r=3a;, =3

_)a1=1
Para r = -3 - a, = a;r = -3
ar =3-aq,=-1
b) == 2
as a1T
Tambié g _ 28 4
mbién— = — =
amoen T 12

r’=4->7r=42
Para r =2 - a; = q;7% = 4q

=12-a, =3
Para r = —2 - a3 = ay1% = 4q,
=12->a, =3
Desafio
a, ayr
. as 48
También—=—=18
a, 6

r’=8-r=2

a,=a.r=2a,=6->a;, =3

b) & = art _ 3
a, aqr
. as —162
También— = —— = —-27
a, 6
r=-3,a, =-2
S3C5 2(4° D _(2)(63)
) 53—— 4.__1 3 2542
8(2° -1
b) ssz% = (8)(31) = 248
-9(3*-1) (- 9)(80) _
C = =
) Sa=—3— > —360
=3[(-1)7=1] (=3)(-2)
d p— — —_——
) S, 1 = 3
S3C6
a;(2°-1)
a) 55=1ZT=93—>a1=3
a; (5% —1)
b) 53=1ST=155—>611:5
a,[(=2)* - 1]
C) S4=1_2—_1=5—>a1=—1
—4)* -1
d) s,= a1 204—a,=—4

—-4-1

S3C7
E1
a) 1,4, 16 ,64,256,...r =
b) 4,12,36,108,324,...
c) —3,—6,—12,—-24,-48,... r =2

1 1 1

d) —81,27,-9.3, -1, = —— ... p=—
) 379 T3

4+1=4

r=3

E2

a)a;,=1,r=6+1=6
a, = a;r* 1= (1)(6"1) =61
a, = 6% =216

b) a, = (5)(3"™ 1) as = 405
c) a, = (=7)(-2)*1 ag = 224

1 n—-1 1
d) a, = (-16) (E) a; =—7

E3
a) ay = a;r* 1t =a,(2%) = 8q

Como a, = 64,8a,; = 64

L6
a, = 3 =
b) 324 = al(_3)4 a, = 4
1 5
C) —1 = a; <E) a1 = _32

E4
a) ay = a;r* 1t =5)r3) =513

Como a, = —40,5r3=—40 r=-2

b) 288 =(9)(r°) r=2
0 Y a; a1r4 2
as air
.oa, 27
También—=—=9
as 3
r2=9 571 =43
E5 ,
1(4°-1) (1)(63)
a — — =
) Ss=—— 3 21
3(4* - 1)
b = =
) Sy =—5—— =255
I[(=3)° —1] _(9)(-28)
C = = =
) S; — 3 — =63
E6 @ -1
a,(2° -1
a) S3=127=63—>a1=9
a,(5* = 1)
b) S4=IST=156—>Q1=1
—2)%—1
0) s, = % = 10~a,=—2

Anexo 2: Solucionarios del libro de texto

s4c1
E1

a) Z3k=3+6+9+--~+3n

) e

k=1
7

=1242% 432+ 42 + 52 + 67

c) 2k =24+ 25+ 26427
k=4
E2
n
a) 12+22+32+---+nZ=2k2

k=1
20

b) 1+2+3+4+- +20—Zk

1 1

c)1+2+ + + - +— Zk
S4C2

5 5 15
a) ;5k=5kzlk b) ;2=(15)(2)

4 4 4
)Z(k2+k3)= Zk2+ Zk3

6 6

d) Z(2k+k2)—2 kzlk+2k2
$4C3

10
10
) Zk=7(10+1):55
k=1

15 30
b)ZkleO C)Zk=465
k=1 k=1

S4C4
E1

5
1
a) D K= )G+ DIR)E) +11=
k=1

8
1
b) k?==(8)(8 + D[(2)(8) + 1]=204
kz=l 6

10
1
c) k?==(10)(10+1)[(2)(10) + 1]=385
kz=l 6
E2

a) i(3k2+k)=3zs:k2+ik

=@ () OG+ DG + 1 +3G+1)

1
-@ () ®®an+2©

=165+ 15 =180




Anexo 2: Solucionarios de libro de texto

i( k2+5) 2Zk2+(7)(5)

k=1

=70+ 35=105

6 6 6
c) Z(Zkz +3k)= 22 K2 + 321(,
k=1 k=1 k=1

=182+ 63 = 245
$4C5
E1

n
a) Z6k=6+12+18+~-+6n
k=1
10
b) Zk2=9+16+25+36 +:+ 81+ 100
k=3
6
c) 22k=4+8+16+32+64

k=2
E2 18
a) 22+32+42+---+182=Zk2
nk=2
b) 3+5+---+(2n+1)=2(2k+1)
k=1
n

C) (—1)+ 14 (=" = Y (=D
k=1
E3

25
a) ) k==(5+1) =325
k=1

8
b) 10 = (8)(10) = 80

7
c) Z k? = %(7)(7 + D[(2)(7) + 1] = 140
k=1

5 5
) B+kA)=06B)3)+ ) k?

=15+55=70
6
e) D lk+ (-1 = Zk+(6)( D
k=1
=21-6=15

8 8 8
f) (k%2 +2k+1)=) k?2+2 ) k+(8)(1)

=204+72+8 =284
UNIDAD 2
Seccién 1 Contenido 1 (S1C1)
E1

a) 3)(3)(3) =33 b) 4*
3
c) 10° d) 1,22 e) (%)
E2
a) 243 b) 16 c) —27
1
d) 0,2 x 0,2 =0,04 e) _§
S1C2
a) a’ b) a® c) a?®* d) a®
e) a®b®> f) a®b® @) a* h) a
S1C3
a) 1 b) 1 c) 1
1 1 1
d) = e) — fy —=
) 5 ) 16 ) 8
S1C4
E1 , ) 1
a) a b) at=—
ab
B 1
¢) a7b™% = a3h3
1 b3
_2 —_ -
d) a = ; e) 10p20 0
E2 1
a 23 = 8 b I = p—
) ) f 34 81
C -3 = =
) 3 33 27
_ 1 1 0
1073 = — = =1
d) 10 103 1000 )
S1C5
Potenciacion | Radicacion La radicacion
se lee
Dos es igual a
2% =16 2 =316 [raiz cuarta de
dieciséis
Tres es igual a
32=9 3=+9 |raiz cuadrada
de nueve
Menos tres es
igual a raiz
(—3)3 = —27 |-3 = Y=27[clibica de
menos
\veintisiete
Tres es igual a
3% =81 3 =181 [raiz cuarta de
ochenta y uno

Paginas de LT: 26 ~ 41
S1C6
a) i/gz =3 b) —-i/g_ =-3
c) 5% = d) Y(=3)* = -3
e) V103 =10 f) —Y10*=-10
s1C7
a) Y@@ =T =2 b5
c) 3 d) 3 f) 2
s1C8
E1
a) V16 = /24 = by2  c)4
11 1 1
Ve iy s %3
E2
V6 =26=2 b)3
c) Y33=3
S1C9
a) 3 a3 b) %
c) Va® =+Va2a%a = a*Va
i 1 1 3
a3 e) T az 9 a2
et a5 Dad
$1C10
a) 9% —V3=3 b) 2
643 V(@32 =423 =16
1 1
'S
s1C11
a) 3G+3) =31 = 3
4 2
b) /3¢ + /32 = 338 =31 =3
c) 25(%%) - 25% =5
5
d) 3(%1'%_5) =32=9
$1C12
E1
1 5
a) 74 ) 03* o) (3)
E2 )
a)512 b)81 ¢) d1 e)1l



Paginas de LT: 41 ~ 49

1 1
f) o4 g) ~128

1 -2
h _ — (_ 2
)( 10) = (=10)2 = 100
E3
a) 8 b) /93 =9

c) (W)2=22=4
d) Y16 = Y24 =2
e) 2[(23)* = Y212 =2

E4

a)/(83)% = 8% = 512

b) Y(3B)*=3*=81

c) 100

d)3

E5

a) 25(i+133) = 250 — 1

2 3
b) (23)73(22)z + 2 = 2(-2+3-D

=20=1
S2C1
a)
x| -3 2 | -1 |o| 1| z2]3
y % % % 1] 3| 9 | 27
buntol A(—3 %) 3(—2,%) c(—1,§)0(0,1)5(1,3) A2,9)|6(3,27)
b), c)
y
9 F(2 9)
8
7
6
5
4
3| 4B, 3)
41 ’
c-1.4),
B(—Z,% l
31
A( 3,2L)M D(0,1)
—4 -3 -2 -1 1 2 3 4%x
S2C2
a)
x| 3| 2| 1o | 1| 2 3
y | 27 9 3 1 % % %
puntolA(~3,27)|B(~2, 9)C(~1,3)| D(0,1) 5(1%) F(Z,%) 6(3,%)

b), c)
B(—2, 9)
C(—1,3)
2
]

D(0, 1) \.\ﬁif)G(Zz%)
-5 —4 —3 —2 -1 1 2 3 4 X
S2C3
E1
a) 22< 23 Db)3°<37 c) 43> 42
E2

1
a) 273 <22 <2?
La base 2 > 1, el orden de
exponentes —3 < % <2
el orden de potencias es igual.
1
b) 571 <52 < 52
Labase 5 > 1, el orden de
exponentes —1 < % <2
el orden de potencias es igual.

S2C4
E1

E2

(3 <G) <)
3 3 3

La base § < 1, el orden de

exponentes—3 < —1 < 3
es opuesto a orden de potencias

-3

2 -2

1 nto1
" (3) <) <6)
'g) <) <G
La base§< 1, el orden de

exponentes—2 < —1 < 2
es opuesto a orden de potencias

S2C5
a) 3% =32 b) 22* = 24
x =2 x =2
c) 5% =53
3
X ==

2

Anexo 2: Solucionarios del libro de texto

d) 2¥ =27° e)6¥=63
x =-=5 x =3

S2C6

a) 24x — 24 b) 2%+1 _ 78
x =1 x=7

C) 33x — 32x+3 d) 33(x—1) = 32(x+3)

x=3 x =9
e) 103*=10° f) 320+D = 3-30-0
x =3 x =5
S2C7
a) 2x2-5 — p4x
x2—5 =4x
x2—4x-5=0
x=5x+1) =0
x=50x=-1
b) 3x2—2x =33
x?—2x =3
x2=2x—-3 =0
x=3)(x+1) =0
x=30x=-1
c) 2x?+6x= 5%
x2+x=0
x(x+1)=0
x=0o0x=-1
d) gx?+2x+4= 53
x2+2x+1=0
(x+13*=0
x=-1
e) 32x2= 33x+2

2x2—=3x—2=0
Cx+1)(x—-2)=0
xX=20x=—=
S2C8 2
a) (3%)?2-2(3%)-3=0
t2—2t—3 =0 (t=3%t>0)
t-=3)(t+1) =0
t=3o0t=-1
Como t>0,t =3

3¥=3e x=1




Anexo 2: Solucionarios de libro de texto

Paginas de LT: 49 ~ 61

x\2 _ x — b) 1
b) (377~ 43" +3 =0 dx=L eb=5 fb=10 2 W1
— 4t +3 =0 (t=3%t>0) 8 ¢) log, (83) (42) — log,(2)(2) = 2
S$1C2
— — = 72
(E=3)(—1) =0 a) 5 b) 0 c)1 d) logio 75557535 = 108101 =10
Como t>0,t=10t=3 1 (3%)(2%)
Parat=1 3*=1e x=0 d) 2 e) -1 f)z E3 1 )
_ 1 —————=logc—=-2
Para t = 3, 3¥*=3e x=1 S1C3 a) 08s (20)(15) 08s 25
S2C9 a) 2log; 7 b) —2log,y 5 b) —2
E1 c) log, 3% = 2log, 3 123
-3 ~ 2-2 _ 20
a) 3 4<3 3<53 3 d) 3logs 3 e) —2log;3 ) %8s 500y0607)
1 1\ 1
b) (g) < (g) < (g) S1C4 = 1085; = -4
5 a) logs(12)(3) = logg 36 = logg 62 = 2 (25)(5)(5)
1\ Mz 1\ 3
I <@ <G) S T BT L W, S
s1C5 | V32
E2 3N 3 a) log87 =logg8 =1 log, 32
a) 22x+1= 22 b) (—) = (—) e) 10g2 7 " = 10g2 32 - 5
1 5 5 b) 3 c) -2 d) 4 log, 7
X =—= 1
2 X =—— S1C6 log; 8 logz3 logz3 1
S 2 ®)() D fos5 Top5 = log. 0 = 2
C) (l) — (1> d) 32(x+1) = 3_4(1_x) a) 10g2 20 = 10g2 2=1 083 083 083
3) ~ \3 2
B 3 2x+2=—4+4x b) 10g3(6 )(5):10g39:2 log, 3 ..0825 10827 log, 8
x=4 g) log;
x =3 (24)(15) log, 3 log,5 log,7
e) 42(1-%) — 4=3(x+1) c) logq, e =log,0 10 =1 —log,8 =3
=log, 8 =
2—2x=-3x—-3 S2C1
x = -5 S1C7 a)
| _log327 logs3® 3 . . .
f (2 +2(29) -8 =0 A 1o 27 = S Thoge 2z ||z | s |5 []o]e]"
2 _ ox 5 1 y -3 -2 -1 0 1 2 3
t*+2t -8 =0(t=2%t>0) b) 5 c) 5 pumoA(zl—7,—3)B(%,—z)ce,q)u(w £, D|F (9, 2)[6(27,3)
(t+4)(t—2) =0 log, 9 b). )
_ d) logs5-—>—=1log;9=2 e) 4
t=2(t>0) log; 5 3’2 F(9, 2)
2X=2, x=1 S1C8 EG, 1)
D(1,0 X
E1 3
xX\2 __ X\ _ — 1 C 0
g) (294 —-5(2%)—-24=0 a) log, 3 = 2 b) log: (_) _3 2 c(li1) 4 6 8 10
— 5t — 24 = 0 (t=2%t>0) 515 22
1 5 . ¥
t+3)(t—-8)=0 c) Elog2 25 =5 d) log, 472 =-2
t=8 (t>0 8
i ( ) log, 32 _ log, 25 _5 S2C2
2*=8, x=3 log,8 log,23 3 a)
UNIDAD 3 1 . . .
Seccién 1 Contenido 1 (S1C1) f) logz 3 1 w3 |37
E1 logs 9 = 3 y 3 2 1 0| -1 | -2 -3
Efggfencm VR I IR %:3_5 log, 2 puntoA(%,3)3(%,Z)C(%,1)D(1,0)E(3,—1)F(9,—2)G(27,—3
e ioa [/082144=2 | Tog 7= 1 flogs 9 = 2l log, = =5 9) log; 3 log, 3 =1 b), c)
E2 log, 5 ) log, 8 _ log, 8 _ E 32’ B, 2)
a) logzx—2<—>x—22—4 log24 log25 logz4 2 C(%,—1)
X,
b) x E2 10 log,2 1 Olp(1,00-2 4 6 8 1
c) log,16 =2 & 16 =b? a) log4? =log,2 = log, 4 2 i B340 F(9,—2)
b = 4 (base b>0)




Paginas de LT: 62 ~ 76

S2C3
a) log,3 < log,5

1
b) logs 7< logs2 < logs4

Como las bases son mayor que 1, el
orden de los argumentos son iguales
al orden del valor de los logaritmos.
S2C4

a) log15 < log13
2 2 1
b) log18 < logi4 < log1—
3 3 34

Como las bases son menor que 1, el
orden de los argumentos son iguales
al orden del valor de los logaritmos.

S2C5

a) logsx=2ox= 32 x=9
b) 3x +4 =72 x =15
c) log,x? =46 x?=2% x=14

Como el argumento x > 0,x =4
S2C6
a) Los argumentos x y x —1 son
mayor que 0 - x > 1

log, x(x — 1)=log, 2
x(x—1)= 2
x2—x—-2=0
x+1Dx—-2)=0
x=-10x=2
Como x>1,x=2

b) Los argumentos x+2 y x+ 5
son mayor que 0. - x > —2

log,0(x + 2)(x + 5)=logy, 10
(x+2)(x+5)=10
x=-=70x=0.
Como x > —2,x = 0.

c) Los argumentos x —2 y x +1
son mayor que 0.— x > 2

log,(x —2)(x + 1)=log, 4
x—-2)x+1=14
x=-20x=3.

Como x > 2,x = 3.
S2C7

a) log,o 22 = 2log;,2 = (2)(0,3010)
= 0,6020
b) logy0(2)(3%) = logyo2 + 2log;,3
= 1,2552

c) 1,3801 d) 1,4313
e) 1,505 f) 1,5562
S2C8
E1
a) Y
4, 1)
(1,0) X
-5 3 T
1_
(Z' 1)
\
b) y
1
(2,1)
J (1.0 x
0 2 4
(4,—1)
E2

1
a) log, 5< log, 3 < log, 5

Como la base es mayor que 1, el
orden de los argumentos es igual al
orden del valor de los logaritmos.

1
b) 10:‘:’15 > logi2 > logib
3 3 3

Como la base es menorque 1, el
orden de los argumentos es opuesto
al orden del valor de los logaritmos.
E3

a) log, x =log, 275

1
X =—
32
1
b) logs(x —3) = log, 42
x—3=2
x=5
C) 3—x =2x+18
x=-5
d) logg(x + 2)% = logg 64
(x+2)?2 =64

x=-10 o x = 6.
Como x> —2,x = 6.

e) logz(x —2)(2x — 7) = log5 9
x=2)2x-7)=9

1
x=— 0 x =05.

7
Como x>§, x =5.

Anexo 2: Solucionarios del libro de texto

E4

a) logq 2% = 4log,,2 = (4)(0,3010)
= 1,204

b) log,, 3* = 4log,,3 = 1,9084

c) log;0(3)(2*) = logy3 + 4log2
=1,6811

UNIDAD 4
Seccién 1 Contenido 1 (S1C1)

E1

a) AB=4 b)CD=5
d) FH=5 €) RQ =65
E2

AB =|-2 - (-5)| =3,
BC =10 — (=2)| = 12,
AC = |-5 — 10| = 15.
AB+BC=3+12=15=AC

c) MF=7

OO +@05) _

a) T3 9, P(9)

b) p = (3)(—721 3E4)(14) _s5, P(5)

¢) p= 15;45 _ 30, P(30)

s1C3

a) AB = /(5 —2)2 +[1— (-3)]?
=V9+16=>5

b) MQ=2V5 Cc)RS=5 d)FT =7

S1C4

W@+ B39 c

- 3+4 o

COIOEICICN 4

y= 3+4 -
Por lo tanto, P(5,4)

b) P(3,2)

S1C5

5)1 _245_7 _4+8_
Tt T
Por lo tanto, el punto medio de AB

Ny
0G2) o)

o ()

a)x
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E2
Sean (x,, y,) las coordenadas del

otro extremo.
962+7=4 y2+8 _
2 ’ 2
x2+7=8,y2+8=6

3

x2=1,y2=—2

Por lo tanto, (1,—2) son las
coordenadas del otro extremo.

S1C6
E1
a)AB=3 b)PQ=17 c) MT =3
E2
ROOEICOION

a)p—?’_}_—l =7, P(7)
b) P(4)

—-10 + 14
c) p=—7py—=2 P
E3
a) PQ =+/(4—0)2 + (3—0)2

=vV16+9=+25=5
b) FN =5 c) HK = 3V10
d) WU =5

E4
@@ +(G)9)
x=— T g

5+2 '
_@OW+GE)
y= 5+2 B
Por lo tanto, P(7,—1)

E5
Sean P,(x,,y,) las coordenadas del
otro extremo.
X, + (=5) y2+4
> b T T
X, —5=2,y,+4=2

1

x2=7,y2=—2

Por lo tanto, (7,—2) son las
coordenadas del otro extremo.
S2C1

Intercepto con eje

y:(0,2)
Pendiente:m = 2

Intercepto con eje

y:(0,4)
Pendiente:m = —3

Intercepto con eje Intercepto con eje y:

y: (0,0) 0,3)
Pendiente:m =5  Pendiente:m = —1
S2C2
E1
a)y—3=2(x—-2)
y=2x-1
b) y—3=-3(x—-2)
y=-3x+9
c)y—3=0x-2)
y=3
E2
a)y—(1)=-4(x-4)
y=—-4x+15
S2C3
a) _ —2—-4 _ —6 _3
MmM=T1-3 "7
6 1
b) —— c) —= d) o
) -2 )-3 9
S2C4
9-3

a)y—3=1_—(_2)[x—(—2)]
y=2(x+2)+3

y=2x+7
7—1
b) v —1 = _
Jy—1=7—(=-2)
y=3x—5
c) 5 55 2
— — J— Ay
y T, 2) ey
=5
5—(-2)
d)y—(—Z)—ﬁ(x—l)
y 3
= ——=Xx——
$2C5 5 5
E1
a)2x+y—-3=0
b) x — 10 =0

Paginas de LT: 76 ~ 84
3
c) §x+y—1=0
3x+5y—-5=0

dy—-2=0
E2
3x-5y+1=0
=5y =-3x-1
S5y=3x+1
5.3 ,1
577575
3 +1
y=gx+g
5 5
S2C6
E1
a)y=1 b) x=1
c) x=-1 d)y=3
E2 y=3
S2C7
E1

a) Las pendientes son —3 y 3.
No son paralelas

b) Las pendientes son 3 y 3.
Si son paralelas

c) Las pendientes son —5 y — 5.
Si son paralelas

d) Las pendientes son =5 y —5.
Si son paralelas

E2

a) La pendientede 4x+y—-5=0
es — 4.

Entonces,
y—(=3) = —4[x — (=2)]
y=—-4x—-11

b) La pendiente de 6x+3y -3 =0
es —2.
Entonces, y — 4 = —2[x — (-3)]
=—-2x—-2
S2C8 Y

a) La pendiente de y = —4x es
my; = —4.,

m;m, = —1, entonces,
1 1
M =TT
b) m; =5, entonces,
m - _1
z 5
1
c) my = > entonces,
mz = _2
d) m; = —6, entonces,
m _1



Paginas del LT: 85~ 100

S2C9
) d = 5 5
TV@ e 5
5 5 2
g L _ 710
10 10
e)l f) 0
S2C10
a)y—3=2(x-0), y=2x+3
oy ZL=2_ 3
3—-1 2
4-1
©) = 1= 35 [x~ (-2)
_3.,u
Y=ErTs
d) 2x+3y—-1=0 e)x=>5
f)y—1=2(x—-3), y=2x-5
1
9) m; =-3,entonces, m, =3
1 1 13
a1 _ 1 VT3
J32+ (=22 V13 13
S3C1
E1
a) x2+y%?=1 b) x2 +y?2 =16
c) x> +y?=3 d) x? +y? =49

e) x2 +y? =25
E2

a) €(0,0),r =5
b) €(0,0),7 =6
c) €(0,0),r =5

S3C2
E1

a) (x=3 2+ -1)?*=4
b) (x—2)*+(y—-2)*>=9
c) (x+2)2+(kwy—-1)2?=1
d (x+1?+(y+3)2=25
E2

a) €(2,4),r=3

b) €(2,-2),r=1

c) €(3,-1),r =10

d) €(0,1),r =5

S3C3
a) (x—1)*+(y+3)2=4

x*=2x+1+y*+6y+9=4
x? 4+ y2=2x+6y+1+9—-4=0
x> +y?—-2x+6y+6=0

b) x2+y?+4x—8y+11=0

C) x?4+y?—4x—4y+5=0

d) x?4+y2—8x—-10y+5=0

S3C4

E1
x2+y2—4x+6y—12=0

a) (x* —4x) + (y* + 6y) = 12

b) (x? —4x+4)+ (y2+6y+9)
=12+4+9

c) (x—2)*+(y+3)*=25

d) El Centro: (2,—3),el radio: 5

E2
a) (x+1)?+(y—4)?2*=4

b) (x +2)>+(y—-1)2%=10

S3C5
a) x?+x’=8ox=2,x=-2

Entonces, (2,2) y (—2,-2)

b) x2+ (2x)? =200 x=2,x=-2
Entonces, (2,4) y (—2,—4)

c) x>+ (3x)? =30

ox=V3,x=-3
Entonces, (v3,3V3) y
(—V3,-3V3)

S3C6

a) x>+ (2x+5)>=5
X2 +4x+4=00x=-2
Entonces, (-2,1)

b) x* + (—x+2)*=2
x2-2x+1=0ox=1
Entonces, (1,1)

S3C7

E1

a) x2+y%? =64

b) (x—2)2+(y—3)2=25

c) (x+1)2+(y+3)?2=7

E2
a) €(0,0),r =3

E3
x2+y2+2x+2y—4=0

b) €(1,2),r =2

Anexo 2: Solucionarios del libro de texto

E4
x?+y?+4x—2y—4=0

a) (x2+4x)+ (Y —-2y)=4

b) (x?+4x+4)+ (y? -2y +1)
—4+4+1

c) x+2)+(@y—-1)?%=9

d) El centro: (—2,1),el radio:3

E5

x24+(x—-3)2=9

x2—-3x=0ox=0,x=3

Entonces, (0,—3) y (3,0)

E6

x>+ (x+6)>=18

x2+6x+9=00x=-3

Entonces, (-3,3)

UNIDAD 5
Seccion 1 Contenido 1 (S1C1)

a)p=2, y’=@)Q)x o y*=8x
b) y? =12x c) y? =—12x
d) y? =—16x
S1C2
a)p=2, x’=@*@2)yox*=8y
b) x? = -8y c) x? =16y
d) x2 =—16y
S1C3
a) y? = 4x b) x? = -8y
Vértice (0,0) (0,0)
Foco (1,0) 0,-2)
Eje x y
Directriz x=-1 y=2
S1C4
a)x2=3x-2, x=1x=2

Entonces, (1,1) y (2,4)

b) x2=-3(2x—9), x=3,x=-9
Entonces, (3,-3) y (—9,-27)

S1C5
a) (x —3)% =4x
Entonces, (1,—-2) y (9,6)

x=1,x=9

b) 2x+4)? =—4x, x=-1x=—4%
Entonces, (—1,2) vy (—4,—4)
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Paginas del LT: 101 ~ 111

S1C6 E2 x2 2 2 2
Yo _ X“ Y _
E1 , , 8)3x7+ 27y7=27] b)x%9y"=36 ) T +1e=1|NigtE=1
a) y* = 16x b) y* =20« %erz -1 ;‘_6+y7 —1| |vertice | (0,4),(0,—4) | (0,5),(0,—5)
2 _ 2 _ _ _ Z
¢) y*=-20x d)y 24x verice | (3,00.(=3.0) | 600, (<60) | [ O 2‘/05) (0'2 20@) EZ Zi E0_'4 33
e) x2 =4y f) x2 =24y Foco  (2VZ,0)C2VZ, 0|82, 0) (42,0 LXremes] 2.0 (72.0) | 0. (74
g) x? = —12y Extremos| (0,1),(0,—1) | (0,2),(0,—2) g) 2x? 2-i-QyZ =18
S2C4 rr o
E2 — — g T2 =1
a) x2 =—16y b) y? = —20x a) X 1Y _q|b) X Y 1| |vertice (3,0),(=3,0
E o 36 o 49 Foco (\/7, 0), (—\/7, 0)
3 Vérice | 0.6),0,—8) | ©8,7),0,—7)
a)y? = 12x |b)x% = —16y Extremos (0, \/E), (0, —\/E)
Vet 50 0 Foco (0,3v3),(0, —3v3) |(0.2V10),(0, ~2V10)
ertice 0.9 0.9 Extremos| (3,0),(=3,0) | (3,0),(=3,0) | S3C1
Foco G0 ©,-49 c) 9x% +4y? =36 Los focos y vértices estan en el eje x
T
Djifectriz —x i ﬁ + y_2 =1 x_Z — y—z =1
x=-3 y=4 4 9 az b2
E4 \Vértice (0,3),(0,-3)
a) 102 =6%+b% b?> =64
a) x?=—-4(x—-3), x=-6x=2 Foco (0,v5), (0,—/5) ) .
X"y
EntonceS, (_6' _9) y (2, _1) Extremos | (2,0), (=2,0) Entonces, 3_6 — 6_4_ =
S2C5
_ 2 _ _ _
b) (—x+4)" =2x, x=2x=8 E1 Las asintotas: y=%x, y=—§x
Entonces, (2,2 8,—4 Arti : i
(2,2) y 8,-4) Loszfocos; y vertices estaneneleje x ) (=2 1240 g2y
S2C1 P )2
Los focos y vértices estan en el eje x a? b2 Entonces, x2 —2- =1
2 2
x_2 Z_Z =1 a)1? =32 - b22<—> b; =8 Las asintotas: y =2x, y = —2x
az ) ) ) Entonces, ll + Yo _ 1 S3C2
a) 5 =8°—b% b*=39 9 8 Los focos y vértices estan en el eje y
2 2 _ _ 2 2
Entonces, 2= + Y — 1 b) 32 =42 —b? o p?=7 Yy _r _4
64 39 x2  y? a? b2
Entonces, — +Z_ =1
b) 22 =92 — p%2 & b2 =77 16 7 a) 52 =3%4+b% b* =16
Entonces, ﬁ n 3’_2 -1 Los focos y vértices estan en el eje y Entonces, )’_2 _ ﬁ -1
81 77 x? y? . 16 3
JR— + =
S2C2 i . . b? " a? Las asintotas: y=-x, y=—-x
Los focos y vértices estan en el eje y 2 _e2 12 2 _ 4 4
2 2 C) 24 =5%— b=, bs =21 2
A 2 2 b)(WV8) =22 +b2 b2 =4
R 1 Entonces, >+ — 1 y2  x?
21 25 Entonces, T T 1
2 _ A2 _ K2 2 _ —
a) 32=4 1;2 <—>;)2 =7 d) 52_72_172,2 bz =24 S3Ié§s asintotas: y=x, y=—x
Entonces, —— + 2 — 1 Ly
= + 16 Entonces, o + 9= 1 E1
E2 X2 y2 2
b) 12=32-p2 & b2 =8 2y 2 a)?_7=1 b)g_yzzl
X2 y? a)£+%=1 b) —+y2=1 —
Entonces, — +—— =1 16 Veértice (3,0),(=3,0) | (50),(-5,0)
8 9 Vértice (0,6),(0,—6) | (4,0),(-4,0) Foco  |(V13,0),(—V13,0)|(V26,0),(=V26,0)
S2C3 Foco (0,¥11), (0, =V11) |(V15,0), (=V15,0)|  [Extremos| (0,2),(0,—2) | (0,1),(0,—1)
E1 Extremos| (5,0), (-5,0) (0,1),(0,—-1) E2
RSP P (N A A 0)3x+ 4y7=48 ) 4" 165" =64 a)4x? — y? = 4]b)9x*-16y?=144
9 "2 25 16 x v LYy w2 Y _ Xy _
Vértice | (3,0),(=3,0) | (5,0),(=5,0) 16 12~ 16 4 _ 4 16 9 —
Foco  |(V5,0),(—V5,0) G.0),(=3.0) | [vertice | (4,0),(—4,0) | (4,0),(—4,0) | [vétice | (1L0)(=1,0) | (40),(=40)
Extremos| (0,2),(0,-2) | (0,4),(0,—4) Foco (2,0),(=2,0) |(2v3,0),(-2v3,0) Foco  |(v/5,0),(—V5,0) (5,0),(=5,0)
Extremos|(0,2V3), (0,-2v3)| (0,2),(0,—-2) Extremos| (0,2),(0,-2) | (0,3),(0,-3)




Paginas del LT: 112 ~ 129

S3C4 C)16x%— y2=16 |d) 4x?—36y?=144
E1 , V? _ x* y? )
y? x* y? 16 36 4
a) L X _q1|b) L 2= —
9 4 25 Vértice | (1,0),(—=1,0) | (6,0),(—6,0)
Vértice (0,3),(0,-3) (0,5),(0,-5) Foco (V17,0), (—V17,0)|(2V10,0),(-2v10,0)
Foco (0,v13), (0,—V13){(0,v26), (0, V26 Extremos| (0,4),(0,—4) | (0,2),(0,-2)
Extremos| (2,0),(—2,0) (1,0),(-1,0) E3
E2 y2  x2 y?2
e — N2 —
a) 9y? — x? = 9|b)25y*—16x*=400 @ 16 25 1b) 49 7 1
. x_ oy oxt Vértice | (0,4),(0,—4) | (0,7),(0,~7)
9 16 25 Foco  (0,4/41), (0,—v41) |(0,5v2),(0,—5v2)
Vertice | (0,1),(0,—-1) | (0,4),(0,—4) Extremos| (5,0),(=5,0) (1,0),(-1,0)
Foco  |(0.410), (0, —V10) (0.V4T), (0, —4D) c)25y%— x?=25] d) 4y?—9x?=36
Extremos| (3,0),(—3,0) (5,0),(=5,0) x2 y2 2
-l B S
$3C5 2
E1 Vértice | (0,1),(0,—1) | (0,3),(0,—3)
Los focos y vértices estanen el eje x  |/°%°  [0¥26),(0.—V26)|(0,V13), (0, —V13)
x2 yz Extremos| (5,0), (—5,0) (2,0),(=2,0)
S a1
a? b2
UNIDAD 6
a)52=4*4+b% b*=9 Seccién 1 Contenido 1 (S1C1)
x?  y? E1
Entonces, — —Z_ = Cami
16 9 amisas Corbatas
i 3 Amarillo
Las asintotas: y = 20 Y= 7% Azul <Verde
b)32=12+b2 bh2=8 < Café
2

Entonces, x? — %

Las asintotas:
y=2V2x, y=-2V2x

Los focos y vértices estan en el ejey
yZ x2
=1
a? b2
c) 102 =62+ b% b%=64
2 2
Entonces, Yo _ X _
64
Las asintotas: y = 3 -3
Yy = 4x, y= 4x
d) 52 =22+b% b? =21
2 2
Entonces, Yo X _
21
Las asintotas:
2 2
= —x’ R
Y V21 Y V21
E2
xZ y2 xZ
—_—— — = b _— 2 =
NG =1 [Pgg—r=1
Vértice | (4,0),(—4,0) | (6,0),(=6,0)
Foco (5,0),(=5,0) |(v37,0),(—V37,0)
Extremos| (0, 3), (0, —3) (0,1),(0,—-1)

Blanco

Amarillo
< Verde
Café

6 juegos de 1 camisa y 1 corbata.

E2
Pantalon Camiseta  Gorra

Ca <Ga
Gn
Pa< Ga
Cn <Gn
Ca Ga
Gn

Pn
< cn Ga
Gn

8 trajes de 1 pantalén, 1 camiseta y 1 gorra.

S1C2

a) Obtener 7:(6,1), (5, 2), (4,3),

(3,4),(2,5),(1,6)
Obtener 11:(5,6), (6,5)
Casos posibles: 6 + 2 =8

b) 12 +

s1c3
a) 5)(3

S1C4
E1

14 =26 c

) =15 b

) 43 + 38 = 81

) (8)(6) = 24

6! = ()(H® R (@)(1) = 720
71 = (NOG)@)(3)(2)(1) = 5040

Anexo 2: Solucionarios del libro de texto

E2

a) 3l=B)@21D) =6

b) 5! = (5)(H)(3)(2)(1) = 120
c) 4'=(4)3)(2)(1) =24

d) 6! = (6)(5)(4)(3)(2)(1) = 720
S1C5

E1

62 = (6)(5) =30

sPs = (5)(4)(3) = 60

gPs = (8)(7)(6)(5)(4) = 6720
E2

a) 4P; = (9)(3)(2) = 24

b) 5P, = (5)(4)(3)(2) = 120
¢) 6P = (6)(5)(4)(3) = 360

S1C6
a) B—1)l=21=(2)(1) =2
by 4—1)!=3'=3)2)(1) =6
MNCION
2T (@)
ROIOON
= meom -
DO
“ =D
S1C8
E1
CDEOG)@)
DG = meom
A0@O®DE)E)
hle = HEmmmom - 2
E2
AR CTONEIC)

@0 @0
= (15)(3) = 45
CoC _10®®@) @M®OE)
b)10*48*+=" B2 (D) @R Q)
= (210)(70) = 14700

M _meom_,
31(4-3) M)
_wWeoe _,

LT e@W

0 - 5L _GHE@W
2TAG- @ME@M
=10
ROON
T
E2 |
A Ce B _OEHEN2X)

21(6-2)! WHB@MD
=15
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71
b) 7Cs = 31 (7 - 3)!
S1C10

5t (O)M®W@A)

=35

20

2131 (QMA@(M) 2
b) 7 (MEG)MB)@)M
212131 (2)(MHER)MBE@M)
_ 840 _
== = 210
o) 8! (8)(M(6)(5)(H)(3)(2)(1)
3120 3)@)M(2)M)
= 3360
S1C11
a) 1ramoneda 2damoneda
< E——_ E
N—_ E

b) (4)(6) = 24
c) 6! =(6)(5))(3)(2)(1) =720
d) 3P, =3)(2) =6

e) 4-D!'=31=3)2)1) =6

No es posible que se sienten de
manera diferente toda una semana,
porque el numero de los dias de una

semana es mayor que 6.
©®G)H®HEE) 30

N “=meon 2

=15

(15)(14) ®)(7)(6)

g) 15C2 ’ 8C3 = (2)(1)

= 5880
H(3)

h) 4Gy v 3G = 3=

oo 28

8 _®™MOEGHR)@M)

3@

) 32
= 3360

BG@ME)M)

S2C1

a) A: Obtener un nimero par:
2,4 06
3 1
P(A) == ==
(4) 5=3
B: Obtener un multiplo de 3:
306

2 1
P(B)=2==
(B)=z=3

Es mas probable el evento A.

b)Seleccionar multiplo de 7: 7 o0 14

2 1

189

c) Seleccionar pelota blanca

9 9
9+8+3 20
Seleccionar pelota verde
8 2
20 5
S2C2

E1
a)Resultados iguales,

(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)

6 1
36 6
b)Resultados suman 8,
(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)

5
36
E2
4 1
52 13
E3 3
ENN,NEN,NNE — 3
S2C3
a)A: Obtener un nimero impar;
1,3 05
B: Obtener un multiplo de 3;
306
A N B: Obtener el nUmero 3
3 2 1 2
P(AUB) = E c 83

b)A: Resultados suman 6,
(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(51)

B: Resultados iguales,

(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)

ANnB:{(@3,3)}
6 1 _5

P(AUB) = %4-%—% E
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Is+3=15

13 13 1
C) —4+—=-

52 52 2

d) A: Resultados suman 5,
(1,4),(2,3),(3,2),(4, 1)

A: Resultados suman 11,
(5,6), (6, 5)

P(AUB) =

Paginas del LT: 129 ~ 143

S2C5
E1

2 1
P(AuB) =1
E2 -
PU)=15=5 PB) =1
P(C) =0
S2C6
E1

a) Resultados suman 5,
(1,4),(2,3),(3,2), ¢, 1)

4 1
P =35=3
1 8
b) P(A) =1- 579
E2
45
a) P(A) = 30" 16
9 7
)P(A)—l—E:E
E3 7
) P(4) = 5 b) P(A) =1~ =
S2C7

) (3)
9 (5)) =32

S2C8
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a) Resultados suman 7,
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(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)

6 1
P =35=%
b) AN B: {(1,6),(1,6)}
2 1
P(AnB)=%=E
1
P(ANB Ta
c) P(B/A) =% -18
1 1 1 °
1876 3
E2 P(ANB) l 1
PBIN =" = 773"
S2C9 5
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©=5=1
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Anexo 2: Solucionarios del libro de texto

E2 3
EEN,ENE,NEE — 8

VA =10%10" 10" 10

E6
a) 4:(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),
(5,5),(6,6)
_6_1
P = 36 6
b) B: (1,3),(2,2),(3,1)
ANB:(2,2)

P(ANB) _
P(4)
1 1

c) P(B/A) =
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Anexo 3: Diferencias del LT entre la version para docentes y para estudiantes

DL{@V@VW del LT entre lav versiowpara docentes y para estudiontes,

formar con los digitos... ”

No. Pagina Unidad | Seccion | Contenido Version para docentes Version para estudiantes
1 2 1 1 1 Conclusion Fn la tabla, ?l,tm”o de la cquTna: "En la sucesion se llama"
En la sucesion le llamaremos
2 6 4 2 2 Problema | a) Encuentre el a, y d Quitar "el". Queda asi: a) Encuentre a, y d
3 1 1 2 7 Ejercicio "..., calcule la suma indicada." 'I‘:’asar del singular al p!ura.ﬂ. Que(lj'a ast:
..., calcule las sumas indicadas.
N . o " Quitar: " el término general". Queda asi:
4 17 1 3 2 ..., determine el término general a,, ... .., determine @, .."
5 31 2 1 2 Solucién | ©) (ab)*=(a-a-a)(b-b-b)= (ab)(ab)(ab) ¢) (aby=(ab)(ab)(ab)=(a-a-a)(b-b-b)=a’ b
.~ Recuerde: ' Sia>0ym, nson
6 38 2 1 9 Solucién (a")=a™ numeros racionales,
(Wa)y=a entonces (a”)" = a™
B " Recuerde: L
7 38 2 1 9 Solucién A . Eliminar el recuadro
"=a siysolosi b="/a
8 40 2 1 " Ejemplo a) | Se multiplican potencias Reemplazar las 2 lineas de la versién de los docentes
Se efectlia la suma indicada de exponentes con lo siguiente:
~ Si a>0ym, nson nimeros racionales, entonces
2 a"-a*=a™".
9 40 2 1 11 Ejemplo b) Se efectL’Ja la d|V|S|o_n d_e potencias Reemplgzgr las 2 lineas de la version de los docentes
Se efectlia la suma indicada de exponentes con lo siguiente:
- Si a>0 ym, nson nimeros racionales, entonces
N a"ra" =a"".
10 43 2 2 2 Solucioén t Ubicar bien los nL’gmeros de la gréafica en el eje y.
incisos b) { z \ y
y c) A(-3 s)‘& 9 ¢
I 8 A(-3.8) 8
\\ B \\ A
NI \
\\ 5 \\ 5|
Bp 4 B(-2.4 4
3 3
— E(1. 5
C(=1,2)° 2| (/ 2)/p(z,%> c(-1.200 2| E(LD) Fo. D
D(0,1) I\‘\‘\.G(i%) D1 .\‘/\’/\.G(i%)
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 X
-5 —4 -3 -2 —1 0] 1 2 3 4 x
4) log, N*=klog, N 4) log, N*=klog, N (k es numero real)
" 57 3 1 6 Ejemplo 5) log, MN =log, M+log, N (k es nimero real) 5) log, MN =log, M+log, N
12 58 3 1 7 Eiemplo Alinear con las soluciones.
femp -t - logiz 255 a)log, 8 =55 bylog, 210g, 9 = Jog2 |2
a)log, 8 o2’ b) log, 2-log, 9 = Iog:gZ g2’ =log:9
" log:2 =logs3 ~ log.2° =log,3’
_ Sogz -2 _3loez -2
~ 4log:2 T AlogZ
-3 _3
4 4
” - . _2 _ 2
13 112 5 3 3 Solucién Anadir x después de y = 5YY="F
¥ v=% v v %x
2 2
/29 V29 29 3 )
=5, 0| 5 x 5 3 5 3
= !
¥y *é / 77777777777 - 72"”””””:772\
y="5x
14 113 5 3 4 Solucién Corregir las ecuaciones de la asintota
4 y
/5 1
4 . Vs ~ 1
< ‘ ~ |1 y=a2x
= 7 ~ :‘ :
[ : = 2 -
-1 1 e ~.
/ " S / e = 715"‘
—5
Afadir “diferentes se pueden” después de la palabra
15 122 6 1 4 Problema ¢Cudles 'y cuaqtps numel;os de tres cifras f!fras: Queda asi: ) ) ]
puede formar utilizando... ¢ Cudles y cuantos numeros de tres cifras diferentes
se pueden formar utilizando...”
“, Cudntos nimeros de 3 cifras se puede Anadir “diferentes” después de la palabra "cifras".
16 123 6 1 5 Problema ¢ P Queda asi: “; Cuantos numeros de 3 cifras diferentes

se pueden formar: ...”




