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Introduccion

Este documento es un material educativo llamado “Guia para Docentes”, que esta dirigido a los
docentes de matematica de Nicaragua, y tiene como objetivos:

» Brindar una propuesta de programacion anual estandar de ensefanza.

» Brindar sugerencias sobre el uso de los Libros de Texto y el tiempo de trabajo independiente
del estudiante.

» Mostrar la secuencialidad que existe entre los contenidos del curriculo de matematica en
Educacion Secundaria.

* Indicar los aspectos esenciales de cada clase (pre saberes, posibles errores, aspectos del
nuevo contenido en que se debe hacer énfasis, etc.).

* Promover el uso adecuado de la pizarra.
» Ofrecer los solucionarios de los ejercicios con sus procedimientos.
* Fomentar la evaluaciéon formativa a través de las pruebas de unidad.

La Guia para Docentes se elabord atendiendo al andlisis de las observaciones de clase que se
realizé en los centros educativos de validacion, concluyendo que es importante:

» Tener claro el aprendizaje esperado en cada clase y la secuencialidad entre los contenidos
del curriculo.

* Hacer uso adecuado de la pizarra, escribiendo lo necesario para que el estudiante
comprenda.

» Dar tiempo para que los estudiantes trabajen de forma independiente.

El Ministerio de Educacion (MINED) pone a disposicion de los docentes este recurso, considerando
que la implementacion del mismo y el uso del Libro de Texto, cambiara la experiencia de los
estudiantes al aprender matematica en la escuela, y promovera la creatividad en la busqueda de
soluciones y la argumentacién cuando se enfrenten a un problema. Para dicha implementacion
es necesario considerar algunos aspectos esenciales:

Ensenanza basada en el aprendizaje de los estudiantes. Para ensefiar matematica se deben
utilizar situaciones problematicas que despierten el interés de los estudiantes y los inviten a
reflexionar, a encontrar diferentes formas de resolver problemas y a argumentar sus respuestas.
En estas situaciones se deben considerar los conocimientos y habilidades que se pretenden
desarrollar.

Rol del estudiante en el aprendizaje. Los estudiantes deben utilizar los conocimientos previos
que le permitan reorganizar lo que ya sabe, y aplicarlos en una nueva situacion. Este proceso de
estudio se apoya mas en la reflexion del estudiante, que en la simple memorizacién tradicional.

Rol del docente en el aula. La accion del docente es un factor clave, porque es el encargado de
generar ambientes propicios para el aprendizaje e involucrarlos en actividades que permitan el
logro de los aprendizajes esperados. Ante esto, el verdadero desafio para los docentes consiste
en ayudar a sus estudiantes a analizar y socializar sus resultados.

Retos de los estudiantes y docentes en las clases de matematica. Cambio de actitud frente
a ideas diferentes sobre lo que significa ensefar y aprender matematica. No se trata de que
el docente busque las explicaciones mas sencillas y amenas, sino que ayude a formarles la
capacidad de pensar y aprender por si mismos, para que ellos sientan la satisfaccién de poder
resolver problemas.



Estructura del Libro de Texto para estudiantes

El Libro de Texto consta de introduccion y unidades. En la introduccion se detallan los momentos
del desarrollo de un contenido, los cuales son: problema de la clase, solucién del problema,
conclusién y ejercicios. En algunos contenidos, por sus caracteristicas, se han agregado ejemplos
después de la conclusion.

Cada unidad del Libro de Texto se ha estructurado por seccién, estas contienen una secuencia
de contenidos contemplados en la malla curricular de matematica para Educacion Secundaria.

Representa
i I elproblema i\
‘inicial, el cual se
: debe leer y analizar :
i identificando las  :
i condiciones que
: plantea y lo que se
: pregunta. /
Representa la
: & solucion del
: problema inicial
: explicada paso a

.......................................

......................................

: la conclusion

i de la clase, donde

: se propone el :
i esquema de solucioéri
i del problema :
tinicial, en algunos

i casos también se
i presentan conceptos:
i importantes usados
:en el problema.

.......................................

Seccion 2: Operaciones con expresiones algebraicas

Contenido 7: Simplificacion de expresiones algebraicas

P [ Simplifique la expresion algebraica 3(2x+6) +5(2x—1). ]

S

Se eliminan los paréntesis haciendo uso de la propiedad

distributiva: Propiedad Distributiva

a(b+c)=ab+ac

@)Jr@ﬂ =(3)(2x) +(3)(6) +(5)(2x) + (5)(—1)
=6x+18+10x—5
=6x+10x+18—5
=16x+13

Para simplificar expresiones algebraicas qu enen paréntesis:
1. Se efectuan las multiplicaci indicadas usando la propiedad distributiva.
2. Se reducen términos semejantes.

Ejemp/a Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

a) 4(3x+5)—2(x—8) b) 4(x—6)—3(—5x—7)
a) 4(3x+5)—2(x—8) = (4)(3x) +(4)(5) = (2)(x) = (2)(—8)
=12x+20—2x+16
=12x—2x+20+16
=10x+36

b) 4(x—6)—3(—5x—7) = (4)(x) +(4)(—6)—(3)(—5x) —(3)(~7)

=4x—24+15x+ 21
=4x+156x—24+21

Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

t

a) 4(6x+3)+5(2x—1) b) 6(x+4)+2(5x—7) c) 3(2x—7)+5(x—4)

d) 6(x+4)—2(5x+7) e) 2(8x—6)—4(x—2) f) 3x—1)—7(—2x+3)

7S

EJ'emp/o

iLos ejemplos
L— H
:que se presentan:
ison variantes del:
:problema inicial. :

................................

................................

Representa :
: los ejercicios:
ipropuestos, es
{importante que
—los estudiantes
ilos intenten
iresolver por si
:mismos.

................................

En Comprobemos lo aprendido se presentan una serie de ejercicios representativos de contenidos
anteriores, el objetivo de estas clases es asegurar un tiempo de ejercitacion que permita afianzar los
conocimientos adquiridos y aclarar cualquier duda que puedan tener de los contenidos estudiados.

En algunos grados hay un contenido denominado

Desafio

en el que se presentan casos

especiales o contenidos mas complejos. El desafio se puede tratar en su clase si tiene suficiente
horas de clase y sus estudiantes tienen una buena capacidad para entenderlo. De lo contrario, es
mejor omitir este contenido para dedicar mas tiempo a los contenidos basicos.



I1l. Estructura de la Guia para Docentes

1. Propuesta de programacién anual de 9no grado

Semestre Mes Unidad (Horas) Pag. del LT Seccion
Febrero
. Multiplicacién de polinomios
1. Productos Notables y
Factorizacion 1-32 . Productos notables
(28 H/C) o
Marzo . Factorizacion
Abril
. Introduccion a las ecuaciones de
| Abril segundo grado
- Ecuaciones de Soluciéon de ecuaciones de segundo
Segundo Grado 33-56 ' rado 9
(23 H/C) 9
Mayo . Aplicaciones de las ecuaciones de
segundo grado
Mayo
. Introduccion a las funciones de
] segundo grado
. Funciones de
Junio Segundo Grado 57-84 . Funcién de segundo grado
(24 HIC) ) ) )
. Valor maximo o minimo de una funcion
de segundo grado y su aplicacion
Julio
Julio . Proporcionalidad . Razdn entre segmentos
entre Segmentos 85-94
Agosto (9 H/IC) . Divisién de un segmento
Agosto o . .
. Criterios de semejanza de triangulos
. Semejanza 95-122
(21 H/C) B . Semejanza de triangulos rectangulos y
paralelismo
Septiembre
Il
Septiembre Teorema de . Teorema de Pitagoras
Octub Pitagoras 123-134 . Aplicaciones del Teorema de Pitagoras
ctubre (13 H/C) en ‘
geometria
Octubre _Circunferencia . Angulos inscritos
12 HIC) 135-148
Noviembre ( . Aplicaciones de angulos inscritos
. . Estadistica ., .
Noviembre 149-158 . Presentacion de tablas y gréaficas

(10 H/C)




2. Elementos de una pagina de la Guia para Docentes

.....................................................

i Aprendizajes esperados:

: Es el elemento que define lo:
que se espera que logren Ios
‘estudiantes en cada clase,:
i expresadoenforma concreta,
i precisa y visualizable.

i Secuencia:
: Se indican los con00|m|entos;
iprevios que el estudiante:
§posee para la comprensi()n§
idel nuevo contenido y la:
irelacion con  contenidos:
i posteriores. :

.....................................................

....................................................

: Puntos esenciales: :
§Se orienta sobre procedi-:
:mientos o conceptos en Ios§
§que se debe enfatizar, asi§
icomo las posibles dificulta-:
:des y errores que podrl’an§
i presentarse.

: Pagina del Libro de Texto:

: Tiene como proposito ubicar:
:y relacionar el contenido de:
:aprendizaje con el proceso:
ide la clase. :

E Simplificacion de expresiones algebraicas

Aprendizajes esperados

‘Seccién 2: Operaciones con ex presiones a igebraicas

ido 7: Simpli i6n de

Aplica la simplificacion de expresiones

algebraicas en la solucion de ejercicios.

n 9

[ Simplifique la expresion algebraica 3(2x+6) +5(2x—1).

= Secuencia:
Se eliminan los paréntesis haciendo uso de la propiedad Propiedad distributiva

Estudiadas las operaciones basicas con distributiva: a(b+)=ab+ac
expresiones algebraicas, en esta clase se AN AN
estudia la simplificacion de expresiones TIZpearee! -

algebraicas como consolidaciéon de los =6x+10x+18—5
contenidos anteriores. =16x+13

= Puntos esenciales: ¢ Para simplificar expresiones algebraicas que contienen paréntesis:
Recordar cémo: 1. Se efectian las multiplicaciones indicadas usando la propiedad distributiva.
2. Se reducen términos semejantes.
¥~ Se multiplica un nimero por una expresion
algebraica.

v Se simplifican términos semejantes.

Ejemplo) Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

a) 4(3x+5)—2(x—8) b) 4(x—6)—3(~5x—7)
a) 4(3x+5)—2(x—8) = (4)3x)+(4)(5)— ((x)—(2)(-8)
=12x+20—2¢+16
=12x—2¢+20+16
=10x+36

Tener presente la ley de los signos para la
multiplicacion.

b) 4(x—6)—3(—5x—7) = (4)(x)+(4)(~6)—(3)(~5x)~(3)(~7)
=4x—24415x+21
=4x+15x—24+21

=18x—3
Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.
a) 4(6x+3)+5(2x—1) b) B(x+4)+2(5x—7) ©) 3(2x—7)+5(x—4)
d) 6(x+4)—2(5x+7) e) 2(8x—6)—4(x—2) f) 3(x—1)-7(-2x+3)

@ Simplifique:

a) 4(6x +3) +5(2x — 1)
= ®)(6x) + (H(3) + (5)(2x) +G)ED
=24x+12+10x -5
=34x+7

C7/Simplificacion de expresiones algebraicas
Simplifique 3(2x + 6) + 5(2x — 1).

Propiedad distributiva
@ a(b +c) =ab +ac
3(2x+6) +5(2x —1) = (3)(2x) + 3)(6) + (5)(2x) + (5)(-1)

=6x+18+10x—-5
=6x+10x+18-5
=16x +13

@ 1. Multiplicar usando la propiedad distributiva.

2. Reducir términos semejantes.

@ Simplifique:

a) 4(3x+5)—2(x—8)
=HEx) +(H() - () - (2)(-8)
=12x+20-2x+16
=12x—2x+20+16
=10x+36

b) 4(x—6)—3(~5x—7)
=B + @) (=6) — ) (=5x) = 3)(-7)
=4x—24+15x +21
=4x+15x— 24 +21

b) 6(x +4) + 2(5x — 7)
=(6)(x) + (6)(4) + (2)(5x) + (2)(=7)
= 6x + 24+ 10x — 14
= 6x+10x + 24 — 14
=16x+10

c)32x—=7)+5(x—4)
=®3)2x) + (=7 + () ) + B) (=D
=6x—21+5x—20
=11x —41

=19x -3
ET 71 /

060 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0scsssscssssssoss
.

i Plan de Pizarra

§En la pizarra se presenta de forma ordenada el problema de la clase, el proceso de solucién, la
: conclusion central de la clase derivada del problema central y la indicacion del item de evaluacion,
icon su correspondiente solucién. En algunas clases se presenta un ejemplo después de la
i conclusion y previo al item de evaluacion. Este tiene como propésito consolidar el aprendizaje
:0 ampliar el contenido en desarrollo. Lo que se plasma en la pizarra permitira a los estudiantes
§Ilevar un registro ordenado de sus apuntes para estudiarlos posteriormente.

.
........................................................................................................................................................................ .




3. Prueba de cada Unidad

Se presenta una propuesta de la prueba por unidad para evaluar el nivel de comprension de los
estudiantes. Los docentes deben orientar con anticipacion la fecha de aplicacién de la prueba
de la unidad a los estudiantes para que ellos repasen y consoliden lo que aprendieron en la
unidad. Si el rendimiento es bajo en algunos problemas, los docentes deben tomar medidas para
mejorarlo y a la vez asegurar que este bajo rendimiento no obstaculice el siguiente aprendizaje.

De esta manera, los docentes pueden utilizar esta prueba para discusidén sobre los resultados
obtenidos y posibles estrategias didacticas a implementar con sus colegas de la misma institucién
o en los Encuentros Pedagdgicos de Interaprendizaje (EPI).

* Vea “VII. 1. Uso de las pruebas de unidad” para una descripcion mas detallada sobre la
evaluacion.

4. Solucionarios

Se presentan las soluciones de los ejercicios del Libro de Texto de acuerdo a la unidad, seccion
y contenido. En este se muestran mas detalles en el proceso de solucién que los brindados en el
solucionario del Libro de Texto.

—— IV. Orientaciones metodolégicas para el mejoramiento —
de los aprendizajes del area de Matematica

Ensefiar matematica en base a actividades de aprendizaje que desarrollen en los estudiantes
formas de pensar y que permitan formular conjeturas y procedimientos para resolver problemas,
argumentando sus resultados, significa que ellos deben:

(1) Leer y analizar los enunciados del problema.

(2) Pensar por si mismos la solucién al problema.

(3) Expresar sus soluciones.

(4) Comparar sus ideas unos con otros.

(5) Comprender las ideas de los demas.

(6) Aprender unos de otros.



—— V. Recomendaciones para el desarrollo de una clase —
segun los momentos P, S, C, EJ, E

Para lograr los aprendizajes esperados de una clase, se debe tener en cuenta que el centro del
proceso de aprendizaje es el estudiante, por lo que deben participar de forma activa en cada
momento de la clase. En este proceso, el rol principal del docente es asistir en su aprendizaje
a los estudiantes. A continuacion, se presentan algunas recomendaciones a considerar en los
diferentes momentos de la clase:

Momentos

Actividades del Docente Actividades del Estudiante
de la clase

@ Indicar que lean el problema. Leer el problema.
Escribir el problema en la pizarra,
mientras los estudiantes leen.
Indicar a los estudiantes que copien el | Escribir el problema en su cuaderno.
problema en su cuaderno.
Explicar el problema de forma clara, si | Comprender el problema.
es necesario.

@ Orientar que resuelvan el problema en | Intentar dar solucion al problema,
su cuaderno. No dar mucho tiempo si | escribiendo sus apuntes en el

los estudiantes no muestran posibles | cuaderno.
respuestas al problema planteado.

Monitorear el avance de los
estudiantes identificando soluciones
interesantes, errores, etc., mientras
se recorre el salon de clase.

Indicar a los estudiantes que atiendan
a las explicaciones que hara.

Explicar la solucién del texto en la | Hacer silencio y poner atencion al
pizarra, cuando todos los estudiantes | docente.
estén poniendo atencion.

Indicar a los estudiantes que copien la | Observar la explicacion del docente y
solucién en su cuaderno y revisar que | hacer preguntas si es necesario.
lo hagan.

Escribir la soluciéon en su cuaderno.




Momentos
de la clase

Actividades del Docente

Actividades del Estudiante

©

Orientar lectura de la conclusion.

Explicar la conclusion a partir del
proceso de solucion del problema.

Leer la conclusion planteada en el
Libro de Texto.

Relacionar la conclusion con el
proceso de solucion del problema.

Anotar la conclusion en su cuaderno.

(&)

(En el
caso de
presentarse
un ejemplo)

Indicar que lean el ejemplo.

Indicar que copien el ejemplo en su
cuaderno.

Explicar el ejemplo, haciendo hincapié
en la aplicacién de la conclusion.

Analizar la solucion del ejemplo, de
forma conjunta con el docente.

Aplicar la conclusion en la solucién
del ejemplo.

®

Orientar el o los ejercicios a ser
resueltos.

Asignar tiempo prudencial para que los
estudiantes resuelvan los ejercicios.

Recorrer el salobn mientras los
estudiantes resuelven el item.

Monitorear  cuantos  estudiantes
resuelven al menos el primer ejercicio
propuesto.

Si hay muchos estudiantes que no
han resuelto el item de evaluacion,
explicar este en la pizarra sin esperar
mucho tiempo y dar la oportunidad de
resolver el siguiente item.

Brindar oportunidad de que algunos
estudiantes expliquen la solucion de
al menos el primer ejercicio.

Revisar y explicar el procedimiento y
respuesta en la pizarra.

Resolver de forma individual cada

ejercicio.

Aplicar la conclusién aprendida.

Si termina todos los ejercicios
propuestos, brindar apoyo a aquellos
qgue no han concluido.

Socializar la solucion de ejercicios.




VI. Puntos importantes a considerar en la
facilitacion del aprendizaje

a) Usar adecuadamente el tiempo

Alcanzar el aprendizaje esperado no es una tarea sencilla, por lo que, a continuacion, se
sugieren algunas técnicas para asegurar el aprendizaje en el tiempo establecido:

» Ubicacion de los pupitres de los estudiantes en filas, todos los estudiantes dirigidos hacia la
pizarra.

» Disposicion del LT antes de iniciar la clase: orientar a los estudiantes tener preparados los
recursos o materiales antes del inicio de la clase.

» Tiempo a dedicar para el recordatorio o repaso: Si se destina mas de 3 minutos en la parte
inicial donde se recuerdan los presaberes, en la mayoria de los casos se produce un desfase
que afectara las clases posteriores.

b) Evaluar y brindar orientacién necesaria desplazandose en el aula

Mientras los estudiantes resuelven el problema o el item de evaluacion, el docente debe
desplazarse en el aula para evaluar el nivel de comprension del contenido, revisando el trabajo
de los estudiantes y observando si han comprendido el enunciado.

c) Dar explicaciones claras a los estudiantes

Las instrucciones y explicaciones a los estudiantes deben ser claras y concretas, en este sentido
es importante hablar cuando se capte la atencion de los estudiantes. Para captar la atencion
el docente debe llamar a los estudiantes con frases como “Miren a la pizarra”, “Atencién por
favor”, entre otras. En caso de que en el aula persista la indisciplina, el docente puede dejar de
explicar o bajar el volumen de la voz.

Es importante durante la explicacion observar a los estudiantes para suponer su nivel de
comprension, esto significa que en ocasiones es necesario repetir la explicacion cambiando
expresiones, hablar mas despacio, invitar a estudiantes para que expliquen con sus palabras,
etc.

d) Aprovechar el rendimiento de los estudiantes que resuelven rapido los ejercicios

Para aprovechar el rendimiento de los estudiantes que resuelven los ejercicios mas rapido,
el docente puede establecer el siguiente compromiso: cuando terminen todos los problemas
y los hayan revisado, entonces ellos pueden orientar a los demas comparieros. Asi mismo, el
docente puede preparar otra serie de problemas para la fijacién del contenido u otro tipo de
problemas que tienen caracter de desafio.

e) Revisar los cuadernos de apunte

Sino se brinda un monitoreo continuo sobre el uso del cuaderno, eventualmente se puede utilizar
de manera desordenada, por lo que es necesario que se revise periodicamente, de modo que
los estudiantes sientan que estan siendo monitoreados. Y también es recomendable chequear
cuadernos de los estudiantes durante la etapa de ejercicio para animar a los estudiantes
(marcar V', firmar o sellar)



f) Formar el habito de estudio en el hogar

Formar el habito de estudio de los estudiantes en el hogar es tarea no solamente del docente, sino
también de los padres de familia y no es nada facil. Por lo que, al inicio, se podria formar el habito
de estudio a través de la asignacion de tareas y orientar que estas se revisaran periodicamente.

g) Usar adecuadamente la pizarra

La pizarra tiene la funcion de un cuaderno comun entre el docente y los estudiantes, por lo cual
debe ordenarse el desarrollo del aprendizaje del contenido en ella. En esta Guia se propone utilizar
la siguiente estructura en la pizarra, de acuerdo con el proceso de aprendizaje de matematica
establecido en este mismo documento:

:Se escribe el problema: :Se resuelve, como minimo, el primero

:inicial de forma resumida. : :de cada serie de ejercicios propuestos. :

............................................................................ e

C7: Simplificacion de expresiones algebraicas @ Simolifi .
implifique:
:Se presenta Simplifique 3(2x + 6) + 5(2x — 1).

‘la solucion Propiedad distributiva a) 4(6x +3) + 5(2x — 1)
: —( ) ath+0) = ab +ac = (#)(6x) + (H(3) + (5)(2x) + (5)(—1)
jdel : ?6\6 50x-1) =@ 3)(6) + (5)(2 5)(~1 = 24x+12+10x =5
problema Ex+6)+5@ =D =B + B + G2 + G  4x 47
i;”é*’:g’;*’ls_s b) 6(x + 4) + 2(5x — 7)
:Se : = = (6)(x) + (6)(4) + (2)(5x) + (2)(=7)
: ,—u@ 1. Multiplicar usando la propiedad distributiva. =6x+24+10x — 14
gestablece : 2. Reducir términos semejantes. = 6x + 10x + 24 — 14
: : = 16x + 10
Een forr_na : @ Simplifique: x
:resumida la : a) 4(Gx+5) - 2(x—8) €) 3(2x—7) +5(x — 4)
:conclusion = gmx) + (W6 -~ @)~ @(8) = (3)(2x) + B)(=7) + (5)(x) + (5)(—4)
: ’ : =12x 4+ 20 — 2x + 16 =6x—21+5x—20
:a partir : =12x — 2x + 20 + 16 = 11x — 41
: de | : =10x + 36
;aefa : b) 4(x - 6) — 3(=5x—7)
:solucion del : = W@ + B)(=6) — (3)(=5x) — 3)(=7)
Sproblema. : = 4x — 24 + 15x + 21
M eerererneeennernns : = 4x + 15x — 24 + 21
=19x—3

En este documento se propone el uso de la pizarra de forma ordenada:

* En caso de que el problema sea de enunciado extenso, se debe escribir un resumen
comprensible de dicho enunciado.

» En el proceso de solucidon no debe repetirse cada palabra de la solucion planteada en el Libro
de Texto, pero si debe escribirse cada paso imprescindible del proceso.

* La conclusion también puede mostrarse de forma resumida (cuando esta es extensa).

 Debe brindarse espacio suficiente para resolver al menos el primero de cada serie de ejercicios
propuestos.

» Si no puede seguir escribiendo en la pizarra debido a su pequeno tamano, puede borrar los
contenidos que los estudiantes ya han terminado de copiar y escribir la continuacién. Debe
procurarse dividir la pizarra en dos columnas con el mismo espacio en cada una.



1.

VIl. Uso de las Pruebas de Unidad

Propuesta sobre el uso de las Pruebas de Unidad

El propésito de esta propuesta es sugerir el uso efectivo de las pruebas de unidad que estan
incluidas en los Libros de Texto y Guias para Docentes desarrolladas por NICAMATE, y cémo
estas podrian usarse para evaluar a los estudiantes en la asignatura de Matematica.

Se espera que las pruebas se realicen después de terminar cada unidad del Libro de Texto para
que los docentes puedan conocer el alcance de los aprendizajes esperados en los contenidos
de la unidad y, lo que es mas importante, darles retroalimentacion. En este sentido, el enfoque
principal de las pruebas de unidad es brindar a los docentes una herramienta para administrar
y mejorar efectivamente el aprendizaje de sus estudiantes. Dado que las pruebas se insertan
en la parte de anexo al final de los Libros de Texto, los docentes podrian preguntarse si los
estudiantes pueden ver las pruebas con anticipacion y esto arruinaria el propdsito de las
pruebas. Sin embargo, las pruebas se incorporan en los Libros de Texto basandose en la idea
de que estas contribuiran a mejorar el aprendizaje de los estudiantes siempre que las pruebas
los alienten a estudiar y prepararse.

Las pruebas, ademas de eso, también podrian usarse para evaluar el desempefio de los
estudiantes. Se espera que un sistema de evaluacion eficaz, junto con los nuevos Libros de
Texto y Guias para Docentes, contribuyan a mejorar aun mas el aprendizaje de los estudiantes
en matematica. Es en este contexto que, siguiendo la solicitud del MINED, el Proyecto
NICAMATE sugiere 2 opciones sobre el uso de las pruebas individuales para la evaluacion.
Al hacer esta sugerencia, el Proyecto consider6 el “Manual de Planeamiento Didactico y
Evaluacion de los Aprendizajes en Educacion Secundaria” escrito por el MINED.

Opciones sobre el uso de las Pruebas de Unidad para evaluacién
(1) Opcidn 1
Total: 100 Puntos
Pruebas de Unidades (PU): 50 Puntos
Prueba Escrita o Trabajo Escrito Durante el Corte de Evaluacién: 50 Puntos

Tabla de Ejemplo para la Opcién 1 en Caso de 7mo Grado

No.

Nombre

Prueba de Unidad

(20 Puntos para Cada Unidad)

U1

u2

U3 | U4 | U5

U6

u7

Total de PU
Acumulado
(140
Puntos)

[A] Puntos
de PU
Ajustados
(50
Puntos)*

[B] Prueba
Escrita o
Trabajo
Escrito
(50 Puntos)

Valoracion
Cuantitativa
(100
Puntos)
A+B

Valoracion
Cualitativa

Maria

10

5

10| 8 | 14

13

10

70

25

40

65

AE

Juan

18

16

20 | 15 | 12

16

20

117

42

40

82

AS

* [A] Puntos de PU Ajustados (50 Puntos) = Total de PU Acumulado % 50/140

La primera opcion es tener dos criterios principales para la evaluacion, las pruebas de unidad
(50 puntos) y Prueba o Trabajo Escrito Durante el Corte de Evaluacion (50 puntos). Los puntos
asignados a cada criterio podrian ajustarse teniendo en cuenta la situacion de cada centro
educativo. La tabla anterior toma el caso del 7mo grado como ejemplo y, por lo tanto, tiene 7
pruebas de unidad, cada una de las cuales toma hasta 20 puntos. El total de puntos de las
pruebas acumuladas, en este caso maximo 140 puntos, debe ajustarse a unos 50 puntos. La
férmula para este ajuste sera Puntos de PU Ajustados = Total de PU Acumulado x 50/140.



La suma de la Evaluacién de Puntos de PU Ajustados y Prueba o Trabajo Escrito Durante el
Corte sera la marca cuantitativa final para los estudiantes. La calificacidn cualitativa se otorga
en base a la marca cuantitativa. Los criterios para el grado cualitativo (por ejemplo, AE, AS)
en el ejemplo son los mismos que en el manual.

También es posible asignar menos puntos a las pruebas de unidad para la evaluacion. Es
importante que al revisar las pruebas se dé retroalimentacion en la solucion de los ejercicios
en lo que los estudiantes cometieron errores. Después de recibir los comentarios, los
estudiantes pueden volver a realizar los ejercicios en los que fallaron. Es en este proceso
donde los estudiantes aprenden matematicas cada vez mejor.

(2) Opcidn 2

Total: 100 Puntos

Pruebas de Unidades: 30 Puntos

Evaluacion de Actitud: 30 Puntos

Prueba o Trabajo Escrito Durante Corte Evaluacion: 40 Puntos

Tabla de Ejemplo para Opcion 2 en Caso de 7mo Grado

Evaluacion de Actitud
Pruebas de Unidad (20 Puntos para Cada Unidad) (10 Puntos para Cada
Indicador)
Total d [A] [B] [C] Valoracion | Valoracion
No. [ Nombre O:U e Puntos Total de Prueba | Cuantitativa | Cualitativa
Acum de PU EA Escrita o (100 Pun-
Ut |u2|us|us|us|us|ur I“d U | Ajusta- | EA|EA|EA| Acumu- | Trabajo tos)
? 48 dos 112]3 lado Escrito A+B+C
P( t (30 (30 Pun- (50
untos) Puntos)* tos) Puntos)
1 Maria 10| 5 | 10| 8 [ 14 ] 13| 10 70 15 10| 9 8 27 30 72 AE
2 | Juan 18|16 |10 | 8 [ 12 ] 16 | 10 90 19 2 1 2 5 40 64 AE

* [A] Puntos de PU Ajustados (30 Puntos) = Total de PU Acumulado x 30/140

En esta opcidon, ademas de la evaluacion mediante pruebas o trabajos escritos durante el
corte, los docentes también deben considerar los resultados de las pruebas de unidad y
las actitudes de los estudiantes hacia el aprendizaje de la matematica. Si bien los docentes
podrian seleccionar los indicadores para evaluar las actitudes de los estudiantes, el Proyecto
sugiere que se incluyan los siguientes indicadores:

* Entrega de tareas

 Trabaja en el aula de clases

* Puntualidad

* Atiende las explicaciones del docente
+ Asistencia

La ventaja de la Opcion 2 es que, como lo muestra el ejemplo en la tabla, incluso si un
estudiante no pudo obtener una buena calificacién en las pruebas de unidad y en las pruebas
o trabajos escritos durante el corte, puede obtener una buena calificacion, siempre y cuando
demuestre una buena actitud hacia el estudio de la matematica. Esto requiere que los
docentes observen cuidadosamente a cada estudiante.

* Si el MINED emite una nueva instruccion sobre la evaluacion, deben sequirla.







Unidad 1

Productos Notables
y Factorizacion

Seccion 1 Multiplicacién de polinomios

Seccion 2 Productos notables

Seccion 3 | Factorizacion




Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Aprendizajes esperados

Efectia la multiplicacion de monomio por
binomio.

= Secuencia:

Continuando con el estudio del algebra
que se comenzo6 en séptimo grado, en esta
unidad se abordan los productos notables y la
factorizacion de polinomios.

Se comienza con un repaso sobre la
multiplicacion de polinomios. En esta clase
se aborda la multiplicacion de monomio por
binomio.

= Puntos esenciales:

Recordar:

v'  La propiedad distributiva del producto
respecto a la suma.

v" Laley de los signos para la multiplicacion.

v'  La propiedad conmutativa de la
multiplicacion.

Interpretar geométricamente el producto de
un monomio por un binomio como el area de
un rectangulo de base el monomio y altura el
binomio.

U1: Productos notables y factorizacion
S1: Multiplicacion de polinomios
C1: Multiplicacion de monomio por binomio

@ Efectle el producto x(x + 3)

@ x(x+3)=x-x+x(3)

=x% 4+ 3x

Otra forma: A partir del area del rectangulo,

se encontrara el producto x(x + 3).
_“-Ivvu.

I 3 3

: @’ x

Area del rectangulo x(x +3) = x?+ 3x

@

©)
@ a(b+c)=ab+ac (a+b;c=ac+bc

Multiplicacion de monomio por binomio

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Seccion 1: Multiplicacién de polinomios
Contenido 1: Multiplicacion de monomio por binomio

P (Efectt]e el producto x(x+3). )

Se multiplica el monomio x por cada término del binomio (x+3).

AN

x(x+3)=xx+x(3) swom=2 o
=x*+3x N
Otra forma
A partir del area de un rectangulo, se encontrara el producto x(x+3).
Férmula del area CH -
de un rectangulo:
(base) X (altura) x+33
i X x2
Area de rectangulo x(x+3) = x2+3x

C

Para calcular el producto de un monomio por un binomio, se multiplica el monomio por cada
término del binomio.
Es decir, si @ es un monomio y b+ ¢ un binomio, entonces

a(b+c)=ab+ac (a+b)c=ac+bc

Ejem‘p/o Efectte los siguientes productos:

a) x(x—2) b) x(2x+3) c) —x(x+3)

Se aplica la propiedad distributiva, conmutativa y la ley de los signos.
a) x(x—2)=x-x—x(2) b) x(2x+3)=x(2x)+x(3) c) —x(x+3)=—xx+(—x)(3)

=x>—2x =2x*+3x =—x*—3x
E Efectle los siguientes productos:
a) x(x+5) b) x(4x—3) c) 2x(x+3)
d) 3x(2x—1) e) —x(x+2) f) —3x(x—1)
g) (x—6)x h) (3x+5)(4x) i) (2x—7)(—5x)

©

@ Efectue los siguientes productos:

b) x(2x + 3) = x(2x) + x(3)
=2x% + 3x

a)x(x—2) =x-x—x(2)
=x%—-2x

c)—x(x+3)=—x-x+(—x)(3)
= —x%—3x

Efectle los siguientes productos:

a) x(x+5)=x-x+x(5 b) x(4x — 3) = x(4x) — 3x
= x2 4+ 5y = 4x% —3x

c) 2x(x +3) = 2x% + 6x d) 3x(2x — 1) = 6x% — 3x
e) —x(x+2)=—x%—-2x f) —3x(x — 1) = —3x% + 3x
g) (x—6)x =x%—6x h) (3x + 5)(4x) = 12x? + 20x

i) (2x —7)(—=5x) = —10x? + 35x



' 2 Multiplicacion de binomio por binomio

Seccion 1: Multiplicacion de polinomios

Contenido 2: Multiplicacion de binomio por binomio

P (Efectl)e el producto (x+2)(y+3). )

Para efectuar el producto (x+2)(y+3), se tiliza la distributividad realizando lo siguiente:

1. Se multiplica cada término del binomio x+2 por el binomio ¥+ 3, de la siguiente manera:

2. Se aplica la propiedad distributiva en los productos indicados obtenidos en el paso anterior:
(x+2)(y+3) =x(y+3)+2(y+3)
=xy+x(3)+(2y+(2)(3)
=xy+3x+2y+6

C

Para calcular el producto de dos binomios, se multiplica cada término de un binomio por cada
término del otro.

En simbolos, 0 @
(a+b)(c+d) ac+ad+be+bd
© @ © @

Ejemp/o Efectle los siguientes productos:

a) (x—3)(y+4) b) (x+2»)(3x+4y)

a) (x—3)(y+4) =xy+x(4)+(—3)y+(—3)(4)
=xy+4x—3y—12

b) (x+2y)(3x+4y) = x(3x) +x(4y) +2y(3x) +2y(4y)
=3x*+4xyt6xy+8y
=30 10xy+ay

Efectle los siguientes productos:

b) (x+2)(y—3) c) (x+6)(3y+1)

a) (x+4)(y+5)

e) (x+3y)(2x+5y) f) (5x+4y)(7x—3y)

L

d) (x+7)(55—86)

C2: Multiplicacién de binomio por binomio @

@ Efectle el producto (x + 2)(y + 3)

—
@ (x+ 2y +3) =x(y+3)+2(y +3)
=xy+x(3)+ 2y + (2)(3)
=xy+3x+2y+6

@ Para multiplicar un binomio por un @
binomio, se multiplica cada uno de

los términos del primer binomio por
cada término del otro.

(a+b)(c+d)=ac+ad+ bc+ bd
® 4@

e)(x+3y)(2x + 5y)
= 2x% + 11xy + 15y?

a)(x-3)(y+4)

b) (x + 2y)(3x + 4y)

a)(x +4)(y +5)
=xy+x(5)+ @)y + @)(5)

c)(x+6)3y+1)
=3xy+x+18y+6

Seccion 1: Multiplicacion de polinomios

Aprendizajes esperados

Efectia la multiplicacion de binomio por
binomio.

= Secuencia:

En la clase anterior se abordé la multiplicacion
de monomio por binomio. Ahora se estudia la
multiplicacion de binomio por binomio.

= Puntos esenciales:
Recordar como se multiplica un monomio por
un binomio.

Destacar que el producto de dos binomios
puede ser desarrollado aplicando la propiedad
distributiva, es decir, se multiplica cada término
del primer binomio por los términos del
segundo binomio y por ultimo se suman los
resultados teniendo en cuenta la simplificacion
de términos semejantes.

=xy+x(4) + (=3)y + (=3)(4)
=xy+4x—3y—12

=x(3x) + x(4y) + 2y(3x) + 2y(4y)
= 3x? + 4xy + 6xy + 8y?

= 3x% + 10xy + 8y?

b) (x +2)(y — 3)
=xy+x(=3)+ (2)y + (2)(=3)
=xy—3x+2y—6

d) (x +7)(5y — 6)
= 5xy — 6x + 35y — 42

f) (5x + 4y)(7x — 3y)
=35x% + 13xy — 12y?




Unldad 1: Productos Notables y Factorizacion

Aprendizajes esperados

Efectua la multiplicacion de binomio por
trinomio de forma horizontal.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudié la multiplicacion
de binomio por binomio. Aqui se estudia la
multiplicacion de binomio por trinomio de forma
horizontal.

= Puntos esenciales:
Recordar como se multiplica un monomio por
un binomio.

Explicar céomo se utiliza la propiedad
distributiva, conmutativa y la simplificacion de
términos semejantes al efectuar el producto de
un binomio por un trinomio en forma horizontal.

C3: Multiplicacion de binomio por trinomio de
forma horizontal

Efectue de forma horizontal el producto
x+2)(x+y+3)

®

1. Multiplicar cada término del primer polinomio

por el segundo polinomio

2. Se aplica la propiedad distributiva
x+2)x+y+3)=x(x+y+3)+2(x+y+3)

=x-x+xy+x3)+2)x+ )y +(2)(3)

=x2+xy+3x+2x+2y+6
ANANN
=x*+xy+5x+2y +6
(x+2)(x+y+3)=x*+xy+5x+2y+6

% €)

’0

3 Multiplicacion de binomio por trinomio de forma horizontal

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 3: Multiplicaciéon de binomio por trinomio de forma horizontal

P (Efectue el producto (x+2)(x+y+3) de forma horizontal. )

Para efectuar el producto (x+2)(x+y+3) se realiza lo siguiente:
1. Se multiplica cada término del binomio x+2 por el trinomio x+y+3:

2. Se aplica la propiedad distributiva en los productos indicados que se obtuvieron en el paso
anterior,
(x+2)(x+p+3) =x(x+y+3)+2(x+y+3)
=x-x+xy+x(3)+(2x+(2)y+(2)(3)
=x*+xy+3x+2x+2y+6

=x*+xy+5x+2y+6

Para calcular el producto de un binomio por un trinomio, se multiplica cada término del binomio
por cada término del trinomio.

(a+b)(c+d+e) ac+ad+ae+bc+bd+be
® @ ® ® 6 ©

Efectle los siguientes productos de forma horizontal:
b) (2x+1)(Bx+y+4)

EjemFIO
a) (x+2)(x+y—>5)

a) (x+2)(x+y—>5) =x-x+xy+x(—5)+(2)(x)+(2)(») +(2)(—5)
=x2+xy—5x+2x+2y—10
=x*+xy—3x+2y—10
b) (2x+1)(3x+y+4) =2x(3x) +2x(¥) +2x(4) + (1) (3x) + (1) () + (1) (4)
=6x2+2xy+8x+3x+y+4
=6x*+2xy+11x+y+4

Efectle los siguientes productos de forma horizontal:

a) (x+4)(x+y+5) b) (x+3)(x+y—7)

6) (Bx+1)(2x+y+9) d) (3x—1)(2x—y+6)

<

@ Efectue los siguientes productos de forma horizontal:

a)(x+2)(x+y—5)=x-x+xy+x(=5)+2)x)+ )+ (2)(-5)
x2+xy —5x+2x + 2y —10

=x2+xy—3x+2y—10

b) 2x+1)(3x+y+4) =2x(3x) +2x(¥) + 2x(4) + (D) Bx)+(1) (¥) + (1) (4)
=6x?+2xy+8x+3x+y+4
=6x?+2xy+1lx+y+4

a) x+4)(x+y+5) =x*+xy+9x+4y+20
b) (x+3)(x+y—-7) =x?>+xy—4x+3y—21
c) Bx+1)R2x+y+9) =6x>+3xy+29%+y+9

d) Bx—1)2x—y+6) =6x>—3xy+16x+y—6

(a+b)(c+d+e)=ac+ad+ ae+ bc+ bd + be

N}
®_ 6




Seccion 1: Multiplicacion de polinomios

Multiplicacion de binomio por trinomio de forma vertical

Seccion 1: Multiplicacion de polinomios

Contenido 4: Multiplicacion de binomio por trinomio de forma vertical

P ( Efectte el producto (x+2)(x+y+3) de forma vertical. )

Existe un esquema vertical para efectuar la multiplicacion de polinomio por polinomio, en el
que se visualizan mejor los resultados de las multiplicaciones de términos. A continuacién se

muestran los pasos a seguir:

Se escribe el trinomio x+y+3, y debajo de este el x+y+3
binomio x+2. Luego se traza un segmento horizontal. X x42
Se multiplica la x del binomio por cada término del x+ty+3
trinomio, obteniendo x?+xy+3x, el cual se escribe
debajo del segmento horizontal. X x+2
x?+xy+3x
Se multiplica el 2 del binomio por cada término del x+y+3
trinomio obteniendo 2x +2y+6 que se coloca debajo de
x?+xy+3x pero respetando la semejanza de términos, «  x42
luego se suman los términos de cada columna.
i x?+xy+H3x
Ala par se muestra el esquema operativo. + 2xH2y+6
x*+xy+5x+2y+6

Aprendizajes esperados

Efectua la multiplicacion de binomio por
trinomio de forma vertical.

C

Para efectuar el producto de un binomio por un trinomio de forma vertical:

1. Se coloca de primero el trinomio.

2. Se multiplica cada uno de los términos del binomio por cada término del trinomio aplicando
la propiedad distributiva y la ley de los signos.

3. Se suman términos semejantes si los hay.

Ejemplo Efectue el producto (x—3)(x—2y+5) de forma vertical.

x—2y+5
X x—3

x2—2xy+5x
+ —3x+6y—15

x*—2xy+2x+6y—15

t

Efectle los siguientes productos de forma vertical:

a) (x+1)(x+y+5) b) (x+5)(x+y—3)

c) (x—4)(x—3y+7) d) (x—6)(x—4y—8)

("

C4: Multiplicaciéon de binomio por trinomio de
forma vertical

Efectue el producto indicado (x + 2)(x + y + 3)
de forma vertical.

@ x+y+3
L

X x +2

x2+xy+®
2y +2y+6

x2+xy+5x+2y+6

Para efectuar el producto de un binomio por un
trinomio de forma vertical:

1. Se coloca de primero el trinomio.

2. Se multiplica cada uno de los términos del binomio
por cada término del trinomio aplicando Ia
propiedad distributiva.

3. Se suman términos semejantes si los hay.

= Secuencia:

En las clases anteriores se efectuaron
productos de forma horizontal. Ahora se
efectuan productos de forma vertical.

= Puntos esenciales:
Recordar cémo se multiplica binomio por
trinomio.

Destacar que para efectuar el producto indicado
de binomio por trinomio de forma vertical, la
multiplicaciéon se hace de izquierda a derecha
colocando términos semejantes en una misma
columna y por ultimo se suman estos.

Resaltar que el arreglo que se hace de colocar
términos semejantes en una misma columna
facilita su simplificacion.

x—2y+5
X x —3
x% —2xy + 5x
—3x+6y—15

x% —2xy +2x + 6y — 15

@a) x+y+5

X x+ 1
x% + xy + 5x
+ x+y+5
x2+xy+6x+y+5

b) x +y—3
X x +5
x%+xy —3x
+5x +5y—15

x?+xy +2x+5y—15



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

i

Aprendizajes esperados

Producto de dos binomios de la

Efectia productos de dos binomios de la
forma (x+a)(x+b) por simple inspeccion.

= Secuencia:

En clases anteriores se han desarrollado
productos de forma horizontal y vertical.
Ahora se estudian los productos notables,
nombre que reciben aquellos productos
con expresiones algebraicas faciles de
reconocer, que cumplen ciertas reglas
fijas y cuyo resultado puede ser escrito por
simple inspeccion, sin verificar las sumas
y multiplicaciones indicadas. Su aplicacion
significa ahorro en cuanto al numero de
operaciones a realizar.

Se comienza con el producto de dos binomios
de laforma (x+a)(x+b).

= Puntos esenciales:
Recordar como se multiplica binomio por
binomio.

Establecer la regla:
(x+a)(x+b)= x*+(a+b)x+ab

Expresar verbalmente lo que indica la regla
anterior para efectuar un producto de la forma
(x+a)(x+b).

Aplicar dicha regla al efectuar productos de la
forma (x+a)(x+b) por simple inspeccién.

S2: Productos notables
C1: Producto de dos binomios de la forma
(x+a)(x+b) (1)

Efectue el producto (x + 1)(x + 2)

=xx+x2)+x+2
=x2+2x+x+2
ANANANAN
=x2+3x+2
NN
Otra forma:

A partir del area del rectangulo desarrolle el producto
Area = BasexAltura
x+D(x+2)
x2+x+2x+2

=x2+3x+2

@

[\l
+
® 2

Tx+1

©

forma (x+a)(x+b) (1)

Seccién 2: Productos notables

Seccion 2: Productos notables
Contenido 1: Producto de dos binomios de la forma (x+a)(x+5) (1)
P ( Efectte el producto (x+1)(x+2). )

S Para desarrollar el producto (x+1)(x+2), se realiza lo siguiente:

Se multiplica cada término del binomio x+2 por el binomio
x+1

=xx+x(2)+x+2 , N ) _—
Se aplica la multiplicacion de monomio por binomio en las
=x*+2x+x+2 multiplicaciones
=x*+3x+2 Se simplifican los términos semejantes
Otra forma:
A partir del area de un rectangulo, se encontrara el producto (x+1)(x+2)
+1
Férmula del area i 2 |
del rectangulo: %
(base) X (altura) | x+2
1 2x
2
: 2

Area del rectangulo | (x+1)(x+2) = x2+x+2x+2 =x2+3x+2

C

El producto de dos binomios de la forma (x+a)(x+b) se desarrolla de la siguiente forma:
(x+a)(x+b) =x>+bx+ax+ab
=x2+(a+b)x+ab
T

Sumadeayb Productodeayb

Férmula | (x+a)(x+ b) =x*+(a+b)x+ab

Ejemplo

Desarrolle los siguientes productos:

a) (x+3)(x+2) b) (x+g)(x+3)

5)x+3

En ambos casos se hace uso de la férmula 1.
a) (x+3)(x+2) =x2+(3+2)x+(3)(2)
=x2+5x+6

5+ (5

=xtExt

o (s s P )= +(3 d

t

Efectle los siguientes productos:

a) (x+5)(x+8) b) (x+6)(x+2) c) (v+4)(y+3)

Do 0 b3l

o (e s 3

7

d) +7)(y+9)

Desarrolle los siguientes productos:
a) (x+3)(x+2)=x2+@B+2)x+(3)(2)

=x?>+5x+6
) (e +3) (x +3) =22+ (3+3)x+ (5) ()
=x2+§x+23—5
(E) a) (x+5)(x+8) =x+(5+8)x+(5)®)
= x?+13x + 40

b) (x +6)(x +2) =x2+ (6 +2)x + (6)(2)

=x%248x+12

c) W+ +3)=y*+ @ +3)y+ @A)
=y2+7y+12

d O+ +9)=y*+T+9y+ (7))
=v? + 16y + 63

‘ Férmula1: (x +a)(x +b) = x*>+ (a + b)x + ab ’

s+ (o) =xt G Q) =t a4




Seccién 2: Productos notables

Producto de dos binomios de la forma (x+a)(x+5) (2)

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 2: Producto de dos binomios de la forma (x+a)(x+b) (2)

Ejemplo |') Efectue el producto (x+3)(x—4).

Para efectuar el producto (x+3)(x—4) se observa que la diferencia con el caso anterior es el
signo — en el binomio x—4, pero este se puede reescribir como una suma. Entonces

(x+3)(x—4) = (x+3)[x+(—4)]
=x2+[3+ (=4 ]x+(3)(—4)

=x?—x—12

Se aplica la formula 1

Ejemplo 2| Efecte el producto (x—3)(x—2).

Se procede con los pasos sefialados en el ejemplo anterior:

(x=3)(x—2) =[x+ (=3)][x+(-2)]
=x2+[(=3)+(=2)Ix+(=3)(-2)
=x*—5x+6

Se aplica la formula 1

x—b=x+(—b) )

Se reescribe x—4 como una suma

Se reescriben los binomios como sumas

Aprendizajes esperados

Efectia productos de dos binomios de la
forma (x+a)(x+b) por simple inspeccion.

= Secuencia:

En la clase anterior se establecio la regla para
efectuar el producto de la forma (x+a)(x+b)
con a y b positivos, pero ¢,qué sucede si ambos
son negativos?, 4y si tienen signos contrarios?
En este contenido se da respuesta a dichas
interrogantes.

= Puntos esenciales:

Recordar:

v Quex—b=x+(—0b).

¥~ Cdmo se suman numeros de igual o
diferentes signos.

Aplicar la regla para efectuar el producto de la

Efectle los siguientes productos aplicando la formula 1:
a) (x+5)(x—7) b) (v+2)(y—3)

d) (v—9)(»+5) e) (x—7)(x—6)

"8

c) (x—6)(x+4)

f) b—8)—

forma (x+a)(x+b).

Destacar que en el producto de la forma
(x+a)(x+b) siay b tienen signos contrarios
0 ambos son negativos se sigue la regla
estudiada en la clase anterior resaltando que
la suma que se hace de ellos debe indicarse
con sus respectivos signos.

5)

Efectuar productos indicados de la forma
(x+a)(x+b) por simple inspeccion.

C2: Producto de dos binomios de la forma
(x+a)(x+b) (2)

@ Efectle el producto: (x + 3)(x — 4)

x—a=x+(—a)

(x+3)(x—4)=(x+3)[x+ (—4)] I
=x2+ 34+ (=D]x+ (3)(-4)

=x2—-x-12

LFérmulat (x+a)(x+b)= x>+ (a+b)x+ab ‘

Desarrolle: (x — 3)(x — 2).
(x=3)(x —2) = [(x + (-3)][x + (-2)]
=2+ [(=3)+ D+ (=3)(-2)
=x2-5x+6

@ Efectle los siguientes productos aplicando la férmula 1:

a) (x+5)x=-7)=x2+[5+(=D]x+ 5)(-7)

=x%-2x-35
b) +2)(y—3)=y*+[2+ (-3]y + (2)(-3)
=y-y-6
c) (x—=6)(x+4)=x%+[(-6)+4]x + (—6)(4)
=x2—-2x—24
d) -9 +5) =y*+[(-9) +5]y+ (-9)(5)
= y? —4y —45
e) (x—7)(x—6)= x*+[(=7) + (=6)]x+ (=7)(-6)
=x?—13x + 42
) =8y -5 =y>+[(=8) + (=5)]y + (-8)(-5)
=y2—13y +40



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

%] Producto de dos binomios de la forma (ax+b)(cx+d)

Aprendizajes esperados _— Seccién 2: Productos notables
Efectua productos de dos binomios de la Contenido 3: Producto de dos binomios de la forma (ax—+b)(cx+d)
forma (ax+b)(cx+d) por simple inspeccion. P (Efectue el producto (2x+1)(x+3). )
= SecuenCia: S Para efectuar el producto (2x+1)(x+3), se multiplica cada término de 2x-+1 por cada término
En Ias clases anteriores se desarrollaron de x+3, tal como indican las flechas de la ilustracion:
productos de la forma (x+a)(x+b). Ahora se DTS =2t 6x 4t 3
estudia el caso general (ax+b)(cx+d). N =2 +7x+3

Los coeficientes 2, 7y 3 se pueden expresar como 2=(2)(1), 7=(2)(3)+(1)(1), 3=(1)(3) sustituyendo
en la expresion anterior se tiene

- Puntos eseHCIaleS. (2x+1)(x+3)=2)(1)x+[(2)B)+ (1) (D)]x+(1)(3)=2x2+7x+3

Recordar como se desarrolla el producto de Ia Se observa que el término cuadratico 2x? se obtuvo multiplicando 2x por x, el término lineal 7x,

forma (x + a) (x+ b) resultado de multiplicar (2)(3)+(1)(1) por x y el término 3, es el producto de 1 por 3.

Explicar cada uno de los pasos descritos para El producto de la forma (ax+b)(cx+d) se desarrolla de la siguiente manera: B

el desarrollo del pFOdUCto Férmula 2 (ax+b)(cx+d) = acx*+(ad+bc)x+bd &)
(ax+b)(cx+d).

Ejemplo | Efectae los siguientes productos:

Establecer la regla a) e+1)(@x—2) b) (dx—2)(2x—1)

(ax+b)(cx+d) = acx?*+(ad+bc)x+bd.

En ambos casos se utiliza la formula 2.

. . a) (2x+1)(3x—2) = (2x+1)[3x+(—-2)]
Aplicar dicha regla al efectuar productos de la — @@ +[(2)(~2)+ (N E]x+(1)(—2)

forma (ax+b)(cx+d) por simple inspeccion. —6xi—x—2

b) (3x—2)(2x—1) =[3x+(—=2)][2x+(—1)]
=)@+ [ (=) +(=2)@)]x+(=2)(=1)

=6x*—7x+2
E Efectle los siguientes productos utilizando la férmula 2:
a) (3x+1)(x+4) b) (2x+3)(4x+1) c) (2x—1)(x+5)
d) (2x+3)(3x—5) e) (3x—1)(x—4) f) (2x—3)(3x—4)

L

C3: Producto de dos binomios de la forma @ Efectie los productos
(ax+ b)(cx+ d)
a) 2x+1)(Bx—2)=2x+1)[3x+(-2)]

= (2)B)x*+ [ (=2)+(DB)]x+(1)(-2)

=6x%2—x—2
© =

b) Bx—2)(2x —1) = [3x + (—2)][2x + (—1)]
Rx+1Dx+3)=2x>+6x+x+3

@ Efectue el producto (2x + 1)(x + 3)

= (3)2)x*+[B) D+ (-2)@)]x +(-2)(-1)

=2x%+ Ix +3
=6x2—Tx+2
@)@ @B+m@ WA @
a) Bx+ D(x+4) = B)Mx*+[BR)(@)+(M(M]x + (1)(4)
=3x2+13x+ 4

b) (2x + 3)(4x + 1) = (2)()x* + [(2)(1) + ) D)]x+(3)(1)
Férmula 2: J =8x%+ 14x +3

(ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + bc)x + bd 6) (2x— 1)(x +5) = [2x + (~D)](x + 5)

=)Wx*+[2G) + —DD]x + (—1(5)
= 2x2+9x -5




Seccién 2: Productos notables

Cuadrado de la suma de dos términos (x+a)2

Aprendizajes esperados

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 4: Cuadrado de la suma de dos términos (x+a) Desarrolla productos de la forma (x—i-a)z
P CEfectue el producto (x+3)% ) por Slmple Inspeccion.
S T T T OCTe) o (o1 3 o5 aere o = Secuencia:
ado que (x = X , entonces (x Se puede calcular N
utilizar?do el producto indicado de la forma (x+a)(x+l‘:) suponiendo (eta)’ex’+a? En la clase anterior se desarrollaron prOdUCtOS
que a=b=3, 9 (et D) de la forma (ax+b)(cx+d). Aqui se presenta
X = X
— 4 (343)x+(3)3) el desarrollo del cuadrado de la suma de dos
P 2
Bt términos (x+a)?.
El producto (x+3)? es el trinomio x?*+6x+9 que se obtiene elevando al cuadrado a x, luego el
término lineal (2)(3)x=6xy el producto (3)(3)=(3)?=9. - PuntOS esenCialeS:
C Recordar como se desarrolla el producto de la
El producto (x+a)? se desarrolla de la siguiente forma: forma (x+a) (x+ b)
Férmula 3 (x+a)?*=x?+2ax+a? o
o2
()" se conoce como cuadrado de un binomie. Aplicar tal desarrollo para establecer la regla
[:]emlplo Efectue los siguientes productos aplicando la formula 3: (x+a)2 = x2 + 2ax+a2-
2 1y
B o) D (x+3] Expresar verbalmente lo que indica la regla
Aplicando la formula 3 del cuadrado de un binomio se tiene: anterior para el desarrollo del cuadrado de la
a) (x+5)=x+@)(E)x+(5) o) (x+5) =2+ @)L +(3) suma de dos términos (x+a)?.
=x?+10x+25 ., 1
It Aplicar dicha regla al desarrollar el cuadrado
de la suma de dos términos (x+a)>2.
Efectle los siguientes productos aplicando la formula 3:
2 2 2
S 0 (42 o (ctoy Destacar que (x+a)*# x* + a?.
d) (etm)? & (x+4f n (x+3)
C4: Cuadrado de la suma de dos términos (x + a)? @ a) (x+5)2 =x%+(2)(5)x + (5)?
— 2
@ Efecttie el producto (x + 3)2 =x"+10x +25
12 1 1\2
b) (x + E) =x2 +(Z)<2>x+ (—)
(x+3)? =(x+3)(x+3) 2
1
=x24+ 3 +3)x+(3)(3) =xZ.|.x.|.Z
=x%2+6x+9
@ a) (x+4)? = x2+(2)(d)x + (4)?
= x2+8x+16
@ (x+a)? =(x+a)(x+a) b) (x+2)? = x2+ (2)(2)x + (2)?
— 2
=x’+(a+a)x+a-a =x"+ax+4
=x% 4 2ax + a? c) (x+6)* =x*+(2)(6)x + (6)*
=x2+4+12x+ 36
e) ne o, 1\?
: (+g) ==+2(3)x+(3)
Formula 3: (x + a)? = x? + 2ax + a? 1
2
=x"+t-x+—=
2 16

LT 10




Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

£5
Aprendizajes esperados

Desarrolla productos de la forma (x—a)?
por simple inspeccion.

= Secuencia:

En la clase anterior se desarroll6 el cuadrado
de la suma de dos términos. Ahora se presenta
el desarrollo del cuadrado de la diferencia de
dos términos (x—a)?.

= Puntos esenciales:
Recordar como se desarrolla el producto de la
forma (x+a)>.

Aplicar tal desarrollo para establecer la regla
(x—a)?=x*>—2ax+a>.

Expresar verbalmente lo que indica la regla
anterior para el desarrollo del cuadrado de la
diferencia de dos términos (x—a)?.

Aplicar dicha regla al desarrollar el cuadrado
de la diferencia de dos términos por simple
inspeccion.

Resaltar que (x—a)?# x* —a?.

Destacar que a (x+a)? y (x—a)? se les
conoce como el cuadrado de un binomio.

Cuadrado de la diferencia de dos términos (x—a)?

Seccién 2: Productos notables

Contenido 5: Cuadrado de la diferencia de dos términos (x—a)?
P (Efecme el producto (x—3)2. )

El producto de la forma (x—3)? se reescribe como [x+(—3)]? y se efectia de acuerdo con la
férmula 3.

(x—ar=[x+(-a)

—3)=[x+ (-3
(x—3)*=[x+(-3)] (—ar=(—a)(—a)=a*

=x2+(2)(—3)x+(—3)?
=x2—6x+9

El producto (x—a)? se efectiia siguiendo el procedimiento del cuadrado de la suma de dos
términos, resultando que:

Férmula 4 (x—a)?*=x?*—2ax+a?

(x—a)? se conoce como cuadrado de un binomio.

Ejemplu Efectle los siguientes productos:
2
a) (x—2) b) (x— 1)

Teniendo en cuenta la formula 4, el desarrollo de los productos dados es el siguiente:

a) (x—2)2=x*—(2)(2)x+22 b) (x - 11)2 =x’— (2)<%>x + (%)2

— 1 1
=x*—4x+4 =x*—gx+tig
Efectle los siguientes productos aplicando la formula 4:
a) (x—m)? b) (x—4) c) (x—5)
2 2
0 oy o (-] ) (3]

C5: Cuadrado de la diferencia de dos términos

(x — a)?

[(x —a)? = [x + (—a)]? ]
(—a)? = (—a)(~a) = a?

@ Efectue el producto (x — 3)?

(x=3)* =[x+ (=3)]?
=x2 4+ (2)(=3)x + (—3)2
=x?—6x+9

0 (x-3) == @)+ ()
, 1 1
=x —§x+ﬁ

a) (x —m)? = x?—-2mx +m?
b) (x —4)? = x* — (2)(4)x + (4)?
=x2—-8x+16

c) (x = 5)? =x* = (2)(S)x + (5)*

@ [ Férmula 4: (x — a)? = x? — 2ax + a? }

@ a) (x—2)2=x%2-(2)2)x + (2)?

=x%—4x+4

LT M1

=x?—10x + 25
o) (x-3) =x*-@()x+(3)
) 1
=X —X+Z



Seccién 2: Productos notables

Producto de la suma por la diferencia de dos binomios (x+a)(x—a)

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 6: Producto de la suma por la diferencia de dos binomios (x+a)(x—a)

P (Efectl]e el producto (x+7) (x—7).

)

Se escribe x—7 como x+(—7) y se efectua la multiplicacion igual que el producto de la forma

(x+a)(x+b).

X+ x=7)= O+ [x+(=7)]
=xX2+[7+(=7)]x+(7)(-7)
=x*+(0)x—7?
= 272

=x?—49

El resultado de (x+7)(x—7) es igual al cuadrado de x menos el cuadrado de 7.

C

El producto indicado de la forma (x+a)(x—a) da lugar a un binomio que se obtiene de la
siguiente manera: se eleva x al cuadrado (x?), y se resta el cuadrado de a (a?).

Formula 5

(x+a)(x—a)=x*—a?

(x+a)(x—a) se conoce como suma por diferencia de binomios.

Ejemplo ) Efectie los siguientes productos usando la férmula 5:
1 1
a) (x+3)(x—3) b (x+3)(x—%

Se aplica en ambos casos la formula 5.

)

a) (x+3)(x—3)=x*—3° b) (x + %)(x — % =x?— (%)2
=x2—
9 e 11TS
Efectue los siguientes productos:
a) (x+4)(x—4) b) (x+m)(x—m) c) (x+5)(x—5)
d) (x+6)(x—6) o (x+3)x—3) n (x+3)x=3)

>

C6: Producto de la suma por la diferencia de

dos binomios (x + a)(x — a)

(x+a)(x+b)=x>+(a+b)x+ab

@ Efectue el producto: (x+ 7)(x — 7)

x+7Nx=7) =x2+[7+ (D]x+ (N(=7)

=x2+ (0)x — 72
=X2—72
=x%—-49

[Férmula 5: (x+a) (x—a) =x*— az]

©
@ a) (x+3)(x—3) =x2-32

=x%2-9

Aprendizajes esperados
Desarrolla productos de la forma

(x+a)(x—a) por simple inspeccion.

= Secuencia:

En las clases anteriores se desarrollo el
cuadrado de un binomio. Ahora se presenta el
producto de la suma por la diferencia de dos
binomios como otro caso de producto que se
puede obtener por simple inspeccion.

= Puntos esenciales:

Recordar como se desarrolla el producto de la
forma (x+a)(x+b).

Aplicar tal desarrollo para establecer la regla
(x+a)(x—a) =x*—a>

Expresar verbalmente lo que indica la regla
anterior para el desarrollo del producto de la
suma por la diferencia de dos binomios.

Aplicar dicha regla al desarrollar productos de
la suma por la diferencia de dos binomios por
simple inspeccion.

Destacar que (x+a)(x—a)#(x—a)?.

o

16

a) (x+4)(x—-4) =x?-42
=x2-16

b) (x+m)(x—m) =x?-—m?
¢ (x+5)(x—5) =x?-52
=x?-25

d (x+6)(x—6) =x?—62
=x2-36
1 1 1\

o (x+3)(x-3) ==-(2)
=x2—i



Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

1.1 Producto de binomios con radicales

Aprendizajes esperados

Efectua binomios con

radicales.

productos de

= Secuencia:

Anteriormente se desarrollé el cuadrado de
un binomio y el producto de la suma por la
diferencia. Ahora se presenta una aplicacion
de ellos cuando los términos de los binomios
son radicales.

= Puntos esenciales:
Recordar como:
v" Se desarrolla el cuadrado de un binomio y

el producto de la suma por la diferencia.

v' Se efectia la multiplicacion de radicales.

Establecer las férmulas

(Ja+/bf =a+2/ab+b
(Va+vVb)Va—yb)=a—b
(Va+b6)Ya—b)=a—b

Aplicar dichas formulas al desarrollar productos
indicados de esa forma.

C8: Productos de binomios con radicales

@ Efectue los siguientes productos:
a) (VZ+v3)’

@ a) |(x+a)2=x2+2ax+a2|

Vz2+v3) = (V2)' + @(V2)(V3) + (V3)

=2+2V6+3
=5+2V6

b) l(x—a)2 =x? —2ax+a2|

V2-v3)" = (v2)" - @(V2)(¥3) + (V3)’

=2-2V6+3
=5-2V6

c) |(x+a)(x—a)=x2—a2|

b) (VZ-v3)" ©) (V3+VZ)(V3—V2)

Seccién 2: Productos notables

Contenido 8: Producto de binomios con radicales

P Efectue los siguientes productos:
a) (v2+3) b) (/2—./3) o (v3+v2)(V3—v2)

a) Las férmulas de los productos notables se pueden aplicar a los casos particulares de los
numeros reales, el producto (/2 + /3) se efectua aplicando la férmula 3:
(V2 +/3) = (J2F + @(y2)(/3) + (/3] Jalb=ab
=2+2/6+3
=5+2/6

2

b) La formula 4 permite obtener el resultado de (V2 — ¢/3)
(V2= /3F = (/2] —2)(/2)(V3) + (/3]
=2—-2y6+3
=5-2/6
c) Se aplica la férmula 5 de los productos notables:

(/3F = (V2
3-2
1

(V3+v2)(V3—42)

C

Las formulas 3, 4 y 5 de los productos notables funcionan igualmente para los nimeros
reales escritos como productos de binomios cuyos términos son radicales o enteros,
adquiriendo las siguientes formas particulares

(Ja£vbf =ax2/ab+b
(Ya+/b)Va—V/b)=a—b
(Ja +b)Ya—b)=a—b?

Efectle los siguientes productos:

a) (v5+43) b) (v7 —6) ) (/5+3)(y5—/3)

e) (v2—3f f) (v5+2)(+/5—2)

173

d) (v3+2f

@ Efectue los siguientes productos:

a)(V5+v3)" = 5+2v(5)(3) + 3
= 5+2V15+3
= 8+ 2V15

b) (V7 —V8)" =7 — 21(7)(6) + 6
=7-2V/42+6
=13 —2V42

¢)(V5+V3)(vV5-v3)=5-3
=2

f) (V5+2)(V5-2) =522
=5-4
=1

(V3+V2)(V3-V2) = (+3)' - (v2)°

=3-2
=1

LT 17




Racionalizacion del denominador

9

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 9: Racionalizacién del denominador

9 El conjugado de va + +b es Ja—/b

P Racionalice el denominador de la fraccion
f3+V2

)

Se multiplican numerador y denominador por \/5 — \/’5

El conjugado de +a — /b es Ya + Vb

S

2 _ 2 /3 =42
\/3+~2 (\3+*/2><‘/3*w2)
__ 28—v2)
(V3 +y2)(/3 —v2)
_ @3)=(@2)/2
(V3y —(v2y
_2/3—2/2
- 3-2
_2/3-2/2
= 1

Se indican los productos de los numeradores y
denominadores de las fracciones

Se aplica la propiedad distributiva en el producto

indicado del numerador y la féormula 5 en el producto
indicado del denominador

=2/3-2/2

Si el denominador de una fraccion es un binomio formado por la suma o diferencia de las
raices cuadradas de enteros positivos, su racionalizacion se lleva acabo en los siguientes
pasos:

1. Se multiplica el numerador y denominador de la fraccion por el conjugado del denominador.

2. Se aplica la propiedad distributiva en el producto indicado del numerador y la formula 5
en el producto indicado del denominador.

3. Se efectian las operaciones indicadas y se simplifica la fraccion resultante.

Efe”‘,”/" Racionalice el denominador de la fraccion ﬁ
2 2 )(\/5+¢3>: 25 ++3) _2(/5++3) _ 2(5++3) _ 54 /3
/5—/3 (»5—\3 V5+V3) T (/5F —(/3) 5-3 2 B+
Racionalice el denominador de las siguientes fracciones:
[ — [ 2
D 5+ 2 ® a2 R
3 /2 /2
d) __J2 ¢
V21 ) J5+/3 L —

>

C9: Racionalizacion del denominador

Racionalice el denominador de la fraccion
2

V3+V2

® ®)

2 (2 \(B3-V2

\/§+\/§_(\/§+\/§)<\/§—x/§>
_ 2(V3-v2)

T (V3+V2)(V3-2)

_@(3)-@(2)
V3)' - (v2)°

’(x+a)(x—a)=x2—a2| @

_2V3-22
T 3-2
=2V/3-2\2

Seccién 2: Productos notables

Aprendizajes esperados

Racionaliza el denominador de una fraccion
utilizando expresiones conjugadas.

= Secuencia:

Anteriormente se mostraron aplicaciones
donde se requiere del desarrollo del cuadrado
de un binomio o el producto de la suma por la
diferencia. Ahora se estudia la racionalizacién
de una fraccién cuyo denominador es una
suma o diferencia de radicales.

= Puntos esenciales:
Recordar como se desarrolla el producto de la
suma por la diferencia.

Destacar que las expresiones \/; +\/Z y
«/; — \/E se dicen conjugadas una de la otra.

Explicar cada uno de los pasos que se siguen
para racionalizar el denominador de una
fraccion de este tipo.

Si el denominador de una fracciéon es una suma
o diferencia de raices cuadradas, se multiplica
el numerador y denominador de la fraccion
por el conjugado del denominador para
racionalizar el denominador.

2 (2 V5443
V5-V3 ‘(@-ﬁ)(ﬁW@)
_ 2(V5++v3)
(V5)' - (v3)’
_2(v5++3)  2(V5+3)
T 5-3 2
=V5+3

1 1 V5 =42
) s = (3 m)(ﬁ—ﬁ)
__1(5-v2)

W5) - (v2)’
_1(V5-+2)

T 5-2
B-\2
Sl

LT 18




Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion
i1

Aprendizajes esperados

Factorizacion de polinomios

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Establece la factorizacion como el proceso

. S . . . Seccién 3: Factorizacion
inverso de la multiplicacion de polinomios.

Contenido 1: Factorizacion de polinomios

= Secuencia: P Factorice el siguiente polinomio aplicando la propiedad distributiva:

Cuando se estudiaron los productos notables a4 6

se conocian los factores y se obtenia el

desarrollo, ahora se estudia el proceso inverso: S

dado el desarrollo obtener los factores. A este Para factorizar la expresion, se representa cada termino del polinomio en forma de multiplicacion.

proceso se le llama factorizacion. —3x y 6=(3)Q).

Recuerde: Propiedad distributiva

- Puntos esenCialeS: Se aplica la propiedad distributiva: alb +¢) = ab + ac ..
Recordar la propiedad distributiva del producto I ab+ac=alb+c)
= X

respecto a la suma.

Por ejemplo, el polinomio 3x + 6 se factoriza como el producto de 3(x + 2); a las expresiones

Establecer una relacion entre los prOdUCtOS 3y x + 2 del producto se les da el nombre de factores.
notables y la factorizacién como procesos C
inversos.

La factorizacion es el proceso inverso de la multiplicacion de expresiones algebraicas.

Destacar que factorizar un polinomio significa Factorizar
escribirlo como producto de dos o mas factores i
simples cuyo desarrollo es igual a la expresion Rl
inicial propuesta. Este proceso es una
herramienta muy util para resolver ecuaciones t
y reducir expresiones fraccionarias. Factorice los siguientes binomios:
a)3x +9 b) 4x + 12 c)8x + 12

Factorizar binomios en donde se pueda aplicar

la propiedad distributiva. 9 2x =10 €)3x — 30 f12x =15

"20°

S3: Factorizacion

Factorice los siguientes binomios:
C1: Factorizacion de polinomios @ d

a)3x+9=3-x+3)3)

Factorice el siguiente polinomio aplicando la —3(x+3)

propiedad distributiva: 3x + 6.
b)4x +12=4-x+ (4)(3)

() 3x=3-x y 6=(3)2) = 4(x +3)
3x+6=3-x+(3)(2) , P
Cse2) Propiedad distributiva: c)8x + 12 = 4(2x) + (4)(3)
Iz a(b+c¢)=ab +ac = 4(2x + 3)
Factores ab +ac = a(b +c) d)2x — 10 = 2+ x + (2)(=5)
=2(x—5)
@ Factorizar SISm0 78 X (0
=3(x—10)

3x +6 =3(x +2) f) 12x — 15 = 3(4x) + (3)(=5)

Desarrollar =3(4x—5)

LT 20




Factor comiun monomio

Seccién 3: Factorizacion

Contenido 2: Factor comin monomio

P Factorice el binomio x?+3x. ¢Qué tienen en comun los monomios x* y 3x?

S

Los términos del binomio x>+ 3x son x? y 3x, cuya Unica descomposicion en factores es
X?=XxXx
3x=3x

En ambas expresiones aparece el monomio x y de acuerdo con la propiedad distributiva:

x2+3x=xf+3-
ks

Un binomio de la forma, Ma+ Mb, se factoriza asi:
Ma+Mb= M(a+b)
M se llama factor comun de Ma y Mb.

C

I::ie’”:plo Factorice el binomio 2x2—6xy.
2x2=(2)x-x=2x(x)
6xy = (2)(3)xy=2x(3y)
Luego, se extrae el factor comun y se factoriza el binomio:
2x2—6xy = 2x(x)—2x(3y)

El factor comun de los
coeficientes es el maximo |\ (o5

=2x(x—3y) comun divisor de ellos. g
Factorice los siguientes binomios:
a) x*+2x b) x2+5x c) x*—4x d) x*—x
e) 3a*—9a f) 2m*>*—6m g) 15a>—15a h) 3x2+6xy

2218

C2: Factor comuin monomio
@ Factorice el binomio x? + 3x.

® * =

3x = 3-x
x2+3x =x-x+3-x
=x(x+3)
@ Ma+ Mb = M(a + b)

@ Factorice el binomio 2x% — 6xy

2x2 = (2Qx-x =2x(x)
6xy = (2)(3)xy = 2x(3y)
2x2—6xy = 2x(x)—2x(3y)

=2x(x —3y)

Seccion 3: Factorizacion

Aprendizajes esperados
Identifica cuando una expresion algebraica
de dos o mas términos tiene un factor
comun monomio Y la factoriza.

= Secuencia:

En la clase anterior se aplicé la propiedad
distributiva para factorizar binomios. Ahora se
factorizan binomios aplicando factor comun
monomio.

= Puntos esenciales:

Recordar:

v" Qué significa factorizar un polinomio.

v Coémo se aplica la propiedad distributiva
para factorizar polinomios en aquellos
casos que se puede hacer.

Establecer similitudes entre el caso anterior
y el factor comun monomio para factorizar
binomios.

Indicar que el factor comin monomio
debe escribirse como el primer factor en la
factorizacion.

Destacar que el factor comin de los
coeficientes de los términos del binomio es el
maximo comun divisor de ellos.

Identificar el factor comin monomio de los
términos de un binomio.

Factorizar binomios aplicando factor comun
monomio.

@ Factorice los siguientes binomios:

a) x%+2x =x-x+2-x
=x(x+2)

b) x%+ 5x =x-x+5x
=x(x+5)

c) x?—4x =x-x—4-x
=x(x—4)

d) x2—x= =x-x—X
=x(x—1)

e) 3a°-9a =@B)a‘a—(3)13)a
= 3a(a —3)

fy 2m?2—-6m =@2)m-m—-(2)(3)m
=2m(m — 3)

g) 15a? —15a = (15)ara—15-a
= 15a(a—1)
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Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion
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Aprendizajes esperados

Factor comun polinomio

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Factoriza expresiones algebraicas Contenido 3: Factor comuin polinomio
aplicando factor comun polinomio.
P CFactorice el polinomio a(x+1)+b(x+1). )
= Secuencia: S
En la clase anterior se factorizaron binomios Los factores de a(x+1) y b(x+1) son a y x+1, by x+1, por esa razén x+1 es el
. P . . factor comun.
apllca_ndo facfcor comdn  monomio. Aqui se Luego, haciendo uso de la distributividad se obtiene que Recuerde escribir la
factorizan polinomios con factor comun un ale+ D) +b(x+1)= (x+1)(a+b) G
binomio. siendo esta la factorizacion del polinomio dado. ih 2
= Puntos esenciales: C
Recordar cémo se factorizan binomios Las expresiones de la forma a(x+y)+b(x+y) se pueden factorizar de la siguiente manera:
ap|icando factor comUn monomio. Se escribe primero el factor comun x+y, multiplicandolo por otro polinomio que es la suma

de los factores que acompanan a x+y:
alx+y)+b(x+y)= (x+y)(a+b)
Identificar el factor comun de los términos de
un polinomio.
Ejemlplo Factorice el polinomio n(x+2)—(x+2)
Factorizar polinomios aplicando factor comun. o ) - o
Se identifica a x+2 como el factor comun y se multiplica con el binomio formado por los factores

ny —1, luego
n(x+2)—(x+2)= (x+2)(n—1)

t

Factorice los siguientes polinomios:

a) x(n—3)+y(n—3) b) 2(x—1)+y(x—1)
c) x(a—2)—(a—2) d) m(3a+b)—(3a+b)
e) 3x(a—b)+2(a—b) f) 4x(a+b—2)—5(a+b—2)

222

C3: Factor comun polinomio @ Factorice los siguientes polinomios:

@ Factorice el polinomio a(x + 1) + b(x + 1). a)x(n—=3)+y(n-3)=n-3)(x+y)
@ b) 2x-D+yx-D=&-D2+y)
alx+1)+b(x+1) =&+ 1D(a+b)
N/ ¢) x(a—2)—(a—2)=(a—2)(x—1)

factor comun

@ a(x+y)+b(x+y)=(a+b)(x+y)

d) m(B3a+b)—Ba+b) =@Ba+b)(m—1)

e) 3x(a—b)+2(a—b)=(a—b)(3x +2)
@ Factorice el polinomio: n(x + 2) — (x + 2)

n(x+2)—x+2)=x+2)(n—-1) f) 4x(a+b—-2)-5(a+b—-2) =(a+b—2)(4x—5)

N _/

factor comun




Seccion 3: Factorizacion

Aprendizajes esperados

Seccién 3: Factorizacion

Contenido 4: Diferencia de cuadrados Factoriza un binomio aplicando diferencia
de cuadrados.

P (Factorice el binomio x*—4 estableciendo relaciéon con uno de los productos notables. )

S = Secuencia:
Se ha visto en un contenido anterior que aplicando la distributividad al producto indicado (x+2)(x—2) Anteriormente se factorizaron pOliI‘lOmiOS
resultala igualdad (4 2)(e—2) = 2P o aplicando factor comun. Ahora se estudia como

se factoriza una diferencia de cuadrados.

Esto nos sugiere que para encontrar los factores de x2—4, se extrae las raices cuadradas de
x?y 4, que resultan ser x y 2; luego se forman los binomios x+2 y x—2 y se escriben como el
producto indicado (x+2)(x—2). Asi se tiene

= Puntos esenciales:
x*—4=(x+2)(x—2) ,
C Recordar como se desarrolla el producto de la
suma por la diferencia.

Los factores de la diferencia de cuadrados x*—a? se encuentran extrayendo las raices
cuadradas de x? y a?, formando a continuacién el producto notable (x+a)(x—a), es decir:

x2—a?= (x+a)(x—a)

S o ) - ) Indicar que al desarrollar un producto de esa
Si el término en x de la diferencia de cuadrados tiene coeficiente con raiz cuadrada . . .
exacta, se procede similarmente. forma se obtiene como resultado una diferencia

de cuadrados.

Ejem‘plo Factorice las siguientes diferencias de cuadrados:

21 b) 2 . . .
a Xy e Explicar los pasos que se siguen para factorizar
. una diferencia de cuadrados, debiendo
a) Se observa que el primer término dex* — 4 b) El primer término de 9x>—4 es el cuadrado de e T
es el cuadrado de x y el segundo término es‘}el 3x y el segundo término es el cuadrado de 2, re,cordar Ia e.X.traCCIOn de raices Cuadradas a
cuadrado de 17 entonces: entonces: numeros pOS|t|VOS.
s 1. (1 9x*—4 = (3x)*—22
Yoy =X (2) =(3x+2)(3x—2)

Factorice las siguientes diferencias de cuadrados:

o=

a) x*—9 b) x2—16 c) x*—

d X~ 45 e) 4x2—9 f) 9x*—25

<Dy

C4: Diferencia de cuadrados

Factorice el binomio x2 — 4 estableciendo b) 9x2 —4 = (3x)? =22 = (3x + 2)(3x — 2)
relacion con uno de los productos notables.

Recuerde que el producto @ Factorice las siguientes diferencias de cuadrados:
(x+2)(x-2)=x"—-22=x*—4 a) x*-9 =x?-32=x+3)(x-3)
x2— 4=%c2 — %2 =(x+2)(x—2)
ey \2P=2 b) x?2-16 =x2—-42=(x+4)(x—4)
@ x*—a*=(x+a)(x—a) o xz_l . (1>2_ 1 1
5 =x=(3) =(x+3)(x-3)
@ Factorice las siguientes diferencias de cuadrados
1 1) 1 1
1 142 1 1 d) xz_ﬁ =x2—(—) =(x+—)<x——)
22— x2_(2) = Nx-2 4 4 4
AxT—g =X (2) (x+2)(x 2)

e) 4x?-9 =(2x)?>-(3)?=2x+3)(2x—-3)
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Trinomio cuadrado perfecto

Aprendizajes esperados
Identifica cuando una expresion algebraica
es un trinomio cuadrado perfecto y la
factoriza.

= Secuencia:

En la clase anterior se factorizaron diferencias
de cuadrados. Ahora se estudia cémo factorizar
un trinomio cuadrado perfecto.

= Puntos esenciales:
Recordar como se desarrolla el cuadrado de
un binomio.

Indicar que al desarrollar dicho producto se
obtiene como resultado un trinomio cuadrado
perfecto.

Explicar los pasos que se siguen para factorizar
un trinomio cuadrado perfecto.

Destacar que un trinomio es cuadrado perfecto
si tiene dos cuadrados perfectos y el otro
término es el doble producto de las raices
cuadradas de estos.

Notar que al escribir la factorizacién, el signo
que separa alos términos esta en dependencia
del signo del doble producto de las raices
cuadradas de los cuadrados perfectos.

C6: Trinomio cuadrado perfecto

Factorice el polinomio x% + 2x + 1 aplicando la

idea de producto notable.

@ (x +a)? = x% + 2ax + a?
En el polinomio x% + 2x + 1,

x% y 1, son cuadrados perfectos por que

x y 1, son las raices cuadradas

2x es el doble del producto (x)(1)

x24+2x+1=x%+Q)(Dx+ 12
= (x + 1)?

@ x? 4+ 2ax + a? = (x + a)?

x? —2ax + a® = (x — a)?

LT 25

Seccion 3: Factorizacion

Contenido 6: Trinomio cuadrado perfecto

[Factorice el polinomio x? + 2x + 1 aplicando la idea de producto notable. ]

S

Un producto notable de la forma (x + a)? se desarrolla:

(x + a))= x*+ 2ax + a?

En el polinomio x? + 2x + 1, se observa que:

Los términos x? y 1 son cuadrados perfectos, es decir sus raices cuadradas son xy 1.
El termino 2x es el doble del producto (x)(1), es decir (2)(x)(1).

Entonces:
x2+2x +1=x2+ 2)(1)x + 12=(x + 1p

Para comprobar que un trinomio es cuadrado perfecto, primero se debe ver que este
tenga dos cuadrados perfectos, y que el otro término sea mas o menos el doble del producto
de las raices cuadradas de estos.

Se factoriza como el cuadrado de un binomio formado por la suma o diferencia de las raices
cuadradas de los cuadrados perfectos, de acuerdo con el signo del segundo término:

x2+ 2ax + a®> = (x + a)?
o

x* — 2ax + a*

Ejem,l’lo Factorice el polinomio x> — 6x + 9.

—6x = (2)(—3)x, 9= (=3
Como el segundo término es negativo, entonces:
x2—6x+9 = (x —3)

Factorice los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

a) x>+ 10x + 25 b) x* + 14x + 49 c) x*+ 18x + 81

d) x* — 8x + 16 e) x2 — 12x + 36 f) x2— 16x + 64

<Dy

@Factorice el polinomio x% — 6x + 9.

—6x=(2)(-3)x, 9=(-3)
Como el segundo término es negativo, entonces:

x2—6x+9=(x—3)2

@ Factorice los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

a)x? +10x + 25 = x2 4+ (2)(5)x + (5)% = (x + 5)?
b) x2 4+ 14x + 49 = x? + 2)(Dx + (7)? = (x + 7)?
c) x2+18x + 81 =x% + (2)(9)x + (9)? = (x + 9)?
d) x2=8x+16 =x%2—(2)(4)x+ (4)? = (x — 4)?
e) x2 —12x+36 =x% — (2)(6)x + (6)* = (x — 6)?

f) x2 —16x + 64 = x? — (2)(8)x + (8)% = (x — 8)?



Trinomio de la forma x2 + bx + ¢ (1)

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 7: Trinomio de la forma x2 + bx + ¢ (1)

P

Factorice el polinomio x> + 3x + 2 aplicando la idea de producto notable. ]

S

Un producto notable de la forma (x + p)(x + q) se desarrolla:

(x+p)x+aq) =x*+ D+ qx+pg

Sumadepyq Productodepyq

Para factorizar el trinomio x2 + 3x + 2 se buscan dos nimeros cuya suma sea +3 y producto +2.

Las posibilidades se presentan en la siguiente tabla:

Pareja Producto Suma
1y2 (1)2) =2 1+2=3
—1y—2 [ (=1)(—=2)=2|—-1—2=-3

Porlotanto, p = 2,q = 1, entonces x>+ 3x + 2 = (x + 2)(x + 1)

C

La factorizacién del trinomio x2+ bx+ ¢ es el producto indicado

2
(x + p)x +q),dondep+qg= by pg=c
Factorice los siguientes polinomios:
a) x2+5x+6 b) x*+7x+12 c) x*+8x+15
@ yoy+18 e) v Hoy+14 f) x*+7x+10

C7: Trinomio de la forma x% + bx + ¢ (1)

Factorice el polinomio x2 + 3x + 2 aplicando la idea
de producto notable.

@ x+p)x+q)=x*+{@+x+pq
Para el trinomio x? + 3x + 2, se buscan dos niUmeros cuya

suma es +3 y producto +2.

p=2,q=1entonces x?+3x+2=(x+2)(x+1)

@ x2+bx+c=(x+p)(x+q)
donde p+q=b y pg=c

Seccion 3: Factorizacion

Aprendizajes esperados

Factoriza trinomios de la forma x*+bx+c.

= Secuencia:

En la clase anterior se factorizaron trinomios
cuadrados perfectos, aqui se factorizan
trinomios de la forma x*+bx+c.

= Puntos esenciales:
Recordar como se desarrolla el producto de la
forma (x+p)(x+q).

Indicar que al desarrollar un producto de la
forma (x+p)(x+q) se obtiene como resultado
un trinomio de la forma x*+bx+c.

Destacar que en esta clase solo se presentan
trinomios de la forma x?+ bx+c tales que para
factorizarlos se buscan dos numeros cuyo
producto sea ¢ y cuya suma sea b. Es decir

b=p+q, c=pq.

Factorizar trinomios de la forma x2+bx+c.

@ Factorice los siguientes polinomios:

a) x24+5x+6=0x+3)(x+2)

b) x?+7x+12=(x+3)(x +4)

c) x24+8x+15=(x+3)(x+5)

d) y2+9y+18=(y+3)(y + 6)

e) y’+9y+14=@+2)y+7)

f) x>+ 7x+10=(x+2)(x+5)
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Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Aprendizajes esperados

Seccion 3: Factorizacion

. . . Contenido 8: Trinomio de la forma x2+bx+c (2
Factoriza trinomios de la forma x*+bx+c. @

P (Factorice el polinomio x2—7x+ 12 siguiendo la pauta de la conclusion en el contenido anterior. )

S

" SecuenCIa: En este caso, el coeficiente de x es el nimero negativo —7. Por ello, se buscan dos nimeros
Esta clase es Continuaci()n de |a anterior con cuyo producto sea +12 y cuya suma sea —7. Como la suma es un numero negativo y el
. . . . 2 ’ producto es un positivo, entonces ambos nimeros deben ser negativos. Las posibilidades
la diferencia que el trinomio x*+bx+c posee aparecen en la tabla siguiente:
algunos términos con signos negativos. Pareja | Producto | Suma Puede efectuar el
—1y—12 12 —13 producto indicado
—2y—6 2 - (x—3)(x—4) para
H . comprobar que
= Puntos esenciales: ay—a | 12 - e o ,
Recordar que encontrada es (éf)
, . correcta. \
v"  La suma de dos nlimeros negativos es
negativa_ Entonces, los nimeros que cumplen con la condicién son los de la dltima fila, —3 y—4. Luego,
, . 2—7x+12=[x+(—3)][x+(—4
¥"El producto de dos niimeros negativos es o _z_g) (x)—]E; o

positivo. C

v" El producto de dos nlimeros con signos
. H . Para factorizar el trinomio x2+bx~+c con b<0 y ¢>0 se puede expresar como el producto de
Contrarlos Slempre €s negathO. dos binomios que tienen a x como término comun, y para encontrar las constantes o términos

independientes se buscan dos nimeros negativos cuyo producto sea +c¢ y cuya suma sea —b.

Si el trinomio es de la forma x>+bx—c¢ o x>—bx—c con b>0y ¢>0, se buscan dos nimeros,

DeStacar Ia relevanCia que tienen IOS SignOS uno positivo y otro negativo, cuyo producto sea —c¢ y cuya suma sea +b o —b, segin sea el
del término constante y del término lineal para caso.
factorizar trinomios de esta forma. Ejemplo ) Factorice el polinomio x*—3x—4.
. . . . Se observa que el polinomio dado es un trinomio de la forma x>—bx—c, por lo tanto se buscan dos
Notar que laidea en la factorizacion es la misma numeros cuyo producto sea —4 y cuya suma sea —3. Como el producto es negativo y la suma es
del caso anterior manipulando Correctamente negativa, entonces uno de ellos debe ser positivo y el otro negativo. Las posibilidades aparecen en la
siguiente tabla:
los SignOS de los factores que se buscan. Faren Producto | Suma Entonces, los nimeros que cumplen la condicién son 1
—4. Luego,
—1y4 —4 3 Y
2y2 2 0 x2—3x—4=(x+1)[x+(—4)]
vt | 4 _3 = (e+1)(x—4)
E Factorice los siguientes trinomios:
a) x2—6x+8 b) x*—11x+18 c) x2+x—6
d) x2+2x—15 e) x2—x—12 f) x2—5x—14
C8: Trinomio de la forma x? + bx + ¢ (2) @ Factorice el polinomio x2 — 3x — 4.
@ Factorice el polinomio x2 — 7x + 12. Pareja Producto | Suma
. —1y4 —4 3
@ Pareja Producto | Suma —ov2 ") 0
—1y-12 12 13 y
—2y—6 12 -8 ly—4 —4 —3
—3y—4 12 —7
Y X2 —3x — 4= (x+ Dx + (—4)]
x2 —7x+12 =[x + (—3)][x + (—4)] =(x+1Dkx-—4)
=(x-3)(x—4) @ Factorice los siguientes polinomios:

a)x?2—6x+8=(x—-2)(x—4)
Trinomio x2+bx+c con b<0 y c¢>0:
Buscar dos enteros cuyo producto sea +c¢ y su suma —b. b) x2 —11x+18 = (x —2)(x — 9)

Trinomio x2+bx—c o x?—bx—cconb>0y c) x* +x—6=(x+3)(x—2)
¢ > 0: Buscar dos enteros cuyo producto sea —c y

2 _ — —
su suma +b o — b segun sea el caso d) x%+2x =15 = G+ 5)(x = 3)

e) x>’ —x—12=(x —4)(x + 3)

f) x2—5x—14=(x—7)(x + 2)
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Seccion 3: Factorizacion

9

Trinomio de la forma ax?+bx+c (1)

Aprendizajes esperados

Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

Contenido 9: Trinomio de la forma ax*+bx+c (1) Factoriza trinomios de la forma ax®+bx+c

P (Factorice el trinomio 2x2+7x+3. )
S Para factorizar el trinomio 2x?+7x+3 se siguen los siguientes pasos: n Secuencia-
1. Sedescomponen en factores el coeficiente del término cuadratico y el término independiente. En Ias Clases anteriores se factorizaron

/2<2+7x+7\ trinomios de la forma x*+bx+c. Ahora se
S 3 estudia un método para factorizar un trinomio
de la forma ax*+bx+c.

2. Se colocan en forma vertical, los factores obtenidos, se multiplican en cruz, se suman estos
productos y se comprueba si el nimero obtenido es igual al coeficiente del término lineal del
trinomio. Si eso no ocurre, se cambian de posicion los factores hasta obtener el resultado.

et et Tt s * Puntos esenciales:

‘,,L‘ 1 ‘l‘ Explicar cada uno de los pasos que se
i 3 {— 2 siguen para factorizar un trinomio de la forma
2 3i—s fact t de la fi

) 12l T 2

ax*+bx+c.

57

3. Se forman los binomios 2x+1 y x+3 a partir de los nimeros que estan en forma horizontal.

Por lo tanto, Destacar que en esta clase solo se presentan
2o 7o = et e td) trinomios de la forma ax?+bx+ccona, by ¢

Para factorizar el trinomio de la forma ax?+bx+c, con a>1 se realizan los siguientes pasos: pOSItIVOS-
1. Se descomponen en factores a y c.
2. Se colocan los factores de a y ¢ en dos columnas.
3. Se multiplican en cruz los factores encontrados y se suman los dos productos obtenidos. Si el resultado
es igual a b, los coeficientes de los factores seran los numeros que estan de forma horizontal.
4. Se escribe la factorizacion con los factores del paso anterior.

C

Eje"'F/" Factorice el trinomio 3x2+7x+2.

§x2+7x+% Se forman los binomios 3x+1 y x+2 a partir de los nimeros
3 1 —1 que estan de forma horizontal. Por lo tanto,
>, el 3xe+7x+2= B+ 1)(x+2)

t

Factorice cada uno de los siguientes trinomios:

a) 3x2+8x+5 b) 7x*+10x+3 c) 4x2+5x+1

d) 2x2+7x+6 e) 3x2+8x+4 f) 6x2+11x+3

28

C9: Trinomio de la forma ax? + bx + c (1) @ Factorice el trinomio 3x2+ 7x + 2.
@ Factorice 2x? + 7x + 3. 32+ Tx+2
@ 207+ T 43 g i 1
AN —
(;‘A{l N )+
Ut T 1 2 —6
2x?+ 70+ 3 PANR BVAUR:

3 2 7
3x2+7x+2=0Cx+1(x+2)

2 3 —3
>< )* >< )+ @ Factorice cada uno de los siguientes trinomios

1 L— 1 3 >0
s %7 . a) 3x2+8x+5
* 3 5 _45
=<3 )
3 5 8
2x24+7x+3=Q2x+D(x +3) 3x24+8x+5=Bx+5)(x+1)
b) 7x2 +10x+ 3 = (7x + 3)(x + 1)
2 —_
@ Leer en el libro de texto C) 4x*+5x+1=“x+D(x+1)
d) 2x2+7x+6=2x+3)(x+2)

e) 3x2+8x+4=0Bx+2)(x+2)
f) 6x2+11x+3=02x+3)Bx+1)
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Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion

§1 1) Trinomio de la forma ax?+bx+c¢ (2)

Aprendizajes esperados

Seccion 3: Factorizacion

. . . Contenido 10: Trinomio de la forma ax2+bx+c (2
Factoriza trinomios de la forma ax?+bx+c. : fnomt @

P (Factorice el polinomio 2x2—5x+3. )

= Secuencia: S B3 y _
., ., . . AT ToX Se descomponen en factores el coeficiente del término
En la clase anterior se factorizaron trinomios l l de segundo grado 2 y el término independiente 3; se
2 ) 2 _ _ colocan estos en forma vertical y se multiplican en
de la forma ax*+bx+c con a, b yc pOSItIVOS. >< 83— 3)+ cruz, luego se suman estos productos. Se comprueba
1 —1=—>—2 si el numero obtenido es igual a —5, el coeficiente del

Ahora se estudia la factorizacion de un trinomio
de la forma ax?+ bx—+c con al menos uno de
los coeficientes b o ¢ negativos.

—5 término de primer grado.

Por lo tanto, 2x?2—5x+3 = (2x—3)(x—1)

» Puntos esenciales: C
. Para factorizar el trinomio ax?—bx+c¢ con >0 y ¢>0, se descomponen en factores a y
Explicar cada uno de los pasos que se ¢, procurando que los factores de ¢ sean negativos, se colocan en forma vertical los numeros

Siguen para factorizar un trinomio de la forma obtenidos, se multiplican en cruz y se suman los productos. El resultado debe ser igual a —b.
ax®*+bx-+c con las condiciones expuestas

@emPlo Factorice el trinomio 2x2—x—3.

para b o c.
Se descomponen en factores los coeficientes del término de segundo
R 2x*—x—3 grado 2 y el término independiente —3; se colocan estos en columna y se
Destacar |aS S|m|||tudes que guar‘da este caso ; _;_’ 3 multiplican en cruz, luego se suman estos productos:
| anterior. >< ) @)+ (1)(—3)=2-3=—1
con el an E
! t1—=+2 El nimero obtenido, —1, es igual al coeficiente del término de primer grado —x.
—1
Factorizar trinomios de la forma ax?*+bx+c. Porlo tanto, 2x*—x—3 = (2x—3)(x+1).
E Factorice cada uno de los siguientes trinomios:
a) 2x2—3x+1 b) 2x2—5x+2 c) 3x*+x—2
d) 3x2+2x—5 e) 5x2—2x—3 f) 6x2—x—2
C10: Trinomio de la forma ax? + bx + c (2) @ Factorice el trinomio 2x% — x — 3.
@ Factorice el polinomio 2x? — 5x + 3 2x2 —x —3
2x%—5x+3 } !
® {1 A ;
>< )+ 1 +1 —>+2
1 —1—> -2 1

=5

Porlotanto,2x? —x —3 = (2x —3)(x + 1)
Por lo tanto, 2x? = 5x + 3 = (2x — 3)(x — 1)

@ Factorice los siguientes trinomios

a) 2x?—-3x+1=(x—-1)2x—-1)

2 __ — _ _
Trinomio ax?—bx+c, con b>0Yy c>0, se b) 2x% —5x +2 = (x = 2)(2x - 1)

descomponen en factores a y ¢, procurando que los c)3x* +x—2=(x+1)(3x —2)

factores de c¢ sean negativos. d)3x%+2x—5=(3x+5)(x— 1)
e)5x2—2x—3=(x—-1(5x+3)
f) 6x2—x—2=0CBx—-2)2x+1)
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Prueba de Matematica 9no (30min) Fecha:
Unidad 1: Productos Notables y Factorizacién (1) para Seccion 1y 2

Nombre: Seccion:
Sexo: M/F
/120
1. Efectue los siguientes productos: (2 puntox9=18)
a) x(x+3) b) (x-3)(y+4)
c) (x+2)(x+y+3) d (x—3)(x-2)
Forma vertical:
e) 2x+1)Bx—-2) f) (x +5)?
9) (x—5)° h) (x+3)(x—3)
) (VZ-v3)
2. Racionalice el denominador de la siguiente fraccion: (2 puntos)
1

V3 ++2



Prueba de Matematica 9no (30min) Fecha:
Unidad 1: Productos Notables y Factorizacion (2) para Seccién 3

Nombre: Secciodn:
Sexo: MI/F 20
1. Factorice los siguientes polinomios: (2 puntosx 10=20)

a) x?+3x b) n(x+2)—(x+2)

c) x?>—4 d) x?+2x+1

e) x?>—12x+ 36 f) x2+3x+2

g) x*—7x+12 h) x?+2x—15

) 2x%+7x+3 j) 2x2—x-3



A
d2

Ecuaciones de Segundo
Grado

Seccion 1 = Introduccién a las ecuaciones de
- segundo grado

Seccidon 2 Solucidén de ecuaciones de
segundo grado

Seccion 3 Aplicaciones de las ecuaciones
de segundo grado




Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado
i1

Aprendizajes esperados

Ecuaciones de primer grado

Recuerda el método utilizado para resolver
ecuaciones de primer grado.

= Secuencia:

En séptimo grado se resolvieron ecuaciones
de primer grado. Esta clase muestra un repaso
de dicho contenido.

= Puntos esenciales:

Recordar:

v" La transposicion de términos.

v'  Las propiedades de la igualdad.

v' La simplificacion de términos semejantes.

Resaltar los pasos que se siguen para resolver
ecuaciones de primer grado.

Indicar que el ejercicio 1 lo copien del LT para
que observen donde deben completar.

U2: Ecuaciones de Segundo grado

S1: Introduccién a las ecuaciones de segundo grado

C1: Ecuaciones de primer grado

@ Resuelva las siguientes ecuaciones:

@ a) 2x+3=-5

2x=—-5-3 —3x=10+5
2x = —8 —3x =15
Zx _ _8 =Bx _ 15
2 2 -3 =3
x=—4 x=-5
C) X _5=2

3 5
X _
3 2+5
X
3

x

= =7@3

2@ =703)
x =21

LT 34

b) —3x—5=10

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Seccion 1: Introduccion a las ecuaciones de segundo grado
Contenido 1: Ecuaciones de primer grado

P Resuelva las siguientes ecuaciones de primer grado en una variable:

c) %—5=2 ]

a) 2x+ 3=-5 b) —3x—5=10
a) 2x+3=-5 b) —3x—5=10
2x=—5—3 Setranspone el +3 —3x=10+5 Setransponeel —5
2x=—8 —3x=15
27x — _% Se divide por 2 77/"(/3’5 - % Se divide por —3
x=—4 x=-—5
¢ 3-5=2
% =245 Setranspone el —5
X _
3=7
%(3) =7@3) Se multiplica por 3
x=21

Para resolver una ecuacion de primer grado en una variable se realizan los siguientes pasos:

1. Si algin término con la variable x aparece en el lado derecho, se transpone al lado
izquierdo; si hay constantes en este se transponen al lado derecho.

2. Se reducen términos semejantes hasta convertir la ecuacion a la forma ax = b o %x =b.

3. Siax=b, se dividen ambos lados de la ecuacion, por a obteniendo la solucién x = 2,

1

a

si o x = b, se multiplican ambos lados por a, obteniendo x = a b.

1. Complete los espacios en blanco.

a) 3x+7=13 b) —5x—3=12 c) %_2:3
3x=13—[] —5x=12+[_| *=3+[]
ax=[] —5x=[| x _

0 O +
x= 3 x=j5 x:D (4)
x=D x= D x:D
2. Resuelva las siguientes ecuaciones de primer grado:
a) x+5=6 b) 2x—8=4 c) 5+7=5

24

@ Leer en libro de texto

a) 3x+7=13 b) -5x —3 =12 C)£_2=3
3x=13-7 —5x=12+3 4
x:é x:E X
3 -5 1=°
x=2 x=-3 x =5(4)
x =20
2. Resuelva las siguientes ecuaciones:
a)yx+5=6 b) 2x —8=4 C)£+7=5
x=6-5 2x=4+8 2
x=1 2x =12 X_g_7
2
_’)(':E X 2
2 27
xX=6 x =—2(2)
x=-4



Seccioén 1: Introduccion a las ecuaciones de segundo grado

Ecuaciones con términos de segundo grado

Seccion 1: Introduccién a las ecuaciones de segundo grado

Contenido 2: Ecuaciones con términos de segundo grado

Area= P2, donde lesla ‘.~

de su propiedad que tiene un area 64 m2. Escriba la
longitud del lado del cuadrado.

ecuacion que representa el area del terreno.

S : —— .
Sea x la longitud de un lado del cuadrado, que tiene un area de 64 m? '
entonces la ecuacion referida es

P [Don Pedro quiere cultivar maiz en un terreno cuadrado El area del cuadrado es: X ]

X?=64 {Area=64m?{

X
Si se transpone 64 al lado izquierdo, se obtiene otra expresion de la :
ecuacion original: b ) o
t =
x2—64=0 RES
X

C

Sia>0, la ecuacion x2 = a se puede expresar en la forma x>—a= 0, que es una ecuacion de
segundo grado o cuadratica.
La forma general de la ecuacion de segundo grado es ax>+bx+c¢=0; con a=0.

Ejem’p/o Identifique las ecuaciones que representan una ecuacion de segundo grado.

a) x2=25 b) x+5=8 c) x2+2x—15=0
Las ecuaciones de los incisos a)y c¢) son de segundo grado, por tener una variable con exponente

dos (elevada al cuadrado). La ecuacién del inciso b) es de primer grado.

t

1. Don René tiene tres terrenos con areas 36m?, 80m? y 20m? para cultivar inicamente maiz en
el primero, frijoles en el segundo y tomates en el tercero. Escriba una ecuacién que represente

el area de cada terreno.

som | % - é;x +  20m? =+ lax
—— e -
x e
5x
Maiz Frijoles Tomates

2. ldentifique las ecuaciones que son de segundo grado.
a) x2=16 b) x+3=7
d) 3x—5=10 e) x*+6x—16=0

5o

c) 4x*—100=0
f) 12—56x=22

C2: Ecuaciones con términos de segundo grado

Don Pedro tiene un terreno cuadrado. El area del
terreno es de 64m?. Escriba la ecuacion que
representa el area de dicho terreno.

Aprendizajes esperados

Identifica cuando una ecuacion es de
segundo grado.

@ x representa el lado del terreno. terreno.
1
El area del terreno es 64m?.
L. . Aran— AR 36m?
La ecuacion referida es x? = 64, TArea=64m’yt
H 1
o, T
Tambien, T .
X Maiz
se puede expresar como x? — 64 =0 X2 =

@ Si a > 0, la ecuacion x? = a se puede expresar
en la forma x? —a = 0 que es una ecuacién de
segundo grado o cuadratica de la forma
ax?+bx +c=0; cona # 0.

= Secuencia:

En la clase anterior se recordd6 como se
resuelven ecuaciones de primer grado. Ahora
se estudian las ecuaciones de segundo grado
0 cuadraticas.

= Puntos esenciales:
Recordar como se obtiene el area de un
cuadrado y de un rectangulo.

Representar areas de cuadrados o rectangulos
mediante ecuaciones de segundo grado.

Explicar por qué a=0 en la definicion de
ecuacion de segundo grado.

Identificar cuando una ecuacioén es de segundo
grado.

¢, Cuales de las siguientes ecuaciones son cuadraticas?

a)x? =25
a) y c) son ecuaciones de segundo grado.
b) es una ecuacién de primer grado.

b) x+5=8 ¢)x?+2x—15=0

®1.Escriba una ecuacion que representa el area de cada

“:x %‘ 80m? r+ X - 20m*  +i4x
"""""""""" 5x | ' n
5x
Frijoles Tomates
5x2 =80 20x2 =20

2.ldentifique las ecuaciones que son de segundo grado.
a) x> =16
d) 3x —5=10

c)4x2—100=0
f)12 — 5x = 22

byx+3=7
e)x2+6x—16=0

Respuesta: a), c) y e)



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

§3 Soluciones de una ecuacion de segundo grado

Aprendizajes esperados

Determina mediante sustitucion cuando un
numero dado es solucién de una ecuacion

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 3: Soluciones de una ecuacion de segundo grado

de segundo grado_ P Determine mediante sustitucion cudles de los numeros, —2, —1, y 2 satisfacen cada una
de las siguientes ecuaciones:
" SecuenCIa: a) x*+2x+1=0 b) x2*—x—2=0
En la clase anterior se estudié el concepto de
ecuacion de segundo grado. Ahora se estudian S
Ias soluciones de ecuaciones de este tlpO a) Al sustituir —2,—1y 2 en el lado izquierdo de la ecuacion se obtiene:
Para x=—2 Parax=—1 Parax=2
= Puntos esenciales: X420+ 1= (=22+2(=2)+1 | w+2c+1=(—12+2(-D+1 | x*+2x+1=(2)*+2(2)+1
L. =4—4+1 =1-2+1 =4+4+1
Recordar a que se le llama solucion de una —1.0 0 —9.0
ecuacion. , . .
—2 no satisface a). —1 satisface a). 2 no satisface a).

Determinar las soluciones de una ecuacién de
segundo grado mediante sustituciones.

El Unico nimero que satisface la ecuaciéon x>+2x+1=0es —1.

b) Al sustituir —2, —1y 2 en el lado izquierdo de la ecuacién se tiene:

Resaltar que un nimero es solucion de una B o
ecuacion de segundo grado si al sustituirlo en =4+2-2 =1+1-2 sae
. . . . =420 =0 =
lugar de la variable satisface dicha igualdad. .
—2 no satisface b). —1 satisface b). 2 satisface b).

Destacar que una ecuacion de segundo grado
. . Los numeros —1 y 2 satisfacen la ecuacion de segundo grado x*>—x—2=0 porque anulan la
admite a lo sumo dos soluciones. expresion x*—x—2.

Un numero que al sustituirlo en la expresion ax?*+bx+c da cero se llama solucién de la
ecuacion ax?+bx+c¢=0.

Determine mediante sustitucion cuales de los numeros —3,—2, 2 y 3 satisfacen cada una de las
siguientes ecuaciones:

a) x*=9=0 b) 2x*—8=0 c) x*—6x+9=0 d) x*+4x+4=0

2e
C3: Soluciones de una ecuaciéon de segundo grado

@ Leer en libro de texto

Cuédles de los numeros, —3,—2,2 y 3 satisfacen cada
una de las siguientes ecuaciones:

Cudles de los numeros, —2,—1y 2 satisfacen
cada una de las siguientes ecuaciones:

@ a) x24+2x+1=0 2 2
Parax =2, x2+2x+1 = (=2)?+2(-2) + 1 a)x*—9=0 b) 2x"-8=0
—4—4+1 x2—9=(-3)2-9 2x2 —8=2(-3)2-8
=1:/_.0 =9—9 =2(9)—8
Parax=—-1, x?+2x+1  Parax=2, x>+2x+1 =0 =18-8
=(-D*+2(-D+1 =(2)*+2(2)+1 =10#0
=1-2+1 =4+4+1 x2—9=(-2)2-9 2x%2 —-8=2(-2)>-8
=0 =9%#0 =4-9 =2(4)—8
—1 satisface la ecuacion x? + 2x + 1 = 0. ==5#0 =8-8=0
b) x2—x-2=0 x2-9=(2)?-9 2x2-8=2(2)2-8
Parax = -2, x*—-x—-2 =(-2)2-(-2)-2 =4-9 =2(4) -8
=4+2-2 =-5#0 =8-8=0
=4%0 x2—9 =(3)2-9 2x2—-8=2(3)2-8
Parax =—1, x*—x—2 Parax=2, x>?—x—2 =9-9 =2(9)-8
=-1D)?’-(-D-2 =2P*-(2)-2 = —-18-8
o o =10%0
. . A SR —3y 3 satisfacen la —2y 2 satisfacen la
1y 2 satisfacen la ecuacion x* —x -2 =0 ecUACIoN. ecuAcion.
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Seccioén 1: Introduccion a las ecuaciones de segundo grado
Soluciones de una ecuacién de segundo grado de la forma ax*—c =0,

cona>0yc>0

Seccion 1: Introduccién a las ecuaciones de segundo grado

Contenido 4: Soluciones de una ecuacion de segundo grado de la forma
ax*—c=0,cona>0y c>0

P Don Pedro tiene un terreno cuadrado con area de 81m? para cultivar frijoles. Determine la
longitud del lado del terreno.

En la figura se representa el terreno con un area de 81m?y con x la longitud
de uno de sus lados, entonces se puede plantear la ecuacién, x2=81. -
. . m :
Para determinar el valor de x se encuentran las dos raices cuadradas de 81, X
es decir, x = +9. ul o’
Por tanto, como x>0 la longitud del lado del terreno que Don Pedro tiene es 9m.  ---....-

Para resolver ecuaciones de segundo grado de la forma ax*—c¢ =0, con a>0y ¢>0:
1. Se transpone el término —c al lado derecho para obtener la ecuacion ax*=c.
2. Se dividen ambos lados de la ecuacién anterior por a, quedando expresada en la forma
_c
=

3. Se resuelve la ecuacién determinando las raices cuadradas x = y% y x= —x,/

R

Ejemplo | Resuelva la ecuacion de segundo grado  3x?—48=0

3x*—48=0
3x2=148 Se transpone —48
x2= %78 Se divide por 3 ambos lados
x2=16 Se simplifica
x=+/16 Se extrae raiz cuadrada
x=14

Las soluciones de la ecuacion 3x2—48 =0 son x=4, x= —4.

1. Luis quiere cercar con alambre un terreno cuadrado que tiene un area de 64m?. Encuentre la
longitud de un lado del terreno.

2. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a) x*—9=0 b) x2—5=0 c) 2x2—32=0

52

Aprendizajes esperados

Resuelve ecuaciones de la forma
ax*—c=0,con a>0yc>0.

= Secuencia:

En la clase anterior se determinaron las
soluciones de una ecuacion de segundo grado
sustituyendo valores dados para la variable.
Ahora se resuelven ecuaciones de segundo
grado de la forma ax*—c=0, con a>0y
c>0.

= Puntos esenciales:

Recordar:

v Como se representa el area de un cuadrado
o rectangulo utilizando ecuaciones de
segundo grado.

v" El concepto de raiz cuadrada.

Contextualizar las soluciones de una ecuacion
de segundo grado a la situacién planteada.

Explicar los pasos que se siguen para resolver
ecuaciones de segundo grado de la forma
ax*—c=0,con a>0yc>0.

Resolver ecuaciones de segundo grado de la
forma ax*—c =0, con a>0y c¢>0.

C4: Soluciones de una ecuacion de segundo grado Resuelva la ecuacion 3x% — 48 = 0.
delaformaax’*—c=0,cona>0yc>0 3x2—-48 = 0
Pedro tiene un terreno cuadrado con area de 3x2 = 48
81m?. Determine la longitud del lado del terreno. x2 = ﬂ - 16
3
X = +/16,
x = 14

@ x es la longitud del lado del terreno, siendo x > 0.
Area del cuadrado es 81m?, entonces
Area= x2 = 81m?

1. Luis quiere cercar con alambre un terreno cuadrado
que tiene un area de 64m?.

) x=+9 Determine la longitud del lado del terreno .
La longitud del lado es 9m. x: longitud del lado del terreno.
Area = x? = 64

Para resolver la ecuacion de la forma ax? —c = 0 con

x=+48

a>0yc> 0
1. Se transpone c, resultando ax? = c.

Como x>0, x=8m Lalongitud del lado es 8m.

2. Sedespeja x?*: x?2 =% 2 Resuzelva:) 0 ¢ 2x% —32 = 0
o . . a)x*—-9= -32=
3. Seresuelve la ecuacion determinando las raices )x 2
x2=9 2x“ =32
cuadradas:x=i\/§. x=+V9 2 =32=16
x =43

=
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Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

. cong>0
Aprendizajes esperados

Resuelve ecuaciones de la forma
(x+p)2=gqcon g>0.

= Secuencia:

En la clase anterior se resolvieron ecuaciones
de segundo grado de la forma ax®*—c =0, con
a>0y c¢>0. Aqui se resuelven ecuaciones de
segundo grado de la forma (x+p)*=gq, con
q>0.

= Puntos esenciales:

Soluciones de una ecuacion de segundo grado de la forma (x+p)*=gq

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 5: Soluciones de una ecuacion de segundo grado de la forma
(x+p)*=qcong>0

P (Resuelva la ecuacion de segundo grado (x+2)2=09. )

Se extrae raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion asi,

x+2=43
Luego,
x+2=3 x+2=-3
x=3—-2 x=—3-2
x=1 x=-5

La ecuacion (x+2)2=9 tiene las soluciones x=1, x=—5.

C

Para resolver ecuaciones de segundo grado de la forma (x+p)?= g, con ¢>0 se realizan

los siguientes pasos:

1. Se extrae raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion anterior, obteniendo
x+p=vqgyx+p=—iq p

2. Se resuelven las ecuaciones anteriores obteniendo las soluciones 100/
x=—ptygyx=—p—vq

Recordar el concepto de raiz cuadrada.

Explicar los pasos que se siguen para resolver
ecuaciones de segundo grado de la forma
(x+p)?=gq, con g>0.

Ejemplo ) Resuelva la ecuacion de segundo grado (x—1)*~2=0.
Destacar que el hecho de extraer raiz cuadrada

.y —1)2=2
a ambos lados de la ecuacion dada, conduce a =)

Se transpone —2 al lado derecho

i . (x—1=%/2, Se extrae raiz cuadrada
resolver dos ecuaciones de primer grado. T
—1=y2 —1=—y
x=1+2, x=1—42 Se transpone —1 al lado derecho

Aplicar los pasos explicados para resolver
ecuaciones de segundo grado de la forma
(x+p)?=gq, con g>0. F

Las soluciones de la ecuacion (x—1)2—2=0son x=1+,2, x=1—y/2

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) (x+1)2=4 b) (x—2)2=9 ¢) (x+5)2=3

d) (x—3)2—16=0 e) (x+4)?—25=0 f) (x—6)*—5=0

C5: Soluciones de una ecuacion de segundo

grado de la forma (x + p)> =qconq >0 (x-1)2-2=0
@Resuelva (x+2)2=9 (x—1)2 =2
x—1 =+V2
Se extrae raiz cuadrada en ambos lados de x—1 =42, x—1 =_2
la ecuacion X =142 X =1-132
+2)2=9 _ = , =1-
(x+2) Las soluciones de (x — 1) —2 = 0 son
x+2=1V9=143 AV xe1-3
x+2=3 x+2=-3 x= X '
x=3-2 x=-3-2 @
x=1 x=-5 a) (x+1)? =4 b) (x—=2)?=9
Las soluciones de (x + 2)? = 9 son x+1 =+/4=+ x—2=+V9 =143
x=1,x=-5 x+1=2, x+1=-2 x—2=3, x—2=-3
Para resolver la ecuacion x=2-1, x=-2-1 x=3+2 x=-3+4+2
(x+p)?=gq, con q > 0: x =1, x=- x=5 x=-1
1. Se extrae raiz cuadrada c)(x+5)?=3
x+tp=\Jq y x+tp=-q X+5 =43
2. Se resuelven las ecuaciones X+5=43 x+5=—3
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Seccion 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Seccion 2: Solucién de ecuaciones de segundo grado

Contenido 1: Completacién de cuadrados en polinomios de la forma x2+bx+c

P (Transforme el polinomio x?46x+10 a la forma (x+p)>+q.

)

A)

x>+6x+10 = (x*+6x)+10
AN

Por lo tanto, x2+6x+10= (x+3)2+1.

C

Se agrupan los términos x? y 6x
Cuadrado de la mitad de 6

- Ixz 4 6x + (6 )Zl ,(6 )Z +10 Se suma y resta el cuadrado de la mitad del
2 2 coeficiente de 6x

suma  resta’
= (x2+6x+9)—9+10 Se agrupan los términos que forman el trinomio

cuadrado perfecto x2+6x+9

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto
x?+6x+9

= (x+3)>—9+10

= (x+3)*+1

Recuerde:
x*+2ax+a?= (x+a)?
x*—2ax+a?= (x—a)?

Para transformar polinomios del tipo x>+bx+c a la forma (x+p)>+gq:

1.

2.

3.
4.

Se agrupan los dos términos del trinomio o binomio que tienen la variable x.

2
Se suma a los términos agrupados el cuadrado de la mitad de b, (%) ,
y se resta el mismo numero después del paréntesis.

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto que esta dentro del paréntesis.
Se reducen las constantes.

A este proceso se le conoce como completacion de cuadrados.

Transforme los siguientes polinomios a la forma (x-+p)2+q utilizando completacion de cuadrados:

a) x?+2x+5

b) x?+10x—7 c) x?—4x—1 d) x2+4x

40"

Completacion de cuadrados en polinomios de la forma x2+bx+c

Aprendizajes esperados
Reescribe polinomios de la forma
x?’+bx+c alaforma (x+p)?+q utilizando
completacion de cuadrados.

= Secuencia:

En la clase anterior se resolvieron ecuaciones
de segundo grado de la forma (x+p)*=gq,
con g¢>0. Ahora se reescriben polinomios
de la forma x*+bx+cy x*+bx ala forma
(x+p)*>+q, utlizando completacion de
cuadrados.

= Puntos esenciales:

Recordar que
x’+2ax+ a?=(x+a)?
x*—2ax+ a*=(x—a)?

Explicar el procedimiento que se sigue para
completar cuadrados y llegar a expresar
polinomios de la forma x*+bx+c y x*+bx
alaforma (x+p)?+q.

Expresar polinomios de la forma x*+bx+c
y x*+bx a la forma (x+p)?+q utilizando
completacion de cuadrados.

S$2:Solucion de ecuaciones de segundo grado
C1:Completacion de cuadrados en polinomios
de forma x% + bx + ¢

|x2+2ax+a2=(x+a)2| |x2—2ax+¢12=(x—a)2 |

Transforme el polinomio x? + 6x + 10 a la forma
(x+p)?+q

®x2+6x+10= (x? + 6x) + 10
\ Cuadrado de la mitad de 6 \

= [xz + 6x :(gﬂ - (g) + 10

~Suma  Resta
= [x?+6x +3%]—32+10
=((x?2+6x+9)—9+10
=(x+3)?2-9+10
=(x+3)2+1
Porlo tanto, x? +6x +10 = (x +3)?> + 1
@ Leer en el libro de texto

Transforme los siguientes polinomios a la forma

(x+p)*+gq:

a)x?+2x+5=(x*+2x)+5

%1 12\

=[x2+2x+(§)]—(§> +5
=[x?24+2x+1%]-1%2+5
=x*4+2x+1)—-1+45
=(x+1?-1+5
=(x+12%+4

b) x24+10x—7 = (x> +10x) — 7
o+ (B)]-(2) -
=X X 2 2
=[x?+10x +5%] —-5%2-7
=((x*+10x +25)—25-7
=(x+5)?*-25-7
= (x+5)*—32
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Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

§ »J Completacioén de cuadrados en

Aprendizajes esperados
Reescribe polinomiosdelaforma ax®+bx+c
con a>1alaforma a(x+p)?+ q utilizando
completacion de cuadrados.

= Secuencia:

En la clase anterior se reescribieron polinomios
de la forma x*+bx+c y x*+bx ala forma
(x+p)*+q, utlizando completacion de
cuadrados. Ahora se utiliza tal procedimiento
para reescribir polinomios de la forma
ax*+bx+c,cona>1alaforma a(x+p)?+q.

= Puntos esenciales:

Recordar como:
v' Extraer factor comun.
v Completar cuadrados para reescribir

polinomios de la forma x*+bx a la forma
(x+p)*+gq.

Explicar el procedimiento que se sigue para
completar cuadrados y llegar a expresar
polinomios de la forma ax*+bx+c, con
a>1alaformaa(x+p)?+aq.

Expresar polinomios de la forma ax*+bx+c,
con a>1 a la forma a(x+p)?+ q utilizando
completacion de cuadrados.

C2: Completacion de cuadrados en polinomios

de laforma ax* + bx+c cona > 1

@ Transforme 2x2 + 8x + 5 a la forma a(x + p)? + g

polinomios de la forma ax?+bx+c¢ con a>1

Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 2: Completacion de cuadrados en polinomios de la forma
ax*+bx+c con a>1

P Transforme el polinomio 2x?+8x+5 a la forma a(x+p)?+q utilizando completacién de
cuadrados.

)

2x?+ 8x+5=(2x2+8x)+5
=2(x>+4x)+5
2 2
=2 +ax+(5) - (3]]+5

resta

Se agrupan los términos 2x? y 8x

Se extrae 2 como factor comin de 2x2+8x

Se suma vy resta el cuadrado de la mitad del

— coeficiente del término 4x
suma

=2[x?+4x+22—2?]+5
=2[x*+4x+4—4]+5

=2[(x2+4x+4)—4]+5 Se agrupan los tres primeros términos en el

corchete

=2[(x+2)*—4]+5 Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto
~= xX?+4x+4

=2(x+2)2—(2)(4)+5 Se aplica la propiedad distributiva

=2(x+2)*—8+5

=2(x+2)*—3

Por lo tanto, 2x2+8x+5 = 2(x+2)*—3

C

Para transformar un polinomio ax?+ bx + ¢, con a>1, a la forma a(x+p)?>+q:
. Se agrupan ax?y bx, los términos de segundo y primer grado (en ese orden).

. Se extrae como factor comun de los términos agrupados al niumero a.

. Se suma y se resta a los términos agrupados, x* y %x, el cuadrado de la mitad de %.

. Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto.
. Se aplica la propiedad distributiva en la expresion resultante del paso anterior.
. Se efecttian las operaciones indicadas entre niumeros.

oA W N =

t

Transforme los siguientes polinomios a la forma a(x+p)?+ ¢ utilizando completacion de cuadrados:

a) 2x?+4x+3 b) 3x?+6x+5 c) 4x>—8x+7

e) 2x?—8x—9

418

d) 5x*—10x+6 f) 3x*—12x—8

Transforme utilizando completacion de cuadrados:

a)2x? +4x +3 = (2x* +4x) +3 =2[(x+1)?2—1]+3
=2(x*+2x) +3 , =2+ 12— (2)(1)+3
=2+ 2+ (3) - (2 ) 1+3| =2(x+1)? +1
=2[x*+2x+12—-1%2]+3
=2[(x?+2x+1)—1] +

@Zx +8x+5=(2x%2+8x)+5

Cuadrado de la mitad de 4 I

Porlotanto, 2x% + 4x +3 = 2(x + 1)? + 1

=2t +5 2 Extraer c) 4x* —8x+7= (4";_8")*“7 =4{(x-1)2-1] +7

=2 [xz +4x +( ) ] +5 el coeficiente =4 -2+ 7 , = 4G = 1) = (1) +7
del término —4 x2—2x+(2)—(2) +7 =4(x-1)*+3
cuadratico 2 2

=2[x? +4x +2%2-2%2]+5
=2[x*+4x+4—-4]+5
=2[(x*+4x+4)—4]+5
=2[(x+2)>—4]+5
=2(x+2)2-2)4) +5
=2(x+2)*-8+5

=2(x+2)?*-3
Por lo tanto, 2x? + 8x + 5 =2(x + 2)? -3
@ Leer en el libro de texto
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=4[(x*—2x+1)—1] +7

4x2 —8x+7=4(x—1)%>+3

e)2x?—8x—9=2(x*—4x)—-9
=20~ x4 (3) = (319
=2[x? —4x+22-22]-9
=2[(x? —4x+4)—4] —
=2[(x-2)>—4]-9
=2(x—2)?— (2)(®) -9
=2(x—2)2—17

2x2—8x—-9=2(x—2)*-17



Seccion 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Solucion de ecuaciones de segundo grado por completacion de cuadrados (1)

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 3: Solucién de ecuaciones de segundo grado por completacién de

cuadrados (1)

P (Resuelva la ecuacion de segundo grado x*>+4x—5 = 0 utilizando completacion de Cuadrados.)

S x*+4x=5

1
Cuadrado de la mitad de 4
2 4y _(4y _
tax+(3)—(5) =5
Suma  resta’
x?+4x+22—22=5

x2+4x+4—4=5

X2+4x+4=5+4

Se suma y resta (%)2 , que es el cuadrado de la mitad
del coeficiente del término 4x

Se simplifican las fracciones

Se efectlian las potencias 22

Se transpone el —4 al lado derecho

Aprendizajes esperados

Resuelve ecuaciones de segundo grado
por completacion de cuadrados.

= Secuencia:

En la clase anterior se reescribieron polinomios
de la forma ax®+bx-+c, con a>1 a la forma
a(x+p)*+q utilizando completacion de
cuadrados. Aqui se utiliza la completacion
de cuadrados para resolver ecuaciones de
segundo grado de la forma x*+bx+c =0.

x2+4x+4=9 Se efectia la suma indicada 5+4
(x+2)2=9 Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto x?+4x+4
x+2=43 Se extrae raiz cuadrada
x+2=3, x+2=-3 Se separan las dos ecuaciones de primer grado .
¥=3-2, x=-3-2 = Puntos esenciales:
=t =8 Recordar:
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion x2+4x—5=0sonx=1, x=—5.
v" El procedimiento que se sigue para

C completar cuadrados y llegar a expresar
Para resolver una ecuacién de la forma x2+bx+¢ = 0 utilizando completacion de cuadrados: pOlinomiOS de |a forma x2+bx+c a |a
forma (x+p)? +q.

1. Se transforma la ecuacion x>+ bx+c=0ala forma (x+p)?>= q utilizando completacion de cuadrados.

2. Se resuelve la ecuacion obtenida en 1. extrayendo primero raiz cuadrada a ambos lados y luego
transponiendo p al lado derecho de cada una de las ecuaciones de primer grado resultantes.

v" Como se resuelven ecuaciones de la
forma (x+p)? =q.

t Explicar los pasos que se siguen para resolver
ecuaciones de la forma x*+bx+c=0
utilizando completacion de cuadrados.

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por completacién de cuadrados:

a) x*+2x—8=0 b) x2+4x—12=0

Resolver  ecuaciones de la forma
x?+bx+c=0 utilizando completacion de
cuadrados.

c) x2—8x+15=0 d) x*—2x—1=0

%2

C3: Solucién de ecuaciones de segundo grado, por -
completacion de cuadrados (1) @ Resuelva por completacion de cuadrados
a)x?+2x—-8=0

x*+2x=8

Resuelva x% + 4x — 5 = 0 utilizando completacion
de cuadrados

217 2\? 2 _
®x2+4x=5 ) , x2+2x+(§> _<§> =8 (xjc--ll-)lzi3
2 AR A X+2x+12-12 =8 x+1=3, x+1=-3
x+4x+(5) _(E) - x*4+2x+1-1 =38 x=3-1 x=-3-1
x?+4x+22-22=5 X42x+1 =841 *=2 x=-4
x2+4x+4—-4=5
x2+4x+4=5+4
KAt d=9 €) x> —8x+15=0
(x+2)2=9 X2 — 8y = 15 x—4=+1
x+2=43 ) ) x—4=1 x-4=-1
xh2=3 x+2=-3 x2—8x+(§) —(§> =-15 x=1+4, x=-1+4
x=3-2, x=-3-2 2 2 B _
x=1 x = -5 X2 —8x 4+ 42 —42 = _15 x =25, x =23
x?—8x+16—16 = —15
@ Para resolver la ecuacion x? + bx + ¢ =0 x2—8x+16=—-15+ 16

1. Se transforma a la forma (x +p)? =q

! 2-8x+16=1
2. Se extrae raiz cuadrada x x

(x—4)?2=1



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

i
Aprendizajes esperados

Resuelve ecuaciones de segundo grado
por completacion de cuadrados.

= Secuencia:

En la clase anterior se resolvieron ecuaciones
de la forma x?+bx+c =0 por completacion
de cuadrados. Ahora se utiliza la completacion
de cuadrados para resolver ecuaciones de la
forma ax*+bx+c =0.

= Puntos esenciales:

Destacar que al dividir la ecuacion
ax*+bx-+c =0 por el coeficiente a se obtiene
una ecuacioén reducida de la misma.

Recordar los pasos que se siguen para resolver
ecuaciones de la forma  x*+bx+c=0
utilizando completacién de cuadrados.

Resolver  ecuaciones de la forma
ax*+bx+c=0 utilizando completacion de
cuadrados.

C4: Soluciéon de ecuaciones de segundo grado por

completaciéon de cuadrados (2)
@ Resuelva la ecuacion 2x% + 4x — 6 =0

2x2+4x—-6=0
x?>+2x=3
2

[ 20+ (B)]-(3) =3
2 2
(x?+2x+1%)—12=3
x?+2x+1=3+1

(x+12=4
x+1=42
x+1=2, x+1=-2
x=2-1, x=-2-—-1
x=1, X =—

Las soluciones de 2x?+4x —6=0son x =1, x = —3.

Para resolver la ecuacion de

la forma

Solucién de ecuaciones de segundo grado por completacion de cuadrados (2)

Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 4: Solucién de ecuaciones de segundo grado por completacién

de cuadrados (2)

P (Resuelva la ecuacién de segundo grado 2x2+4x—6 = 0 por completacion de cuadrados. )

S

2 4

Se dividen ambos lados de la ecuacion por 2, el coeficiente de x2, §x2+ fx,% =0, luego

resulta x>+2x—3=0.

Se resuelve la ecuacion anterior utilizando completacion de cuadrados.

x2+2x—3=0

x*+2x=3

[ vz (37]-(3) =
(x*+2x+12)—12=3

x2+2x+1= 3+1

(x+1)2=4
x+1=42
x+1=2, x+1=—2
x=2—1 x=—2—1
x=1, x=—3

Se suma y resta ( % )Z

Se simplifican las fracciones

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto x2+2x+1

Se extrae raiz cuadrada

Se separan las dos ecuaciones de primer grado

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion 2x2+4x—6=0sonx=1, x=—3.

Para resolver una ecuacion de la forma ax?+bx+c¢=0, con a>1, se dividen ambos lados
por a y se resuelve la ecuacion resultante por completacion de cuadrados.

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por completacion de cuadrados:

a) 2x2+8x—10=0

c) 2x*—28x—30=0

b) 3x2+12x—36=0

d) 5x*—10x—15=0

<

[x2+4x+(

@ a) 2x2+8x—10=0
x> +4x =5

-6 -

(x*+4x+2%)—22=5
x*+4x+4—-4=5

x+2=3
x=1

x> +4x+4=5+4

(x+2)2=9
x+2=43
x+2=-3
x=-5

b) 3x2+12x—36=0

X% +4x =12
[x2+4x+(

-6 -

(x?2+4x+2%)—-2%2=12

X2 +4x+4—-4=12

ax?*+bx+c=0cona>1 (x+2)>=16
1. Se dividen ambos lados por a x+2==4
2. Se resuelve la ecuacion resultante x+2=4 x+2=-4
utilizando completacién de cuadrados. x = x=—-6
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Seccion 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Solucion de ecuaciones de segundo grado, u

Seccidn 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 5: Solucion de ecuaciones de segundo grado, utilizando la
férmula general

Férmula General:
Para resolver una ecuacion de segundo grado de la forma ax?>+bx+c=0 con a#0, se puede
utilizar la férmula: _ —b+/b—4dac
2a
Aesta formula se le conoce como formula general para resolver ecuaciones de segundo grado.

Para encontrar las soluciones de una ecuacion de segundo grado se sustituyen los valores de a,b
y ¢, en la férmula general.

x

EJ'emF/a Resuelva la ecuacion x*>+5x+5 = 0 utilizando la férmula general:

De la ecuacion a=1, b=5 y ¢ =5, sustituyendo estos valores en la formula general,

_ —5+y(5)°—(4)(1)(5) _ —5+/25—-20 _ —5+/5
- @) B 2 -2

X

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién x?+5x+5=0 son:
= —5-2|-J§,x= —52—/5

tilizando la férmula general

Aprendizajes esperados

Resuelve ecuaciones de segundo grado
utilizando la férmula general.

= Secuencia:

Anteriormente se resolvieron ecuaciones de
la forma ax*+bx+c = 0 por completacion de
cuadrados. Ahora se resuelven este tipo de
ecuaciones por férmula general.

= Puntos esenciales:

Recordar como se resuelven ecuaciones de la
forma ax?+ bx-+c =0 utilizando completacion
de cuadrados.

t

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando férmula general:
a) x2—5x+5=0 b) x*+7x+2=0
c) 2x*—5x+1=0 d) 3x2—6x+2=0

Observacién

Mostrar la férmula general

Se puede resolver la ecuacion en el ejemplo utilizando completacién de cuadrados.
x*+5x+5=0

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion x?+ 5x+5=0 son: ¢ Cual manera es mas
facil, formula general
o completacion de

cuadrados?

P
x=—5;—/§'x= 5 V5

2359

L

v = —b+b*— 4ac

2a

para resolver ecuaciones de este tipo.

Destacar que la formula general expresa las
soluciones de la ecuacion ax®*+bx+c=0 en
funcién de sus coeficientes.

Resaltar que no importa el método que se
utilice para resolver este tipo de ecuaciones las
soluciones son las mismas.

Resolver ecuaciones de la forma
ax?*+bx+c =0 utilizando la formula general.

>

C5: Solucion de ecuaciones de segundo grado,
utilizando la formula general

®

Resuelva utilizando férmula general

a)x?—5x+5=0 a=1,b=-5yc=5
Si ax?+bx+c=0,cona #0: - —(=5) + /=52 = @) (D(5)
b £ VFT T 20
X=——— _5+V25-20 5445 I G
- 2 ) =T T
b) x?+7x+2=0 a=1,b=7yc=2
Resuelva utilizando la formula general. _Z7ENDZ - M@)
x>+5x+5=0 \/ﬂ(l)
~7+V49 -8
Sustituira =1, b =5y c =5 en laférmula general. = %
_ 51/ - @D _ 7 x= o E
e @0 2 2 2
—5++/25—20 c)2x?—5x+1=0 a=2, b=-5yc=1
- 2 (=5 + /- @D
NG = 202)
~5+
=—F _5+V25-8
-
Las soluciones son x = _5;”/5 = _5;‘/§ _ 5+V17 Y= 54417 _5-V17
4 4’ 4



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Solucién de ecuaciones de segundo grado por factorizacién (1)

Aprendizajes esperados

Seccién 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Contenido 6: Solucién de ecuaciones de segundo grado por factorizacién (1)

Resuelve ecuaciones de segundo grado

por factorizacion. P Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacion:
a) (x+2)(x—3)=0 b) x*+3x+2=0
H.. a) Se observa que en la ecuacion (x+2)(x—3)= 0 el lado izquierdo esta ?

- SecuenCIa' i i i factorizado, luego se siguen los siguientes pasos: Sf;;z::;::;:zasl:s
En la clase anterior se resolvieron ecuaciones x+2=0, x—3=0  Seiguala a cero cada factor cumple que:
de la forma axz +bx+c=0 utlizando x=-2, x=3 Se resuelven las dos ecuaciones de ; ’1'1|7 =.0 !

, i d siy solo si ~
la formula general. Ahora se resuelven primer grace P

Por tanto, las soluciones de (x+2)(x—3)=0 son x=—2,x=3. @

ecuaciones de la forma (x+a)(x+b)=0y

x2+(a+b)x+ab= 0 por factorizacion. )

En este caso el lado izquierdo de la ecuacion x2+3x-+2 = 0 no esta factorizado, luego

x?+3x+2=0
. (x+2)(x+1)=0 Se factoriza x>+ 3x+2
u Puntos esenCIaIGS: x+2=0, x+1=0 Seiguala a cero cada factor
Recordar que x=—2, x=—1 Seresuelven las dos ecuaciones de primer grado
x2 + (a + b)x+ab = (x+a) (x+ b) . Por tanto, las soluciones de x>+3x+2=0sonx=—2,x= —1.

Destacar que un producto es cero si al menos
uno de sus factores es cero.

Para resolver ecuaciones de la forma x2+ (a+b)x+ab = 0 se realizan los siguientes pasos:
1. Se factoriza el lado izquierdo de la ecuacién: (x+a)(x+b)=0.
2. Se iguala a cero cada factor: x+a =0, x+b=0.

Resaltar |a importanCia que tiene esta 3. Se resuelven las ecuaciones de primer grado: x = —a, x = —b.
propiedad al resolver ecuaciones de la forma E
2 _ . . .

xz + bx-l-c - O unavez factorlzado el pOIInomIO Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacion:
x*+bx+c.

a) (x—2)x+3)=0 b) (x—5)(x—3)=0
Resolver  ecuaciones de la forma
x?+bx~+c =0 por factorizacion. o) x*+4x—5=0 d) x*+ax—12=0

e) x*—14x—15=0 f) x2—2x—3=0

<

C6: Solucion de ecuaciones de segundo grado
por factorizacion (1) Resuelva por factorizacion

Resuelva las siguientes ecuaciones de
segundo grado utilizando factorizacion: a) (x—2)(x+3) =0 b) (x—5)(x—3) =0
(3)a) G+DE-3=0

x—2=0, x+3=0 x—5=0, x—3=0
x+2=0, x—-3=0
x=-=2, x =3 x=2, x=-3 x=5, x=3
Las soluciones son x = =2, x =3 c) x2+4x—-5=0 d) x2+4x—12=0
b) x2+3x+2=0 (x+5kx-1)=0 (x+6)(x—2)=0
(x+2)(x+1) =0 x+5=0 , x—-1=0 x+6=0, x—2=0
x+2=0, x+1=0 x=-5, x=1 x=-6, x=2
x=-2, x=-1
2 _ 2 _
Las soluciones son x = —2, x = —1 e) x*—14x—15=10 f) x*=2x-3=0
@ Si x?+(a + b)x + ab =0, se tiene: (r—-15x+1) =0 =D+ =0
x—15=0, x+1=0 x—3=0, x+1=0
1. (x+a)(x+b)=0 x =15, x=-1 x =3, x=-1
2.x+a=0,x+b=0
3. x=—-a, x=-b
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Seccion 2: Solucion de ecuaciones de segundo grado

Solucién de ecuaciones de segundo grado por factorizacion (2)

Aprendizajes esperados

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 7: Solucién de ecuaciones de segundo grado por factorizacién (2) Resuelve ecuaciones de segundo grado

P Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacion: ] por factorizacion.
a) x*+2x=0 b) x*+2x+1=0
S = Secuencia:

a) w420 =0 £ los eouaciones de Anteriormente se resolvieron ecuaciones
x(x+2)=0 la forma x2+bx =0; | de la forma (x+a) (x—l- b) =0 y
¥=0, x+2=0 e x*+(a+b)x+ab=0 por factorizacién. Ahora
x=0, x=—2 & se utiliza la factorizacion para resolver

ecuaciones de la forma x*+bx=0 vy
x?+2ax+a*=0.

2 =
b) x*+2x+1=0 Las ecuaciones de la

(x+1)2=0 forma x2+2ax+a?=0, . .
x*—2ax+a*=0 tienen .
xH1=0 la solucion tnica x=—a, = Puntos esenciales:
x=—1 x=a respectivamente.

Recordar cémo se extrae factor comun y como
se factoriza un trinomio cuadrado perfecto.

Se observa que x2+2x + 1 =0 tiene una Unica solucion.

C

Para resolver ecuaciones de la forma ax?+bx = 0:

Destacar que:

1. Se factoriza el lado izquierdo de la ecuacion utilizando factor comin monomio resultando la / Las ecuaCioneS de |a forma x2 +bx — 0
ecuacién x(ax+b)=0. . X .

2. Seiguala a cero cada factor: x =0, ax+b =0 siempre admiten como solucién a x=0.

3. Se resuelve la segunda ecuacién de primer grado, ya que la primera esta resuelta. / LaS ecuaCioneS de |a forma

x*+2ax+a*=0 tienen solucion Unica
x= —a, dado que x*+2ax+a?® es un
trinomio cuadrado perfecto.

Para resolver ecuaciones de la forma x>+2ax+a?=0:
1. Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto del lado izquierdo de la ecuacién obteniendo
(x+a)?=0.
2. Se extrae raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion resultando x+a = 0.
3. Se resuelve la ecuacion de primer grado transponiendo a al lado derecho de donde se obtiene la
solucién x= —a.

Resolver ecuaciones de la forma x*+bx =0y
t x2+2ax+ a? = 0 por factorizacion.

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando factorizacion:

a) x*+5x=0 b) x*—3x=0 c) 2x*—6x=0

d) x*+dx+4=0 e) x+6x+9=0

485

f) x*—8x+16=0

C7: Solucion de ecuaciones de segundo grado Para resolver ecuaciones de la forma x2 + 2ax + a?

por factorizacion (2) )
1. Factorizar: (x + a)?> =0

2. Extraer raiz cuadrada: x +a =0
3. Resolver la ecuacion de primer grado: x = —a

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo
grado utilizando factorizacién:

@a)x2+2x=0 @a)x2+5x=0 b)x?—-3x=0
x(x+2)=0 x(x+5)=0 x(x=3)=0
x=0,x+2=0 x =0, x+5=0 x =0, x—3=0
x =0, x=-2 x =0, x=-5 x =0, x =3

b)x?+2x+1=0
(x+12=0 c)2x2—6x=0 d)x>+4x+4=0
x+1=0 2x(x—=3)=0 (x+2)?%=0
I 2x =0, x—3=0 x+2=0
X = x:O, x=23 x= -2

@ Para resolver ecuaciones de la forma ax? + bx =0

1. Factorizar: x(ax +b) =0
2.lgualaracero: x =0,ax+b =0
3. Resolver la ecuacién de primer grado.

e)x?+6x+9=0

(x+3)2=0
x+3=0
x=-3

flx2—8x+16=0

(x-4)?%=0
x—4=0
x =4



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Naturaleza de las soluciones de una ecuaciéon de segundo grado

Aprendizajes esperados
Determina la naturaleza de las soluciones
de una ecuacion de segundo grado a partir
del valor del discriminante.

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Seccion 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Contenido 1: Naturaleza de las soluciones de una ecuacién de segundo grado

P

Determine cuantas soluciones en los nimeros reales tienen las siguientes ecuaciones de
segundo grado.

= Secuencia:
Hasta este momento se han resuelto
ecuaciones de segundo grado por completacién

a) x*+4x—1=0 b) x*+4x+4=0 c) x*+4x+5=0

de cuadrados, por férmula general y por
factorizacion. Ahora se estudia la naturaleza
de las soluciones de una ecuacion de este tipo.

Se sustituyen en la formula general los valores respectivos de a, b y ¢ de cada una de las
ecuaciones anteriores:
a) Enx*+4x—1=0,

b) Enx*+4x+4=0, c) Enx*+4x+5=0,

a=1,b=4,c=—1

a=1,b=4,c=4 a=1,b=4,¢c=5

= Puntos esenciales: o A/ @) —41 /8 — @)(1)@4)

x= - _ TAEE - @)
: - @) x @M x= @)

Recordar cémo se resuelve una ecuacion de _ *4iw;15+4 _—4x/16—16  4+416-20
segundo grado utilizando la férmula general. _—4+20 _4“% s 2_7

= 2 = —y> = .

_ —4225 - 2
Destacar que una ecuacion de segundo grado __ 2i s

= Ty

admite a lo sumo dos soluciones distintas.

La ecuacion no tiene
solucién en los numeros
reales por que y—4noes
un numero real.

La ecuacion tiene una
solucién en los numeros
reales: —2.

La ecuacién dada tiene dos
soluciones diferentes en los
i i ; numeros reales: —2 + /5 y
Indicar que al manipular la formula general a —2-5.
la cantidad subradical D =b? —4ac se le llama
discriminante y en funcion de este indicador se
determina la naturaleza de las soluciones de la

ecuacion de segundo grado:

En conclusién, las ecuaciones de segundo grado pueden tener dos soluciones reales distintas,
una solucién real o ninguna solucién en los nimeros reales.

C

El hecho de que la ecuacién ax*+bx +c=0 tenga dos soluciones distintas, una Unica
solucion o ninguna solucién real depende de la cantidad D = b2—4ac, llamada discriminante,
que aparece en el radical de la formula general

_ —b+J/b"—4dac ——
x= 2a

v" D>0, dos soluciones reales distintas
v~ D=0, una Unica solucién real.
v D<0, ninguna solucion real

Discriminante

D=b*—4ac

1. Si D es positivo, la ecuacion de segundo grado tiene dos soluciones distintas en los
numeros reales.

2.Si D=0, la ecuacion de segundo grado tiene una solucién en los nimeros reales.

3. Si D es negativo, la ecuacion de segundo grado no tiene solucion en los nimeros
reales, debido a que la raiz cuadrada de numeros negativos no es un nimero real.

50°

S3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado
C1: Naturaleza de las soluciones de una ecuaciéon de
segundo grado.
) . . ] c)x?’+4x+5=0
Determine cuantas soluciones en los numeros reales

tienen las siguientes ecuaciones de segundo grado. _ —4+/42-4(1)(5)

X =

2(1)
a)x24+4x—-1=0 b)yx?2+4x+4=0
@ ) —4+16-20
a=1, b =4, c=-1 a=1, b =4, c=4 :f
Lo THEVE — 4D Lo TAEVe 4@ —4++/=4  No tiene solucion en los
- 2(1) 2(1) = 2 numeros reales
—4+V16+4 _ —4+V16-16
S NG
_ —41+v20 _ "4t V0 x = w = Discriminante D = b? — 4ac
= > a
— =-2 . . .
— 4+2v5 1. D > 0, tiene dos soluciones en los numeros reales
2 Tiene una solucion 2. D =0, tiene una solucion en los nimeros reales
=_2+5 3. D <0, no tiene solucién en los numeros reales

Tiene dos soluciones



Seccién 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Naturaleza de las soluciones de una ecuacién de segundo grado

E_jemp/o Utilice el valor del discriminante para saber el nimero de soluciones de las siguientes de una ecuacién de Segundo grado a partir

ecuaciones de segundo grado en los nimeros reales.

Seccion 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Aprendizajes esperados
Determina la naturaleza de las soluciones

del valor del discriminante.

a) 2w +5x+3=0 b) ¢) 3x¢+2x+1=0
= Secuencia:
Se sustituye en la expresion D= b*—4ac de la formula general los valores a, b y ¢ de cada
couacion. Hastal este momento se han resuelllto
ecuaciones de segundo grado por completacién
3 2eFhet3=0 b) X moxt9=0 ©) Iet2t1=0 de cuadrados, por férmula general y por
=2,b=5c= =1,b=—6,c= =3, b=2c= . . s .
@=2.b=5c=3 a=1b=6c=9 a=3b=2c=1 factorizacion. Ahora se estudia la naturaleza
D=5—(4)(2)(3) D=(—6p—(4)(1(9) D=2—(4)(3)(1) del luCi d ion d te ti
052 3636 e e las soluciones de una ecuacion de este tipo.
=1 =0
= Puntos esenciales:
Como D=1>0,la Como D=0, la ecuacién Como D= —8<0 la 4 P
ecuacion tiene dos tiene una solucién en los ecuacion no tiene solucion Recordar como S.e. resuelve una ecuacion de
soluciones distintas nameros reales. en los numeros reales. Segundo grado utilizando la formula generaL

en los numeros
reales.

Destacar que una ecuacion de segundo grado

admite a lo sumo dos soluciones distintas.

Utilice el valor del discriminante para saber el nimero de soluciones de las siguientes ecuaciones

de segundo grado en los nimeros reales:

a) x?+3x—5=0 b) x*+2x+1=0

d) 2x*+3x—2=0 ) 4x*+ 12x+9=0

c) x*+3x+5=0

Indicar que al manipular la formula general, a
la cantidad subradical D =b* —4ac se le llama
discriminante y en funcion de este indicador se
determina la naturaleza de las soluciones de la
ecuacion de segundo grado:

f) 3x*—2x+4=0 v" D>0, dos soluciones reales distintas.

v~ D=0, una Unica solucién real.
v"  D<0, ninguna solucion real.

7513

Determine el niumero de soluciones de
las ecuaciones utilizando el discriminante.

a)2x2+5x+3=0
a=2,b=5-c=3
D=(5-#2)®3)
=25-24 =1
Como D > 0,

tiene dos soluciones.

b)x?—6x+9=0
a=1b=-6,c=9

D =(-6)*-(4)(1D(9)
=36—-36 =0

Como D =0,

tiene una solucion.

c)3x%+2x+1=0
a=3, b=2, c=1
D =@ ®HED)

=4-12
= -8 Como D < 0, no tiene solucién en los
numeros reales.
@a)x2+3x—5:0 byx2+2x+1=0
a=1 b=3, c¢=-5 a=1 b=2, c=1
D = (3)? - 4(1)(-5) D=(2?-4(1)(1)
=9+420 =4-4=0
=29 ComoD =0,
Como D > 0, tiene una solucion.

tiene dos soluciones.



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Construccién de una ecuacién de segundo grado de la forma x*>+bx+c =0,
a partir de sus soluciones

12

Aprendizajes esperados

Determina la ecuacién de segundo grado a
partir de sus soluciones.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudi6 la naturaleza de
las soluciones de una ecuacién de segundo
grado. Ahora se determina una ecuacion de
segundo grado a partir de sus soluciones.

= Puntos esenciales:

Explicar cada uno de los pasos que se siguen
para determinar una ecuacion de segundo
grado a partir de sus soluciones.

Resaltar que las soluciones p y g y los
coeficientes de una ecuacion de la forma

x?+bx+c=0 guardan las siguientes
relaciones:
pta=—b
pg=c.

C2: Construccion de una ecuacion de segundo
grado de la forma x? + bx + ¢ = 0, a partir de
sus soluciones

Determine la ecuacion de segundo grado

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Contenido 2: Construccion de una ecuacion de segundo grado de la forma

P

C

x2+bx-+c¢=0, a partir de sus soluciones

(Determine la ecuacion de segundo grado x2+ bx + ¢ =0 cuyas soluciones son x =2, x = 3.)

La ecuacion de segundo grado cuyas soluciones son 2y 3, se obtiene de la siguiente manera:
1. Seiguala cada solucion de la ecuacion de segundo grado a la variable x: x =2, x =3.
2. Se transponen los numeros 2 y 3 al lado izquierdo: x—2=0, x—3=0.
3. Se multiplican lado a lado ambas ecuaciones:
(x—2)(x—3)=0
4. Se efectlia el producto del lado izquierdo:
x4+ (—2-3)x+(—2)(—=3)=0
x2—5x+6=0

Por lo tanto, la ecuacion buscada es x*—5x+6=0.

Dados los nimeros p y g se puede obtener la ecuacion de segundo grado x>+ bx+c=0Yy las
siguientes relaciones entre los coeficientes de estas y los nimeros dados:

p+qg=—b
pg=c
En palabras:
La suma de los numeros p y g es igual a —b, el opuesto del coeficiente de x.
El producto de p y g es igual al término constante c.
Es claro que la ecuacion x2+bx+c¢ =0 queda determinada cuando se conocen sus raices.

E}'em’n/o Determine la ecuacion de segundo grado x?+bx+c =0 cuyas soluciones son:

xX=2++v3, x=2—43.
Se aplica la conclusién anterior y se encuentra que (2 + '3) + (2 — +'3) = 4, siendo 4 el opuesto
de b= —4.
Se efectua ahora el producto de los dos nimeros dados
R+/3)2—-V3)=4-3=1
Se observa que ¢ = 1. Por lo tanto, la ecuacién buscada es x*—4x+1=0.

Determine la ecuacion de segundo grado x2+bx+c = 0 cuyas soluciones son:

a) x=3, x=4 b) x=4,x=-5 c) x=-3,x=-5

e) x=1+/2, x=1—/2

22

d x=4 x=3 )l x=—1+/2, x=—1—,2

x% + bx 4+ ¢ = 0 cuyas soluciones son x =2, x = 3.

x=2,3ya=1

-lgualar cada solucion a la variable x: x = 2,x = 3

-Se transpone 2y 3
x—2=0, x—3 =0
-Se multiplica ambas ecuaciones
x—2)(x-3) =0
-Se efectua el producto
x2+(—2-3)x+(-2)(-3)=0
x> =5x+6=0

La ecuacion buscada es: x2 —5x+6 =10

Dadas las soluciones p y q de la ecuacion
x2 + bx + ¢ = 0 esta se obtiene haciendo:

1. p+ q = —b, el opuesto del coeficiente de x
2. pq = c, el término constante.

LT 52

Determine la ecuacion de segundo grado x2 + bx + ¢ = 0
cuyas soluciones son: x =2 ++/3, x =2 —+/3
Suma (2+V3)+(2-V3)=4-> -b=4b=—4
Producto (2++V3)(2-V3)=4-3=1-c¢c=1
La ecuaciones x> —4x+1 =0
Determine la ecuacion de segundo grado x% + bx +c¢ =0
cuyas soluciones son:

a)x=3,4
Suma3+4=7 »—-b=7b=-7
Producto (3)(4) =12 > ¢ =12

b)x = 4,5
Suma 4+ (-5)=-1-»—-b=-1,b =1 Laecuacion es
Producto (4)(=5) = =20 > ¢ =-20 x24+x-20=0
1

La ecuacion es
x2—7x+12=0

=-, 3
d) x 2
suma Leg 167 77
uma 543 =— =520 =3P = "7 | aecuaciénes
1 3 3 7 3
— = — = — 2—— _——
Producto(z)(3) 5 =3 ¥ —Sx+5=0



Seccién 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Aplicacion de las ecuaciones de segundo grado (1)

Aprendizajes esperados

Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado
Contenido 4: Aplicacion de las ecuaciones de segundo grado (1) Resuelve situaciones aplicando ecuaciones
de segundo grado.

ancho en 4m. s Cuales son sus dimensiones?

= Secuencia:
Sea x el largo de la sala, que obviamente es un nimero positivo. En la clase anterior se establecieron las
Como el largo excede en 4m al ancho, este se representa 1=K relaciones que gual"dan las soluciones Yy los
por x—4, como se sugiere en la figura de la derecha. 5 . .y
1 L coeficientes de unaecuacion de segundogrado.
' Ahora se presentan algunas aplicaciones.

P (La casa de Dofa Maria tiene una sala rectangular cuya area es 32m? y su largo excede aD

Utilizando la férmula

Area del rectangulo= (largo) X (ancho) .

y el valor dado del area se obtiene la ecuacion et

x(x—4)=32 x = Puntos esenciales:
que aplicando la propiedad distributiva en el lado izquierdo de la ecuacion se transforma en . .,
=32 Comprender la situacion planteada.
Se transpone 32 al lado izquierdo
x?—4x—32=0

Declarar la variable que se manipula.

Se factoriza el trinomio x2—4x—32
(x—8)(x+4)=0
Entonces Traducir del lenguaje comun al algebraico la

x—8=0, x+4=0
x=8,  x=—4 informacion proporcionada en la situacion.
Como x representa el largo y este debe ser un nimero positivo, entonces x = 8, por lo tanto el
ancho de lasalaes x—4=8—-4=4.
Luego, las dimensiones de la sala de dofia Maria son: 8m de largo y 4m de ancho. Construir un gra’fico para tal situacion.

Recordar cdmo se calcula el area de un

a) Alicia desea construir en el patio de su casa una piscina cuyo largo exceda a su ancho en 7m, rectén U|O
y el area sea 60m?2.; Cuales deben ser las dimensiones de la piscina? g .

b) Calcule las dimensiones de un terreno rectangular, si se sabe que este tiene 5m mas de largo Plantear la ecuaCién de segundo grado que
que de ancho y un area de 84 representa tal situacion.

c) La base de un rectangulo mide 5cm mas que su altura. Si se disminuye su altura en 2c¢m, el Resolver dicha eCuaci(')n
rectangulo obtenido tiene un area de 60 cm?®. Calcule los lados del rectangulo original. .

Contextualizar las posibles soluciones a dicha

situacion.
C4: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado (1) a) Alicia construira una piscina cuyo largo excede a su
El largo de la sala de la casa de Maria excede ancho en 7m. Si el area de la piscina es de 60m?,
a su ancho en 4 m. Si el area de la sala es de ¢cuales son las dimensiones?

32m?, ;Cuales son sus dimensiones?
x es el largo, x > 0,

largo: x x — 7 eselancho
ancho: x— 4 - : . A Area=(largo)x(ancho)
Lo
L . o x(x—7) =60
Tk x?—7x =60
Area= basexaltura=(largo)x(ancho) x*—7x—60 =0
x(x—4) =32 (x—12)(x+5) =0
X —4x =32 x=12=0 , x+5=0
x2—4x—32=0 x =12 , x = -5
Resolviendo la ecuacién
x2—4x—32=0 Largo: x = 12 (m) por que x > 0
(x-8)x+4)=0 Ancho: x—7=12-7=5(m)
x—8=0, x+4=0
x=8 , x=—4

Largo: x =8 (m) porque x >0
Ancho: x —4 =8—-4 =4 (m)



Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Aplicacion de las ecuaciones de segundo grado (2)

Aprendizajes esperados

Seccion 3: Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Resuelve situaciones aplicando ecuaciones Contenido 5: Aplicacion de las ecuaciones de segundo grado (2)

de Segundo grado. EjemF/al Un niimero entero positivo es el triple de otro y la diferencia de sus cuadrados es 72.
¢ Cuales son los niUmeros?

Sea x uno de los nimeros, entonces su cuadrado es x? el otro nimero es 3x y como es un

- SecuenC|a: entero positivo, x debe ser positivo.
Siguiendo con e| estudio de Ias aplicaciones Dado que la diferencia de sus cuadrados es igual a 72, podemos plantear la ecuacién de segundo
. ; grado siguiente:

de las ecuaciones de segundo grado, aqui se Gx)—xr=72
muestra otra aplicacion. 92 —x? =72

8x*=72

x’ = 72

8

* Puntos esenciales: o
Comprender cada situacion. x=%3

Como los nimeros buscados son enteros y positivos entonces el nimero menor es 3, y el otro es
(3)(3)=9. Por lo tanto, los nimeros son 3y 9.

Traducir del Ienguaje comun al algebraico la Se observa que se ha descartado el valor —3 para x por que se esta tratando con enteros
informacion proporcionada en cada situacion. posifivos.

El a) Un nuimero entero positivo es el doble de otro y la diferencia de sus cuadrados es 48. ;Cual

Plantear las ecuaciones de segundo grado que es este nimero?
. Vs b) Halle dos nimeros enteros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 145.
representan a cada situacion.

Dentro de 11 afios la edad de Pedro sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia

Ejemplo 2 hace 13 afios. Calcule la edad actual de Pedro.
Resolver diChaS ecuaciones. Si x es la edad actual de Pedro, dentro de 11 afios su edad seré x+ 11y hace 13 afios tenia x—13.
Entonces
- _ (x—13)
Destacar las condiciones dadas en cada xF="
situacion. (+ 1) = (x—13)*
2x+22=x?—26x+169
x?—26x—2x+169—22=0
Contextualizar las posibles soluciones a dicha ?—28x+147=0
situacion. (x—21)(x=7)=0
x—21=0, x—7=0
x=21, x=7
Por las condiciones del problema, x=7 no es solucion. Por lo tanto, la edad de Pedro es 21 aiios.
Ez a) Lg suma de dos nimeros positivos es 10 y la suma de sus cuadrados es 58. Halle ambos
numeros.
b) Si al cuadrado de la edad de una persona se le resta el triple de la misma, se obtiene nueve
veces su edad. ;Cuantos afos tiene la persona?
C5: Aplicacion de las ecuaciones de segundo grado (2 =
p 9 9 @ Sea x la edad de Pedro, dentro de 11 afios
Un numero entero positivo es el triple de otro, y su edad sera x+11 y hace 13 afos su edad era x—13.
la diferencia de sus cuadrados es 72. (x — 13)
¢ Cuales son los nimeros? x+11 = xf)
Sga X ur?o de los nUmeros. El otro nUmero es 3x (2)(x+11) = (x—13)?
Diferencia de sus cuadrados: 5
(3x)2—x2=72 x?—28x+147=0
9x2—x2=72 (x—21)(x—7)=0
8x2=172 x =21, x =7
2
x°=9 Como x >13, la edad de Pedro es 21 anos
x=+V9=+3

El nimero menor es 3 (x >0), el otro es (3)(3)=9. @ Sea x el primer numero. El otro nimero es 10—x.

x*+(10—x)? =58

@a) Sea x uno de los numeros. El otro nimero es 2x 2x2 —20x + 100 = 58
(2x)2 — x2 = 48 sz —20x+ 42=0
352 = 48 x“—=10x+ 21=0
= (x=7x—-3)=0
x? =16 x—7=0, x—3=0
x=i\/1_=i4 x=7, x=3

. Los numeros son 7y 3.
Como x >0, el nUmero menor es 4, el otro es (2)(4)=8.



Prueba de Matematica 9no (30min) Fecha:
Unidad 2: Ecuaciones de Segundo Grado

Nombre: Secciodn:
Sexo: M/F 120
1. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado: (2 puntosx2=4)

a) x2-9=0 b) (x—1)?2-2=0

2. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando la férmula general
(2 puntosx2=4)
a) x?+5x+5=0 b) 2x2—-5x+1=0

3. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por factorizacion:
(2 puntosx 3=6)
a) x?+3x+2=0 b) x2+5x=0



c) x2—8x+16=0

4. Determine cuantas soluciones en los numeros reales tienen las siguientes
ecuaciones de segundo grado. (2 puntosx2=4)

a) x2—6x+9=0 b) x24+4x—-1=0

5. Determine la ecuaciéon de segundo grado x% + bx + ¢ = 0, cuyas soluciones
son x=2,x= 3. (2 puntos)

Nombre:
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Unidad 3: Funciones de Segundo Grado
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Cuadrantes del plano cartesiano

Aprendizajes esperados
Determina el cuadrante en el que se ubica

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

un punto dado a partir del signo de cada Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

una de sus coordenadas. Contenido 1: Cuadrantes del plano cartesiano

= Secuencia: P (Dados los puntos A, B, C y D en el plano cartesiano, ’ )
En los grados anteriores se ubicaron puntos determine sus coorcenadas e indique el signo que T

en el plano y se estudio el concepto de funcién 5,

y funcién de primer grado. En esta unidad se Recuerde que: _ A A
estudia el concepto de funcion de segundo coondenadas . ). A+ se e lama

grado y sus caracteristicas. Aqui se determina R G AANENEEEE

el cuadrante en el que se ubica un punto dado L - )
a partir de los signos de sus coordenadas. S

Las coordenadas del punto A son (3, 5). Ambas coordenadas son positivas.

Las coordenadas del punto B son (—1, 2). Su abscisa —1 es negativa y su ordenada 2 es positiva.

= Puntos esenciales:

Las coordenadas del punto C son (—4, —4). Ambas coordenadas son negativas.

Recordar: Las coordenadas del punto D son (3, —5). Su abscisa 3 es positiva y su ordenada —5 es negativa.
¥" Que cada punto P del plano se identifica C
con un pal” de nl]meros reales (x, y) El pl_ano cgrtesiapo esta dividido en cuatro cyadrantes contados en
Ax se |e "ama abSCisa y a v se |e "ama sentido antihorario a como se muestra en la figura de la derecha. ¥
Todo punto que se ubique en el:
ordenada. Il Cuadrante | | Cuadrante

v | Cuadrante tiene abscisa y ordenada positiva.

/ Como se ubican los puntOS en el planO ¥ Il Cuadrante tiene abscisa negativa y ordenada positiva.
H v 1ll Cuadrante tiene abscisa y ordenada negativa.
cartesiano. ¥ IV Cuadrante tiene abscisa positiva y ordenada negativa. [iCiacanicg[{MShadianie

Los puntos sobre los ejes x y ¥ no se incluyen en ningln cuadrante.

Sefalar las cuatro regiones en las que

eSté leldldO el p|an0 CarteSianO ”amadas Ejem,p/a Determine el cuadrante en el que se ubica cada uno de los siguientes puntos:
cuadrantes. a) A(—3.2) b) B(1,—4)

. X a) El punto A esté en el Il Cuadrante, porque la abscisa es negativa y la ordenada es positiva.
|dentlflcar los SIgI’IOS que toman las b) El punto B esta en el IV Cuadrante, porque la abscisa es positiva y la ordenada es negativa.
coordenadas de un punto dado en cada uno E
de IOS Cuadrantes- Determine el cuadrante en el que se ubica cada uno de los siguientes puntos:

a)A2, 3) b)B(—3, —1) ) C(2,5) d)D(—1, 4)
Destac_:ar que los pL_Jntqs sobre los ejes x yy OEC2 5 ne(s - 1) 9o(-3 b) wH(3, 1)
no se incluyen en ningun cuadrante. >
U3: FunCIone's’de segundo_grado @ Leeren LT
$1: Introduccién a las funciones de segundo grado
C1: Cuadrantes del plano cartesiano @ Determine el cuadrante en el que se ubica
chy 3,5 cada uno de los siguientes puntos:
Dados los puntos A, B, C s|___AG )
y D en el plano R 4 i a) A(—3,2), esta en el Il cuadrante
. . 3 7
cartesiano, determine sus ?i{ag)e 2| i cyarante b) B(1,—4), esta en el IV cuadrante
. . ’ *
coordenadas e indique el B 5 L @ Determine el cuadrante en el que se ubica
zlng)I que toma cada una SAE oz (1735 cada uno de los siguientes puntos:
e ellas. ! ) '
Il Cuadrante 2| IV Cuadrante a) A(2,3), | cuadrante
1 -3 !
Ci !
o ———= 4 ! b) B(—3,—1), lll cuadrante
P(x’ y) (—4, —4) sl LD ) ( )
3 (3, —5) c) C(2,5), | cuadrante
abscisa ordenada
d) D(—1, 4), Il cuadrante
e) E(—=2,-5), lll cuadrante
" 1
Punto A: (3,5), ambas son positivas. f) F(3, _E)’ IV cuadrante
Punto B: (-1, 2), abscisa negativa y ordenada positiva. L
Punto C: (-4, —4), abscisa negativa y ordenada g9) G (—3, ;), Il cuadrante
negativa. 11
Punto D: (3,-5), abscisa positiva y ordenada negativa. h) H(g' 5), | cuadrante
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Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

Funcién de primer grado

Aprendizajes esperados

Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

Contenido 2: Funcién de primer grado Recuerda como trazar la grafica de una
funcién de primer grado.

P a) Complete la siguiente tabla para la funcion y = 2x+3 a partir de los valores de la
funcion y = 2x:

x -2 —-1/0 1|2 = Secuencia:
2x |—4/72/0 ]2 4 En la clase anterior se determiné el cuadrante
23 en el que se ubica un punto dado. Ahora se
b) Trace la gréfica de las funciones y = 2x y y = 2x+3 en el mismo plano cartesiano. recuerda como trazar la gra'fica de una funcién
S de primer grado.
a) Cada valor de la funcion y = 2x+3 se obtiene sumandole 3 unidades a cada valor de y = 2x. ™ Pu ntos esenciales:
— ST Te T T2 Recordar:
2 4 —2 0 2 4 ¥" Qué es una funcién.
pers =1 1 3 5 7 0¥ v" Coémo se determinan los puntos del plano
cartesiano que pertenecen a la grafica de
b) una funcién de primer grado.
Destacar que la grafica de una funcion de
primer grado es una recta.
x Sefalar que la grafica de la funciéon de primer
grado y = ax-+b es una recta que se obtiene
al trasladar la grafica de y = ax verticalmente b
unidades hacia arriba, si 6>0, y |b| unidades
hacia abajo cuando b <0, y pasa por el punto
0, b).
Se observa que la grafica de y=2x+3 pasa por (0, 3), y esta se obtiene de trasladar
verticalmente hacia arriba 3 unidades la gréfica de y=2x.
598
C2: Funcién de primer grado La gréficade y=ax+b ,con a+0, es una recta que
@ a) Complete la siguiente tabla para y = 2x + 3a se obtiene al trasladar la grafica de y = ax
partir de los valores de y = 2x. ve|:t|calmente' b un!daQes hacia arriba si >0,y |5l
. . unidades hacia abajo si b< 0, pasando por el punto (0, b).
b) Trace la grafica de las funciones y = 2x y
y = 2x + 3 en el mismo plano cartesiano. 1. Trace la gréafica de las funciones solicitadas a
partir de las graficas dadas:
@ a) [ x [-2]-1]o0]1]2
2x | —41-210 ]2 |4}, a)y=x+3
2x+3| -1 | 1 3 5 7 x -2 -1 0 1 2

x+3| 1 2 3 4 5
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Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

7 Funcion de primer grado

Aprendizajes esperados

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Recuerda cémo trazar la grafica de una C
funcioén de primer grado.

La grafica de la funcién de primer grado y = ax+b, con a#0, es una recta que se obtiene al
trasladar la gréfica de y = ax verticalmente b unidades hacia arriba, si b>0, y |b| unidades
hacia abajo cuando 5<0. Dicha recta pasa por el punto (0, b).

= Secuencia:

En la clase anterior se determind el cuadrante

en el que se ubica un punto dado. Ahora se - Y / o
y=ax

recuerda como trazar la grafica de una funcion ©. 6y
de primer grado. / b

° x

= Puntos esenciales: y=ax+b

Recordar: 0.5)

¥" Qué es una funcion. /

v" Como se determinan los puntos del plano
cartesiano que pertenecen a la grafica de
una funcién de primer grado.

1. Trace la grafica de cada funcién que se propone a partir de la grafica dada:

Destacar que la grafica de una funcion de a) y=x+3 b) y=21—2
primer grado es una recta. v

Sefalar que la grafica de la funcién de primer
grado y = ax-+b es una recta que se obtiene
al trasladar la grafica de y = ax verticalmente b
unidades hacia arriba, si 6>0, y | b| unidades Tz o7 Z 3 7
hacia abajo cuando b< 0, y pasa por el punto
0, b).

y
4
3 y=2x
2
1

2. Trace la gréfica que corresponde a cada una de las siguientes funciones de primer grado:

a) y=x—3 b) ¥y=—2x+3

60°

b)y = 2x — 2 2. Trace la grafica de

a)y=x-—3

2x —4 | =2 0 2 4 x -2 | -1 0 1 2
2x—2| —6 | —4 —2 0 2 x—3| 5| 4| -3|-2] -1
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Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

Grafica y caracteristicas de la funciéon y=x?

Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

Contenido 3: Grafica y caracteristicas de la funcion y=x?

P a) Complete la siguiente tabla utilizando la funcion y = x2.
x -3 —-2—-10 1 2 3
y

b) Ubique en el plano cartesiano los puntos formados en la tabla y trace la grafica.

a) Cada valor de y se obtiene elevando al cuadrado el valor dado de x, por ejemplo:
Parax=—2, y=(—2f =(—2)(—2)=4
Parax=2, y=22=(2)(2)=4

x —3 —2/—1 0 1 2 3
y 9 4 1 0 1 4 9
b) Se traza la gréafica en el plano cartesiano a partir de los valores de la tabla anterior. Se

observa que la linea que une esos puntos debe ser curva, la posibilidad de que sea uniendo
segmentos se descarta por la figura de la derecha.

y y
(-3, 9;\ 9 /(3, 9) 9
Vo
\ [y=x
\ o
(=2, 4)\ 4 /(2, 4) 4
N
(=1, D% 1 1,1 1
—7—3-2-10x 1 2 3 4 x —Z-3-2-1 (071 2 3 4x
—1>vértice -1

La funcién de segundo grado o cuadratica y = x?, tiene las siguientes caracteristicas:

v Su dominio, los valores que toma x, estd formado por todos los numeros reales
(positivos y cero).

v/ Surango, o los valores que toma , esta constituido por los nimeros reales no negativos
(positivos y cero).

v/ Lagréfica que le corresponde es una parabola situada en los dos primeros cuadrantes,
con vértice en el origen (0, 0), es simétrica respecto a la parte positiva del eje y y se
abre hacia arriba (céncava hacia arriba).

t

Calcule los valores de y en la funcion y =x2 para x= —5, —4, 4, 5.

7618

C3: Grafica y caracteristicas de la funcién y = x?
@ a) Complete la siguiente tabla utilizando la funcién
y = x%.
b) Trace la grafica en el plano cartesiano.

@a) x |-3]=2[-1]o0o1]27]3

©

Aprendizajes esperados

Establece las caracteristicas de la funcién
de segundo grado y =x? y de su grafica.

= Secuencia:

En la clase anterior se recordd el concepto,
grafica y caracteristicas de la funcién de primer
grado. Ahora se estudian las caracteristicas de
la grafica y de la funcion y = x2.

= Puntos esenciales:
Completar la tabla de valores de y = x? a partir
de ciertos valores para x.

Destacar que para cada valor de x se obtiene
un uUnico valor correspondiente de y .

Ubicar los puntos, que se obtienen a partir de
los valores de x y v, en el plano cartesiano.

Indicar que dichos puntos deben unirse con
una curva suave.

Destacar que para la funcion y = x?:

v"  El dominio esta formado por los nimeros
reales.

v El rango esta constituido por todos los
reales no negativos.

v' Su gréfica es una parabola que abre hacia
arriba (concava hacia arriba), con vértice
en el origen y eje de simetria el eje y.

La funcién de la forma y = x? tiene las siguientes
caracteristicas:

1) Su dominio (valores que toma x) son los nimeros
reales.

2) Su rango (valores que toma y) son los numeros
reales no negativos.

y 191411011419 3) La gréfica que le corresponde es una parabola con
vértice en el origen (0,0), es simétrica respecto a la
b) Y parte positiva del eje y y abre hacia arriba.
(-3,9) ’ (3,9 @ Calcule los valores de y en la funcién y = x? para
8 x=-5— 4,4,5.
7 — 42
T ®
5 Six =-5, y=(-5)? =25,
-2,4 4 2,4 .
( ) 3 (24) Six=—-4, y=(-4)?=16
2 Six=5 y=(5?%=25
-1,1 1
( ) ) (1,1) Six=4’ y=(4)2=16
-3 -2 -1 12 3 X




Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Grafica y caracteristicas de la funcion y = ax? con a>0

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de una funcion de segundo ) o o -

_ 2 Contenido 4: Grafica y caracteristicas de la funcion y =ax? con a>0

grado de la forma y=ax? para a>0 y D

determina sus caracteristicas.

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

a) Complete la siguiente tabla para la funcién y = 2x? a partir de los valores de y = x2.

x | —2 -1, 0 1 2

» Secuencia: e 4 1.0 1 4

En la clase anterior se estudiaron las 2%

caracteristicas de la funcidon y= x2 y su b) Trace la gréfica de las funciones y=x?y y= 2x* en el mismo plano cartesiano, auxiliandose
s . L con la tabla.

graflca. Ahora se GStUdlan Ias Caracterlstlcas c) ¢Qué relacion existe entre los valores de y para ambas funciones cuandox = —1 0 x =27

de la funcién y = ax? con a>0, y de su grafica.

a) Cada valor de la funcién y=2x? se obtiene al multiplicar por 2 los valores de y = x2 La tabla

- Puntos esenCialeS: para algunos valores de x es la siguiente:
Completar la tabla de valores para y = ax?,

. . X —2 —1 0 1 2
con a>0, a partir de ciertos valores para x y - | 4 ] 0 p . )
compararlos con los valores de y = x2. o | 8 2 ° 2 " )
_ 2 b) Se ubican en el plano cartesiano los puntos obtenidos de la tabla para ambas funciones y
Destacar que los valores de y=ax? se luego se trazan sus graficas.

obtienen multiplicando los valores de x?2 por la v
constante positiva a. Cuando a>1 la graficade
¥y =x? se alarga verticalmente por un factor a
y cuando 0<a <1, se comprime verticalmente
por un factor a.

(=2,8)g| (2.8)

(2.9} 4 .4

Resaltar que: |
¥" Como a>0, la parabola abre hacia arriba QA | ap
(céncava hacia arriba). N\ 4| Yo
v"  Eldominio de la funcion son los nimeros -
reales y su rango, todos los reales no ~1{00) *
negativos. Ademas, su eje de simetria
es el eje y. c) Puede observarse, por ejemplo, que (—1, 1) se halla en la gréfica de y =x2, mientras que
(—1, 2) pertenece a la otra parabola; también, (2, 4) esta en la primera, mientras que (2, 8)
se aloja en la segunda, etc. Es decir, el valor de y en la funcién y = 2x2 es el doble del valor
correspondiente de y = x2.
C4: Gréfica y caracteristicas de la funcién b)

y=ax*cona>0

@ a) Complete la tabla para y = 2x? a partir de los
valores de y = x2.
b) Trace la gréfica de las funciones y = x2 y
y = 2x? en el mismo plano cartesiano.

c) ¢ Qué relacion existe entre los valores de y para
ambas funciones cuando x = -1 0 x = 2?

@a) x |=2|=-11 0] 1] 2 -

x> 41 1]0|1]4 D c) Elvalorde yen y = 2x? es el doble del
5 X 2 . ey
2x4 8 | 210|238 valor correspondiente en y = x

@ LeerenLT.




Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

Grafica y caracteristicas de la funciéon y =ax? con a>0

Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

C

La funcion de segundo grado y=ax? con a>0, tiene las siguientes
caracteristicas:
v/ Sudominio, o los valores de x, esta formado por todos los nimeros
reales.
v~ Surango, o los valores de y, son los nimeros reales no negativos
(positivos y cero).
v La gréfica que le corresponde es una parabola con vértice en el
origen (0, 0), simétrica respecto al eje y y concava hacia arriba.

t

a) Complete la siguiente tabla para la funcién y=3x?y trace la grafica, con ayuda de los puntos
obtenidos.

3x?

b) Trace la gréfica de y =4x?, encuentre el vértice e identifique la concavidad.

D

a) Complete la siguiente tabla para la funcion
y = 3x? y trace la gréfica.

®

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de una funcion de segundo
grado de la forma y=ax? para a>0 y
determina sus caracteristicas.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudiaron las
caracteristicas de la funcion y=x? y su
grafica. Ahora se estudian las caracteristicas
de la funciéon y = ax? con a>0, y de su grafica.

= Puntos esenciales:

Completar la tabla de valores para y = ax?,
con a>0, a partir de ciertos valores para x y
compararlos con los valores de y = x2.

Destacar que los valores de y=ax? se
obtienen multiplicando los valores de x? por la
constante positiva a. Cuando a>1 la grafica de
¥y =x? se alarga verticalmente por un factor a
y cuando 0<a <1, se comprime verticalmente
por un factor a.

Resaltar que:

v Como a>0, la parabola abre hacia arriba
(céncava hacia arriba).

v" El dominio de la funcion son los nimeros
reales y su rango, todos los reales no
negativos. Ademas, su eje de simetria
eseleje y.

b) Trace la gréfica de y = 4x? determine su vértice e
identifique la concavidad.

X -2 | -1 0 1 2
3212 3 | 0 | 3 | 12 x | 2| -1 1 2
4x? 16 4 0 4 16
=3x2
Y y Vértice: (0,0)
(=2,12) (2,12) (—2,16) (2,16) La parabola es concava
157 hacia arriba.
— 2
Lo y=4x
5_
(—1,3) (1,3) —14 (1,4
o . . 5 21% 12 5 o




Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Grafica y caracteristicas de la funciéon y=ax? con a<0

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de una funcion de segundo ) o o -
_ 2 Contenido 5: Grafica y caracteristicas de la funcion y=ax?® con a<0
grado de la forma y=ax? para a<0 y D
determina sus caracteristicas.

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

(a) Complete la siguiente tabla para la funcién y = —x? a partir de los valores de la funcic’)n\

y=x2
= Secuencia: x -3 -2 | —1 0 1 2 3
En la clase anterior se estudiaron las _j o 4] 0 ! 41

caracteristicas de la grafica y de la funcion
_ 2 Aqui h | . b) ¢Qué relacion existe entre los valores de y para ambas funciones cuando x = —2 0 x = 37?
y=ax con a>0- CIUI S€ hace el mismo c) Trace la gréafica de las funciones y =x?y y = —x? en el mismo plano cartesiano.

tratamiento pero cuando a<0 d) Establezca semejanzas y diferencias en las graficas de y=x?y y = —x2.
’ ’ \ J

a) Cada valor de la funcién y = —Xx? se obtiene al multiplicar por —1 los valores de la funcién y = x2.
De acuerdo a esto se completa la tabla de la siguiente manera:

= Puntos esenciales:
Completar la tabla de valores para y = ax?,

. . - — — 0 1 2 3
con a<0, a partir de ciertos valores para x y x Z j 1 . 1 ; .
compararlos con los valores de y = x2. N D
—x? —9 —4 —1 0 —1 —4 —9
DeStacar que IOS ValoreS de y = axz se b) De acuerdo a la tabla anterior, para x= — 2 0 x= 3 se tienen los puntos (— 2, 4) y (3, 9) en la funcién
obtienen mu|tip|icando |OS Va|ores de xZ por |a ¥ = X2, mientras que para y = — X2 se tienen los puntos (—2, —4)y (3, —9), se observa que las
. , e ordenadas de los puntos respectivos son nimeros opuestos.
constante negativa a. De aqui que la grafica
de y= axz con a<0 es una reﬂexién de |a de c) Se ubican en el plano cartesiano los puntos obtenidos (-3,9) Jg (3, 9)
_ 2 , . en la tabla para ambas funciones y luego se trazan sus o [
¥ =ax? con a>0 a través del eje x. gréficas. :
y=x? o
B .
Resaltar que: d) Semejanzas: Ambas graficas tocan al eje x en el mismo <’2v‘)v," 4 @9 9
v" Como a<Q0, la parabola abre hacia abajo punto, el vértice (0, 0) y el mismo eje de simetria. i\ P
(Céncava haCia abajo)_ Diferencias: Una es concava hacia abajo y la otra es :

concava hacia arriba.

¥ El dominio de la funcién son los numeros N >
reales y su rango, todos los reales no
positivos. Ademas, su eje de simetria es el o

ejey. - ;

(-3,-9) —9| (3, —9)

C5: Grafica y caracteristicas de la funciéon y = ax? cona < 0 c)

@ a) Complete la tabla para y = —x? a partir de la funcion
2
y = x°.

b) ¢Qué relacion existe entre los valores de y para
ambas funciones cuando x = —=20 x = 37

¢) Trace la grafica de las funciones y = x? y y = —x?en
el mismo plano cartesiano.

d) Establezca semejanzas y diferencias en las graficas
dey=x*yy=—x2

= N W s 1T N @

@ gy x =3 l-2 [-1 lol 1 2 3
x2 | 9N 4N 1N (0] 1Y 4N 9 | x-1
—x2| 94 [—4¥ [-1¥ [0]-1¥¢ [—4¥ | 9¥

b) Las ordenadas de los puntos respectivos son
numeros opuestos.
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Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

Grafica y caracteristicas de la funciéon y=ax? con a<0

Seccion 1: Introduccion a las funciones de segundo grado

La funcién de segundo grado ¥ =ax? con a<O0, tiene las siguientes
caracteristicas:

v~ Su dominio esta formado por todos los nimeros reales.
v Su rango esta constituido por los nimeros reales no positivos.

v La grafica asociada es una parabola con vértice en el origen (0, 0),
simétrica respecto al eje ¥ y céncava hacia abajo.

Trace las gréficas de las funciones, encuentre el vértice e identifique la concavidad.

a) y=—2x? b) y=—3x?

d) Semejanzas:Tienen vértice en (0,0) y el mismo eje

©

O,

de simetria.

Diferencias:Una es concava hacia abajo y la otra es

concava hacia arriba.

LeerenLT.

Trace la gréfica de cada funcién, determine su vértice e

identifique la concavidad.

a)y = —2x?
4
x |—2[-1]0 [ 1] 2 i
x? 41 110 ] 1] 4| _ X
—2x2[ =8| =21 0 | =21 -8 —4-3-2-1 1 2 3 4
(-1, -2) 2 1, -2
Vértice: (0,0) -3
—4
La parabola es concava hacia abajo. -5 y = —2x2
-6
-7
(-2,-8)¢ -8 (2, - 8)

b)y =—-3x

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de una funcion de segundo
grado de la forma y=ax? para a<0 y
determina sus caracteristicas.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudiaron las
caracteristicas de la grafica y de la funcion
y=ax? con a>0. Aqui se hace el mismo
tratamiento, pero cuando a<0.

= Puntos esenciales:

Completar la tabla de valores para y = ax?,
con a<0, a partir de ciertos valores para x y
compararlos con los valores de y = x2.

Destacar que los valores de y=ax? se
obtienen multiplicando los valores de x? por la
constante negativa a. De aqui que la grafica
de y =ax? con a<0 es una reflexion de la de
¥ =ax? con a>0 a través del eje x.

Resaltar que:

v" Como a<0, la parabola abre hacia abajo
(céncava hacia abajo).

v" El dominio de la funcion son los niimeros
reales y su rango, todos los reales no
positivos. Ademas, su eje de simetria es el
ejey.

2

—3x%|—-12| -3 0 -3 | —12

A
y
2
T —4-3-2-1 123 4
1
2
(-1, -3f3 1 -3
—4
-5
-6
-7
= —3x2
_8 y x .
-9 Vértice: (0,0)
-10 .
T La parabola es
-2, -12)4 1 @ —12) conf:ava hacia
abajo.
|



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de funciones de la forma

Grafica y caracteristicas de la funcion y = ax?*+c

Seccion 2: Funcién de segundo grado

y=ax?+c¢, con a#0 y determina sus Seccion 2: Funcion de segundo grado
caracteristicas. Contenido 1: Grafica y caracteristicas de la funcion y =ax?+c
] Secuencia: P (a) Complete la siguiente tabla para y = x*+3 a partir de los valores de la funcion y = x2. A
En la clase anterior se estudiaron las x —i —1 g 1 i
caracteristicas de la grafica y de la funcion xf+3
_ 2 . .
y=ax- con a<o0. Aqu se hace el mismo b) Trace la gréfica de las funciones y = x?y y = x?+3 en el mismo plano cartesiano.
estudio con la funcién y = ax?+ c. c) Establezca semejanzas y diferencias entre las gréficas de las funciones y=x? y
y=x2+3.
d) ¢Qué relacién existe entre los valores de y para ambas funciones cuando x=—1 o
. =27
= Puntos esenciales: S =7 J
— 2
Comp_letar Ia tabla de valores paray=ax +e a) Cada valor de la funcion y =x?+3 se obtiene sumando 3 unidades al valor x* que se
a pal‘tlr de ciertos valores para x y Comparar|OS logra de y=x2, de manera que la tabla queda completada asi:
— y2
con los valores de y = x2. [P P P 11 2
x2 4 1.0 1 4 >+3

Destacar que los valores de y =ax?+c¢ se +3 | 7] 4138 | 4] 7

obtienen sumandole a los valores de ax? b) Se traza la grafica de ambas funciones en el mismo plano cartesiano:
la constante c¢. De aqui que la grafica de
y=ax?*+ c es una traslacion vertical de la
grafica de y = ax?, ¢ unidades hacia arriba si
¢>0, Yy |c|] unidades hacia abajo si ¢<0.

Resaltar que:

v Si a>0, la parabola tiene como vértice el
punto (0, ¢) y abre hacia arriba (céoncava
hacia arriba). EI dominio de la funcién son

-3 -2-10 1 2 3 x

c) Semejanzas: Ambas son parabolas céncavas hacia arriba, tienen el mismo eje de simetria.

los numeros reales y el rango, todos los Diferencias: Tienen distintos vértices y solamente una de ellas toca al eje x.
reales mayores 0 |guales ac. d) Al observar la tabla se encuentra que para x =1, el valor de y = x2+3 es 3 unidades mayor
{ Si a<0, la parébola tiene como vértice el que el valor x2 de y =x2. Lo mismo ocurre para x = 2; en general, cada valor de la funcién
’ »¥=x?+3 es 3 unidades mayor que el valor de la funcién y = x2.

punto (0, ¢) y abre hacia abajo (concava

hacia abajo). El dominio de la funcién son

los numeros reales y el rango, todos los 767
reales menores o iguales a c.

S$2: Funcion de segundo grado b)
C1: Gréfica y caracteristicas de la funcion y = ax? + ¢
a) Complete la siguiente tabla paray = x? + 3 a
partir de la funcion y = x2.
b) Trace la grafica de las funciones y = x? y

y = x2 + 3 en el mismo plano cartesiano.

c) Establezca semejanzas y diferencias entre las

+
(-1,1)® 1 (1,1)

gréficas de las funciones y = x? y y = x? + 3.

-3 -2 -10 1 2 3 x

d) ¢Qué relacion existe entre los valores de y para

ambas funciones cuando x = -1 0 x = 27 c) Semejanzas: Ambas son parabolas concavas
hacia arriba y tienen el mismo eje de simetria.
@ a) x 2 1=11o0 1] 2 Diferencias: Tienen distintos vértices y solamente
x2 4 1 0 1| 4 D +3 una de ellas toca al eje x.
—x2 .
x"+3 7 413 4 7 d) Cada valor de y = x? + 3 es 3 unidades mayor

que el respectivo valor de la funcion y = x2.
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Grafica y caracteristicas de la funciéon y = ax?+c

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

C

La funcién de segundo grado y = ax?+c, donde a#0, tiene las siguientes caracteristicas:
1. Su dominio esta formado por los nimeros reales.

2. Su rango, o los valores de ¥, es el conjunto de niUmeros mayores o iguales a ¢, si a>0 o el
conjunto de los nimeros menores o iguales a ¢ si a<0.

3. La grafica correspondiente es una parabola con vértice en (0, ¢), simétrica respecto al eje
¥ y concava hacia arriba si @>0 o concava hacia abajo si a<0. Dicha parabola se obtiene al
trasladar la gréfica de ¥ = ax? verticalmente ¢ unidades hacia arriba si ¢>0, y | ¢ | unidades
hacia abajo cuando ¢<0.

t

Trace las gréficas de las funciones, encuentre el vértice e identifique la concavidad.

a) y=x2+2 b) y=2x*—1 c) y=—2x>+1

a)y=x%+2
Vértice: (0,2).

La parabola es concava hacia
arriba.

c)y=-2x*+1
Vértice: (0,1).

La parabola es concava hacia
abajo.

Seccion 2: Funcion de segundo grado

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de funciones de la forma
y=ax?+c, con a#0 y determina sus
caracteristicas.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudiaron las
caracteristicas de la grafica y de la funcion
y=ax? con a<0. Aqui se hace el mismo
estudio con la funciéon y = ax?+ c.

= Puntos esenciales:

Completar la tabla de valores para y = ax?+ ¢
a partir de ciertos valores para x y compararlos
con los valores de y = x2.

Destacar que los valores de y =ax?*+c se
obtienen sumandole a los valores de ax?
la constante c¢. De aqui que la grafica de
y=ax?*+ c es una traslacion vertical de la
grafica de y = ax?, ¢ unidades hacia arriba si
¢>0, Yy |c|] unidades hacia abajo si ¢<0.

Resaltar que:

v Si a>0, la parabola tiene como vértice el
punto (0, ¢) y abre hacia arriba (céoncava
hacia arriba). EI dominio de la funcién son
los numeros reales y el rango, todos los
reales mayores o iguales a c.

v" Si a<0, la parabola tiene como vértice el
punto (0, ¢) y abre hacia abajo (concava
hacia abajo). El dominio de la funcién son
los numeros reales y el rango, todos los
reales menores o iguales a c.

e~ D

y =—2x%+1




Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Grafica y caracteristicas de la funcién y = a(x—h)?

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de funciones de la forma
y=a(x—h)?, con a#0 y determina sus
caracteristicas.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudiaron las
caracteristicas de la grafica y de la funcion
y=ax*+c. Ahora se hace el mismo
tratamiento para la funcion y = a(x— h)>2.

= Puntos esenciales:

Completarlatablade valores paray = a(x— h)?
a partir de ciertos valores para x y compararlos
con los valores de y = x2.

Destacar que los valores de y=a(x— h)?
se obtienen trasladando los valores de
ax?, h unidades. De aqui que la grafica de
y=a(x—h)*> es una traslaciéon horizontal
de la grafica de y =ax?, h unidades hacia
la derecha si h>0, y |h| unidades hacia la
izquierda, si h<0.

Resaltar que:

v" Si a>0, la parabola abre hacia arriba
(céncava hacia arriba).

v" Si a<0, la pardbola abre hacia abajo
(céncava hacia abajo).

v En ambos casos el dominio de la funcion
son los numeros reales, el vértice de la
gréfica es el punto (k, 0) y el eje de simetria
es larectax=nh.

C2: Grafica y caracteristicas de la funcién y = a(x — h)?
@ a) Complete la tabla para y = (x — 1)? a partir de

Seccion 2: Funcién de segundo grado

Contenido 2: Grafica y caracteristicas de la funcién y =a(x—h)?

P a) Complete la siguiente tabla para y = (x—1)? a partir de los valores de la funcién y = x2.
X -3 -2 —1 0 1 2 3
X2 9 4 1 0 1 4 9
(x—1)
b) Trace la gréfica de las funciones y =x?y y = (x—1)? en el mismo plano cartesiano.
c) Establezca semejanzas y diferencias entre las graficas obtenidas.

A

a)
X -3 -2 -1 0 1 2 3
x? 9\ 4\ 1\ 0\1\4\9
(x—1)* 16 9 4 1 0 1 4
Se observa que cada valor de la funcién y = (x—1)” se obtiene al trasladar 1 unidad a la derecha los
valores de x en la funcién y = x2.
b) Se traza la grafica de ambas funciones en el mismo plano cartesiano:
Se observa que cada punto de la funcién

y=(x—1)2 se obtiene trasladando cada punto
de y =x? una unidad a la derecha.

Por ejemplo, (4, 9) de la primera funcién es un
traslado de (3,9); (—2,9) lo es de (—3,9), etc.

c) Al comparar las gréficas de ambas funciones se observa lo siguiente:
Semejanzas: Ambas gréficas son parabolas que abren hacia arriba.
Diferencias: Vértice de y=x2 es (0, 0) mientras que el de y=(x—1)* es el punto (1, 0). El eje de
simetria de y=x? es el eje ¥, mientras que y= (x—1)* es simétrica respecto a la recta x=1. Ademas, la
gréfica de y=(x—1)” esta trasladada 1 unidad a la derecha de la grafica de y=x2.

C

La gréfica de la funcion de segundo grado y=a(x—h)? siendo a#0, es una parabola, con las

siguientes caracteristicas:

1. Veértice es el punto (k, 0).

2. Larectax = h es el eje de simetria de la parabola.

3. Abre hacia arriba si @>0 o hacia abajo si a<0.

4. Su grafica se obtiene trasladando A unidades a la derecha (A>0) o || unidades a la izquierda
(h<0), a partir de la grafica de la funcion ¥ = ax2.

Trace la gréfica de las siguientes funciones, y escriba en cada caso su vértice:

la funcién y = x2.
@ x =3[ -2]-1]o0 1
2

X 9 4 1 0 1

a) y=(x—2y b) ¥=(x+2) ¢) y=2(x—3) d) y=—2(x+3)*
Diferencias:
Funcion Vértice |Eje de simetria
2 | 3 y=x (0,0) |Ejey
9 y=(x—-1)?% |(1,0) |Rectax=1

x—12| 16 ™9 4 1

b) Trace la gréafica de las dos funciones.

2

x #
(-1
T e Tt

c) Establezca semejanzas y diferencias.
Semejanzas: Ambas graficas son parabolas que abren

hacia arriba.
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Seccion 2: Funcion de segundo grado

Grafica y caracteristicas de la funciéon y =a(x—h)?*+k con a>0

Aprendizajes esperados

Traza la grafica de funciones de la forma

y=a(x— h)*+k, con a>0 y determina sus
P Obtenga la grafica de y = (x—1)2+2 a partir de la grafica de la funcién y=x2 caracteristicas
a) Con un desplazamiento horizontal trace la grafica de y = (x—1)2 .
b) A partir de la grafica de y=(x—1) obtenga la de y=(x—1)>+2 mediante un

Seccioén 2: Funcién de segundo grado

Contenido 4: Grafica y caracteristicas de la funcién y = a(x—h)*+k con a>0

desplazamiento vertical. = Secuencia:
S En la clase anterior se estudiaron las
a) Setraza la grafica dey=l(x—1)2ldesplazando b) Se desplaza la grafica de y=(x—1) 2 caracteristicas de la gréﬁca Yy de la funcién
Ir;o;:;;t:lg;e;tz;ga unidad hacia la derecha unidades hacia arriba: y — a(x_ h)z Ahora se hace el mismo
p=(e—1) y=(e—1)+2 tratamiento para la funcién y =a(x— h)*+k
v ; P ; con a>0.
y=(x—1)%}
y=x 4
' = Puntos esenciales:
i 2 unidades Explicar todas las transformaciones que se le
jaderechal hacialaoa hacen a la grafica de la funcion y =x? para
‘ K obtener la grafica de y =a(x—h)>*+k con
(1.0 + 0 ! a>0.
—1 1 x = > .
©0) 1700 v Destacar que para la funcion y = a(x— h)?+k,
La parabola y=(x—1)2+2 tiene vértice (1, 2), es cdncava hacia arriba y es simétrica respecto a con a>0:
alarectax=1. . ’

C ¥ El dominio son todos los numeros reales
La funcién de segundo grado y=ua(x—h)>+k con a>0, y h cualquier nimero, tiene las Yy Su rango, todos los reales mayores o
siguientes (':a.racter’lstlcas.' ' ' iguales a k
1. Su dominio esta constituido por los nimeros reales. e , , .
2. Su rango esta formado por los niimeros reales mayores o iguales a k. v Su graﬂca es una parabola concava hacia
3. Lagréafica es una parabola con vértice (k, k), simétrica respecto a la recta x=h y concava arriba con vértice (h’ k) y eje de simetria la

hacia arriba.
4. La grafica de y=a(x—h)>*+k se obtiene al trasladar la de y=ax? h unidades a la reCta X = h

derecha si >0 o |h| unidades a la izquierda si £<0, y luego k unidades hacia arriba si
k>0 o |k| unidades hacia abajo si k<0.

Trace la gréafica de las siguientes funciones, y localice en cada caso su vértice:
a) y=(x—1)2+1 b) y=2(x+1)*+1

c) y=(x—1)2-2 d) y=2(x+1)>-2

(a

C4: Grafica y caracteristicas de la funcion
y=a(x—h)?+kcona>0
Obtenga la grafica de y = (x —1)?+2 a partir de la
funcién y = x%:

(Leeren LT)

QO

Trace la grafica de las siguientes funciones, y escriba
su vértice.

c)y=(x—1)*-2

@a) Con un desplazamiento horizontal trace la grafica de
y=@-17%

b) A partir de la grafica de y = (x — 1)? obtenga la de y=(z— l)‘?
=(x — 1)? + 2 mediante un desplazamiento vertical. '
Y \ ' F: Soy=(r-1) -2
\.‘ \ ] i
u= .'1’2 1'.
A fy=(x—1) -
[ A ] Ll
\\ (ﬂ‘ ”"a 3 'y
(-ne 1
T
:_1 0.0 - {.21 o l.}
- (L0) . . 9 »
Veértice: (1, 2) = (1,-2) Vértice: (1,-2)
1 Eje de simetria: x = 1 T
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Unldad 3: Funciones de Segundo Grado

Aprendizajes esperados
Traza la grafica de funciones de la forma

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 5: Grafica y caracteristicas de la funcién y =a(x—h)?*+k con a<0

y=a(x— h)*+k, con a<0 y determina sus
caracteristicas P Obtenga la grafica de y = —2(x—1)?+1 a partir de la grafica de la funcion y = —2x2
. a) Con un desplazamiento horizontal trace la grafica de y = —2(x—1)>.
.. b) A partir de la grafica de y = —2(x—1)? obtenga la de y = —2(x—1)?+1 mediante un
" SecuenCIa- desplazamiento vertical.
En la clase anterior se estudiaron las S
Caracteristicas de |a gréfica Yy de |a fUnCi()n a) Mediante un desplazamiento horizontal de b) ghora se _edfe:j:trt:a un de_zplazamiento vertical
una unidad hacia la derecha de y= —2x? e una unidad hacia arriba:
y= a(x_ h)Z +k con a>0. Ahora se (en lineas punteadas) se obtiene la grafica
hace el mismo tratamiento para la funcion doy=—2(x—) e
= — 2 ¥
y=a(x— h)?>+k con a<0. 1 @
1
. 0O+ (1.0 .
* Puntos esenciales: A * o/ o
Explicar todas las transformaciones que se le , , . ALY
e .. 1 unidad hacia ; 1 ur‘udad‘ 0. —1)1
hacen a la grafica de la funcion y =x? para laderecha ()", 4o, ~aj, haciaarriba " i
obtener la de ¥y = a(x— h)?>+ k con a<0. H ; $0.-2)
y ; ! ]
Destacar que para la funcién y = a(x— h)*+k,
con a<0: ! : ; 4
y=-2x y=—2(x—1) y=—2(x—1)
.. ” L: sfica d =—2(x—1)>+1 . hacia abajo, ti érti | to (1, 1
¥ El dominio son todos los numeros reales e e s oty oo oneava hacia abajo, tiene vertioe en el puro (1, 1)y es
y su rango, todos los reales menores o C
iguales a k. y . . -
s ; , . La funcién de segundo grado y = a(x—h)?>+k con a<0, tiene las siguientes caracteristicas:
v Su grafica es una parabola concava hacia 1. El dominio esta formado por todos los niimeros reales.
abajo con veértice (h, k) y eje de simetria la 2. Elrango comprende todos los nimeros reales menores o iguales que k.
_ 3. La grafica es una parabola con vértice en (k, k), eje de simetria la recta x = h; ademas,
recta x = h. es concava hacia abajo.
4. La gréfica de y = a(x—h)>+k se obtiene al trasladar la grafica de y = ax?, h unidades a
- la derecha si h>0 o |k| unidades a la izquierda si h<0, y luego k unidades hacia arriba si
Sefialar que en general la forma k>0 0 [k| unidades hacia abajo si k<0.
y=a(x— h)?>*+k es conocida como ecuacién
canonica. Trace la grafica de las siguientes funciones y localice en cada caso su vértice:
a) y=—2(x—2)*+1 b) y=—3(x+1)2—1
C5: Grafica y caracteristicas de la funcion @ LeerenLT ohs
y=a(x—h)?>+kcona<0 y
Obtenga la grafica de y = —2(x — 1)? + 1 a partir de la
de y = —2x%
@ a) Con un desplazamiento horizontal grafique y = —2(x— 1)% —4

b) A partir de la grafica de = —2(x — 1)? obtenga la de
y = —2(x — 1)?+ 1 mediante un desplazamiento vertical.

b)y=-
Vértice: (1,1), Eje de simetriax =1 Vértice: (—1,—1) Vértice: (2,1)
@ LeerenLT Eje de simetria x = —1 Eje de simetria x = 2
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6 Grafica y caracteristicas de la funcion y =

Seccioén 2: Funcién de segundo grado

Contenido 6: Grafica y caracteristicas de la funcion y =ax2+bx+c con a>0

P a) Escriba la funcién y =x2+2x—3 en la forma y=a(x—h)>+k.
b) Trace su grafica e identifique su vértice, eje de simetria e intercepto con el eje y.

a) Se convierte la funcion y = x?+2x—3 alaformay = a(x—h)?+k mediante la completacion de
cuadrados.

y=x2+2x—3 Recuerde: .
=(x*+2x)—3 x +bx+c—[x +bx+(%)] %)
=(x*+2x+1)—1-3
=(x+1)2—4 (x + ) (g)

Luego, se ha podido expresar la funcién dada en la forma y = (x+1)>—4

b) La gréfica de y=(x+1)>—4 se obtiene a partir de la de y=x? (en linea punteada) mediante los
siguientes desplazamientos: 1 unidad hacia la izquierda y 4 unidades hacia abajo:

Vértice: (—1, —4)

Eje de simetrfa: x=—1

> El intercepto con el eje ¥
se encuentra sustituyendo
x=0 en la expresion y =x*>+2x—3

y=(c+1)—4 0.-3) y=0+2(0)-3=-3

Vértice }74*)4 El intercepto Intercepto con el eje y: (0, —3).

con el eje y
Eje de 5W3

La transformacion de y = x2+2x—3 en y=(x+1)>—4 permite identificar el vértice, el eje de
simetria de la parabola, y el intercepto con el eje y.

La gréfica de lafuncién de segundo grado y = ax?+bx +c con a>>0, se obtiene transformando
esta expresion a la forma y = a(x—h)?+k, para identificar vértice, eje de simetria e intercepto
con el eje y.

Dicha grafica es una parabola que abre hacia arriba e intercepta el eje y en (0, c).

Determine el vértice, eje de simetria, intercepto con el eje y y trace la grafica de las siguientes
funciones:

a) y=x2+2x+5 b) y=x2—4x—1

i

C6: Grafica y caracteristicas de la funcion
y=ax*+bx+ccona>0

a) Escriba la funcion y = x2+2x—3enla
formay=a(x—h)?+k

b) Trace la gréafica de esta e identifique vértice,
eje de simetria e intercepto con el eje y.

a)y=x*+2x-3 2 2
=(?+2x) -3 x +bx+c—[x +bx+(2)]—(§) +c
=(x*+2x+1)-1-3 2 2

(e - ) e
=(x+1%*-4 2 2

Lo Vértice: (—1,—4)

3¢ (0, —3) Eje de simetria: x = —1
Intercepto eje y: (0,—3)

a) y=x?+2x+5
=(x+1)?%+4

i Vértice: (-1, 4)

Eje simetria: x = -1

Intercepto eje y : (0, 5)

Seccion 2: Funcion de segundo grado

ax?*+bx—+c con a>0

Aprendizajes esperados

Traza la grafica de funciones de la forma

y=ax*+bx+c con a>0 y determina sus
caracteristicas.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudiaron las
caracteristicas de la grafica y de la funcion
y=a(x—h)*+k con a<0. Ahora se
hace el mismo tratamiento para la funcién
y=ax*+bx+c con a>0.

= Puntos esenciales:
Recordar el procedimiento que se sigue para
completar cuadrados.

Escribir la funcion y = ax*+bx+c en la forma
y=a(x— h)*+ k, para asi obtener su grafica.

Repasar las caracteristicas de la grafica y de la
funcién y = a(x— h)?>+ k, con a>0.

Indicar las caracteristicas de la grafica y de
la funcion y = ax?*+bx+c a partir de las de
y=a(x—h)*+k.

Notar que dicha parabola corta al eje y en el
punto (0, c).

y a)y=12+21+5
bly=a?—4x-1
(0.5)
2 6 8
-1 ‘
4
9 _5
5y (2,-5)

b)y=x?2—-4x-1
=(x-2)?-5

Vértice: (2,-5)

Eje simetria: x = 2

Intercepto eje y: (0, —1)
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Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

o
=
=
2
S
O

Aprendizajes esperados

Grafica y caracteristicas de la funcién y = ax?+bx+c con a<0

Seccion 2: Funcién de segundo grado
Trazala gréfica de funciones de la forma Contenido 7: Gréfica y caracteristicas de la funcién y = ax?+bx+c con a<0
y= ax*+bx+c con a<0 y determina sus P a) Escriba la funcién y = —x?+4x—3 en la forma y = a(x—h)*+k.
Caracterl'sticas. b) Trace la gréafica de esta e identifique vértice, eje de simetria e intercepto con el eje y.

a) Se convierte la funcién a la forma y = a(x—h)?+k mediante la completacién de cuadrados.

= Secuencia:

: : =—x?+4x—3 .
En la clase anterior se estudiaron las N i3 Recuerde: [ ]+ (2
- e . = —(e— - —xtbhxte=—|¢¥—bet(5) |+ (5
caracteristicas de la grafica y de la funcion :_g_z‘;ﬁf)ﬂ 3 o bete == = bet (G 2) e
= _ ,J 2 b 2
y=ax*+bx+c con a>0. Ahora se hace f N =—(x=4f +(3) +e
. . .z Ly | ion dad =—(x—2)*+1.
el mismo tratamiento para la funcion vege aneen & ?esy) *
_ 2 b) La gréfica de y = —(x—2)?+1 se obtiene a partir de la de y = —x? mediante los siguientes
y=ax +bx+c con a<0. desplazamientos: 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia arriba:
y
= Puntos esenciales: ; @1 Vértice: (2, 1)
i ; =—x*+4x—3
Recordar el procedimiento que se sigue para T Eje de simefria: x =2

completar cuadrados.
Intercepto con el eje v: (0, —3).
Escribir la funcion y = ax®*+bx+c en la forma

y=a(x— h)*+k, para asi obtener su grafica. 03

Repasar las caracteristicas de la grafica y de la
La transformacién de y = —x*+4x—3 en y = —(x—2)>+1 permite reconocer las siguientes

.. _ \2

funcién y = a(x h) +k, con a<0. caracteristicas de su grafica: el vértice (2, 1), el eje de simetria, el tipo de concavidad, y el
intercepto con el eje y. Ademas, es facil ver que el rango de la funcién esta constituido por todos
los nimeros reales menores o iguales que 1.

Indicar las caracteristicas de la grafica y de C
. _ 2 !
la funcién y =ax +bx+c a partir de las de La transformacion algebraica de la funcién de segundo grado y = ax?+bx+c con a<0, a
y= a(x_ h)z +k la nueva fc_)rma_ y=alx—h)?+k mediante complgtaci()n de cuadrados permite que en esta
- se pueda identificar las caracteristicas de su gréafica: las coordenadas de su vértice (h, k),

la ecuacion x = h de la recta vertical que sirve como eje de simetria, el intercepto con y, el
punto (0, ¢)y su concavidad hacia abajo.

Notar que dicha parabola corta al eje y en el

punto (0, C ) Determine el vértice, eje de simetria, intercepto con el eje y y trace la gréfica de las siguientes
funciones:
a) y=—x?+6x—5 b) y=—x2—2x+2

7758

C7: Grafica y caracteristicas de la funcion
y=ax*+bx+ccona<0

@a) Escriba la funcién y= —x? +4x—3enla @ Leeren LT

Leeren LT

forma y=a(x—h?*+k. - a)y=-x*+6x—5 Vértice: (3,4)
b? Tracg la gljaflcg de estae |dent|f|gue vértice, = —(x2 —6x)—5 Eje de simetria: x = 3
eje de simetria e intercepto con el eje y. =—(x*- 6;: +9)+9-5 [ intercepto con eje y
=-(x-3)"+4 es (0,-5).
b 2 b 2 P
—x2+bx+c=—[x2—bx+(—) ]+(—) +c b)y = —x?—2x+2 Vertice: (—1,3)
, P2 =—(x2+2x)+2 Eje de simetria: x = —1
- (x _g) + (g) +e = —(x2+2x+1)+1+2 Elintercepto con eje y
=—(x+1)?%*+3 es (0,2).
a) y=-x"+4x-3 b) ) y
=—(x?—4x)-3 (-1,3)*
=—-(x?—4x+4)+4-3 x
=—(x-22+1 R -2.2)
Vértice: (2,1) —
Eje de simetria: x = 2 ;o2
Elintercepto conejey (g, —3) y=—x*—px+2
es (0,-3). ! _
y=-x? vy =—x*+4x-3
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Seccioén 3: Valor maximo o minimo de una funcion de segundo grado y su aplicacion

Valor maximo o minimo de la funcién y=a(x—h)*+ k

Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcion de segundo grado y su aplicacion

Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcién de segundo grado

y su aplicacion

Contenido 1: Valor maximo o minimo de la funcién y =a(x—h)*+k

P (Determine si la funcion y = (x—2)2+3 tiene maximo o minimo.

S

C

)

En el rango de una funcién:

» El valor mas grande es el valor maximo
de la funcion.
El valor mas pequefio es el valor minimo
de la funcion.

La forma dada de la funcién y = (x—2)2+3
permite saber que su gréafica es una parabola
con vértice en (2, 3) y que la concavidad es
hacia arriba.

Esto obliga a pensar que el valor minimo
alcanzado es y=3 y que no hay maximo
porque para cada punto de la pardbola se
puede encontrar otro con mayor ordenada.

y=(x—2+3

En la funcion de la forma y = a(x—h)2+k, el valor maximo o minimo de la funcion es y =k, para el

cual se debe considerar:

1. Si @>0, la parabola abre hacia arriba,
entonces el minimo de la funcién es
la coordenada y del vértice, es decir
¥y =Fk. No tiene maximo.

2.

Si a<0, la parabola abre hacia abajo,

entonces el maximo de la funcién es la
coordenada y del vértice de la parabola,
es decir y =k. No tiene minimo.

S3: Valor maximo o minimo de una funcién
de segundo grado y su aplicacion
C1: Valor maximo o minimo de la funcién

y=alx—-h?+k

Determine si la funciony = (x — 2)? + 3 tiene

maximo o minimo.

| K]

El minimo valor de
y es 3, lo cual se da
en el vértice.

Como la parabola
abre hacia arriba,
no hay un valor
maximo para y.

®

Aprendizajes esperados

Determina el valor maximo o minimo de una
funcion de segundo grado.

= Secuencia:

En las clases anteriores se han estudiado las
caracteristicas de la grafica y de la funcion
y=ax*+bx+c. Ahora se determinan
valores maximos o minimos de la funcién
y=a(x—h)*+k.

= Puntos esenciales:
Recordar las caracteristicas de la grafica y de
la funcién y = a(x— h)?*+ k.

Destacar que:

v Si a>0, la funcién alcanza un minimo y
este es el valor y = k.

v" Si a<0, la funcion alcanza un maximo y
este es el valor y = k.

Determinar el valor maximo o minimo de
funciones de la forma y=a(x—h)*+k a
partir del signo que tenga a.

y=a(x—h)?+k

1. Sia > 0, entonces y = k es minimo.

2. Sia < 0,entonces y = k es maximo.
Determine si la funcion y = —2(x — 4)? + 3 tiene
maximo o minimo.

43

o

y

x

[3 4 5
y=—2(x—4)2+3

El vértice es (4,3), la parabola abre hacia abajo;
y = 3 es el maximo y no existe el valor minimo.



Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Aprendizajes esperados

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Determina el valor maximo o minimo de una E_jemFIo Determine si la funcién y = —2(x—4)2+3 tiene maximo o minimo.

funcion de segundo grado.

. De laforma de la funcién y= —2(x—4)?+ 3 se puede ver y
= Secuencia: que el vértice de su grafica es (4, 3) y que la concavidad @3

: . es hacia abajo porque a= —2<0, siendo este el punto 3

En las c!a§es anterlores’s.e han estudiado _Igs de Iz parabola con mayor ordenada, )
caracteristicas de la grafica y de la funcion Entonces el méximo de la funcién es y=3.
y= axz +bx+c. Ahora se determinan No existe un valor minimo para y. !
valores maximos o minimos de la funcién I I ERE I
y=a(x—h)*+k.

= Puntos esenciales:
Recordar las caracteristicas de la grafica y de E
la funciéon y = a(x— h)?*+ k.

Encuentre el valor maximo o minimo de las siguientes funciones:

a) y=(x—1)>+4 b) y=—(x+1)*—3
Destacar que:
v Si a>0, la funcién alcanza un maximo y
este es el valor y = k.
v" Si a<O0, la funcién alcanza un minimo y
este es el valor y = k.

¢) y=2(x—4)*+1 d) y=—2(x+3)*—2

Determinar el valor maximo o minimo de
funciones de la forma y = a(x— h)?>+ k a partir
del signo que tenga a.

éﬁ

Epcgentre el vglor m.aX|mo 0 minimo de las Q)y=2(x—4)2+1
siguientes funciones:
a)y=(x-1>%+4 vt \y=2—92+1

y=(x—1)%*+4

y =1 es el minimo.

* (3,3) (5.3)

2
y = 4 es el minimo. 41 X
2 4
b)y=—(x+1)2-3 dyy=-2(x+3)*-2
ya e by
— T 3 - B E
—4 2 — -
: . (—3,—2)m —2
172 ¥y =-3esel maximo. (—2,|-4) ¥ =—2esel maximo.
(_17_3) ! o (—4,—4 —4
(=2,-4) (0,-4)
— 2
y=—(x+1)"-3 “ y=—2x+32-2 | |{
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o _ . Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcion de segundo grado y su aplicacion
Valor maximo y minimo de una funcién de segundo grado, en un intervalo

dado, cuando su grafica es céncava hacia arriba

Aprendizajes esperados ——

Determina el valor maximo y minimo de una
funciéon de segundo grado, en un intervalo
dado, cuando su grafica es céncava hacia
arriba.

Seccion 3: Valor maximo o minimo de una funcion de segundo grado y su aplicacion

Contenido 2: Valor maximo y minimo de una funcién de segundo grado, en
un intervalo dado, cuando su grafica es céncava hacia arriba

Encuentre el méaximo y el minimo de la funcién y = (x—1)2+1 en los siguientes intervalos
dados:

a) —1<x<2

b) 2<x <4

= Secuencia:

En la clase anterior se determinaron valores
maximos o minimos de funciones del tipo
y=a(x— h)?>+ k. Ahora se determinan valores
maximos y minimos restringiendo el dominio
de funciones de segundo grado cuando su
grafica abre hacia arriba.

a) Se puede saber por simple inspeccién que la grafica de la 5 v
funcién y = (x—1)2+1 tiene el vértice (1, 1) como el punto de i
menor ordenada por ser céncava hacia arriba, esto se observa
en la figura. Luego el minimo es y =1.

Y- 5 Maximo;

En este caso el dominio de la funcién se ha reducido al intervalo
—1< x <2, de manera que para reafirmar lo anterior se evalta
la funcién en los extremos del intervalo: I

. -1 0 1 2 3 X
Six=—1, y=(=1-172+1=5
Six=2, y=02-1)2+1=2
Lo anterior muestra que el minimo es y=1 y el maximo y=5.

)

Minimo i 1<

¥

Méxim‘l',p 1 .
= = Puntos esenciales:
b) Como la abscisa del vértice no esta en el intervalo 2<x<4, se Explicar ue al restringir el dominio de la
evalua la funcioén en los extremos de este: p .. q g X
Six=2, y=(2—172+1=2 A funcion de segundo grado se obtiene una
Six=4,y=(A—12+1=10 Minimo nueva funcion llamada restriccion de la funcion
Lo anterior muestra que el minimo es y=2 y el maximo y=10. =%

original.

Destacar que al determinar el valor maximo y
minimo de una funcién de segundo grado de
este tipo se presentan dos casos:

v" Si la coordenada h del vértice esta en el
intervalo que funge como dominio de la
funcion, el valor minimo de estaes y=ky
el valor maximo es el mayor valor obtenido
al evaluar la funcién en los extremos del
intervalo.

Si la coordenada & del vértice no esta en
el intervalo que funge como dominio de
la funcion, los valores maximo y minimo
se obtienen al evaluar la funcién en los
extremos del intervalo.

El valor maximo o minimo de una funcién y =a(x—h)?+k en un intervalo dado, cuando
a>0, se obtiene de la siguiente manera:

v~ Si la coordenada h del vértice (h, k) de la parabola esta en el intervalo dado, el valor
minimo de esta es la ordenada y =k y el valor maximo sera el mayor valor obtenido al
evaluar la funcién en los extremos del intervalo.

v~ Si la coordenada h del vértice no esta en el intervalo, los valores méaximo y minimo se
obtienen al evaluar la funcion en los extremos del intervalo.

t

Encuentre el maximo y el minimo de la funcién y= (x—1)2+2 en los intervalos siguientes:

a) —1<x<2 b) 2<x <5

i

C2: Valor maximo y minimo de una funcion de
segundo grado, en un intervalo dado, cuando su
grafica es concava hacia arriba

@ Explicar verbalmente

Encuentre el maximo y el minimo de la
funcion y = (x — 1) + 2 en los intervalos
siguientes:

Encuentre el maximo y el minimo de la funcion

y = (x —1)?> + 1 en los siguientes intervalos dados:

a)-1<x<2 b) 2<x<5
a)-1<x<2 b)2<x<4 . . , ‘ _
) L L Méximo & 61 ¥ J 1200y |
@ Paraxi—l, y_:(—1—21) +_1=5_ Parax:2, y:(2:1)2+1:2. (—1,6)\ & I; Maximo'  F--4(5,18)
Parax=2, y=Q-1)*+1=2. Parax =4, y=(4—-1“+1=10. ! , 115
Vértice (1,1) y h=1 esta en el intervalo. Vértice (1,1) y h=1 no esta en el intervalo. : ; !
Mlnlmlo: y=1, MaX|m'o: y=5. Mlnlmo; y=2, MaX|lmo. y = 10. i —-4(2,3) ‘1.0
‘| Y ] l‘ y , ini X 2F-2 : k
\ ! Maximo & 10§ -ceee Minimo (112) ! N
Maximo 3 . A, Mﬂmgo). 3)
1 H X HEE 3 T
\ : -2 -1 T2 3 5 510
‘l : A A
\ :
Minimo Minimo %r:. E y=6,es M’a')fimo y=3,es Minjmo
SN y =2,es Minimo  y = 18, es Maximo
12345
A




Unidad 3: Funcior)es_ de Seguncjo _Grado . .
Valor maximo y minimo de una funcién de segundo grado, en un intervalo dado,

Aprendizajes esperados —— B - ) -
. PR . Seccidn 3: Valor maximo o minimo de una funcién de segundo grado y su aplicacion
Determina el valor maximo y minimo de una . » » .
f i6n d d d int | Contenido 3: Valor maximo y minimo de una funcién de segundo grado, en un
uncion de segundo grado, en un intervalo intervalo dado, cuando su grafica es concava hacia abajo
dado, cuando su grafica es céncava hacia
. P Encuentre el valor méximo y el minimo de la funcién y = —(x—1)2+3 en cada uno de los
abajo. siguientes intervalos:
] a) —1<x<2 b) 2<x <4
= Secuencia: S
En la Clase anterlor se determmaron valores a) Laformula de la funcion y = —(x—1)2+ 3 proporciona la siguiente Y
maximos y minimos de funciones de segundo informacion sobre su grafica: Maximos{-
grado cuando su grafica abre hacia arriba. Su vértice es el punto (1, 3). o7
. . Su concavidad es hacia abajo porque a = —1.
Ahora se hace el mismo estudio cuando la » :
3bol bre haci bai Punto de altura maxima es (1, 3). 47—0 IR
parabola abre hacia abajo. Al evaluar la funcién en los extremos del intervalo se puede decidir . Minimo

sobre los valores maximo y minimo:
Six=—1,y=—(—1-1)4+3=—4+3=—1

= Puntos esenciales: _
. L. Six=2,y=—(2—-1)+3=—1+3=2

D(’asltacar que al detgrmmar el valor maximo y De lo anterior se fiene que:

minimo de una funcién de segundo grado de y=—1 es el valor minimo.

este tipo se presentan dos casos: v=3 es el valor m&ximo.

/ Si la coordenada h del vértice esta en el b) La abscisa del vértice no esta en el intervalo 2<x<4, luego para
: o determinar el minimo y maximo se evalua la funcién dada en los
intervalo que funge como dominio de la extremos del intervalo:

Parax=2, y= —(2—1)*+3= —1+3=2
Parax=4,y=—(4—1)*+3=—9+3=—6

De los resultados anteriores se concluye que

funcion, el valor maximo de estaesy =k y
el valor minimo es el menor valor obtenido

gl evaluar la funcion en los extremos del ol valor minimo 65 y = —6 y y=2 s ¢l méximo.
intervalo. C
/ SI Ia Coordenada h del vertlce no eSta en El valor maximo o minimo de una funcién y=a(x—Hh)2+k, en un intervalo dado, cuando
el intervalo que funge como dominio de a<0, se obtiene de la siguiente manera:
la funcion, los valores maximo y minimo a) Si la coordenada h del vértice (h, k) de la parabola esta en el intervalo dado, el valor
. ’ i maximo de esta es la coordenada y =k y el valor minimo sera el menor valor obtenido al
se obtienen al evaluar la funcién en los evaluar la funcién en los extremos del intervalo.

b) Sila coordenada h del vértice no esta en el intervalo, los valores maximos y minimos se
obtienen al evaluar la funcién en los extremos del intervalo.

extremos del intervalo.

Resaltar que los valores maximo y minimo t
de una funcién definida en un intervalo son
valores correspondientes a y.

Encuentre maximos y minimos de la funcién y = —(x+1)2+7 en los intervalos siguientes:

a) —2<x<2 b) 0<x <2

<

C3: Valore maximo y minimo de una funcién de @ (Explicar verbalmente)
segundo grado, en un intervalo dado, cuando su L. - .
grafica es concava hacia abajo @ Encuentre maZX|mos y mln!mos de la funcién
y =—(x+ 1)* + 7 en los intervalos
Encuentre el valor maximo y el minimo de la funcion siguientes.
y = —(x —1)? + 3 en los siguientes intervalos: a) —2sxx2 b) 0=x=2
a)-1<x<2 b)2<x<4 Méxim?g#

- - - 4Minimo
[ 1

Parax = -2, P.‘ 0 '
— _(_ 2 — arax =0,
s Y= (_2+1) t7=6 0+ +7=6
| \ Para x = 2, Parax = 2,
! ! y=—QC+1*+7=-2. y=—-Q2+1)*+7=-2.
Parax=-1, y=—(-1-1)?+3=-1. Parax=2, y=—-2-1%+3=2. El vértice (-1, 7) k=—1 El V(etr}lce (I_‘lf 7) {c:—l
Parax=2, y=—(2-1)2+3=2. Parax=4, y=—(4—1)2+3=—6 esta enelintervalo. no esta en et intervalo.
El vértice (1, 3) k=1 esta en el intervalo.  El vértice (1, 2) k=1 no esté en el Maximo y = 7 Maximoy = 6
Minimo y = —1, Maximo y = 3. intervalo. Minimo y = —2

Maximo y = 2, Minimo y = —é6. Minimo y = -2



Seccioén 3: Valor maximo o minimo de una funcion de segundo grado y su aplicacion

Aplicacion de la funcion de segundo grado

Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Contenido 5: Aplicacion de la funcién de segundo grado

P

A)

Dofia Maria destiné una porcion del terreno rectangular de su jardin para sembrar rosas,
y su intencién es cercarla con 12 m de malla.

a) Exprese el area del terreno en funcion de su largo.

b) Determine las dimensiones del terreno que proporcionen la mayor area posible.

a) Sileslargo y x es el ancho del terreno, su perimetro P
esta dado por
P=2[+2x,
de modo que
20+2x=12 x(m) v (m?)
2(l+x)=12
1+x=12=¢
[=6—x
[=6—x(m)

Ademas, si el area del terreno se representa por v, esta se
expresa mediante la formula

Area= (largo) X (ancho)
en

y=Ix=(6—x)x = —x>+6x

b) Lafuncién y = —x2+6x se expresa ahora en la forma y = a(x— h)?+k siguiendo el proceso
acostumbrado:
y=—x2+6x
= —(x*—6x)
=—(x>—6x+9)+9
=—(x—3)*+9

Como el coeficiente del término cuadratico es —1, la parabola abre hacia abajo, de modo
que y=9 es un valor maximo, el cual se alcanza para x =3. Asi, las dimensiones que
proporcionan la mayor area posible del terreno son [=6—3=3(m) de largo y x =3(m) de

Aprendizajes esperados

Resuelve situaciones aplicando funciones
de segundo grado.

= Secuencia:

En las clases anteriores se determinaron
valores maximos y minimos para funciones de
segundo grado con dominio restringido. Ahora
se aplican para encontrar la solucién éptima de
una determinada situacion.

= Puntos esenciales:

Recordar:

v Como se expresa el perimetro y el area de
un rectangulo.

v" El procedimiento que se sigue para
completar cuadrados.

v" Cuando una funcion de segundo grado
alcanza un maximo o un minimo y cual es
dicho valor.

Expresar el area de un rectangulo en funcion

ancho.

de su ancho o largo mediante una expresion
de segundo grado.

Joaquin esta disenando los planos de su casa. Si una de las habitaciones de forma rectangular

tiene un perimetro de 16 metros.

a) Exprese el drea de la habitacion en funcion de su largo.

b) Determine las dimensiones de la habitacion para alcanzar su mayor area posible.

2>

Determinar la solucion optima de una
determinada situacion.

C5: Aplicaciones de la funcién de segundo grado

El terreno para sembrar rosas se quiere cercar

con 12 metros de malla.

a) Exprese el area del terreno en funcion de su
largo.

b) Determine las dimensiones del terreno que
proporcionen la mayor area posible.

@a) Si | es el largo y x el ancho del terreno, su
perimetro P esta dado por:

P=2l+2x @(m)| Y (m?)
21+ 2x =12
2(l+x) =12 1=6—a(m)
12 ,
l+x== Area = (largo)x(ancho)
l=6—x y=1lx=(6—x)x=—x%+6x

b)y = —x% + 6x

= —(x? — 6x)
=—(x?-6x+9)+9
=—(x—-3)*+9

y =9 es un valor maximo, el cual se alcanza
parax =3
Largo:l=6—-3=3(m)
Ancho: x =3 (m)
LeerenLT

a) Seal el largo, x el ancho, su perimetro esta
dado por

P=2l+2x
2l+2x =16
2(0+x) =16 Z(m) Y (m?)
l+x =§
l=8—x I =8—x(m)
Area del rectangulo.
y=Ilx=(8-x)x
= —x?+ 8x
=—(x*-8x+16)+ 16
=—(x—4)%+16

b) y = 16 es un valor maximo, el cual se alcanza
para x = 4. Dimensiones [ = 8 — 4 = 4(m) de
largo y x = 4 (m) de ancho.



Prueba de Matematica 9no (30min) Fecha:
Unidad 3: Funciones de Segundo Grado

Nombre: Seccion:

Sexo: M/F

1. Para la funcion y = x?:
a) Complete la siguiente tabla:

-3|-2|-1|0 1 2 3

y

b) Trace la gréafica de funcion y = x2 en el plano cartesiano.

y
oA
Q

=]

o

z]

4
I

A

O
.
Ry

43 -2 -1 0

)
I

v

/120

(2 puntosx4=38)

c) Trace la gréfica de la funcion y = x2 — 1 en el plano cartesiano a partir de la

grafica de b).

d) Trace la gréafica de la funcién y = (x — 1)? + 2 en el plano cartesiano a partir

de la grafica de b).

2. Paralafuncion y = x? + 2x — 3:
a) Escribala en la forma y = a(x — h)? + k.

(2 puntos)



b) Identifique vértice, eje de simetria e intercepto con el eje y.
(1 puntox3=3)
Vértice:
Eje de simetria:

Intercepto con el eje y:

c) Encuentre los valores maximos o minimos de la funcion. (2 puntos)

3. Paralafuncion y = —x?+ 2x + 2:

a) Escribalaenlaforma y = a(x — h)? + k. (2 puntos)
b) Trace la grafica en el plano cartesiano (1 punto)
'y
3
33274 1 23 & *
v

c) Encuentre los valores maximos y minimos de la funcién en el intervalo
-1<x<2 (2 puntos)

Nombre:







- f
Unidad 4

Proporcionalidad Entre
Segmentos

Seccion 1 Razdén entre segmentos

Seccion 2  Divisidn de un segmento




Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Distancia entre dos puntos

]
H
S
[5)

Aprendizajes esperados

Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Calcula la distancia entre dos puntos dados

o Seccion 1: Razon entre segmentos
en la recta numérica.

Contenido 1: Distancia entre dos puntos

- Sean los puntos A y B en la recta numérica, de En| 1 érica,
" SecuenCIa' P coordenadas 1y 5. Encuentre la distancia entre los s:r:przcs:nr::m e
En los grados anteriores se utilizo la recta para dos puntos. . . porsz) el
. . t
establecer el orden en los distintos dominios e i s s ordenada a.
NUMEricos.

Una forma de encontrar la distancia entre Ay B es contando las unidades que hay en la figura

En esta clase se define la distancia entre dos desde A hasta B, que resulta ser 4. Luego la distancia d entre Ay B es 4.

puntos cualesquiera de la recta. e ’? 5 E

g
Otra manera de hacer el mismo calculo es restar la coordenada de A de la coordenada del punto
B, asi d=AB=5—1=4.

= Puntos esenciales: Porlo tanto, d = 4.
Destacar que un sistema de coordenadas es C
una Correspondencia entre los puntos de una Dada una recta con un sistema de coordenadas, la distancia entre dos puntos Ay B con

coordenadas a y b respectivamente, se define de la siguiente manera:

recta y los numeros reales tal que:
v" A cada punto de la recta le corresponde
exactamente un numero real. : S
v A cada numero real le corresponde El ntimero b—a es positivo si Ay B son puntos distintos y 0 si Ay B son iguales.
exactamente un punto de la recta. El

d = AB = (Coordenada mayor)— (Coordenada menor)=b—a

namero correspondiente aun punto dado @e”‘f’/" Calcule la distancia d entre los puntos dados.
se llama coordenada del punto. 2) AC-3)yBW) b) A®)YB() 9 A-8)yB(=2)
v" Ladistancia entre dos punt_os cual_esquiera &) () KA o, (g
es el valor absoluto de la diferencia de sus —443 —4 = —2+8
coordenadas. T . X . L e .
Recordar la definicion de valor absoluto. E ——
Calcule la distancia d entre los puntos dados.
o . _ a) AQ)yB(7) b) A(0) yB(5) o) A(-4)yB(s)
Usar la definicidn de distancia entre dos puntos
. . d) A(—3)yB(6) e) A(—8)yB(—4) ) A(=7)yB(-2)
para realizar calculos. o
U4: Proporcionalidad entre segmentos @ Calcule la distancia d entre los puntos:
S1: Rgzén eptre segmentos a) A(-3) y B(4)
C1: Distancia entre dos puntos d=4—(-3) =4+3 =7
Dados los puntos A (1) y B (5).
Encuentre la distancia entre los dos puntos. b) A(3) y B(7)
d=7-3 =4
-— R B
-3-2-10 T\\Z 3 4/,5 c) A(-8) y B(-2)
g d=-2-(-8)=(-2)+8 =6
@ @ Calcule la distancia d entre los puntos:
a2 a) A(2) y B(7)
0 d=7-2=5
b) A(0) y B(5)
@ ‘ A B - d=5-0=5
Ve @ b c) A(-4) y B(5)
= AB d=5—-(—4)=5+4=9
= (Coordenada mayor) — (Coordenada menor) e)A(—-8) y B(—4)
=b—a d=(-4)—(-8)=-4+8=4
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£

72 Razén entre segmentos

Seccion 1: Razdn entre segmentos

Contenido 2: Razén entre segmentos

Seccion 1: Razon entre segmentos

Aprendizajes esperados

Calcula la razon entre dos segmentos

P ( Calcule el cociente entre AB 'y CD, si AB=2cm y CD =8cm.

) dados.

S

AB y CD con sus medidas se muestran a continuacion.

2cm 8cm
A B (03 D
El cociente entre las longitudes de AB y CD esta dado por
AB _ 2 _1
Ch 8 4

que también puede escribirse como 1:4,y se lee "1 es a4". La longitud del AB es la cuarta parte

del CD y al cociente % se le llama razén entre AB y CD.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudié la distancia
entre dos puntos cualesquiera de la recta. Aqui
se define la razén entre dos segmentos.

= Puntos esenciales:
Recordar que la longitud de un segmento no es

expresadas con la misma unidad de medida, y se representa por el nimero
AB

r=¢co

que también puede escribirse como AB:CD, este se lee "AB es a CD".

La razén r entre dos segmentos/ﬁ ya se define como el cociente entre sus longitudes,

mas que la distancia entre sus extremos.

Adoptar la notacién establecida para la razén

t,

a) AB=5cmyCD=15cm b) AB=4cmyCD=8cm

Calcule la razon entre las parejas de segmentos cuyas longitudes son dadas en cada inciso.
c) AB=5cmyCD=7cm

entre AB 'y CD como % o AB:CD
donde AB es llamado antecedente y CD

I;]'em’pla La base y la altura de un rectangulo estan en la razén de 5:3. Si la base mide 10cm, consecuente.
¢cuanto mide la altura del rectangulo? D c
N Realizar  lecturas e  interpretaciones
geométricas correctas de razones dadas entre
10cm segmentos.

5

La razon entre la base AB y la altura BCes r= % =3 Si se sustituye en la expresion

anterior, AB=10 y BC = x, resulta

10 _5
x — 3
5x=(10)(3)
x=%=6

Por lo tanto, la altura del rectangulo es 6 cm.

2 Labase y la altura de un rectangulo estan en la razén 4:3. Si la D C
base mide 12¢m, ¢cuanto mide la altura del rectangulo?
A 12cm
%878
C2: Razon entre segmentos La base y la altura de un rectangulo estan en
razon de 5 : 3. Si la base mide 10 cm. s Cuanto
Calcule el cociente entre AB y CD, si AB= 2cm mide la altura?
yCD= 8cm. _ _ _AB _5
AB—10,BC—xyr—EE—§, .
® =
A B 2 1 A 10cm
AB_<4 1 ) 10 5 b
: 8cm CD_8_4014‘ 7=§ ?Xgi’adeC
D lesa4
( ) 5x = (10)(3)

La razén r entre dos segmentos AB y CD

_AB .
=Ch o AB:CD

se lee “AB es a CD".

©

r

@ a) AB=5cmyCD=15cm

AB _ 5 _1
CD 15 3
b) AB=4cmyCD=8cm
AB_4_1
ChD 8 2

®)

? =6 La altura mide 6 cm

Base : Altura = 4 : 3. Si la base mide 12cm.
¢ Cuanto mide la altura del rectangulo?

AB = 12,BC=xyr=%=§,

12_4 A 12ecm
x 3
4x = (12)(3)

X = % =9 La altura mide 9cm
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Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Aprendizajes esperados

Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Determina cuando dos o mas parejas de Contenido 3: Segmentos proporcionales

segmentos dados son propormonales. P a) Calcule las razones entre los segmentos cuyas longitudes son AB=6cmy CD=8cm,
EF=18cmy GH=24cm.

b) Compare las razones obtenidas en a).

= Secuencia:
En la clase anterior se estudi6 la definicion de
razéon entre dos segmentos. Este concepto

a) Las razones entre AB y cD y EF y GH son:

- . R AB _6_3 EF _18 _3
se utilizara para determinar segmentos cO~8-4 Y GH™ 2474
proporCIOnaIeS. b) Como é% = % y gfﬁ = % entonces % = LE En este caso se dice queﬁ yason
. proporcionales a EF y GH.
= Puntos esenciales: C
Recordar la definicion de razén entre dos - - i
segmentos. Si % = LE entonces AB y CD son proporcionales a EF y GH. (é)
Destacar que la igualdad entre dos razones es El Calcule las razones entre los segmentos con longitudes AB=4cm y CD=12cm, MN=8cm y
IIamada proporcién PQ=24cm y diga si estos son proporcionales.
Eiemplo Determine si en la pareja de rectangulos D (
Ehiddli mostrada a la dt_erecha, la base y la altura de H G
Resaltarque dos segmentos son proporcionales uno son proporcionales a las del ofro. dem , ,_I
H H 5 cm:|
a otros dos si y solo si se encuentran a una A e
. it - cm
misma razon. 6cm
La razén entre AB yﬁ es% = % = % y entre EF yﬁ es % = % de donde se sigue que
AB _ EF
AD ~ EH

Por lo tanto, AB y AD son proporcionales a EF y EH.

2 Determine en cada pareja de rectangulos si la altura y la base de uno son proporcionales a las

del otro.
a p c b)
6cm§ H. G . H G
E 2cm€ o 26‘"1:::
A—— B EIEIF AT = E ];IF
Sen T T dem
C3: Segmentos proporcionales Determine si en los rectangulos de la derecha, la base
y la altura de uno son proporcionales a las del otro.
@ a) Calcule las razones entre los segmentos con D c
AB=6cm y CD=8cm, EF=18cm y GH=24cm. AB_6_3 y EF_3 /
; AD 4 2 EH 2 dem) H G
b) Compare las razones obtenidas en a). \ 2em
AB _ EF AL B B F
@ AB _ 6 _ 3 EF _ 18 _ 3 AD ~ EH bem o
a)C_D_g_Z Y GH™ 22 "1 AB y AD son proporcionales a EF yEH.
AB _ EF
o ©
@Sié‘—g=g—':,entoncesﬂ—l§yﬁ son a) D ¢ AD_6_2 EH_2
proporcionales a EF y GH. bem | i *—\G AB 9 3 EF 3
ho 4 "l laalturay la base del
Calcule las razones entre los segmentos “Yem 3em rectangulo ABCD son
con longitudes AB=4cm y CD=12cm, MN = 8cm proporcionales a las
y PQ =24cm y diga si estos son proporcionales. b) del EFGH.
Aap_*_1 wn_38_1 AD _ 4 EH _2
CD 12 3 PQ 247 3 AB " 9 EF ~ 3

La altura y la base del rectangulo ABCD no son

Los segmentos involucrados son proporcionales ‘
proporcionales a las del EFGH.
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Seccion 2: Division de un segmento

Calculo de la razén en la que un punto divide a un segmento

Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Seccion 2: Division de un segmento
Contenido 1: Calculo de la razén en la que un punto divide a un segmento

P A partir de la figura, calcule la razon % entre los segmentos siendo P un punto interior del /ﬁ

N
A P B

P es un punto interior del ﬁy lo divide en dos segmentos AP y ﬁ cuyas longitudes son 6 y 3 unidades
respectivamente. La razén entre dichos segmentos esta dada por

AP _ 6 _
PB =32

C Dado el AB y un punto P en su interior, a como se muestra en la figura:

eemmmm m----e.. S 2
A P B

La razén entre los segmentos AP y PBen que P divide al AB esta dada por (o)

AP _ m

PB n
[:]'emlnlo Calcule para cada figura, la razén % entre los segmentos en que el punto P divide al AB

a) R NP A X b) I N ITE s L
A P B A P B

b) En este caso,

_1 AP _3_,
2 PB 3

a) Se realiza el calculo

a) e 4eee 2 b) Ao e Ao
A P B A P B
0 S — S S
A P B A P B
2. Dada la figura
A B C

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
a) Ubique el punto interior M que divide al AB en dos segmentos iguales.
b) Ubique el punto interior N que divide al BC en dos segmentos iguales.
c) Ubique el punto interior P que divide al AB en la razén 2:1.
d) Ubique el punto interior Q que divide al BC en larazén 1:2.

2

S2: Division de un segmento
C1: Calculo de la razén en la que un punto divide a
un segmento

Aprendizajes esperados

Calcula la razén en la que un punto divide a
un segmento.

@ 1. Calcule la razén AP

= Secuencia:

En la clase anterior se establecié cuando dos
segmentos son proporcionales a otros dos
haciendo uso del concepto de razén entre
segmentos.

En esta clase se calcula la razén en la que un
punto divide a un segmento.

= Puntos esenciales:
Recordar la definicibn de razén entre
segmentos.

Notar que la razon en la que un punto P divide
aAB no es mas que la razon entre APy PB.

Destacar que si la razén en la que P divide a
AB es 1, entonces P es el punto medio de AB.

Indicar que una razén queda determinada por
una fraccion irreducible.

PB

a) oAl 2. D) Ao 4
@ Calcule la razon é_g entre los segmentos en A P B A P B
que el punto P divide al AB. c) 6. d) ot 6 -
A B A P B
© fasoy it . o s
PB 3" AP _Z_ AF =2 =
3 a) &g =2 b) PB_4_1
@ m S e 1 4 2
AP _ - <) I AP _ 5 _1 AP _x_ 24
PB A P B °) g 2 d) PB 6 3
. s E
@ En cada figura, calcule la razon. P entre_los 2. A MP B Q N c
segmentos en que el punto P divide al AB. ' T T T
a) o2t Lo % - % a) Punto interior M que divide al AB en dos
A P B segmentos iguales.
b) Punto interior N que divide al BC en dos
b) -3 3 AP _3_ 4 segmentos iguales
A P B PB 3 c) Punto interior P que divide al AB en razon 2: 1.



Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

EZ Coordenada del punto interior

Aprendizajes esperados
Calcula la coordenada del punto interior

que divide a un segmento en una razén
dada.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudio la razén en la
que un punto divide a un segmento. Aqui se
calcula la coordenada del punto interior que
divide a un segmento en una razén dada.

= Puntos esenciales:

Recordar las definiciones de: coordenada de
un punto, distancia entre dos puntos de la recta
y razén entre segmentos.

Establecer la formula para la coordenada p del
punto interior P que divide a AB en la razén
m:n.

Usar dicha férmula en el calculo de
coordenadas de puntos interiores que dividen
a un segmento en una razon dada.

C2: Coordenada del punto interior

Calcule la coordenada p del punto interior P
que divide al AB en la razén m : n.
- " m R ,"'n RN
Aa) P} B(b)"
e--p—a----4--b—p---
, AP=p—ayPB=b-p

p—a m

b—p n
n(p —a) =m(b—p)
np —na =mb—mp
mp +np =na +mb
(m+n)p =na+mb
na + mb

P=—nn

Seccion 2: Division de un segmento

Contenido 2: Coordenada del punto interior

P Calcule la coordenada p del punto interior P que divide al AB en la razon m:n, segun la figura.

S

De acuerdo con Iaﬂ;uralis puntos A ByP tiemm:oor_denadas a, by p, respectivamente. El punto
interior P divide a AB en AP y PB y la razén entre AP y PB es

AP _ m
PE = n )
pero AP=p—a y PB=b—p, asique % = g—_; (2)
De (1) y (2) se sigue que % = %
n(p—a)=m(b—p)

np—na=mb—mp
mp+np=na-+mb

(m+n)p=na+mb
_natmb

Si en una recta numérica P(p) es un punto interior del segmento cuyos extremos son A(a) y B(b),
con la condicion de que AP y PB estan a razon m:n, entonces la coordenada de P esta dada por

laformyla Mo B
p=na + mb i
mEn A PG) B
B b o
Sim=n, PeselpuntomediodeIA_Bycon17=azib.

EJ'emF/o Sea AB con extremos A(2) y B(8). Calcule la coordenada p del punto interior P tal que:

a) Pdivide a AB en la razén 2:1 b) P es punto medio de AB
a) Enestecasoa=2b=8m=2yn=1, b)  Aquia=2, b=8, asi que
asi que
—natmb _ (1)2)+2)®) _18 _ ¢ —atbh _2+8_10 _g
P="m+n T 2+1 =3 = P 2 2 2
. ) oecb--o 24 -3~ .-3-,
Graficamente se tiene Gréficamente se tiene =~ <—————>

A2) P(6) B(8)

A(2) P(5) B(8)

t

Calcule la coordenada p del punto interior P de un segmento, tal que:
a) A(8)yB(4)y P divide a AB en la razon 1:2. ¢) D(—5)yF(3)y P es punto medio de DF.
b) C(—2)yD(6)y P divide a CD en la razén 3:1.

<

@ _na+ mb _.---- M ?”?
p= ——— EA(a) P(P)E B(b):

Sim = n, P es el punto medio del AB y con
a+b

2

p:

LT 91

Sea AB con extremos A(2) y B(8). Calcule la
coordenada p del punto interior P tal que:

a) P divide al AB en larazén 2:1
Sustituyendo a =2, b=8, m=2yn=1en

na +mb
p= resulta
m n
M@+ @)@’ 18 R A
- 2+1 R A(2) P(6) B(8)

b) P es punto medio de AB

Sustituyendoa =2yb =8 en p = aTH’ resulta
248 10

e O 3.
pP=— =7 7°

- 3.

N, N

@ PE)  B®)
Calcule la coordenada p del punto interior P

a) A(8) y B(4) y P divide al ABen larazén1: 2.
_@@+m@®W _20

142 3
b) C(—=2) yD(6) y P divide al CD en larazon 3 : 1.

_MED+B)E) 16

=4
3+1 4



3 Coordenada del punto exterior

Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

Contenido 3: Coordenada del punto exterior

P

Apartir de la figura, calcule la coordenada p del punto exterior P que divide al AB en una razon m: n.

R

Seccion 2: Division de un segmento

Aprendizajes esperados

Calcula la coordenada del punto exterior que
divide a un segmento en una razon dada.

= Secuencia:
En la clase anterior se calculd la coordenada
del punto interior que divide a un segmento en

De acuerdo con la figura, las coordenadas de los puntos A, By P son a, b y p, respectivamente.

El punto exterior P divide al AB en AP y BP y la razén entre AP y BP es
AP

Bp=n M
pero AP=p—ay BP=p—b, asi que
AP _p—a
BP p—>b-
De (1) y (2) se sigue que
p—a _ m
p—b "~
n(p—a)=m(p—b)

np—na=mp—mb
mp—np= —na+mb
(m—n)p=—na+mb

—na+mb

P="m—n

una razon dada. Ahora se estudia el caso en el
que el punto no esta en el segmento.

= Puntos esenciales:

Recordar las definiciones de: coordenada de
un punto, distancia entre dos puntos de la recta
y razén entre segmentos.

Establecer la formula para la coordenada p del
punto exterior P que divide a AB en la razén

Si P(p) es un punto exterior del segmento con extremos A(a) y B(b) tal que P divide al AB en AP y
BP en la razon m:n, entonces su coordenada p esta dada por p = %_—F’:nb

Cuando m>n ' Cuando m<n
........ o s
A@  B®) PO : P() Al  BO)

m:n.

Notar que cuando la coordenada del punto A
es menor que la del punto B:

v' sim>n, el punto P esta a la derecha de B.
v sim<n, el punto P esta a la izquierda de A.

Eng lo) Sea el AB con extremos A(2) y B(6). Calcule la coordenada p del punto exterior P tal que P

divide al AB en la razén 3:1.

En este caso a=2, b=6, m=3y n=1, asi que Gréaficamente se tiene

(1)(2)+(3)(6) _16
B(S) P(S)

2

_ —natmb _
- m—n

=8

A2

Usar dicha formula en el célculo de
coordenadas de puntos exteriores que dividen
a un segmento en una razon dada.

t

Calcule la coordenada p del punto exterior P de un segmento, tal que
a) A@3)yB(5)y P divide al AB en la razon 2:1.
b) D(—5)y F(3)y P divide al DF en larazon 3:1.

22

razén 1

c) C(— 2) y D(8) y P divide al CD en la
:2.

C3: Coordenada del punto exterior

®)

Calcule la coordenada p del Qunto exterior P que enla

divide al AB en una

razén m: n.
m
é—';=;. AP=p—-ay BP=p-b
. p-a _ m
Asique, — = —
p— n

Sea AB con extremos A(2) y B(6). Calcule la o
coordenada p del punto exterior P que divide a AB

razon 3 : 1.

Sustituyendoa =2, b=6, m=3yn=1 en

—na +mb B
—— resulta
’__.1.*::‘
AQ2) B(6) P(8)
_ M@+ G)6) 16 _ 8
B 3—-1 T2

Calcule la coordenada p del punto exterior P de un

n(p —a) =m(p—b) (m—=n)p = —na+mb
np —na = mp —mb _—na+mb
mp—np =-na+mb m-n
@ SI P (p ) es un punto exterior del segmento con extremos
a)y B(b tal que P divide al AB en AP y BP en la razon
m. n, me...
—na +mb o e A Cuandom >n
_naTmb T BG® PO
m-n P )
i Cuandom < n
P Ala) B(b)

segmento, tal que
a) A(3) yB(5) y P divide aAB enlarazén 2 : 1.
-+ @6)

=7
2—-1

b) D(-5) y F(3) y P divide a DF en larazén 3 : 1.
_—MOEH+EG)

3-1

LT 92




Unidad 4: Proporcionalidad Entre Segmentos

=l razon dada

Aprendizajes esperados
Determina las longitudes de las partes en
las que un punto divide a un segmento en
una razén dada.

= Secuencia:
En las clases anteriores se estudiaron las
coordenadas en las que un punto, tanto interior

como exterior, divide a un segmento en una S

razon dada.

En esta clase se determinan las longitudes de
las partes en las que un punto interior divide a
un segmento en una razon dada.

= Puntos esenciales:

Recordar las definiciones de: coordenada de
un punto, distancia entre dos puntos de la recta
y razén entre segmentos.

Encontrar las longitudes de las partes en las
que un punto interior divide a un segmento en
una razon dada.

Longitudes de las partes en las que un punto divide a un segmento en una

Seccion 2: Division de un segmento

Contenido 4: Longitudes de las partes en las que un punto divide a un segmento

en una razén dada

S(iﬁ el segmento de la figura y P un punto en su interior. Si la longitud de AB es 16¢cm
y AP y PB estan en la razén 3:5, encuentre las longitudes AP y PB.

La razén entre AP y PBes
P

Sise hace AP=x y PB=16—x, en

X

3
5
la expresion anterior, resulta
3
16—x 5

de donde
5x=(16—x)(3) -
5x=48—3x R
S
5x+3x=48
8x =48
8 48

8¥= 8
xX=6

Luego, se sustituye x =6 en PB=16—x para obtener
PB=16—x=16—6=10.

Por lo tanto, AP=6(cm) y PB=10(cm).

Si se conoce la razén en que el punto interior P del AB, con longitud conocida, divide a este
segmento, es posible conocer las longitudes de AP y PB.

Sea el AB y P un punto en su interior. Encuentre las longitudes AP y PB:

a) Silalongitud del AB es 27cm y las longitudes de AP y PB estan en la razon 2:7.

b) Sila longitud del AB es 25¢cm y las longitudes de AP y PB estan en la razon 4:1.

c) Siladiferencia entre las longitudes de AP y PB es 7y larazoén de las longitudes de AP y PB es4:3.
d) Sila diferencia entre las longitudes de AP y PBess y la razén de las longitudes de AP y PBes3:1.

o2

C4: Longitudes de las partes en las que un punto

divide a un segmento en una razén dada

Sea AB y P un punto en su interior.
SiAB =16 cmy AP y PB estan en razon 3:5,
encuentre las longitudes AP y PB.

AP _ 3 .
PBE= 5’ Sisehace AP=x y AP=16 —x
x _3 o 16""""""";
16 — x 5 A - x //|'3 B
5x = (16 —x)(3)
5x =48 — 3x
5x + 3x = 48
8x =48
xX=6

PB=16—x=16—-6 =10
AP =6cm y PB= 10cm.

@ Leer en el libro de texto

LT 93

Sea AB y P un punto en su interior. Encuentre las
longitudes AP y PB:

a) SIAB=27cm y AP:PB=2:7.
Sisehace AP=x y PB =27 —x
AP_ _x _2
PB 27—x 7
7x = (2)(27 — x)

7x = 54 — 2x
9x = 54
x=6

PB=27—-x=27-6=21

Por tanto, AP = 6cmy PB= 21cm.
b) Si AB=25cm y AP:PB=4:1.

Sisehace AP=x y PB=25—x

AP__ X _4
PB™25—x 1

x=(4)(25—-x)
x =100 —4x
x =20

PB=25—-x=25-20=5
Por tanto, AP=20cmy PB=5cm.



Prueba de Matematica 9no (30min) Fecha:
Unidad 4: Proporcionalidad entre Segmentos

Nombre: Seccion:
Sexo: M/ F . /20

1. Calcule la distancia d entre los puntos dados; con las coordenadas asignadas.
(2 puntosx 3=06)

a) A) yB(7) b) A(=8) y B(=2)

c) A(=3) yB(4)

2. Calcule el cociente entre AB y CD, si AB=2cmy CD=8cm. (2 puntos)

3. Labase y la altura de un rectangulo estan en la razén de 5: 3. Si la base mide
10 cm, ¢ Cuanto mide la altura del rectangulo? (2 puntos)

A 10cm B



4. Sea AB con extremos A(2) y B(8). Calcule la coordenada p del punto interior P
tal que:
(2 puntosx2=4)
a) P divide aAB enlarazon2:1  b) P es un punto medio de AB

5. Sea el AB y P un punto en su interior . Encuentre las longitudes AP y PB:
(3 puntosx2=6)

a) Sila longitud del AB es 16cm y las longitudes de AP y PB estan en la razén 3:5.

b) Si la diferencia entre las longitudes de AP y PB es 8 y la razdn de las longitudes
de AP y PB es 3:1.

Nombre:




A
Unidad 5

Semejanza

Seccion 1 Criterios de semejanza
de tridngulos

Seccion 2 . Semejanza de triangulos
rectangulos y paralelismo




Unidad 5: Semejanza

Definicién de semejanza de triangulos

Aprendizajes esperados

Establece cuando dos
semejantes.

triangulos  son

= Secuencia:

Enoctavo grado se estudio la congruencia entre
triangulos, y que angulos correspondientes
y alternos internos entre paralelas tienen la
misma medida. Estos topicos son herramientas
necesarias para la comprension de esta
unidad.

En esta clase se estudia el concepto de
triangulos semejantes.

= Puntos esenciales:

Destacar la correspondencia que se ha
establecido de ante mano, entre los vértices,
lados y angulos de los tridngulos del problema.

Identificar que los lados de los triangulos son
proporcionales, y los angulos correspondientes
tienen igual medida.

Indicar que dos triangulos son semejantes, si
los lados correspondientes son proporcionales
y los angulos correspondientes son de igual
medida.

Sefalar que el orden en que se escriben
los vértices de triangulos semejantes, debe
respetar las relaciones establecidas entre
lados y angulos.

U5: Semejanza

S1: Criterios de semejanza de triangulos
C1: Definicion de semejanza de triangulos

® :

6 cm 4 cm
3em, 2cm

AC | DF y BC | EF
JRV: iy I Ty N e |
pe [ | er [ ] prF  []

Unidad 5: Semejanza

Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos
Contenido 1: Definicion de semejanza de triangulos

P (En los triangulos de la derecha, h
—_— — — Dos segmentos son paralelos si .
AC|DF y BC|EF las rectas que los contienen son \ [e%e)
paralelas. é
a) Complete:
AB_ [ Bc_ [ ac_ [
DE™ [J’EF~ [J’DF ~ [] E

¢ Son proporcionales los lados

correspondientes de los triangulos ¢ 6 cm 4 cm
de la derecha? 3em 2cm
b) Justifique por qué £A= %D, R Zem B D 8em E
\_ 4B=4Ey 4C=4F. )
A AB_4_1. BC_2_1, AC_3_1
DE — 8 " 2 EF — 47 2 DF 6 2

Dado que la razon entre las medidas de los lados correspondientes de AABC y ADEF es la
misma, entonces los segmentos son proporcionales.

b,

4 A= 4D por ser correspondientes entre paralelas.

4B=4E por ser correspondientes entre paralelas.

4C=4F porque la suma de las medidas de los angulos de un triangulo es 180°, 4A=4D y
4B=4E.

En conclusién, todos los cocientes %, % y % son iguales a 17 y 4A, 4B, 4C son iguales

a 4D, 4E, 4F respectivamente, entonces se dice que AABC y ADEF son semejantes.

C

Si en dos tridngulos, por ejemplo los de la derecha, se cumplen las condiciones siguientes:
F

j AB_BC _AC 8
DE ~ EF ~ DF
iy 4A=4D, 4B=%E, 4C=4F

A B D E
entonces el AABC es semejante al ADEF y se escribe en simbolos AABC~ADEF.

Si AABC~ADEF, complete los espacios en blanco: F

aas_[] Bc_[ ac_0

DE = [J'EF ~ [’ DOF — [

10 cm

Cc
M
A B D E

b) sA=__ 4B=__, __=4F

@ Si en dos triangulos, se cumplen las condiciones

siguientes:
AB _BC _AC
') DE T EF ~ DF

i) 4A = 4D, 4B =4E, AC = 4F

entonces el AABC es semejante al ADEF y se
escribe AABC~ADEF. F

¢,Son proporcionales los lados correspondientes?

b) ¢Porqué 44 = 4D, 4B =4E y A4C = 4F?

AB 4 1 BC 2 1 AC 3 1
®ar=3=7 w=i=; %=:i=;
b) 4A=4D y 4B = AE por ser
correspondientes entre paralelas.
4C = 4F porque la suma de las medidas de
los angulos de un triangulo es 180°.

®

10 cm

C
A B D E

Si AABC~ADEF, entonces:

a _[a] me Gl ac_[4]
a)DE_ EF ~ |2] bFr " [2]
b) 44 =D 4B =[RE] [20=4F

Nota: No es necesario que escriba la cuadricula en la pizarra, pero explique a los estudiantes usando la cuadricula de su cuaderno.



Criterio de semejanza Angulo-Angulo (AA)

Seccion 1: Criterios de semejanza de tridngulos

Contenido 2: Criterio de semejanza Angulo-Angulo (AA)

P Dado el triangulo de la figura, construya un
Unarectaesparalela

ADEF, tal que: [¢]

1. DE=2AB a un segmento si la

2‘ AD=4A recta que contiene €2l

3. 4E=4B a este es paralela a g
) - A B

lla.
¢+ Son semejantes AABC y ADEF? i

Para la construccion del ADEF se llevan a cabo los siguientes pasos:

1. Setraza el DE de longitud DE = 2AB sobre la
F
/\
A B D E

lineaenlaqueesta AB.
2. Se traza una recta paralela a AC que pase por
el punto D. Asi AD=4#A.
3. Se traza una recta paralela a BC que pase por
el punto E. Asi s E=4B.
Se etiqueta con la letra F el punto donde se intersecan
De 2.y 3. se tiene que A=%Dy 4 E= 4B, ademas en un triangulo la suma de las medidas
de los angulos es 180°, entonces £C=4F.

estas rectas.

Se observa en la figura que EF=2BC y DF = 2AC. Esto significa que AB EE R(F: =2.

En consecuencia, AABC~ADEF.

Criterio de semejanza Angulo-Angulo (AA)
Dos tridngulos son semejantes si tienen dos pares de angulos correspondientes de igual medida. En

simbolos: R
4A=24D 2 /\
Si {4B=2$E , entonces AABC~ADEF A/\\B ¢ .
F
Eiemplo Investigue si los triangulos de la derecha
P son semejantes. A

45 65° A\

Como 4A=4E=65°y 4B= 4D=45°, entonces AABC~AEDF (por AA).

t

1. Investigue silas parejas de tridngulos dados en cada inciso son semejantes, Justifique su respuesta.
2. Encaso de que lo sean escriba la semejanza entre ellos relacionandolos con el simbolo ~.

‘ 30°
6°°

C2: Criterio de semejanza Angulo-Angulo (AA)

@Construya un ADEF, tal que: @
) DE=2AB b) 4D =4A c) 4E = 4B

(,Son semejantes AABC y ADEF?

AA@

AC=AF7 —:—:—:2.

Luego, AABC ~ ADEF.
Criterio AA

a)

) ¢
E
Cc <o° D
A; " A 40°N
A B / A B

Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Aprendizajes esperados

Determina si dos triangulos dados son
semejantes aplicando el criterio de
semejanza AA.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudi6 que dos
triangulos cuyos lados son proporcionales,
y angulos correspondientes tienen la misma
medida, se llaman triangulos semejantes.

En esta clase se estudia un criterio mas sencillo
para saber si dos triangulos son semejantes.
Este es el criterio de semejanza Angulo-Angulo
(AA).

= Puntos esenciales:

Resaltar que lo que se quiere construir es un
tridngulo que tenga un par de angulos de igual
medida a dos angulos del triangulo dado.

Identificar que el objetivo de trazar rectas
paralelas a los lados del triangulo dado,
es formar angulos correspondientes entre
paralelas de igual medida.

Indicar que
semejantes.

los triangulos descritos son

Explicar en qué consiste AA, y recordar que se
cuide el orden en que se escriben los vértices
de los tridngulos al establecer la semejanza.

Investigue si los triangulos <
son semejantes.
AD 45°NB

4A = AE = 65° o
4B = 4D = 45° 45" 69
Por AA, AABC ~ AEDF b E

Investigue si los triangulos son semejantes.

E
80°
A .
D 60
E

Dos triangulos son semejantes si tienen dos A4A = 4D = 50° 4A = 4E = 60°
pares de angulos correspondientes de igual 4B = AE = 30° AB = 4F = 40°
medida. Por AA: Por AA:

3A = 4D AABC ~ ADEF AABC ~ AEFD

iE AE} — AABC ~ ADEF

Nota: No es necesario que escriba la cuadricula en la pizarra, pero explique a los estudiantes usando la cuadricula de su cuaderno.



Unidad 5: Semejanza

Criterio de semejanza Lado-Lado-Lado (LLL)

Aprendizajes esperados
Determina si dos triangulos dados son
semejantes aplicando el criterio de
semejanza LLL.

= Secuencia:

En la clase anterior se estudié un criterio
sencillo para saber si dos triangulos son
semejantes. Este es el criterio de semejanza
Angulo-Angulo (AA).

En estaclase se estudia el criterio de semejanza
Lado-Lado-Lado (LLL).

= Puntos esenciales:

Recordar como construir un arco de una
circunferencia, dado un radio y el centro,
utilizando compas.

Resaltar que lo que se quiere es construir un
triangulo cuyos lados correspondientes sean
proporcionales a los lados del triangulo dado.

Notar que el objetivo de trazar arcos de
circunferencias con radios iguales al doble de
los lados del triangulo dado, es formar lados
correspondientes proporcionales.

Indicar que los angulos correspondientes

Unidad 5: Semejanza

Contenido 3: Criterio de semejanza Lado-Lado-Lado (LLL)

P Dado el triangulo de la figura, construya un ADEF, usando regla, compas y transportador, tal que:
1. DE=2AB ¢

2. EF=2BC ii

3. DF=2AC
¢Son semejantes AABC y ADEF? A B

S

1. Setraza DE de longitud DE = 2AB sobre la
linea en la que esta AB .

2. Se traza un arco de radio 2BC y centro E.
3. Se traza un arco de radio 2AC y centro D.

4. Seetiqueta con F el punto donde se intersecan
los arcos.

La construccion del ADEF es posible con los siguientes pasos:
E
/C\
A B D E
5. Se une el punto F con los extremos de DE y
se forma el ADEF.

Con el transportador se verifica que AA=4D, 4B=4Ey £C=4F.
Por tanto, AABC~ADEF.

Criterio de semejanza Lado-Lado-Lado (LLL) F
Dos tridngulos son semejantes si tienen los lados
correspondientes proporcionales. En simbolos:

Si SE EE DE entonces AABC~ADEF.

Investigue si los triangulos de la derecha
son semejantes.

6cm

N Q
3cm
4cm 0]
8cm, R
M 6cm

12cm

E_jem’n/o

P

4 _1 NO

MN _ 4 _1 NO MO _ 6 _
Como Bg =8 =2 QR =

" PR T 12

olw

1 entonces AMNO~APQR (por LLL).

N[

E 1. Investigue si la pareja de tridngulos dada en cada inciso son semejantes, justifique su respuesta.
2. En caso de que lo sea escriba la semejanza entre ellos relacionandolos con el simbolo ~.

F M

tienen la misma medida. ? c 12eml N\ 5 om Y O e 4 5cm
5cm 2 cm, ,ocm
. L, . ) A3emB E 9em D E 3cm F N 6cm [e]
Explicar en qué consiste LLL, y recordar que se .
cuide el orden en que se escriben los vértices “Ix
de los tridngulos al establecer la semejanza.
C3: Criterio de semejanza Lado-Lado-Lado (LLL) Q 3
cm
@ Construya un ADEF, tal que: Investigue si los trlangulos son A
a)DE = 2AB b)EF =2BC c)DF =2AC semejantes. . 3cm oom
. cm
¢, Son semejantes AABC y ADEF?
@ E MN 4 1 1 1
P08 2 QR ~3=7 F-T" z}:”MNO APQR
c . . - .
@ Investigue si los trlangulos son semejantes.
a)

B D E

4A =4D, 4B =4Ey4C = 4F
Por lo tanto, AABC ~ ADEF.

(©) criterio LLL
Dos triangulos son semejantes si tienen
lados correspondientes proporcionales.
AB BC AC

DE-EF _DF = AABC~ADEF

12cm 15 em
4cm& 26m 2,5cm

E3cmF N

A3cmB 9cm D
AB 3 1 BC 5 1 AC 4 1HLLL
3)E5=5-3 DF 153 ﬁ=ﬁ=§}=>MBC~AEDF
DE 2 1 EF 3 1 DF 25 1)LLL
—_—— e, e —=—= - —_———=— = ~
b) MN 4 2 NO 6 2 MO 5 2} ADEF~AMNO



Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado (LAL)

Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Contenido 4: Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado (LAL)

P

transportador, que cumpla:

1. DE=2AB

2. 4D=4A

3. DF=2AC

¢ Son semejantes AABC y ADEF?

Dado el triangulo de la figura de la derecha, construya un ADEF, haciendo uso de regla, compas y

C

N

A

B

La construccion del ADEF es posible con los siguientes pasos:

1. Se traﬁﬁ de longitud DE=2AB sobre la linea en la que
esta AB. .
2. Se traza una recta paralelaa AC que pase por el punto D. ¢
3. Se traza un arco de radio 2AC y centro D.
4. Se etiqueta con F el punto donde se intersecan la recta y el
arco 2.y 3. A B D
5. Se une el punto F con el punto E y se forma el ADEF.
Se observa en la figura que EF=2BC, entonces AABC~ADEF.

Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado (LAL)

Dos tridngulos son semejantes si tienen dos pares de lados correspondientes proporcionales y los

angulos incluidos entre ellos de igual medida. En simbolos: .

.| AB _ AC ' entonces ABAC~AEDF c
Si{ DE ~ DF
ZA= 2 A B

Investigue si los triangulos de la derecha

D E
. F
Ejemlp lo son semejantes.
C 4 cm
2cm
/50\A 50°
A 4cm B E 8cm D
AB_4_1 B 2 _1
Como F§ =g =7, % =74 =7 y4B=4D=50° entonces AABC~AEDF (por LAL).

2. En caso de ser semejantes escriba la semejanza entre ellos utilizando el simbolo ~.

a) £ 6 cm E b) Y
C {0 6cm
“’"
N A
A 3cm B K
D

1. Investigue si la pareja de triangulos dada en cada inciso son semejantes, justifique su respuesta.

NA
4 cm
6cm
M
o

9cm L

C4: Criterio de semejanza Lado-Angulo-Lado (LAL)

Aprendizajes esperados
Determina si dos triangulos dados son

semejantes aplicando el criterio de
semejanza LAL.
= Secuencia:
En clases anteriores los estudiantes

aprendieron los criterios de semejanza AA y
LLL.

En esta clase se estudia un tercer criterio de
semejanza. Este es el criterio de semejanza
Lado-Angulo -Lado (LAL).

= Puntos esenciales:

Resaltar que lo que se quiere construir es un
triangulo que tenga dos lados proporcionales
a sus correspondientes en el otro triangulo,
y el angulo entre ellos de igual medida a su
correspondiente en el triangulo dado.

Identificar que el objetivo de trazar la paralela,
es formar angulos correspondientes entre
paralelas de igual medida. Asimismo el objetivo
de trazar el arco es formar un lado proporcional
a un lado del otro triangulo.

Explicar en qué consiste LAL, y recordar que se
cuide el orden en que se escriben los vértices
de los tridngulos al establecer la semejanza.

@ Construya un ADEF, tal que: Investigue si los triangulos son F
a)DE = 2AB b)4D =4A c)DF = 2AC semejantes. . vem
¢ Son semejantes AABC y ADEF? 2em
50° 50°
A 4 cm B E 8cm D
AB 4 1 BC 1 ,) LAL
553 DF-i°3 AB—AD—50}=>AABC~AEDF

iEseEdiate
N LN

DE =2AB DF =2AC EF =2BC
Por LLL, AABC ~ ADEF.

Criterio LAL

Dos triangulos son semejantes si tienen dos
pares de lados correspondientes
proporcionales y los angulos incluidos entre
ellos de igual medida.

AB AC

DE ﬁ} = ABAC ~ AEDF

4A =4D

b)

@ Investigue si los triangulos son semejantes.

F 6 cm E b) NA
J 4 cm
y\ 6cm
M
45° o)
D K 9cm L
3 1 BC 2 LAL
2o ZZ_Z_Z 4B =4F = 40°| > AABC~AEFD
6 2 FD 4 ab=4 }
0.3 K8 3 ik an-= 45°}"§'ALK AONM
6 2 NM 4 T J



Unidad 5: Semejanza

Demostracion de la semejanza de triAngulos utilizando AA

Aprendizajes esperados

Demuestra que dos triangulos son
semejantes utilizando AA.

= Secuencia:

En esta seccion se ha estudiado la semejanza
entre triangulos y tres criterios para establecer
tal relacion.

En esta clase se aplica el criterio de semejanza
AA, para demostrar que dos triangulos son
semejantes.

= Puntos esenciales:

Recordar:

v" En qué consiste el criterio de semejanza
AA.

¥v" Como son las medidas de angulos
opuestos por el vértice, y alternos internos
entre paralelas.

Seccidn 1: Criterios de semejanza de triangulos

Contenido 6: Demostracion de la semejanza de tridangulos utilizando AA

alt. int.: angulos

Ejemp/a En la figura, AD Il BC, demuestre usando el criterio de semejanza D
AA que AAED~ACEB.
Pasos Justificacion
1) AD llBC Hipdtesis (Suposicion o dato)

2) 4DAE=34BCE
3) 4AED=5CEB
4) AAED~ACEB

alternos internos.
Por ser alt. int. y paso 1)
Por ser opuestos por el vértice

Por el criterio de semejanza AA en pasos 2) y 3)

Se concluye entonces que si AD [l BC y AC es transversal, entonces AAED~ACEB.

1. Enla figura, si AB || DE, entonces AACB~ADCE.

a) lIdentifique la hipotesis y la tesis.
b) Complete la demostracion.

Pasos Justificacion
n[_ ] Hipotesis D
2) sA=[____ | Por ser correspondientes y paso 1)
3) 4C=4C [ ]
4 :] ~ :] Por el criterio de semejanza AA en A

pasos 2)y 3)

2. Enlafigura, siAaTPQ=4TSP =4Q=290°, entonces APST~ARQP.

Identificar la hipétesis y la tesis en el enunciado i o _ T
del problema y de los ejercicios. D Comtcte s o
Pasos Justificacion
Utilizar la figura como recurso auxiliar para Y .
identificar cada afirmacion. D Hipotosis . g
3) 4TPS+4SPQ=90° l l
Sefialar la importancia del orden en que 4) 4SPQ+4PRQ=90° l l
se escriben los vértices de los tridngulos al 5) 4TPS+4SPQ=45PQ+4PRQ Porlos pasos 3) y 4)
establecer la semejanza. 6) #TPS=5PRQ — I
:] ~ :] Por el criterio de semejanza AA
7 eza.sosﬂye)
C6: Demostracion de la semejanza de
triangulos utilizando AA Pasos Justificacion
i AD || BC D — = o
En la figura, AD |l BC. 1. 4B | DE Hipotesis
Demuestre que N c 2. 4A= 4D Por ser correspondientes y paso 1
AED~ACEB.  ipotesis 3. 4C =4C £C_es comln en AACB y ADCE
4. AMACB ~ ADCE AAenpasos2y3
A 2.Si 4TPQ = 45 = 4Q = 90°, T
Pasos Justificacion entonces APST~ARQP.
I Hipotesis: 4TPQ = 45 = 4Q = 90°
1. AD || BC Hipotesis . -
2. 4DAE = ABCE Por ser alt. int. y paso 1 Tesis: APST~ARQP
3. 4AED = ACEB Por ser opuestos por el vértice 3
4. AMAED~ACEB AAenpasos2y3 S
Pasos Justificacion
_ 1. 45 =4Q =90° Hipotesis
@ 1. Si AB || DE, entonces AACB~ADCE. 2. 4TPQ =90° Hipotesis
Hipotesis: 4B || DE 3. 4TPS + 45PQ = 90° Suma ge anqulo§ y paso 2
. E 4. 4SPQ + 4PRQ = 90° Prop. ang. int. triang.
B = 4SPQ + 4PRQ
6. ATPS = 4PRQ Cancelando 45PQ en 5
7. APST ~ ARQP AA en pasos 1y 6




Seccion 1: Criterios de semejanza de triangulos

Demostracion de la semejanza de triangulos utilizando LLL

Unidad 5: Semejanza

Contenido 7: Demostracion de la semejanza de triangulos utilizando LLL

P ( Demuestre: si los AABC y ADEF son equilateros, entonces AABC~ADEF.

Aprendizajes esperados

Demuestra que dos
semejantes utilizando LLL.

triangulos  son

S

Pasos

Justificacion

1) AABCy ADEF son equilateros

2) AB=BC=AC
DE=EF=DF

AB _ BC _ AC

%) DE T EF ~ DF
4) AABC~ADEF

Hipétesis
Definicién de triangulo equilatero

Paso 2)

Por el criterio de semejanza LLL en paso 3)

Dos triangulos equilateros son semejantes entre si.

En la figura, si M y N son los puntos medios respectivos de AC y ﬁ

y MN = J-AB , entonces AABC~AMNC.

a) Escriba la hipdtesis y la tesis.

b) Llene los espacios en la tabla de abajo para completar la demostracion M

de la proposicion anterior.

Justificacion

4) NC = JBC

5) MC = JAC

6 MN _NC _MC
) 'AB ~ BC ~ AC

7) AABC~AMNC

Hipotesis
Hipdtesis
Hipdtesis

o2

C7: Demostracion de la semejanza de
triangulos utilizando LLL
Si AABC y ADEF son equilateros,
demuestre que AABC~ADEF.

C

A BD

Pasos

®

F

i E

Justificacion

1. AABC y ADEF
son equilateros

2. AB=BC=AC
DE = EF = DF

4. AABC~ADEF

Hipétesis

Def. de triangulo equilatero

Paso 2

LLL en paso 3

= Secuencia:

Enla clase anterior los estudiantes demostraron
semejanza entre triangulos, utilizando el criterio
AA.

En esta clase se aplica el criterio de semejanza
LLL, para seguir demostrando semejanza
entre triangulos.

= Puntos esenciales:
Recordar en qué consiste el criterio de
semejanza LLL.

Identificar la hipétesis y la tesis en el enunciado
del problema y de los ejercicios.

Utilizar la figura como recurso auxiliar para
identificar cada afirmacion.

Sefalar la importancia del orden en que
se escriben los vértices de los tridngulos al
establecer la semejanza.

Destacar que dos triangulos equilateros
cualesquiera son semejantes entre si.

@ Dos triangulos equilateros son semejantes entre

®

Sl.

Hipotesis: M punto medio de AC ¢

N punto medio de BC

MN = %AB M N
Tesis: AABC~AMNC
A B
Pasos Justificacion
1. nto medi AC Hipotesis
2. N punto medio de BC Hipotesis
3. MN =148 Hipotesis
4. NC=1BC Paso 2
5. MC = %AC Paso 1
MN NC MC
6. —=—=— Pasos 3,4y 5

AB ~ BC AC
7. AABC~AMNC

LLL en paso 6



Unidad 5: Semejanza

)
=
=
2
Q9
O

Aprendizajes esperados

Demostracion de la semejanza de triangulos utilizando LAL

Seccidn 1: Criterios de semejanza de triangulos

Demuestra que dos triangulos son Contenido 8: Demostracion de la semejanza de triangulos utilizando LAL
semejantes utilizando LAL. s
) P En la figura, si é% = % entonces AAEB~ACED. A B A
. Complete la demostracion.
= Secuencia: i 4
. . P Justificacio
Enla clase anterior se demostraron semejanzas bk eeacen
entre triangulos, utilizando el criterio LLL. 1y E=BE Hipotesis
2) 4AEB=4CED [ D C
En esta clase se aplica el criterio de semejanza »y [~ LAL en pasos 1)y 2)
LAL, para seguir demostrando semejanza L )
entre triangulos. S
- Puntos esenCialeS' Pasos Justificacion
Recordar: 1) AE-BE Hipdtesis
¥" En qué consiste el criterio de semejanza 2) 4AEB=4CED [Por ser opuestos por el vértice
LAL. 3) ~[ACED| LAL en pasos 1) y 2)
v" Qué angulos opuestos por el vértice tienen C

Si AAEB y ACED tienen los lados AE y BE proporcionales a CE y DE respectivamente y el
vértice comun E, entonces ellos son semejantes.

la misma medida.

Identificar la hipétesis y la tesis en el enunciado Si en los triangulos de la figura, AC=BC, DF =EF c F
de| problema y de |OS ejercicios. y 4C = 4F, demuestre entonces que AACB~ADFE.

a) Escriba la hipotesis y la tesis.

- . . b) Complete la demostracion. D E
Utilizar la figura como recurso auxiliar para
identificar cada afirmacion. A B
Pasos Justificacion
Sefialar la importancia del orden en que v ] Hipétesis
se escriben los vértices de los triangulos al 2) DF =EF [ |
establecer la semejanza. 3 AC _BC | |
DF EF
o[ 1=["1 Hipotesis
5) [ |~aDFE Por el criterio de semejanza

LAL en pasos 3) y 4)

C8: Demostracién de semejanza de

triangulos utilizando LAL @ ¢ F
Hipotesis DﬁE

. AE BE
Si —=—, € A B
CE DE
entonces AAEB~ACED.
Complete la demostracién.  © C
a) Hipdtesis: AC=BC DF =EF 4C = 4F
e Tesis: AACB~ADFE
Pasos Justificacion
b) Pasos Justificacion
1 AE BE Hipotesis
" EC  ED _ T
2. 4AEB = 4CED Son opuestos por el vértice 1. AC=BC Hipotesis
3. AAEB ~ ACED LAL en pasos 1y 2 2. DF = EF Hipotesis
3. EZE Pasos 1y 2
@ Leer en el libro de texto. DF  EF
4C = 4F Hipdtesis
5. AACB ~ ADFE LAL enpasos 3y 4

LT 103




Semejanza de triangulos rectangulos

Unidad 5: Semejanza

Seccion 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Contenido 1: Semejanza de triangulos rectangulos

Seccidn 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Aprendizajes esperados

Establece cuando dos triangulos
rectangulos son semejantes.

s
P Investigue si los tridngulos rectangulos dados son semejantes:
D

60°, 60°

\§

= Secuencia:

Enla primera seccion se estudiaron tres criterios
para saber si dos triangulos son semejantes.
Pero, iexistira una manera mas sencilla,
para saber si dos triangulos rectangulos son
semejantes?

En esta clase se estudian tres criterios

AABC y ADEF tienen dos pares de angulos con la misma medida,
4C=4F=90° y 4£B=4E=60".
Por lo tanto, por AA, AABC~ ADEF.

Por tanto, dos tridangulos rectangulos con un angulo de 60° cada uno son semejantes.

de semejanza de ftriangulos rectangulos,
consecuencias de los criterios estudiados
anteriormente.

= Puntos esenciales:

Dos triangulos rectangulos son semejantes si:
v Al menos un par de angulos agudos tienen igual medida. (Ver figura 1)
v’ Sus catetos son proporcionales (LAL). (Ver figura 2)

v/ Las hipotenusas y un par de catetos son proporcionales (LAL). (Ver figura 3)

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Destacar que dos triangulos rectangulos son

semejantes, si:

v" Dos angulos agudos correspondientes
tienen la misma medida.

v" Los catetos correspondientes  son
proporcionales.

v' Las  hipotenusas y dos catetos
correspondiente son proporcionales.

C B F E
4B=4E

B

NN

o>
'n‘ ¢

~ EF DE —

E Aclarar que estos criterios son consecuencia
de los criterios estudiados anteriormente.

Sefalar la importancia del orden en que
se escriben los vértices de los triangulos al

o

S2: Semejanza de triangulos rectangulos y
paralelismo
C1: Semejanza de triangulos rectangulos

Investigue si los triangulos rectangulos son
semejantes. D

60° 60°

@ 4C = 4F—90°

4B = 4F =
Por AA, AABC ~ ADEF

@ Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen:

» Un par de angulos agudos de igual medida.
* Los catetos proporcionales.

» Las hipotenusas y un par de catetos proporcionales.

establecer la semejanza.

@ Investigue si los triangulos son semejantes.

a) .

10 cm

C 3cmB F 6ecm E C 3c¢cm B F 6cm E

AC BC 1

a) — DF ﬁ—zﬂAABC~ADEF
AB BC 1

b) DE_EF 2 = AABC ~ ADEF

@ a) 4A = 4D = 37° = AACB ~ ADFE

AC CB 1
CA AB 1



Unidad 5: Semejanza
Teorema del cateto

Aprendizajes esperados

Aplica el teorema del cateto en el calculo de
las longitudes de los catetos de un triangulo

Unidad 5: Semejanza

Contenido 2: Teorema del cateto

recténgulo. P Complete la siguiente demostracion para asegurar que: c
] si CIZ').es la altura} correspondiente a la hipotenusa AB
" Secuencia: | » e o rees
En la clase anterior se estudiaron tres criterios y en consecuencia
para saber si dos triangulos rectangulos son AC?= (AD)(AB)
semejantes. BC" = (BD)AB) . i ¢
wastma:éw
En e’sta Clase se demuestra que enun trila'ngulo Ekéé’eass‘iu;u:rig:gjigudo y comun para los triangulos rectangulos AACD y
rectangulo el cu_adrado de un cateto es Ig,ual al Similarmente, el 2B es angulo agudo y comun para los tridngulos rectangulos
producto de la hipotenusa por la proyeccién del AABC y ACBD, porlotanto AABC~____
cateto sobre la misma. A esta afirmacion se le Ao
conoce como teorema del cateto. Por definicién de semefanza en @, 4 = [ ®
= Puntos esenciales: de donde, AC*=(__J(__) ®
Identificar la hipdtesis y la tesis del enunciado Por definicion de semejanza en @, B@ = % ®
del problema. de donde, BC*=(_)(__) ®
S
Indicar que la altura correspondiente a la @ AACD~AABC @ AC*= (AD) (AB)
hi_potenusa de un _triéngulo rectépgulo divide al @ AABC~ACED 5 BD _BC
triangulo en dos tridangulos semejantes entre si BC —BA
. L . @ AD _ AC ® BC*= (BD) (AB)
y semejantes al triangulo dado. AC ~ AB
Sefalar la importancia del orden en que C
. - L, Teorema del cateto c
se escriben los vértices de los triangulos al s 55 . A —
. i CD es la altura correspondiente a la hipotenusa AB
establecer la semejanza. del tridngulo rectangulo ABC, entonces
AACD~AABC y AABC~ACBD
Explicar cdmo se aplica la definicién de Y en consecuendia
. . AC?= (AD)(AB) A D B
semejanza en la demostracion. BC?= (BD)(BA).
Expresar verbalmente lo que garantiza el
teorema del cateto. o2
C2: Teorema del cateto
Si CD es la altura correspondiente @ Calcule el valorde by a. c
a AB. Demuestre 5 )
AACD ~ AABCYy &‘ AC=b,CB=a,AD =4,DB =9 N
AABC ~ ACBD /= B AB=4+9=13
AC? = (AD)(4B) Por el teorema del cateto: A 4cm D 9cm
BC? = (BD)(AB) b? = (4)(13) = 52 b =./(2%)(13) = 2vV13
@ El 24 es com(n, A ACD ~ A ABC. ® a? = (9)(13) = 117 a=4(3%(3) =3v13
El 2B es comun, AABC ~ A CBD. @ @ .
i AD _ ©)
Por def. de semejanza en (D, ac ;
AC? = (AD)(AB) @ y
Por def. de semejanza en (2, % = ®
A3cmD 27 B
BC? = (BD)(AB) ® - o
— . AC =b,CB =a,AD =3,DB =27, AB=3+27 =30
Si CD es la altura correspondiente a la
. — Por el teorema del cateto:
hipotenusa AB, entonces A ACD ~ A ABC
y A ABC ~ ACBD. Ademas b* = (3)(30) =90 b =4/(3%)(10) = 3V10
AC? = (AD)(AB) a? = (27)(30) = 810 a =/(92)(10) = 9V10

BC? = (BD)(4B)



Seccidn 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Teorema de la altura

Unidad 5: Semejanza

Contenido 3: Teorema de la altura

P Complete la siguiente demostracion para asegurar que:
si CDes la altura correspondiente a la hipotenusa
AB del triangulo rectangulo ABC, entonces

AACD~ACBD

y en consecuencia

A D B
CD?=(AD)(BD)
D@mojtrowr:éw
Si CD es la altura correspondiente a la hipotenusa AB del triangulo rectangulo ABC, entonces
AACD~ ®
AABC~ )
por® y @, AACD~ACBD. Luego, por definicion de semejanza.
AD _ []
CDh [ ®
de donde,
coz=(__ () @

Las respuestas enumeradas a continuacion llenan los espacios en blanco que completan la
demostracion.
@) AACD~AABC
2) AABC~ACBD
AD _ CD
® ¢b = 8d

@ cD*=(AD) (8D)

Teorema de la altura c

Si CD es la altura correspondiente a la hipotenusa
AB del triangulo rectangulo ABC, entonces

AACD~ACBD

y en consecuencia

Aprendizajes esperados
Aplica el teorema de la altura en el calculo
de la altura de un triangulo rectangulo o de la
longitud de su proyeccioén sobre la hipotenusa.

= Secuencia:
En la clase anterior se demostro el teorema del
cateto.

En esta clase se demuestra que en un
triangulo rectangulo el cuadrado de la altura
correspondiente a la hipotenusa es igual
al producto de las dos proyecciones de los
catetos sobre la misma. A esta afirmacion se le
conoce como teorema de la altura.

= Puntos esenciales:
Identificar la hipdtesis y la tesis del enunciado
del problema.

Recordar que la altura correspondiente a la
hipotenusa de un triangulo rectangulo divide al
triangulo en dos triangulos semejantes entre si
y semejantes al triangulo dado.

Aplicar la definicion de semejanza, y demostrar
que los triangulos rectangulos pequefios tienen
dos angulos agudos con la misma medida, es
decir son semejantes.

Indicar que de la semejanza de dichos
triangulos se deduce la tesis.

CD?= (AD)(BD). A ° .
03 Expresar verbalmente lo que garantiza el
teorema de la altura.
C3: Teorema de la altura
CD altura correspondiente a ¢ @ Determine el valor de h.
AB. Demuestre: CD=h AD = 4.DB =9
AACD ~ACBDy h? = (4)(9) =36
2
CD? = (AD)(BD) 4 e h=JeZ=6
@AACD~AABC @ Comoh>0, h=6cm " 4m P 9 cm B
AABC ~ ACBD @
@ Determine el valor de hy x. c

Por 'y @, AACD ~ACBD

CD =h,AD = 8,BD = 16
AD _ CD ® Por el teorema de la altura:
CDZ BD @ h2 = (8)(16) = 128
CD* = (AD)(BD) h = (82)(2)=8\/§ Ag8gem-D ~--16ecm— -~ B
Si CD es la altura correspondiente a la AK =15,CK =5, BK = x
hipotenusa AB del triangulo rectangulo ABC Por el teorema de la altura:
entonces: % 152 — £y

e AACD ~ACBD
« CD? = (AD)(BD)

>
o)
ey

x =225+5 =45




Unidad 5: Semejanza

Rectas paralelas y segmentos proporcionales (1)

Aprendizajes esperados
Establece que cualquier recta que corta a dos
lados de un triangulo y es paralela al tercer lado
determina un triangulo semejante al triangulo dado.

= Secuencia:
En la clase anterior se demostro el teorema de
la altura.

En esta clase se demuestra que un segmento
que corta a dos lados de un ftriangulo y es
paralelo al tercero, forma un triangulo cuyos
lados son proporcionales a los lados del
triangulo dado.

= Puntos esenciales:
Utilizar la figura como un recurso auxiliar para

identificar cada afirmacion.

Recordar que angulos correspondientes entre
paralelas, tienen la misma medida.

Identificar cuando dos angulos son iguales.

Explicar como aplicar esta propiedad en la
solucioén de ejercicios.

Respetar la semejanza entre dos triangulos al
establecer la proporcionalidad entre sus lados.

Unidad 5: Semejanza

Contenido 4: Rectas paralelas y segmentos proporcionales (1)

P Complete la siguiente demostracion para asegurar que: A
sienel AABC, DE |l BC, Destaentre Ay B, y E estaentre Ay C, D £
AD _ AE _ DE
entonces AB — AC — BC" 8 c

’Demostraa:ém

DadoqueDE |l BC, yAB esunsegmento transversal a estos, por ser angulos correspondientes
entre paralelas,

4ADE = ©)
Ademas,
D E
£DAE= @
Luego, por el criterio de semejanza AA 5 c

AADE~ ®

En consecuencia, por (3), la proporcionalidad entre los lados correspondientes es

L]
%:D:% @

1 4ADE=4ABC
@ 4DAE=4#BAC
3 AADE ~ AABC

AD AE _
® ~AC ~ BC

Sien el AABC, D esta entre Ay B, E esta entre Ay C, y DE Il BC,
entonces

AD _ AE _ DE
AB — AC ~ BC

12

C4: Rectas paralelas y segmentos proporcionales (1)

@ En la figura DE |l BC. A @ Si DE || BC, encuentre AE.
Demuestre 3 _AE
AD _ AE _ DE D 5 10
AB~ AC BC 5AE = (3)(10)
B R c AE = % =6
(©) Por DE I BC, 4 ADE = £ ABC Si DE Il BC, calcule: A
a
4DAE = 4BAC lx .
Por el criterio AA, AADE ~ A ABC 69
Por la semejanza anterior, 6x = (4)(9)
AD _ AE _ DE x = 6(cm)
AB ~ AC ~ BC
@Dd | AABC, si DE | BC, U=
ado e Si
AD _AE _DE E = f—z 2>x= —(2)(12) =4 (cm)
entonces 2%
6 vy




Seccidn 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Rectas paralelas y segmentos proporcionales (2)

Unidad 5: Semejanza

Contenido 5: Rectas paralelas y segmentos proporcionales (2)

P Complete la siguiente demostracion para asegurar que:
enel AABC, si DE Il BC, D esta entre Ay B

y E esta entre Ay C, entonces
AD _ AE D E
DB ~ EC"
B c
Dmoﬁ:ra,c{éw

Se traza una recta paralela a AB que pase por E y corte a BC en F.

Como DE Il BC yAC es un segmento transversal a estos, por ser angulos correspondientes
entre paralelas, A

4AED= ®

De igual manera, como EF Il AB

4FEC= @ D > E
Luego, por el criterio de semejanza AA /Q\\

AADE~ ® B F [
En consecuencia, por la semejanza anterior
ap L]
EF =5 ®
Como el cuadrilatero DBFE es un paralelogramo, entonces EF =DB. Asi que, se concluye que
AD _ AE
[]-EC ©
4 AED = 4ECF

4FEC=4%A

AD _ AE
EF ~ EC

AD _ AE

®
@
(® AADE~AEFC
@
® bB=Ec

C

E_nel %BC, siD estaentre Ay B, E estaentre Ay C, y
DE Il BC, entonces,

AD _ AE

DB ~ EC

Es decir, AD y DB son proporcionales a AE y EC respectivamente.

2

C5: Rectas paralelas y segmentos

Aprendizajes esperados
Establece que cualquier recta que corta a dos
lados de un triangulo y es paralela al tercer
lado determina segmentos proporcionales.

= Secuencia:
En la clase anterior se demostrdé que un
segmento que corta a dos lados de un triangulo
y es paralelo al tercero, forma un triangulo
cuyos lados son proporcionales a los lados del
triangulo dado.

En esta clase se demuestra que un segmento
que corta a dos lados de un triangulo y
es paralelo al tercero, los divide en cuatro
segmentos que son proporcionales.

= Puntos esenciales:
Aclarar que el objetivo de trazar EF es formar
un triangulo semejante al AADE.

Utilizar la figura como un recurso auxiliar para
identificar cada afirmacion.

Recordar que angulos correspondientes entre
paralelas, tienen la misma medida.

Explicar como aplicar esta propiedad en la
soluciéon de ejercicios, y resaltar la diferencia
con el resultado estudiado en la clase anterior.

Respetar la semejanza entre dos triangulos al
establecer la proporcionalidad entre sus lados.

proporcionales (2) @ Dado el A ABC, si DE || BC,
DE I BC A AE
@ En la figura DE |l BC. entonces — = 2=
Demuestre LI Ls
Q _ E D E Es decir, ADy DB son
DB EC y y . proporcionales a AE yEC. B " o]
Traza EF paralelo a AB, y forma el @ Si DE || BC, calcule x.
paralelogramo BDEF 5 10
Como DE || BC, 4 AED = 4ECF 0 3" x
e _ (3o _
Como EF || AB, 4 FEC = 4 A ©) x="—"—"=6(cm)
Por el criterio AA, A ADE ~ A EFC ® a) Calculs x
Por la semejanza anterior 6 15
AD  AE 1 x
- @ 4 x
EF  EC (@)(15) i
=-—=10 (cm) 4cu/
Como BDEF es un paralelogramo, EF = DB 6 :
AD _ AE ®

DB~ EC



Unldad 5: Semejanza

6 Rectas paralelas y segmentos proporcionales (3)

Aprendizajes esperados

Demuestra que si una recta corta a dos lados de
un triangulo y determina segmentos proporcionales,

Unidad 5: Semejanza

Contenido 6: Rectas paralelas y segmentos proporcionales (3)

entonces esta es para|e|a a| tercer |ad0 P Complete los pasos de la demostracién propuesta para asegurar la A
. siguiente afirmacion:
n SecuenCia' En el AABC de la figura, si se cumple que D E
et . AD _ AE
En la clase anterior se demostrdé que un B DB ~ EC ? ¢
e entonces .
segmento que corta a dos lados de un triangulo
y es paralelo al tercero, los divide en cuatro Demostracion
segmentos que son proporcionales Se traza en el AABC dado una recta paralela a AB que A
: pase por C. Esta corta a la recta DE en F, asi que
AADE~ 0}
En esta clase se demuestra que un segmento Por la semejanza anterior. D E__F
que corta a dos lados de un triangulo y los a0 [ ® / \/
divide en cuatro segmentos proporcionales, es S B c
aralelo al tercer lado. Por hipdtesis,
P ap L] ®
DB [
= Puntos esenciales: De @)y @ se sigue que
Aclarar que el objetivo de trazar C/* de esa %:I;I @
manera, es formar un triangulo semejante al -
AADE. En consecuencia, DB=__ ®
Como DB=CF y DB Il CF, el cuadrildtero DBCF es un paralelogramo.
Utilizar la figura como un recurso auxiliar para Asique DF Il BCy por lo tanto, |
identificar cada afirmacion. bEl— ®
- . S () 4ADE~ACFE ) %:%
Recordar que un cuadrilatero que tiene dos @ AD_ AE ® DB=CF
lados paralelos y con la misma medida es un i; f\E T
paralelogramo. C ® D =Ec ® DE I BC
. - . . , A
Explicar como aplicar la propiedad que aqui se Sien el AABC se cumple la proporcion g = £g -
demuestra en la solucidn de ejercicios. entonces
DE Il BC 5 S
Respetar la semejanza entre dos triangulos al 2 e
establecer la proporcionalidad entre sus lados. >
. A
C6: Rectas Paralelas y segmentos @ Dado el A ABC, si ﬁ gg’
proporclonales (3)
Yl S Yal D E
@ En la figura si 22 = A_E A entonces DE | BC.
DB EC’ £ >
5 1 DF D E F . -
Demuestre DE |l BC. 7 @ En la figura, ;es DE || BC?
T g AD_15_(9)(1)-2-3
Traza una recta paralela a AB que pasa por C, pB~ 3 \2/\3) "6 2
tal que F esta en DE AE _6_3
A ADE ~ A CFE (AA) ® EC 4 2
AD  AE Como 2= = ﬁ, entonces DE || BC
Amque,E—E @ . o .
AD _ 4E Determine si EF o FD es
Por hipdtesis, 7= = 7= ® paralelo a uno de los lados  *®¢™ gem
AD _ AD del A ABC. b £
4
Por@y ®, 75 = 7 @ 3cm N
B 4em F 6cm c
— 4 2 6 3 T —
Luego, DB = CF ® =3 175 EF no es paralelo a AB
DBCF es paralelogramo, asi que DE || BC
3.2 4_2 ppy7C
45 3 6 3
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Seccidn 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

Teorema de la base media

Aprendizajes esperados

Unidad 5: Semejanza
Contenido 7: Teorema de la base media Aplica el teorema de la base media en la
P Complete la siguiente demostracion para asegurar que si en el A reSO|UCién de ejerCiCiOS-

AABC, M y N son puntos medios de AB y AC respectivamente,

entonces [

» WNIBC M = Secuencia: . ’

b) MN=1BC En la clase anterior se demostro que un

2
B c segmento que corta a dos lados de un

Demostracion triangulo y los divide en cuatro segmentos

proporcionales, es paralelo al tercero.

a) Por ser M punto medio de AB y N punto medio de
E, se sigue que El punto medio de un segmento

| divid
) @ 22:';;;"”:‘;:;2: do Tl g En esta clase se demuestra que el segmento
" > medida. ‘é’ que corta a dos lados de un triangulo en sus
ne =[] " puntos medios respectivamente, es paralelo
de donde, = A al tercero y mide la mitad de este. A esta
MB T[] © afirmacion se le conoce como teorema de la
y N base media.
En consecuencia, MN I BC.
b) Como MN Il BC, entonces AAMN~ AABC, asi que u Puntos eser‘CialeS:
AM _ AN [ 1 @ 5 S Utilizar la figura como un recurso auxiliar para
AB AC ] 2 . ™ . .z
identificar cada afirmacion.
De MN _ 1 se tiene
BC 2
MN= 1 ® Identificar que el segmento que corta a los

puntos medios de dos lados de un triangulo,
los divide en cuatro segmentos proporcionales.
Esto significa que este segmento es paralelo al

Las soluciones completas de los numerales anteriores son:

) @ A=y b @ AM_AR_My_1 tercer lado.
@ AN _, ® MN=lBC ; :
NC 2 Explicar como se deduce que el segmento que
AM _ AN une los puntos medios mide la mitad del tercer
® MB ~NC lado.
7110 Exponer como se aplica esta propiedad en la

solucioén de ejercicios.

C7: Teorema de la base media
Teorema de la base media

@ En el AABC, M y N son puntos A Sienel AABC, M y N son puntos medios de AB y AC,
medios de AB y AC. « MN || BC
1

Demuestre: M \ * MN =3 BC

WIN | BC _1 _
a) MN Il BC' b) MN = ZBC 5 © M es punto mediode AB y N

AM de AC. Calcule x.
@a) Por AM = MB —=1 @ 1
! MB MN = > BC
AN
= _— = 1
Por AN NC NC 1 @ x = (E) (4_) — 2(cm)

AM AN 3

MB  NC

MN || BC
0) por N | BC, AAMN~AABC

[ AM _ AN _mN 1
Al U = ac  Bc 2 @ 1 1
1 @O a=Eo-som
Por @, MN = 5BC ®

y = 2(cm)
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Unidad 5: Semejanza

]/ Teorema de Tales

8
Aprendizajes esperados

Aplica el Teorema de Tales en la resolucion
de ejercicios.

= Secuencia:

En la clase anterior se demostr6 que el
segmento que une los puntos medios de dos
lados de un triangulo, es paralelo al tercer lado
y mide la mitad de su longitud.

En esta clase se demuestra que tres o0 mas
rectas paralelas cortadas por dos transversales,
determinan segmentos proporcionales. Este
es el llamado teorema de Tales.

= Puntos esenciales:
Aclarar que AF se traza de esa manera porque
se quieren formar dos paralelogramos, y aplicar
las propiedades demostradas en esta seccion
referentes a paralelismo.

Utilizar la figura como un recurso auxiliar para
identificar cada afirmacion.

Explicar como se aplica esta propiedad en la
solucion de ejercicios.

Respetar el orden en que se escriben las
medidas de los segmentos cuando se quiere
calcular una medida desconocida.

C8: Teorema de Tales

@ Si las rectas transversales ¥y s

cortan a tres rectas paralelas,

AB FG
demuestre — = —.
BC  GH

@ Se traza AE paralelo a FH que intersecte a

BGyCH en D y E respectivamente.

Unidad 5: Semejanza

Contenido 8: Teorema de Tales

P Complete la siguiente demostracion para concluir que:

Si las rectas transversales 7 y 5’ cortan a tres rectas
paralelas, como se muestra en la figura de la derecha,
entonces

Dwmtmak}w — —
Desde el punto A se traza el AE paralelo a FH
que intersecte a BG y CH en los puntos D y E
respectivamente.

Como BD Il CE en el AACE,

LJ ®
]

Ademas, los cuadrilateros ADGF y DEHG son
paralelogramos, entonces.

AB _
BC

AD = y DE= ®
Por lo tanto,
aB _ [
BC [ ®
® AB _ AD
BC ~ DE

@ AD=FG y DE=GH

AB _ FG
® BCc=6H

Teorema de Tales

Si tres 0 mas rectas paralelas son cortadas por dos
transversales, los segmentos de las transversales
determinados por las paralelas, son proporcionales. De
acuerdo con la figura de la derecha

AB _ FG
BC — GH
AD || BE || CF o g
Calcule DE. A D
B\, E
(2)DE = (3)(4) 2 Lr/nI N
12 SN i

DE = > =6 (cm) I \
@ a) Calcule DE ._,/ g
D

-
ADGF y DEHG son paralelogramos 6 _DE A
2 3 ’
PN 7 AB _ AD 6 cm
Como BD Il CE, 3; =4 ® (2)DE = (6)(3) B, \E_
ADGF y DEHG son paral., AD=FG yDE =GH pE-18_g (em) 2 gt P
T2 |
Por lo tanto, 48 = £G ©) 2 A
BC ~ GH - -
b) Calcule BC y GH. X,
Tres 0 mas rectas paralelas cortadas por dos (12 3o I 7 om
. 3 I
transversales, determinan segmentos B3_C = % = BC = ( )i ) _ 9 (cm) 2 Ty
proporcionales. B FC c/ \.‘G
BC GH gzﬁ: GH=—9 = 8(Cm) D\/ \Q
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Aplicacion de semejanza

Unidad 5: Semejanza

Contenido 9: Aplicacion de semejanza

Seccidn 2: Semejanza de triangulos rectangulos y paralelismo

P

Una sefial de transito de 2 metros de altura
proyecta una sombra de 10 metros, al
mismo tiempo una pared de un edificio que
se encuentra en linea recta con esta sefial
proyecta una sombra de 80 metros. Calcule la
altura de la pared.

X m

70m

10m B

De acuerdo con la situacion, AADE~AABC, asi que

10 _ 80

2 x
10x = (2)(80)

_ 160
=10

x=16

Por lo tanto, la altura de la pared es de 16 m.

a) Calcule la altura de un arbol que proyecta una
sombra de 12 metros en el momento en que otro
arbol que esta en linea recta con el anterior y mide
3 metros proyecta una sombra de 4 metros.

En la figura adjunta el mastil AC proyecta una
sombra de 20 m de largo, cuando la sombra
de un mastil similar sin bandera DE de 12 m
de alto proyecta una sombra de 16 m de largo.
Suponiendo que ambos mastiles son verticales
y que estan sobre el nivel del piso y ademas
AABC~ADBE. Encuentre la altura del mastil con
bandera.

b)

c) ¢Qué alturatiene el asta de la bandera de acuerdo

)

=

12m

D

m

e 20m -

Aprendizajes esperados

Resuelve situaciones concretas donde
se aplica la semejanza de triangulos
rectangulos.

= Secuencia:

En esta seccién se han estudiado tres criterios
para saber si dos triangulos rectangulos son
semejantes, el teorema del cateto y de la altura,
y algunas propiedades sobre paralelismo.

En esta clase se aplica la semejanza de
triangulos rectangulos, en la solucion de
situaciones.

= Puntos esenciales:

Hacer un gréfico que refleje la informacion
brindada en el problema, para determinar
aquellos triangulos que son semejantes.

Identificar cual es el valor desconocido en el
grafico.

Respetar el orden en que se escriben las
medidas de los lados cuando se calcule el
valor desconocido.

con informacion dada en la figura? 8m 12m
20
C9: Aplicacion de semejanza
b) Calcule la altura del mastil mas grande.
@ Leer en el libro de texto. Como AABC ~ ADBE, entonces:
C
@ AADE~AABC porque
16 20
4DAE = 4BAC. . — =—=16x=(12)(20) «x
10 80 E 12 «x
— =—= 10x = (2)(80) oM 240
2 x [ 210 m x = ——=15 A
160 Bl L PR 16
x=—5=16 ~8om Altura del mastil: 15 m
Altura de la pared: 16 m
@ a) Calcule la altura del arbol més 3. Calcule la altura del asta de bandera.
grande. ¢ AADE~AABC porque
AADE~AABC porque 4DAE = 4BAC. ¢
4DAE = 4BAE. ] .
4 12 3m 8 20 E
§:—:4x= (3)(12) —=—=8x=(6)(20) 6m
();)(12) S A ° 1xzo Ao
= A

Altura del arbol: 9 m

Altura del asta: 15m
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Prueba de Matematica 9no (30min) Fecha:
Unidad 5: Semejanza

Nombre: Seccion:
Sexo: M/ F .

/20
Seccion:

1. Complete los espacios en blanco considerando que AABC~ADEF
(2 puntosx4=8)

F
AC 1
DF [ 10 e
5 cm
DE = cm
% 3 om B D E
3A=4D, 4B = , =4F
2. A partir de la figura, calcule: (3 puntosx2=6)
C
a) Elvalor de h.
a
h
.
A dem D 9em B

b) El valor de a.



3. Enlafigura, siMy N son los puntos medios de AB y AC respectivamente,
calcule la longitud del lado MN. (3 puntos)

A

B

4 o1t

4. Enlafigura?y s cortan a las tres rectas paralelas. SiAB = 6 cm, BC =2 cmy
EF = 3 c¢m. Calcule la longitud de DE. (3 puntos)

Nombre







