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Estimados estudiantes:

Nos complace darles la bienvenida a un nuevo afio escolar y a una nueva oportunidad de
adquirir muchos conocimientos matematicos.

Como Ministerio de Educacion, Ciencia y Tecnologia (MINEDUCYT) a través del Proyecto de
Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en Educacién Bdsica y Educacidn Media
(ESMATE) hemos creado para ustedes diversos materiales educativos, uno de ellos es el Libro
de texto que tienen en sus manos.

Este libro contiene multiples problemas y actividades con los que podran desarrollar su
razonamiento y mejorar las capacidades matematicas que les seran muy utiles para resolver
situaciones de la vida diaria.

Por ello, les invitamos a abordar cada actividad que contiene este libro como un reto a vencer
y contamos con que pondran todo su esfuerzo y dedicacion para convertirse en ciudadanos
ejemplares que contribuyan al desarrollo de nuestro querido pais.

Carla Evelyn Hanania de Varela
Ministra de Educacion, Ciencia y Tecnologia

Ricardo Cardona Alvarenga
Viceministro de Educacién



Presentacion del libro

Partes de una clase

Problema inicial En el primer momento de cada clase, el estudiante debe pensar una solucidn
a partir de una situacién problematica la cual permite introducir el contenido
gue se va a desarrollar.

Solucién En este segundo momento, el texto propone una o varias formas de resolver el
problema planteado.

Conclusién En la Conclusidn se llega a la explicacidn del contenido. Aqui se relacionan el
Problema inicial y la Solucién para explicar con lenguaje matematico la finalidad
del contenido.

Ejemplo A veces es necesario presentar un problema adicional, que permita consolidar
el contenido de la clase.

’ .7 . . .
Problemas,w Es la seccion de problemas y ejercicios.

B Elicono de la calculadora indica los Gnicos ejercicios en donde es indispensable
utilizarla.

Informacion complementaria

En el libro se utilizan algunos elementos que facilitan el aprendizaje de los contenidos,
como presaberes, pistas, informacién adicional como historia de la matematica, esto se
representa con diferentes colores:

Informacion

Presaberes Pista .
adicional

Distribucion de las clases

El libro estd compuesto por 8 unidades didacticas, cada una formada por diferentes lecciones
y cada leccion esta compuesta por distintas clases. En la numeracion del titulo de cada clase, el
primer niumero indica la leccion y el segundo indica la clase. Por ejemplo, el titulo de la clase 8
de la leccion 1 de la unidad 1 de este libro se representa de la siguiente manera:

Indica el numero de leccion

1.8 El valor absoluto de un nimero real

Indica el nimero de clase

El nimero de la unidad aparece en una etiqueta verde en la parte lateral de las paginas —>
impares.

Ademas, al finalizar cada unidad siempre aparecen algunos problemas sobre todas
las tematicas abordadas, y en ocasiones, también se desarrollan algunas practicas en
GeoGebra, como recurso tecnoldgico de la matematica.
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Ndmeros Reales

Con la invencién de la agricultura (15000-10000 a. C.) la
humanidad tuvo que enfrentarse a la nocion de nimero,
gue surgiria al contar las cabezas de ganado o al distribuir
los distintos cultivos. Los pitagdricos atribuian un papel
especial al nUmero enteroy definieron el niUmero racional
como la razéon de las longitudes de dos segmentos
conmensurables (uno estd contenido un niumero entero
de veces en el otro). El descubrimiento de nimeros no
conmensurables dio origen a los numeros irracionales,
pero fue hasta el siglo XIX que el matematico francés , _

Louis Cauchy ofrecid la idea que un nimero irracional era Egﬁi”;gfgf';fa::iZi‘;rsish‘g”:s];’gji; ¢ df)"/;a
la aproximacioén de varias fracciones racionales. inconmensurabilidad de los segmentos.

Desde las primeras nociones hasta la formalizacion
matematica de los numeros reales en el siglo
XIX, este conjunto numérico ha significado una
herramienta indispensable para la comprension
y estudio de la naturaleza y la realidad, partiendo
de la continuidad que poseen fendmenos como
el tiempo o la materia, de modo que a partir del
El simbolo de “infinito” fue introducido por uso de los numeros reales se ha podido modelar
el matemdtico inglés John Wallis en el siglo matemadaticamente de manera mas certera el
XVIl, y es uno de los conceptos bdsicos para la . .
fundamentacion de los numeros reales. universo que rodea al ser humano, y a partir de
ello intentar describirlo y comprenderlo.

Con el desarrollo de esta unidad recordaras los conceptos de raiz cuadrada, numeros
reales, racionalizacion y valor absoluto. Conoceras el nimero Neperiano y el nimero
Aureo, por ultimo aprenderas acerca de la definicion de intervalo.



1.1 Operaciones con raices cuadradas (Repaso)

Problema inicial

Resuelve los siguientes ejercicios: Recuerda que:
L a) V6 x V10 b) V8 + V18 ) V12 75 d)Vig-yso L erheNex?
2355
Solucién 3.Na?b =ab
a) V6 xV10 b) V8 + 18
V6 xV10 =\6x 10 V8 18 = %
=V(2x3)x(2x5) =\/Z“
=2\3x5 =\/§
=2\15 = %
Por lo tanto, V6 x /10 = 2 V15. =%

Por lo tanto, 8 ++/1 =%.

c) V12 ++75 d) V18 /50

Se simplifican las raices cuadradas Se simplifican las raices cuadradas
V12 =+22x3 V18 =\2x 32

=2\3 =3\2
\75 =3x 52 V50 =2 x 52

=5V3 =52
se efectua la suma de términos semejantes: se efectua la resta de términos semejantes:
V12 +475 =2V3 +5V3 V18 —-\/50 =3V2-5V2

=73 =-2\2

Conclusién
Un ndmero b es raiz cuadrada de un nimero a si al elevar al cuadrado el t

numero b se obtiene el niUmero q, es decir b2 = a.
Si @ > 0, la raiz cuadrada no negativa de a se denota por Va.
e Al efectuar un producto o una division de raices se utilizan las propiedades:

Na xVb =\axb \/_\/% = \/% Para simplificar utiliza el he-
cho que Va?b = aVb.

Un numero positivo a tiene dos
raices cuadradas: Va y —Va.

Se realizan las operaciones indicadas y por ultimo se simplifica si es posible.

e Al efectuar una suma o una resta de raices se simplifican las raices cuadradas y luego se realiza la suma
o resta de términos semejantes.

*
Problemasu

Realiza las siguientes operaciones con raices cuadradas:

a)\21 x\14 b)\/EX\/E C)\/ﬂ+\/€ d)\/1_5+\lﬁ Realiza la descomposicion

prima, para evitar cdlculos

e) V40 +90 fVBo+va5s g V28-63 h)\32-V8  grandes



1.2 Operaciones combinadas con raices cuadradas (Repaso)

Problema inicial
Realiza las siguientes operaciones:

a)V2(V6 ++10) b) (V2 +15)(\'5 —\6)
Solucién
a)V2(V6 +v10) =v2 x6 +v2 x~10 Aplicando la propiedad distributiva,

=V2x6+V2x10

=V12 +V20 :' se puede hacer la descomposicidon prima de una sola vez,

=V22x3+22x5
= 2v/3 + 245,
Por lo tanto, V2 (V6 +10) = 243 + 2+5.

b) (2 +V15)(N5 —V6) =v2 x5 =2 x\/6 + V15 x5 —\15 x\/6  Efectuando el producto,

=V2x5-2V3 +5V3 —V32x5x2 realizando la
descomposicién prima,

=V10-2V3 +5V3 —3v10

=-2710 + 3V3.

Por lo tanto, (V2 +V15)(N5 —=\6) = —2V10 + 3V3.

Conclusién
En las operaciones combinadas con radicales se realizan los

. Recuerda la propiedad distributiva y los pro-
siguientes pasos:

ductos notables:
a(b+c)=ab+ac
1. Se efectian las multiplicaciones y divisiones. (@ +b)(c+d)=ac+ad +bc +bd

2. Se simplifican las raices cuadradas. (a+b)*=a’+2ab+b?
. . —h)=2—hH2
3. Se efectuan las sumas y restas de raices semejantes. (a+b)la-b)=a’-b

<
Problemasm

Efectua las siguientes operaciones:

a)V2 (V14 +45) b)V6 (V3 —8) ¢)V5 (4V10 + 7415)
d) (2-V18)(2 +V18) e) W2++3)? f) 8 —6)?

g) (V5+V12)(V10 +~24) h) N7 =V5)21 - V15) i) (V12 -4)6+9)



1.3 Racionalizacion con denominador \Ja

Problema inicial
Racionaliza el denominador y simplifica si es posible:

3 2
a) 5 b) %5
Solucién
3 _ 3 _+6 . . . ,
a)—==—=x—> Multiplicando y b) Simplificando la raiz cuadrada,
V6 V6 Ve dividiendo por Ve,
V20 =225
= 3xV6 observa que£= 1,
V66 G =25
=3ﬁ sustituyendo y racionalizando,
#, 2 _ 2
-Ye V20 25
2 _1. N8
Por lo tanto, 3 - %. V5N
6 _ 1 x,\/g
5
-5
o
2 _N5
Por lo tanto, R
Conclusién
Para racionalizar el denominador de % se realizan los siguientes pasos:
a

L NG Racionalizar una fraccién es en-
1. Se multiplica por: Vg contrar una fraccién equivalen-
te con denominador entero.

Sl
S
|

2. Se simplifica el resultado cuando sea posible:

*
Problemasv

1. Racionaliza el denominador y simplifica siempre que sea posible.

5 7 3 4
a) NS b) N1 c) Vis d) NG Revisa si se simplifica
antes de racionalizar.

e) & f Y6 g) Y12 h) Y15

V18 V12 V10 \N72

2. Racionaliza el denominador y determina cudles son iguales.

2 3 N5 35
a) == b) = )% T

N27 V3 N2 h) 3VZ

10



1.4 Racionalizacion con denominador binomio

Problema inicial

¢De qué manera podrias racionalizar el denominador?
2 b) 1
V5 +V2 V3-v2

a)

Solucién
Recordando el producto notable “Suma por diferencia de binomios”: (x + y)(x —y) = x> — y?

Se puede efectuar este producto para una suma por diferencia de dos raices cuadradas:

(\/E + \/F)(\/E - \/F) = (\/6)2 - (\/6)2 =a->0 [ El producto de una suma de raices cuadradas, de nimeros 1

racionales, por su diferencia es un nimero racional.

Ahora se aplicara esto a los ejercicios propuestos.

a) 2 ___ 2  N5-V2  multiplicandoy b)—1 = 1, N3+V2  multiplicandoy
V5+V2 V5+V2 V5-V2  dividiendo por una V3-V2 V3-V2 V3+V2  dividiendo por una
2 x (W5 =~7) resta de términos 1x (V3 +3) suma de términos
T (N5+V2)(V5-v2) T WV3-V2)(V3+V2)
_2x(N5-V2) _V3+\V2
T 52 - 3-2
_2x(\N5-V2) _N3+\2
- 3 ]
— 2\/5— 2\/5 = \/§ + \/5
—s
2 _N5-2\2 Por lo tanto, —+— =3 + 2.
Por lo tanto, N 3 . V3-vV2
Definicion

A la expresién Va — Vb se le denomina la conjugada de Va + Vb. La conjugada de una expresién de dos
términos se obtiene cambiando el signo del segundo término. Dos expresiones son conjugadas si una es la
conjugada de la otra.

Para racionalizar una fraccidn cuyo denominador sea suma o diferencia con raices cuadradas, se multiplica
y divide por la conjugada del denominador.

Ejemplo
Racionaliza el denominador AE]
N7 -2
\/7\/%2=\/7\/§2X£:§ la conjugada de \7 — 2 es\7 + 2,
_ V3 x (V7 +2)
(N7 -2)(N7 +2) efectuando el producto notable,
_V3x\7+V3x2 W7 -2)N7+2)=(7)2-(2)?=7-4=3,
3
= V2L+2V3 Por lo tanto, V3 =\/ﬁ+2\/§.
3 N7 -2 3

b
Problemasm

Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones:

62 ONT-v5  YNm+ve  YNii-vio YVB+ve  vis-vs 8/ N10+3 1-V7




1.5 Los numeros neperiano y aureo

Problema inicial
El nUmero neperiano e

Suvalor es 2.718281828459045... y puede aproxi-
marse mediante la expresién (1 + %) donde n es
un nimero natural muy grande.

A partir de lo anterior realiza lo siguiente:

1+5
2

Es la razon de las longitudes de dos segmentos
distintos a y b a través de la relacién: La suma de
las longitudes es al segmento mayor, como el seg-
mento mayor es al segmento menor.

El nimero aureo ¢ =

Algebraicamente, la proporcidn dada se escribe asi:

1. Observa que el valor numérico de la expresion lf a
anterior aumenta, si aumenta el valor de n. f i N oatb % =
B 2. Encuentra el valor numérico de la expresion ; E a
anterior con los valores n = 1000, n = 10000, = ~— ~
= 100000 atb
L n= : A partir de la proporcidn calcula ¢.
Solucién o ) , o -
’ -a*t6_a 5% _4,,0,2_ b_1
1. Se evaluan los valores con una calculadora. b= T cataT 1+ PR AT luego S
n 1 2 = - b=1+ ql), sustituyendo en la proporcién,
1 n
(1 + ;) 2 2.25 | 2.3703... | 2.4414... P?=1+d, multiplicando por ¢,
Al aumentar el valor de n aumenta el valor de la $?— ¢ —-1=0, transponiendo los términos del
expresion. miembro izquierdo.
Se aplica la férmula general de la ecuacidn
2. Se elabora una tabla con los valores dados. cuadraticapara a=1,b=-1yc=-1
n 1000 10000 100000 _—(-1) £V -4()(-1) 1205
1\ b= 2(1) S22
(1 + 5) 2.71692... | 2.71814... | 2.71826...
. ¢ es positivo, pues es la razon de longitudes.
Al tomar valores “muy grarjde.s. de n, se aproxi- Por lo tanto, ¢ = 1+v5 '
ma al valor de e dado al principio. 2
Conclusién

El nimero e es irracional, por lo que su valor exacto
solo es aproximable.

Leonard Euler, en Introductio in Analysin infinitorum de
1748, dio dos expresiones para aproximar el valor de e.
n
_lim(y4 L =|im(i+i+i+i+...+i)
€ M’( P R A VTR TR YR nl
J.L. Coolidge. (1950). The number e.

El nimero ¢ es irracional pues no puede escribirse
como el cociente de dos numeros enteros.

El nUmero aureo es una constante que aparece con fre-
cuencia en diversos campos de la naturaleza: crecimiento
de las hojas, esqueletos de los mamiferos, etc. Ademas,
tiene presencia en el arte y la musica, pues tal propor-
cién, se cree, tiene relacion con la percepcion de la armo-

nia y belleza.
Casans, A. (2001). Aspectos estéticos de la divina
proporcion.
>
Problemasm !
[ 1. Utilizando la expresion e =0 +F+E+%+ +%, con nunnumero naturalyn!=nx(n—-1)x--- x2x1,

aproxima el valor de e hasta n = 10.

2. En el pentagono regular ABCDE de lado 1 se han trazado todas las diagonales, realizaB lo siguiente:

a) Demuestra que AABC ~ ABFA.

b) Demuestra que ABCF es isdsceles.

c) Demuestra que FA = a — 1, donde a es la longitud de la diagonal AC. ¢ A

1
d) Demuestra que a = -1

12

e) Encuentra el valor de a.




Problema inicial
& 1. Dibuja la recta numérica y ubica los siguientes niumeros:

a3 b)-2 o= d-2  e-25 L4 gvs  hdé  )-1

2. Clasifica cada uno de los numeros anteriores como racional e irracional. En la recta numérica b esta a Ia
derecha de a siy solo si a < b.
——
Solucién L a b
1. Se utilizan los valores aproximados en decimales de los nimeros dados:
a)3=3 b)-2=-2 c) 2 =05 d)—% --18 e)-2.5=-25
f)1.4 g) V5 = 2.236... h) ¢ = 1.618... i) -1 j)T=3.141...

Antes de colocar los nimeros en la recta numérica, se ordenan de menor a mayor.

—2.5<—2<—%<—1<%<1.4<c|><\/§<3<n

-3 - -1 0 1 2 3
1k r e A
s [ -2 _T 1 14 ¢ V5 3
-2 1 2
a) 3 es racional b) —2 es racional c) %es racional d) —%es racional
5 . 7 . o o
e)-2.5=-3 esracional  f)1.4= <esracional g) V5 es irracional h) ¢ esirracional
i) —1 es racional j) T es irracional
Definicion )
El conjunto de los nimeros reales esta formado por ‘ NUmeros reales R .
los numeros racionales y los niumeros irracionales. o Racionales Q . Irracionales
- s 2 B

Enteros Z

El simbolo utilizado para representar el conjunto de 3 2 10

los nimeros reales es R. Vi1 -3 —5
- . . Naturales
La recta numérica es una representacién del conjun- N ® o o
to de los numeros reales: a cada numero real le co- 1,2,5,7,
rresponde un Unico punto en la recta y viceversa. _75 0.75
B 1. Ubica los siguientes niUmeros en la recta numérica.
a) % b) 1 c)-3 d)3
e)-< f)-05 g) 2.9 h) 0.15
7
-3 j)e k)2 )<

2. Determina a cuadles de los siguientes conjuntos: N, Z, Q pertenece cada niumero del problema 1 o si es
un numero irracional.



Problema inicial
f= Escribe como un nimero decimal los siguientes nimeros reales:

a)3 b) -2 03 d) 3 e) 2 )7 g)e h)

Solucién
a) 3.000..., es un numero decimal, su parte entera es 3 y su parte decimal es 0.000...

b) —2.000..., es un numero decimal, su parte entera es —2 y su parte decimal es 0.000...

3 .. 3 _ Ly 2 .. E_ L 2_1F
c) > se divide 5-3 +2=1.5. d) 3 5€e divide 3 =5+3=16.
e) T, se divide £=1+6=0.16. f)N7 = 2.645751...
g) e =2.7182818... h) T =3.141592...
Definicién

Los numeros decimales se utilizan para representar partes de la unidad, por lo que un nimero decimal se
escribe de la forma a.bcdefg... donde a es un nimero entero y los nimeros b, ¢, d, e, f, g... pueden ser
los nimeros 0,1, 2,3,4,5,6,7,8y09.

Al nimero a se le denomina la parte entera y al nimero 0.bcdefg... se le denomina parte decimal.

Asi, el conjunto de los numeros reales R esta formado por todos los nimeros decimales:
Numeros Reales R

Racionales Q Irracionales
Numeros decimales Numeros decimales
periddicos no perioddicos

Enteros Z

Numeros decimales
con parte decimal
0.0000...

b
L

Clasifica cada uno de los siguientes nimeros decimales como racional o irracional.

a) 0.125 b) 0.101001000100001... c)0
d) 5.75757575... e)-7.321 f) 1.221212121212121...
g)-10 h) 3.333333... i) 3.141592653589...

j) 4.12666666 k) 0.123456789101112... [) -0.61803398874989...



1.8 El valor absoluto de un niumero real

Problema inicial
Calcula el valor absoluto de los siguientes numeros:

2)2 b) -3 )7 d)-2
El valor absoluto de un nimero real es la distan-
Solucién cia de ese numero a cero en la recta numérica.
z'z“\ ,’——3_~‘\
/, \\ // \\
a)2 | { | Y | b) -3 i | | i |
I 1 I 1 I I I I I I
-1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1
2] =2 [-3| =3
- 'ﬁ" ~ - i - -
’ A Phe 4 SN
7 \ ,/ \\
) \N7=2.64.. ! a-3 / \
4 ! \
—t——+—%+ | ! : |
-1 0 1 2 T 3 _3 _1 _1 0
2.64... 4 2 4
‘_i .zi
N71=~7 4173
El valor absoluto de un numero positivo es el El valor absoluto de un nimero negativo es
mismo numero: igual a su nUmero opuesto:
12|=2 W71 =~7 |-3]=3 ._% =%

Observa que:
3 3
-(-3)=3 ===
(-3) y (4) 2

Definicion
Se observa que:

El valor absoluto de un nimero positivo es el mismo numero, es decir, si a > 0 entonces |a| = a.

El valor absoluto de cero es cero: |0|=0.

El valor absoluto de un nimero negativo es su nUmero opuesto: si a < 0 entonces |a|=—a > 0.

e Cada numero real determina un Unico valor absoluto, es decir, un nimero tiene un Unico valor absoluto.

El valor absoluto de un nimero real a se define de la

L . Recuerda que:
siguiente manera:
J _ V&2 =Vi6=4, V0?=V0=0 y V(5)2=V25=5
la| = a,sia=0 Por lo que, para todo nimero real a se cumple que:
= ) A2 =
-a,sia<0 a = lal

b
Problemasm

1. Encuentra el valor absoluto de los siguientes niumeros:
a)\6 b) % ¢)-0.11111 d) -153

e)e f)-¢ g0 h) -3

2.Sean ay b dos nimeros positivos, demuestra que: si @ = b entonces |a—b| =a - b.



Problema inicial

Escribe cdmo se lee y representa en la recta numérica las siguientes desigualdades:
a)5<x<8

by-1<x<4

e)x>8 flx <-4

o<x<?2
g)x<5

d-3<x<-1
h)x>-2

Soluci()n

a) 5 < x < 8, esta desigualdad se lee:

X mayor gue 5y menor o igual que 8.
Su representacion en la recta es:

5 no se incluye 8 si se incluye

\

c) 0 < x < 2, esta desigualdad se lee:

x mayor que 0 y menor que 2, por lo
que su representacion es:

e) x > 8, esta desigualdad se lee:
X mayor que 8.

Se representa de la siguiente manera:

no hay extremo

l
; : 3>
7 8 9 10 11

g) x <5, esta desigualdad se lee:
x menor o igual que 5.
<€ + + +

2 3 4

GE

Deﬁnicién

b) -1 < x < 4, esta desigualdad se lee:

X mayor o igual que =1 y menor o igual
que 4.

Esta desigualdad se representa asi:

d) -3 < x < -1, esta desigualdad se lee:
X mayor o igual que —3 y menor que -1,
por lo que su representacion es:

4 3 2 -1 0

f) x < -4, esta desigualdad se lee:
X menor que —4.

Se representa de la siguiente manera:

no hay extremo

-8 -7 -6 -5

-4
h) x > -2, esta desigualdad se lee:
X mayor o igual que -2.
: & + + »
-3 -2 -1 0 1

Un intervalo es una porcién de la recta numérica representado por una semirrecta o un segmento de recta.
Por ejemplo, los subconjuntos representados en el Problema inicial son intervalos: a), b), c) y d) son seg-

mentos, y e), f), g) y h) son semirrectas.

Retomando el Problema inicial, la notacién utilizada para representar un intervalo es:

a)5<x<8=1]5,8]

A los nimeros que aparecen en el intervalo se les lama extremos del intervalo.

b)-1<x<4=[-1,4] ¢ 0<x<2=]0,2|

d)-3<x<-1=[-3,-1]

Si el extremo del intervalo no se incluye, el corchete se escribe al revés : “]” al principio y “[” al final.



e)x>8= 18, 00f f)x <-4= |-, -4] g)x < 5= |-, 5] h)x >-2=[-2, oo
El simbolo “c0” representa el infinito, mientras que “—o0” representa menos infinito. Estos simbolos en un

intervalo indican que no existe otro numero que sea extremo del intervalo.
El corchete correspondiente a —oo 0 oo se coloca al revés, por ejemplo: “]—co, 8]” y “]1, oo[”.

La siguiente tabla resume la notacién de los tipos de intervalos, su representacion en la recta numérica y la
notacién como conjunto utilizando desigualdades:

Tipo Notacién de Representacion en la Notacién de
de intervalo intervalo recta numérica conjunto
Cerrado [a, b] ZT : i fxeER|a<x<b}
Semiabierto @ + O
<
por la derecha [a, 6] a b reERJasx<b}
Semiabierto Ja, b] . + + xER|a<x<b)
por la izquierda ’ a b -
Abierto la, b[ ; I 1; fxeER|a<x<b}
[a, oo ; ' —> xeR|x=>a}
]a, oo ? ' —> fxeR|x>a}
Infinitos
]-o0, a] < i o {xeR| x<a}
]-o0, a < ; ” xeR|x<a}

En la notacion de conjunto, por ejemplo, el conjunto {x € R | a < x < b} se lee: los elementos x que per-
tenecen a los nimeros reales tal que x es mayor o igual que a y menor o igual que b.

b
Problemasm

Representa los siguientes intervalos en las otras dos notaciones:

a)]-3, 0] b) ]—o0, =5[ ¢) [5, oo d) ]2, 6[

SN S o B O B S R S

g) —0 — h) < ——t
-1 0 1 2 3 -11 -10 -9 -8 -7

{xeR| 9<x<-5}

K {x ER | x>-4)

N{xeR| -7<x<-2}

N{xeR|x<0}



1.10 Practica lo aprendido

1. Racionaliza las siguientes fracciones:

1 b1 1 2
2 RErR Vo VR
&) T3 27 -8 V2 +\3 +5 V2 3 +2

i 2. Sea n un nimero natural. Ubica en la recta numérica los niimeros Vi tales que 2 <+Vn <3.

3. Encuentra el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a) % + 1 b) g_% c) g_% d)\2 ++3 Utiliza el resultado del problema

3 2 de la clase 1.8 y también que
si a y b son nimeros reales tales

e)\V7 -5 f)v2 -3 g)V10-3 h) V7 -6 que 0 < a < b entonces Va < Vb.

4. Justifica las siguientes afirmaciones:

a) Al efectuar la divisién V12 ++/3 se obtiene un nimero entero.

b) Al efectuar la division V2 + V8 se obtiene un nimero racional.
5 c) El nUmero dureo ¢ es menor que el neperiano e.

d) V2 +3 2 +/5. Utiliza la definicién de raiz cuadrada.

e) Al efectuar la operacién: ¢? - 1 e obtiene un nimero entero.

¢

f) El valor absoluto de un nimero real nunca es un nimero negativo.
g) Sean a y b niUmeros reales, si0 < b < a entonces |b—a| =a—b.

5. En los siguientes literales, ¢ qué valores puede tomar la variable x para que la igualdad se cumpla?

a) |x| =1 b) |x] =6 c)|x|=0 d|x+1]=3
6. Completa el siguiente cuadro sobre las representaciones de intervalos.
Intervalo | Notacién de conjunto Representacién en la recta numérica
-4, 7]
3 4
G
{xeR|x>9}
[V2, 4]
{fxeR|x<2}
[0, 2m[
{xERI-g <x< g}
D




Operaciones con
polinomios y niUmeros
complejos

El area de algebra comenzé a convertirse en una rama cuyo desarrollo requirio estudios
especiales en estas tematicas. Hacia el siglo XlI, el matematico italiano Leonardo de Pisa
(Fibonacci) divulgd por Europa lo que conocia acerca de polinomios, estos conocimientos
fueron ampliados hacia el siglo XVI por los matematicos italianos Cardano, Ferrari y
Tartaglia, quienes presentaron resultados acerca de la solucién de ecuaciones de grado
3y 4. A partir de esto, en 1805 aproximadamente, el matematico italiano Paolo Ruffini
presenta algunos resultados muy importantes acerca del trabajo con polinomios (uno
de ellos, la regla de Ruffini o division sintética); en estos tiempos ya era conocida la
relacion existente entre las raices de un polinomio y la solucion de ecuaciones mediante
la factorizacion (teorema del factor).

Unidad

Los contenidos de algebra son una base fundamental
para el desarrollo de cualquier aplicacién en cualquier
area, ya sea de la ingenieria, tecnologia u otras areas
cientificas. Los polinomios son utilizados como el medio
para expresar los fendmenos de la naturaleza en un
lenguaje matematico, para transformarlo mediante
resultados matematicos y luego interpretar la respuesta
al fendomeno en cuestion.

Area conocida como “polinomiografia”
(polynomiography en inglés), que
relaciona el arte y los polinomios a
través de la computacion.

Durante el desarrollo de la unidad se hara un repaso sobre la factorizacion de polinomios,
ademas se profundizara en la division de polinomios, presentando los resultados sobre
el teorema del factor, el teorema del residuo, asi como la divisidon sintética o regla de
Ruffini. Por otro lado, se abordara la definicion y caracteristicas algebraicas de los nimeros
complejos como conjunto numeérico.



Definicién
A la expresion algebraica formada por una o mas variables con exponentes enteros £l término del polino-
positivos, un nimero real llamado coeficiente y que solo involucra multiplicaciones B
se le llama término. La expresién formada por un término o por la suma de dos bles se llama término
0 mas términos se conoce como polinomio, y al polinomio formado por un solo independiente.
término se le lama monomio.

El grado es una caracteristica relacionada con los exponentes de las variables, este se define de la siguiente
forma:

1. El grado de un término es la suma de todos los exponentes de las variables. El grado del término inde-
pendiente, es decir, aquel que no posee variable es igual a cero.

2. El grado de un polinomio puede dividirse en dos tipos:
a) El grado asociado a una variable es el exponente mayor de la variable seleccionada.
b) El grado absoluto es el mayor grado de los términos del polinomio.

Si en un polinomio aparece involucrada una sola variable entonces las definiciones a) y b) coinciden y el
polinomio se llama polinomio en una sola variable.

Los términos de un polinomio pueden ordenarse de acuerdo al grado asociado a una variable o al grado de
cada término. Ordenar de forma descendente es iniciar con el término de mayor grado hasta finalizar con
el de menor grado, mientras que ordenar de forma ascendente es iniciar con el término de menor grado
hasta finalizar con el de mayor grado.

Ejemplo 1

Para el polinomio 11 + 3xy — 5x3y? + 8x*y realiza lo siguiente:

1. Identifica las variables y los coeficientes del polinomio.

2. Identifica los términos del polinomio y calcula el grado de cada uno de ellos.
3. Calcula el grado asociado a cada una de las variables.

4. Calcula el grado absoluto del polinomio.

1. Las variables del polinomio son x y y; los coeficientes del polinomio son los siguientes:

11 — término independiente 3 — coeficiente de xy
-5 — coeficiente de x*y? 8 — coeficiente de x?y

2. Los términos del polinomio son: 11, 3xy, —5x*y* y 8x?y. El grado de cada uno se calcula sumando los
exponentes de las variables que aparecen en cada término, es decir:

Grado de 11 — 0, pues no aparece variable alguna.
Grado de 3xy — 2, pues las variables x y y tienen como
exponente 1y 1 respectivamente.

El grado del término independien-
te siempre sera igual a cero.

Grado de—-5x*y> — 5, pues las variables xy y tienen como exponente 3y 2 respectivamente.
Grado de 8x*y — 3, pues x y y tienen exponentes 2 y 1 respectivamente.

3. El grado asociado a la variable x es 3, ya que es el mayor exponente de la misma. El grado asociado a
y es 2, pues es el mayor exponente de la variable.

4. El grado absoluto del polinomio es el mayor grado de los términos del polinomio, del literal b) puede
comprobarse que el término —5x%y? es el que posee mayor grado. Por tanto, el grado absoluto es 5.



Ejemplo 2

Para el polinomio 11 + 3xy — 5x3y? + 8x?y realiza lo siguiente:

1. Ordena los términos en forma ascendente y descendente con respecto a la variable x.
2. Ordena los términos en forma ascendente y descendente con respecto a la variable y.
3. Ordena el polinomio en forma ascendente y descendente con respecto a los términos.

1. En la forma ascendente se ordenan los términos empezando con el término de menor grado de la
variable hasta llegar al término con mayor grado de la variable seleccionada; la forma descendente
es lo contrario. Asi, el polinomio ordenado con respecto a la variable x queda de la siguiente forma:

Forma ascendente — 11 + 3xy + 8x*y — 5x%y?.
Forma descendente — — 5x3y? + 8x*y + 3xy + 11.
2. La variable y en los términos 3xy y 8x?y tiene el mismo grado, entonces para ordenarlos se toma en
consideracién el exponente de la variable x. Asi, en la forma ascendente ird primero el término cuyo

exponente de x sea menor, y en la forma descendente ird primero el término cuyo exponente de x sea
mayor.

El polinomio ordenado con respecto a la variable y, de forma ascendente y descendente queda de la
siguiente forma:

Forma ascendente — 11 + 3xy + 8x%y — 5x%y? = 11 + (3x + 8x?)y — 5x°y?.

Forma descendente — — 5x*y? + 8x%y + 3xy + 11 = — 5x3y* + (8x2 + 3x)y + 11.

Se observa que el término independiente 11, en la forma ascendente para cualquier variable siempre
va primero, mientras que en la forma descendente para cualquier variable se coloca al final.

3. Para ordenar con respecto a los términos, en la forma ascendente se inicia con el término de menor
grado, mientras que en la forma descendente se inicia con el término de mayor grado. Entonces, el
polinomio ordenado en ambas formas queda de la siguiente manera:

Forma ascendente — 11 + 3xy + 8x?y — 5x3y2.
21 Y Y Y
Grado 0 Grado2 Grado3 Grado5

Generalmente, los términos
de un polinomio se ordenan

Forma descendente — — 5x3y? + 8x2y + 3xy + 11. de forma descendente.

b 3

1. En cada literal identifica las variables, los coeficientes y los términos del polinomio. Luego, calcula el
grado de cada término, el grado asociado a cada variable y el grado absoluto del polinomio:
a) 10xy + 5x%y? — 2xy* — 6x3y? b) - 3a*b® +4a*b —ab*+ b
c)Im*-12m*n*+2mn-5mn?+1 d) 8x3—10 + 3x + 5x2

2. Para cada uno de los polinomios del numeral 1 realiza lo siguiente:
a) ordena los términos del polinomio con respecto a cada variable, tanto de forma ascendente como
descendente;
b) ordena el polinomio con respecto a sus términos.

No olvides que el término independiente

también es un coeficiente.

3. Sindesarrollarlos productos, calculalasumadelos coeficientes
del siguiente polinomio: (x — 3)% + (x + 2)* + 9x — 10. L




1.2 Productos de binomio por binomio, parte 1

Problema inicial
Desarrollalos siguientes productos notables:

a) (x+9)(x-5) b) (x + 3)

c) (x—7)? d) (x+4)(x—4)

Solucién
a) El producto es de la forma (x + a)(x + b) cuyo

desarrollo es:
(x+a)(x+b)=x?+(a+b)x+ab

utilizando lo anterior,
(x+9)(x—5)=a?+(9-5)x+ (9)(-5)

=x2+4x—-45
Por lo tanto, (x + 9)(x —5) = x? + 4x — 45.

c) También es el cuadrado de un binomio, cuyo
desarrollo es:
(x—a)*=x*-2ax + a?
utilizando lo anterior,
(x=7P2=0x?=2(7)x+ 77
=x2—14x+ 49
Luego, (x—7)*=x>—14x + 49.

Conclusi()n

b) El producto es el cuadrado de un binomio, cuyo
desarrollo es:
(x+a)?=x*+2ax+a?
utilizando lo anterior,
(x+3)=x?+2(3)x+ 3?2
=x2+6x+9
Luego, (x+ 3)>=x>+6x+9.

d) Es un producto de la suma por la diferencia de
binomios cuyo desarrollo es:
(x+a)(x—a)=x*—a?
utilizando lo anterior,
(x+48)(x—4)=x*-4?
=x’-16
Por lo tanto, (x + 4)(x —4) = x* - 16.

Los productos notables son productos de polinomios cuyos resultados pueden identificarse y escribirse de
manera directa. Sean a y b niUmeros reales cualesquiera:

Producto notable

Desarrollo

Producto de la forma
(x+a)(x+b)

(x+a)x+b)=x*+(a+b)x+ab

(a+b)=a?+2ab+b?

Cuadrado de un binomio

(a-b)>=a*-2ab + b?

Suma por la diferencia
de binomios

(a + b)(a - b) = a*- b?

<
Problemas.w

Desarrolla los siguientes productos notables:
a) (x + 3)(x + 10)

d) (y +5)?

g) (x +3)(x—3)
D (y+3)(v+3)
m) (x +\/§)2

-t

e) (m—2)?

b) (y —6)(y —4)

h) (10 +y)(10-)
0 (w4 3)(x-3) ) (e+3)
n) (v + 2\/§)2

a) (v +V6)(y-e)

c) (x—8)(x +2)
f) (x + 11)?
i) (m —6)(m +6)

o) (m+3)(m=3)

r) (x— 2\/1_0>(x + 2\/1_0)



1.3 Productos de binomio por binomio, parte 2

Problema inicial
Desarrolla los siguientes productos:
a) (4x + 3)(4x - 5) b) (2x + y)?

c) (3x—2y)?

d) (5x + 6y)(5x —6Y)

Solucién
a) El desarrollo del producto es similar al de
(x + a)(x + b), pues el término 4x aparece en
cada binomio:
(4x + 3)(4x —5) = (4x)* + (3 — 5)(4x) + (3)(-5)
=16x% + (-2)(4x) — 15
=16x*—8x—15
Por lo tanto, (4x + 3)(4x —5) = 16x> — 8x — 15.

c) El producto es, como el literal anterior, el
cuadrado de un binomio:
(3x = 2y)* = (3x)* — 2(3x)(2y) + (2y)?
=9x? - 12xy + 4y?
Luego, (3x —2y)? = 9x% — 12xy + 4y2.

En general
Sean a, b y m numeros reales cualesquiera. Entonces:
1. El producto (mx + a)(mx + b) se desarrolla de forma
similar al de la forma (x + a)(x + b), es decir:
(mx + a)(mx + b) = (mx)?* + (a + b)(mx) + ab.

2. Los productos (ax + by)?y (ax — by)? son el cuadrado de
un binomio y se desarrollan:
(ax + by)? = (ax)* + 2(ax)(by) + (by)?
(ax — by)? = (ax)* - 2(ax)(by) + (by)*.

3. El producto (ax + by)(ax— by) es una suma por diferencia

de binomios y se desarrolla:
(ax + by)(ax — by) = (ax)* - (by)>

b 3
Problemas.\ﬁ

b) El producto es el cuadrado de un binomio:

(2 +y) = (2%)* + 2(2x)(y) + ¥?
=4x° + 4xy + y?

Luego, (2x + y)? = 4x? + 4xy + y°.

d) El producto es una suma por diferencia de
binomios, y se desarrolla:

(5x + 6y)(5x — 6y) = (5x)* — (6)°
= 25x% - 36y

Por lo tanto, (5x + 6y)(5x — 6y) = 25x% — 36y°.

Ve

Los babilonios resolvian problemas como el siguien-
te: “encontrar dos nimeros cuya suma (o diferencia)
y producto fuesen conocidos” utilizando el producto
notable del literal c). Por ejemplo, el “razonamiento
babilénico” para encontrar dos nimeros cuya suma
sea 14 y producto sea 45, escrito en el lenguaje mate-
matico actual es el siguiente:

14 corresponde a la suma de los numeros 7 +xy 7 —x,
el producto de ellos debe ser igual a 45:
(7 +x)(7—x) =45

de lo anterior se obtiene 49 — x? = 45 cuya solucién es
x =+ 2. Entonces, los numeros son 9y 5.

Bunt, N. H., Jones, P. S. y Bedient, J. D. (1988). The
historical roots of elementary mathematics.

Desarrolla los siguientes productos notables:
a) (2x+9)(2x + 1) b) (3x—-1)(3x+5)
d) (4x + 5y)?

8) (2x + 5y)(2x - 5y)
j) (2n - %) (2n - %)

m) (\/53c+y)2

e) (2x—7y)?
h) (6w + z)(6w — 2)

-3

n) (\/§w +\/§z)2

K) (%x +

o (el

al (B-30)(5w+3)

c) (5y —4)(5y - 2)
f) (3y — 10x)?
i) (8y —3x)(8y + 3x)

) (%y + 11)(§y - 5)
o) (4 - 3\/§x)2
r) (2\/fx - 3\/§y)(2\/§x + 3\/§y)




1.4 Productos de la forma (ax + b)(cx + d)

Problema inicial
Desarrolla el producto (2x + 5)(3x + 4). Encuentra una regla para productos de la forma (ax + b)(cx + d). }
Solucién

Se multiplica cada uno de los términos del primer binomio por cada uno de los términos del segundo:

(2 + 5)(3x + 4) = 2x(3x) + 2x(4) + 5(3x) + 5(4) multiplicar término a término,
=2(3)x?+ [2(4) + 5(3)]x + 5(4) propiedad conmutativa y distributiva,
=6x2+[8 +15]x+ 20 desarrollar productos,
= 6x%+23x + 20.

Por lo tanto, (2x + 5)(3x + 4) = 6x% + 23x + 20. Un producto de la forma (ax + b)(cx + d) se desarrolla como
sigue: (ax + b)(cx + d) = ax(cx) + ax(d) + b(cx) + bd

= acx® + (ad + be)x + bd.

Luego, (ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + be)x + bd.

Conclusién
El producto de binomios de la forma (ax + b)(cx + d) se desarrolla de la siguiente forma:
Producto de Producto de
ayc bvd

(ax+ b)(cx+d) = Aok + (ad + bc)x + bd.

Producto de a 'y d mas
el productode by ¢

Ejemplo
Desarrolla el producto (5x — 6)(2x + 7).
En este caso,a=5,b=—6,c=2yd =7. Luego:
(5x—6)(2x + 7) = 5(2)x% + [5(7) + (=6)(2)]x + (—6)(7)
=102 + (35— 12)x — 42
=10x% + 23x—42.

Por lo tanto, (5x—6)(2x + 7) = 10x? + 23x — 42.

b
Problemasm
1. Desarrolla los siguientes productos:

a) (x+9)(3x+1) b) (4x +1)(2x + 1) c) (2x + 7)(3x—2)
d) (4x + 3)(x-2) e) (—x+7)(6x+4) f) (x - 8)(—2x—5)
g) (3x—10)(—2x + 3) h) (x + )(3x + g) i) (Sx— —) (6x— %)

2. Para cada caso, determina el valor de los enteros a, b, ¢ o d para que sea verdadera la igualdad:
a) (ax—7)(4x+d)=12x>*-25x-7 b) (5x + 4)(cx + d) = 10x% + 33x + 20

c) (ax + b)(cx + 6) = 2x* + 5x — 42 d) (ax + b)(cx +d) =5x* + 23x + 12

Dos polinomios de grado 2, ex? + fx + gy mx*+ nx + p son igualessie=m, f=ny g=p.
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1.5 Cubo de un binomio, parte 1

Problema inicial

Desarrolla el producto:
(a+b). (a+b)=(a+b)a+b)a+b)=(a+b)a+b)

Solucién

El producto (a + b)3 es la potencia cubica de a + b, y es igual a:
(a+b)=(a+b)a+b)a+bd)

asociando los primeros dos factores se obtiene:
(@a+b)=[(a+b)a+b)(a+bd)

= (a + b)*(a + b).
Se desarrolla (a + b)? y se efectua el producto de trinomio por binomio:

(a+b)®=(a*+2ab + b*)(a+b) desarrollar el cuadrado de un binomio,
= a?(a) + a?(b) + 2ab(a) + 2ab(b) + b*(a) + b*(b) multiplicar término a término,
=ad+a?b +2a?*b + 2ab* + ab? + b? desarrollar los productos de monomios,
=a®+3a’b + 3ab? + b3, reducir términos semejantes.

Por lo tanto, (a + b)* = a® + 3a2b + 3ab? + b3.

Conclusion
El producto de la forma (a + b)? se llama cubo de un El cubo de un binomio es igual al cubo del primer

binomio y se desarrolla de la siguiente forma: término, mas el triple del cuadrado del primer
término por el segundo, mas el triple del primer

s s X X R término por el cuadrado del segundo, mas el cubo
(a+b)=a’+3a’b +3ab*+ b del segundo término.

Ejemplo

Desarrolla el producto (2x + y)>.
El producto (2x + y)? también es el cubo de un binomio, por tanto se desarrolla de la siguiente forma:
(2 + y)® = (2x)* + 3(2x)*(y) + 3(2x)y* + »3
= 8x3 + 3(4x?%)y + 6xy* + y?
= 8x3 + 12x%y + 6xy? + y3.
Luego, (2x + y)* = 8x3 + 12x%y + 6xy* + y3.

*
Problemasm

Desarrolla los siguientes productos:

a) (x+1)3 b) (y +4)* c) (m +5)°
d) (x +2y)° e) (3x +y) f) (m +4n)?
g) (m + %)3 h) (y +%>3 i) (3x +2y)3

) o) 0(Eees) )2



1.6 Cubo de un binomio, parte 2

Problema inicial

Desarrolla el producto: v by (@=bP=[a+(-b)P

Solucién
Se escribe (a — b)* como [a + (- b)]® y se desarrolla como el cubo de un binomio:

(@=b) =[a+(-b)P
=a®+3a*-b) +3a(- b)* + (- b)®
=a’-3a’b +3ab*> - b?

Por lo tanto, (a — b)* = a® - 3a?b + 3ab? - b3.

Conclusién
El producto de la forma (a — b)* también es el cubo de un binomio y se desarrolla:

(a—0b)}=a®-3a%b +3ab*- b

En general, (ax + by)® y (ax — by)? también son productos notables y se les llama cubo de un binomio; se
desarrollan de la siguiente forma:

Positivo Positivo Positivo Positivo

(ax + by)® = (ax)® + 3(ax)*(by) + 3(ax)(by)? + (by).

(ax = by)* = (ax)* = 3(ax)*(by) + 3(ax)(by)* - (by)’.
f f : '

Negativo Negativo Positivo Negativo

Ejemplo

Desarrolla el producto (2x — 3y)3.

El producto (2x — 3y)® también es el cubo de un binomio, por tanto se desarrolla de la siguiente forma:
(2 = 3y)° = (2x)° - 3(2x)*(3y) + 3(2%)(3y)* — (3y)°
= 8x° — 3(4x?)(3y) + 3(2x)(9y?) — 27y
= 8x® — 36x%y + 54xy? — 27y3
Luego, (2x —3y)? = 8x® — 36x%y + 54xy? — 27y3.

<
Problemasm

1. Desarrolla los siguientes productos:

a) (x—1)° b) (y —3)° c) (m - 10)°
d) (4x—-y)? e) (m—5n)? f) (54— 2y)?
1\? 1\? , 2\’
8)(-3) ) (v-3) )m-3)
o (1 3 1\3 1 1.\3
i (32-2y) K (3m - ¢) )(3%-39)
2. Para cada caso, determina el valor de a o b para que sea verdadera la igualdad:
a)(x+a)=x>+6x*+12x+8 b) (y—a)®=y>-12y*+ 48y - 64
c) (ax + by)? = 8x* + 60x%y + 150xy? + 1253 d) (ax-by)* = %x3 - %xzy + %xy2 - 2—17y3
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1.7 Combinaciones de productos notables

Problema inicial
Desarrolla lo siguiente:
a) (2x+3)*—(2x-3)° b) (@ + b+ ¢)?

Solucién
a) Ambos productos, (2x + 3)* y (2x — 3)3, son cubos de binomios. Una vez identificados los productos
notables que aparecen en la expresion se desarrollan de acuerdo a lo visto en clases anteriores y se
reducen los términos semejantes, si los hay:

W o o o
(20 + 3) = (2 — 3)° = 8% + 3(2x)2(3) + 3(2x)(3)? + 27 — [8%* — 3(2x)2(3) + 3(2x)(3)? = 27]

= 8 3(42%)(3)4 30Tl 278G 3(407)(3)- 302007 27

=36x2+ 27 + 36x%+ 27
=72x>+ 54
Por lo tanto, (2x + 3)® — (2x — 3)® = 72x% + 54.

b) Sea a + b = x; entonces (a + b + ¢)? = (x + ¢)? corresponde al cuadrado de un binomio:

(@+b+c)=(x+c)? sustituira + b = x,
=x2+ 2xC + desarrollar el cuadrado de un binomio,
=(a+b)?+2(a+b)c+c? sustituirx =a + b,

=a?+2ab+b*+2ac+2bc+c?
=a?+ b2+ c?+2ab +2ac+2bc
=a’+ b*+c*+2(ab + ac + be).

Luego, (a+ b +c)*=a*+ b*+c*+2(ab + ac + be).

En general

Al desarrollar combinaciones de productos notables:
1. Se identifican primero cudles son los productos notables involucrados en la expresion.
2. Se desarrollan los productos teniendo cuidado con los signos.
3. Se reducen los términos semejantes, si los hay.

<
Problemasm

1. Desarrolla lo siguiente:

a) (5x + 11)(5x—6) + (x — 2y)(x + 2y) b) (10x — y)? + (x — 10y)?
) (x—1)*+(x+2)* + (x + 4)(x - 5) d) (x +4y)’ + (x - 5y)°
e) (%x +%y—1)(%x+%y + 1) f) (\/fx+\/§y)(\/§x—\/§y)—(x+y+ 1)?

2. Utiliza productos notables para resolver lo siguiente:

a) ¢Cual es el valor numéricode a*-b*sia+ b =25y a—-b=10?
b) ¢ Cual es el valor numéricode absia?+ b>=58ya+ b =10?
c) Sin utilizar calculadora encuentra el resultado de 1013,



1.8 Practica lo aprendido

1. Desarrolla los siguientes productos:
a) (x+7)(x-5)
d) (y —10)(y + 8)
g) (x+5)(x=5)

b) (m + 8)?
e) (y —4)
(7 -9)5 )

c) (n—6)(n—%)
f) (x + 6)
i) (n—2V2)(n+2V2)

) (sn-3)(5n-3)

) (2 +\3 )
) i) (N + 3y ) =)

c) (4y —3)(5y +2)
f) (%x - 8) (%x + 3)

b) (2x—5)(cx + d) = 6x>—35x + 50

d) (5x+ b)(cx+d) =10x*—-9x -9

(e
o2

) (V)

b) (x + 3y)? + (2x — 5y)?
d) (3x—4y+5)(3x—4y-5)
f) (x+9)(2x—11) + (x — 5)?

2. Desarrolla los siguientes productos:
1 1
a) (3x + 7)(3x +2) b) (Ey 4 5)(5y - 9)
d) (9x + 4y)? e) (3x— %y)z
1 2 2
g) (10m + 7n)(10m — 7n) h) (Ex - gy)(gx +3
3. Desarrolla los siguientes productos de la forma (ax + b)(cx + d):
a) (2x—3)(x—4) b) (x + 6)(3x + 5)
1 2 1 4
4. Determina los nimeros enteros a, b, ¢ o d para que sea verdadera la igualdad:
a) (x+ b)(cx—6)=2x*+12x - 54
c)(ax+1)(cx+5)=8x*+22x+5
5. Desarrolla los siguientes cubos de binomios:
a) (m+3)3 b) (v + 10)®
d) (y-4)° e) (5-m)’
g) (10x + 3y)3 h) (%m - Sn)3
6. Desarrolla lo siguiente:
a)(3x+4)(3x—4)—(2x+5)(2x-9)
o) (2x-yP—(x+y)
e) (3x—7)(4x +5) + (5x + 1)(5x - 6)
7. Resuelve lo siguiente:

a) ¢Cudl es el valor numérico de (a —b)?*sia’?+ b*=40y ab = 12?
b) ¢Cual es el valor numéricodea+bsia*-b*=24ya—-b=2?
c) Utilizando productos notables, calcula el resultado de las siguientes operaciones:

* 1032

* 105(95)

e 45(55)

d) Sea x = 445, calcula el resultado de la operacidn: 446(444) — 447(443)
escribiendo las cantidades en términos de x y utilizando productos notables.
e) Demuestra que (x +y)> = x* + y* + 3xy(x + ).




Problema inicial

Factoriza los siguientes polinomios: Identifica el factor comdn en los términos del
polinomio del literal a). En el literal b) asocia las

a) 10x2y + nyz — 8xy b) Xy+3x+2y+6 parejas de términos que tienen factor comun.
Solucién
a) Se debe identificar el factor comun en los términos del polinomio:
10x%y = 2(5)(x)(x)(y) = 2xy(5x)
bxy? = 2(3)(x)(y)(y) = 2xy(3y)
—8xy = —2(4)(x)(y) = —2xy(4)

se extrae dicho factor y escribiendo como producto de un monomio por un polinomio se tiene:
10x%y + 6xy* — 8xy = 2xy(5x) + 2xy(3y) — 2xy(4)
=2xy(5x + 3y —4).
Por lo tanto, 10x%y + 6xy> — 8xy = 2xy(5x + 3y — 4).

b) Los cuatro términos del polinomio no poseen factor comun. Sin embargo, el primer y segundo término
tienen factor comun x; mientras que el tercer y cuarto término tienen factor comun 2. Se asocian estas
dos parejas y se extrae el factor comun en cada caso:

xy+3x+2y+6=(xy+3x)+[2y+2(3)]
=x(y+3)+2(y +3).

sea m =y + 3; sustituyendo en la expresidn anterior y extrayendo factor comun m se obtiene:
xy+3x+2y+6=xm+2m

=(x +2)m.
Luego, xy +3x+ 2y + 6 = (x + 2)(y + 3).

Conclusién
Factorizar un polinomio significa escribirlo como producto de polinomios mas simples; a dichos polinomios
simples se les Ilama factores. Si todos los términos de un polinomio tienen en comin un monomio, entonces
se extrae ese monomio y se escribe como producto de un monomio por un polinomio:

ma+mb+ mc=m(a+b+c).

Si los términos del polinomio no tienen factor comun pero estos pueden asociarse en grupos de términos
con un factor comun diferente en cada grupo, entonces:

~N

1. Se extrae el factor comun en cada grupo. Al proceso de factorizar

. . ., . L asociando términos que
2. Si al hacer lo anterior en la expresion quedan monomios multiplicados por tengan el mismo factor

un mismo polinomio, entonces se extrae este polinomio comun: comin también se le

llama factor comin por

ma+mb +na+nb=mla+b)+nla+b) agrupacion de términos

=(m + n)(a + b).

b

i~

Factoriza los siguientes polinomios:

a) ¥ + xy? b) 2a - 8ab c) x2y? — X%y + xy

d) —10a?b* + 5ab* — 15abc e) —12xy? + 20x? + 16xy f) 12a%b’c — 6ab?c® + 18a*bc

g) mn—-4m+3n-12 h) xy —2x -5y + 10 i)2ab-12a+b-6

j)3xy—7x—12y + 28 k) 6mn + 8m + 15n + 20 ) 22y — 3xy? + 8x — 24y
13,1 -, 1 2 1 .,,1 1 1

m) Sx%+ -7 + n) 102a*b + 62 ab o) Sm’+smn+sm+n



1.10 Factorizacion de trinomios de la forma x2 + (a + b)x + ab

Problema inicial

Factoriza los siguientes polinomios en la forma (x + a)(x + b):
a)x’+10x + 16 b) y*—y-20

(x+a)x+b)=x*>+(a+b)x+ab

Solucién
a) Para factorizar x> + 10x + 16 en la forma (x + a)(x + b) deben buscarse dos nimeros cuya suma sea igual
a 10y cuyo producto sea 16. Como la suma es positiva entonces ambos nimeros deben ser positivos:

Pareja Producto Suma

1y16 16 17 Puedes desarrollar el producto
—_— 2y8 16 10 (x + 2)(x + 8) para verificar si la
factorizacion es correcta.

Luego,a=2yb=8,yx?+ 10x+ 16 = (x + 2)(x + 8).

b) De forma similar al literal anterior, se buscan dos nimeros cuya suma sea igual a —1 y cuyo producto
sea —20. Como el producto de ambos es negativo, uno de ellos debe ser positivo y el otro negativo:

Pareja Producto Suma
-1y 20 -20 19 Se puede descomponer el nimero
-2y 10 -20 8 20 en sus factor.es primos para en-
contrar las parejas: 20 = 2(2)(5).
-4y5 =20
—_— 4y-5 =20 -1

Porlotanto,a=4yb=-5,yy2—y—20=(y+4)(y->5).

Conclusién
Para poder factorizar un trinomio en el producto notable (x + a)(x + b) debe verificarse que, dentro de los
términos del trinomio se encuentren: x?, otro término con variable x y el otro sin variable (término inde-
pendiente). Sean m y n niUmeros positivos:

a) Si el trinomio es x? + mx + n entonces se buscan dos niumeros positivos cuyo producto sea n y cuya suma
sea m.

b) Si el trinomio es x> — mx + n entonces se buscan dos nimeros negativos cuyo producto sea n y cuya
suma sea —m.

c) Si el trinomio es x> + mx — n o x> — mx — n entonces se buscan dos nimeros, uno positivo y el otro ne-
gativo cuyo producto sea —n y cuya suma sea m o0 —m, segun sea el caso.

*
Problemasu

1. Factoriza los siguientes polinomios:

a)x?+7x+6 b) x?-9x + 14 c)y*-3y-40
d) y*+2y-15 e)a’+2a-63 f) b2 —12b + 20
g) y*+ 14y + 40 h) x* —2x—-35 i)x?—12x+ 27
j)y*+5y-24 k) a®> + 15a + 56 ) b2-=9b - 22

2. Sin desarrollar los productos, factoriza cada uno de los siguientes polinomios:
a) (x—1)2-2(x—1)-24 Sustituye y = x — 1. b) (x +1)*+10(x + 1) + 21
c)(x—2)>+5(x—-2)-50 d) (x—3)’-5(x-3)+6
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1.11 Trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados, parte 1

Problema inicial

Factoriza los siguientes polinomios: (x+a)?=x+2ax+a?
a)x*+12x + 36 b) y>— 100 (x+a)x—a)=x*-a
Solucién

a) El primer término del trinomio y el término independiente son cuadrados, pues x? es el cuadrado de x y
36 es el cuadrado de 6. Ademas, 12x = 2(6)(x).

Entonces: x? + 12x + 36 = x% + 2(6)(x) + 62.
Lo anterior corresponde al desarrollo del cuadrado de un binomio, x* + 2(6)(x) + 62 = (x + 6)°.
Por lo tanto, x> + 12x + 36 = (x + 6)2.
b) Ambos términos del binomio son cuadrados: y*>— 100 = y? — 10%
Lo anterior corresponde al desarrollo de una suma por diferencia de binomios, y*—10% = (y + 10)(y — 10).
Luego, y*>— 100 = (y + 10)(y — 10).
Conclusién
El trinomio de la forma x? £ 2ax + a? se llama trinomio cuadrado perfecto. Este se factoriza como el cua-
drado de un binomio de acuerdo al signo del segundo término:
x*+2ax +a? = (x + a)?
x*—2ax+a’=(x—a)’
Para determinar si un trinomio es trinomio cuadrado perfecto debe comprobarse que el término indepen-
diente es el cuadrado de algiin nimero, luego comprobar que el doble de ese niumero es igual al coeficiente
de la variable de primer grado. Por otro lado, el polinomio de la forma x? — a? se llama diferencia de cua-

drados, y se factoriza:
x*—a’=(x+a)(x—a).

<
Problemasm

1. Factoriza los siguientes polinomios:

a)x’—6x+9 b) y2+ 10y + 25 c)b>-8b +16
d)x*-4 e) a*-36 f) 49 — y2
g)b2+b+% h)xz—%x+1i6 i)y2+§y+%
j)az—z—ls k)bz—6i4 1) %_yz
p)at- 32 a)y - o5 r) 23— b

2. Sin utilizar calculadora, determina el resultado de las siguientes operaciones:
a) 772 —23? b) 9982 — 4 c) 972+ 6(97) +9



1.12 Trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados, parte 2

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:

a) 49x% — 28xy + 4y? b) 121x? - 16y?
Solucién
a) El primer término del trinomio es el cuadrado de 7x y el tercer término es el cuadrado de 2y:
(7x)% = 49x?
(2y)* = 4y?
ademas, — 2(7x)(2y) = — 28xy, por lo que 49x* — 28xy + 4y* es un trinomio cuadrado perfecto y se facto-
riza:

49x% — 28xy + 4y* = (7x)* — 2(7x)(2y) + (2y)?
= (7x-2y)
Por lo tanto, 49x? — 28xy + 4y> = (7x — 2y)>.

b) El primer término es el cuadrado de 11x mientras que el segundo es el cuadrado de 4y:
(11x)* = 121x?
(4y)* = 16y?
entonces 121x? — 16y? es una diferencia de cuadrados y se factoriza:
12122 — 16y? = (11x)2 — (4y)?
=(11x + 4y) (11x - 4y)
Por lo tanto, 121x* — 16y? = (11x + 4y)(11x — 4y).

En general
El trinomio de la forma ax* + 2abxy + b*y? es un trinomio cuadrado perfecto y se factoriza:

(ax)? + 2(ax)(by) + (by)? = (ax + by)?
(ax)’ - 2(ax)(by) + (by)* = (ax — by)*.

El binomio de la forma a?x?> — b%y? es una diferencia de cuadrados y se factoriza:
(ax)? = (by)? = (ax + by) (ax — by).

b
Problemasm

1. Factorizalos siguientes polinomios:

a) 4x? + 20xy + 25y? b) 9x% — 12xy + 4y? c) 25a? + 60ab + 36b2
d) 9x2 — 100y? e) 25x% — 16y f) 49a? — 4b?

1 5 2 2 _ 1 .- n4., 1 1.
g)4x +Xxy+y h) 9x 3xy+4y i) Xt XY+ gy
a1 25 1 4 25
i) axz — 9y? k) ?az iy b? ) Exz - Eyz
m) 4x? + 42 xy + 22 n) 502 —2+15 ab + 3b? 0) 6x2 + 83 xy + 82
p) 100a? — 7b? q) 6x% — %yz r) 8x? — 11y?

2. Sin desarrollar los productos, factoriza los siguientes polinomios:
a)9x?+6x(y+2)+(y+2)> Sustituyez=y+2. b) (a—3)?>-10(a — 3)b + 25b?
c) (2x+1)2+2(2x+ 1)(3y—4) + (3y—4)? d) 16a?— (b + 5)?
e)(x+9)2—(y—9)? f) 2 + y* + 2xy + 10x + 10y



1.13 Método de la tijera, parte 1

Problema inicial ~
El polinomio 2x? + 13x + 15 no es un trinomio cuadrado perfecto; sin embargo puede factorizarse en la
forma (ax + b)(cx + d) realizando lo siguiente:
1. Descomponer 2 y 15 como producto de dos factores.
2. En el siguiente esquema, sustituye los valores de a y ¢ por los factores de 2, y los valores de by d por
factores de 15. Realiza las operaciones indicadas hasta que se cumpla ad + bc = 13.

ax b —> bcx
MuItipIicar* *Multiplicar *Sumar
cx d —> adx
acx? bd (ad + be)x
3. Escribe 2x? + 13x + 15 como (ax + b)(cx + d). )
Solucién
1. Los numeros 2 y 15 pueden descomponerse como producto de dos factores de las siguientes maneras:
- _ ] 1(15) El producto es conmutativo,
2=1(2) 15= { 3(5) por tanto 1(2) = 2(1).
2. Se sustituyen los valores de a y ¢ por los factores de 2, y los valores de b y d por factores de 15 hasta que
ad+bc=13:
eSia=1yc=2,b=1yd=15: 1x 1 —» 2x
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
2x 15 —> 15x
2¢? 15 @oX
eSia=1yc=2,b=3yd=5: 1x 3 —»  6x
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
2% 5 —> 5x
22 15 Qo X
*Sia=1yc=2,b=5yd=3: 1x 5 —» 10
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
2x 3 — 3x

2x? E @/

3. De lo anterior se obtiene: 2x? + 13x + 15 = (x + 5)(2x + 3).

Conclusién
Sea un trinomio de la forma mx? + nx + p con m, n y p enteros diferentes de cero. Si existen a, b, cy d
numeros enteros tales que ac =m, bd = p y ad + bc = n entonces:
mx*+nx+p = (ax + b)(cx + d).

P *
roblemas £
Factoriza los siguientes polinomios utilizando el esquema del Problema inicial:

a)3a’+8a+5 b) 2x*+ 7x + 3 c)2x*+9x+9
d)2y*+ 11y +12 e)3y?+8y+4 f) 3a*+17a + 20
g)4x*+5x+1 h)6x?+11x+ 3 i) 8y*+22y+5
j)6y*+23y+20 k) 6x2+17x + 12 [) 10a? + 27a + 18
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1.14 Método de la tijera, parte 2

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:
a) 2x?>—5x—12

Utiliza el método visto en la clase anterior.

b)3y*—-11y+8

Solucién

a) El coeficiente de x? y el término independiente deben escribirse como producto de dos nimeros enteros.

Como el término independiente es negativo entonces debe ser el resultado de multiplicar un nimero
negativo por uno positivo. Los niumeros 2 y —12 pueden escribirse como producto de dos factores de la

siguiente forma:
& 1(-12) 0 -1(12)

2(~6) 0 -2(6)
3(-4) 0 -3(4)

2=1(2) -12=

Debe tenerse en cuenta lo siguiente: el resultado de ad + bc al sustituira=1,¢c=2,b=1yd =-12no
serd el mismo sisetomana=1,c=2, b =-12y d = 1; es decir, intercambiar los valores de b y d dara
un resultado diferente para ad + bc. El método de la tijera es, por tanto, una estrategia para factorizar
trinomios que consiste en experimentar con posibles soluciones hasta encontrar la correcta; a esta
estrategia de resolucién de problemas se le Ilama ensayo y error.

eSia=1yc=2,b=1yd=-12:

1x 1 — 2
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar

Al sustituir b=-12yd =1
el resultado de ad + bc serd

2x -12 —»> -12x o al 23
- 1Igual a —45.
20 12 QX :
eSia=1yc=2,b=2yd=-6:
1x 2 —» 4dx
Multiplicar * * Multiplicar * Sumar
2x -6 —»> —6x
w2 X
eSia=1yc=2,b=3yd=-4:
1x 3 — 6x
Multiplicar* * Multiplicar *Sumar
2x -4 —»> —4x
w1 @X
eSia=1yc=2,b=4yd=-3:
1x 4 —» B8x
Multiplicar * * Multiplicar * Sumar
2x -3 —> -3x
20 12 X
eSia=1yc=2,b=-4yd=3:
1x -4 —» -8x
Multiplicar* * Multiplicar *Sumar
2x 3 — 3x
2x? -12 @\/

Luego, 2x* - 5x—12 = (x — 4)(2x + 3).



b) Se toman a y c positivos; el coeficiente de y es negativo, mientras que el término independiente es
positivo; esto indica que los nimeros b y d deben ser ambos negativos. Teniendo en cuenta lo anterior,
los numeros 3 y 8 pueden escribirse como producto de dos factores de las siguientes formas:

~2(-4) 0 -4(-2)
eSia=1yc=3,b=-1yd=-8:
1 -1 —» -3y
Multiplicarf * Multiplicar *Sumar
3y -8 —» -8y

3y? 8 C1up/

Por lo tanto, 3y>— 11y + 8 = (y — 1)(3y — 8).

Conclusién
Sea un trinomio de la forma mx? + nx + p con m, n y p enteros diferentes de cero, y m positivo. Para
factorizarlo en el producto de la forma (ax + b)(cx + d) se realiza lo siguiente:
1. Se descomponen los nimeros m y p en dos factores:

a) si n y p son positivos entonces p debe escribirse como producto de dos numeros positivos;
b) si n es negativo y p es positivo entonces p debe escribirse como producto de dos nimeros negativos;
c) si p es negativo entonces debe escribirse como producto de un nimero positivo y uno negativo.

2. En el siguiente esquema, se sustituyen los valores de a y ¢ por los factores de m, y los valoresde by d
por los factores de p, realizando todas las combinaciones hasta que ad + bc = n:

ax b —> bex
Multiplicar* *Multiplicar *Sumar
cx d —> adx
acx? bd (ad + be)x

3. Se escribe mx? + nx + p como (ax + b)(cx + d).

Al método anterior para factorizar trinomios se le llama método de la tijera por |la forma cruzada en que se
multiplican axy d, cx y b en el esquema; también se le conoce como método del aspa simple.

b d
~

1. Factoriza los siguientes polinomios utilizando el método de la tijera:

a)2x’—-x-10 b) 2y>—y-15 c)3y’—16y+5
d) 5x% + 2x— 3 e)5a? — 14a + 8 f) 72— 5x— 2
g) 4x*+17x - 15 h) 6y —17y + 12 i) 8a’—18a -5

2.Sea n un numero entero tal que el trinomio 21x*> + nx + 21 puede factorizarse en el producto
(ax + b)(cx + d), con a, b, ¢y d nimeros enteros. Explica por qué n es un nimero par.

3. El binomio x + 1 es un factor del trinomio x? + mx — 2, es decir, x> + mx—2 = (x + 1)(x — b). Ademas, el
binomio 2x — 1 es un factor del trinomio nx? + 5x — 4. Con base en lo anterior, calcula el resultado de %



1.15 Combinaciones de métodos de factorizacion, parte 1

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:

a) 6x*y —4x* + 30xy — 20x b) 6x%y + 57xy + 27y

Solucién
a) Lo primero es extraer el factor comun de los términos del polinomio, luego utilizar alguna de las

factorizaciones vistas en las clases anteriores:

6x*y — 4x* + 30xy — 20x = 2x(3xy — 2x + 15y — 10) factor comun 2x,
= 2x[(3xy — 2x) + (15y — 10)] asociar los términos dentro del corchete,

=2x[x(3y—2)+5(3y—2)] extraer factor comun xy 5 respectivamente,
= 2x(x + 5)(3y — 2) extraer factor comun 3y — 2.

Por lo tanto, 6x%y — 4x? + 30xy — 20x = 2x(x + 5)(3y — 2).

b) Igual que en el literal anterior, debe extraerse el factor comun de los términos del polinomio y luego
utilizar los métodos estudiados en clases anteriores para factorizar:

6x%*y + 57xy + 27y = 3y(2x> + 19x + 9) factor comun 3y.

Se utiliza el método de la tijera para factorizar 2x* + 19x + 9:

1x 9 —» 18x
b ! v
2x 1 —™ «x

22 9

Por lo tanto, 6x*y + 57xy + 27y = 3y(x + 9)(2x + 1).

En general o i )
El Ministerio de Educacion (MINED) ha ela-

CuandO se faCtOFiza un pO'InomIO Cualqwera, IO primerO es borado una serie de Videos sobre Matema’-
verificar si sus términos tienen un monomio comun, de ser asise | tica en lo cotidiano, uno de ellos presenta la
extrae este monomio y se factoriza el otro polinomio utilizando | factorizacion de polinomios. Puedes visuali-

cualquiera de los métodos vistos en las clases anteriores. zarlo en el siguiente enlace:
https://goo.gl/Zg)Vzs

. J
b
Problemas.w
1. Factorizalossiguientes polinomios:
a) 20xy* — 20xy — 15x b) 90x° — 40xy?
c) 18x3y + 12x*y? + 2xy? d) 6ab®-33ab? + 36ab
e) 225x%y — 180x%y* + 36xy° f) 3a’bc + 6a*bd + 15a*b — 2a’c — 4a*d — 10a?

No desarrolles los productos, identifica en

2. Factoriza el polinomio (x + 1)(x =3y +4)> — (x + 1)(2x + y — 5)%. )
este caso el factor comun.
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1.16 Combinaciones de métodos de factorizacion, parte 2

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:
a) ax? + ay? + bx* + by* — 2axy — 2bxy b) 2mx?-2nx*+5mx—5nx—-3m+3n

Solucién
a) Los términos del polinomio no poseen un factor comun, sin embargo pueden asociarse aquellos que si
lo posean y extraer el factor comun, o sea:

ax? + ay* + bx* + by? — 2axy — 2bxy = (ax? + ay?) + (bx? + by?) + (—2axy — 2bxy) asociar términos;
= a(x® +y%) + b(x* + y?) — 2xy(a + b) } extraer el factor
~(a+ b+ 57— 2p(a + b) comun en cada caso.

Ahora se extrae el factor comun polinomio a + b y se factoriza el segundo factor:

ax? + ay* + bx* + by* — 2axy — 2bxy = (a + b)(x* + y* — 2xy) extraer el factor comun a + b;
= (a+ b)(x? = 2xy + y?) ordenar los términos;
=(a+b)(x—y)? factorizar x> — 2xy + y°.

Por lo tanto, ax? + ay? + bx? + by*— 2axy — 2bxy = (a + b)(x — y)>.

b) De forma similar al literal anterior, se asocian los términos que posean factor comun y se extrae dicho
factor:

2mx?—2nx*+5mx—-5nx—3m+3n=2x*(m-n)+5x(m-n)-3(m-n)
=(2x?+5x - 3)(m —n)
se factoriza 2x? + 5x — 3 usando el método de la tijera:
IS
2x -1 —> —x

2x? -3 @

Luego, 2x? +5x -3 =(x+3)(2x—1) y 2mx*—2nx*+ 5mx—5nx—3m + 3n = (x + 3)(2x — 1)(m — n).

En general
Al factorizar un polinomio, si sus términos NO poseen un monomio comun entonces se asocian los términos
gue si lo posean, se extrae el factor comun polinomio y se aplica al otro factor cualquiera de los métodos
vistos en las clases anteriores.

También pueden asociarse términos convenientemente para factorizar un polinomio, sin que estos tengan
factor comun.

*
Problemasm

Factoriza los siguientes polinomios:
a) 4a*x + 4a’y — b*x — b?y
b) 2cm? + dm? + 50cn? + 25dn? + 20cmn + 10dmn
c) 4a’x — 12abx + 9b%x — 8a?y + 24aby — 18b%y
d) (a+ b)(c—d)*+2(a+ b)(c—d)(2c + 3d) + (a + b)(2¢c + 3d)?



1.17 Practica lo aprendido

1. Factoriza los siguientes polinomios (factor comun):

a) 4x*y* + 6x%y — 10xy b) — 15a2b? + 12b* - 21b?

c) —2a*b?*c? — 20ab*c — 10abc d) % X2y — %xz + %xy - %x

e) 2ax + bx + 6ay + 3by f) 3mx—2my —12nx + 8ny

g) 5ax—2bx+%ay—§by h) 2mx + 4nx—3my—6ny +5m + 10n

2. Factoriza los siguientes trinomios en la forma (x + a)(x + b):

d) b2+ 14b + 33 e)m?+2m—35 f) n?—8n-20

3. Factoriza los siguientes polinomios (trinomio cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados):

a)x? +18x + 81 b) y>—20y + 100 c)a2+%a+%
d) b2 - 16 e)y2—121 ) %—az
2 2 9 2_ 25 , , 121,
g) 25x? + 30xy + 9y h) 27 49b i) 900x T00”
4. Factoriza utilizando el método de la tijera:
a) 2x*+19x + 45 b) 3y*+ 26y + 16 c)5a*>-27a-18
d)3a?-10a + 8 e)5b?+13b-6 f) 10a?-23a -5
g) 12y*>-23y+5 h) 8x? + 10x — 25 i)6x?+11x+4
5. Factoriza los siguientes polinomios:
a) 4xy — 100xy? b) 5m3+ 15m? - 350m
c) 75a*b — 60a’b* + 12ab? d) — 96x3y — 144x%*y* — 54xy3
e) dxy® — 26xy* + 42xy f) 60a*m — 80a’n + 30abm — 40abn
6. Factoriza los siguientes polinomios sin desarrollar los productos:
a) (5x—2y +9)>— (x — 8)? b) (@a+7)*+2(a+7)(b-6)+(b-6)>
c)(2y+3)2+3(2y+3)-28 d)(6y—1)>-5(6y—-1)-14
e)dm+n)’>—-4(m+n)(n-2)+(n-2)* f) 3(4x+1)>+11(4x+1)-20

7. Factoriza el siguiente polinomio: amx + anx + amy + any + bmx + bnx + bmy + bny

8. Utilizando factorizacidn, calcula el resultado de las siguientes operaciones:
a)999’-1 b) 550% — 450°
c)982+4(98) +4 d) 9952 + 3(995) - 10

En el problema 2, para los lite-
rales g), h) e i), realiza un cam-
a)x*—17x+70 b) y*+3y—40 c)a*-3a-54 bio de variable de modo que el
polinomio pueda transformarse
en otro polinomio de la forma
g) 4x? + 24x + 35 h) 4y? — 24y + 27 i)9a®-3a-20 m?+pm +q y luego factorizarlo
en la forma (m + a)(m + b).




2.1 Division de polinomio por monomio

Problema inicial

Realiza las siguientes divisiones: Para realizar la divisién de un polinomio por

. . un numero se multiplica el reciproco del
a) (20xy + 16x—4y) + 4 b) (12ab-21b%) + (3b) ndmero por cada término del polinomio.

Solucién
a) Se cambia la divisidn por la multiplicacion con el numero reciproco del divisor, es decir:

(20xy + 16x—4y) + 4 = (20xy + 16x — 4y) (%)
_ 1 1\ _ 1
= 20xy (Z) +16x (Z) 4y (4)
=5xy+4x—y
Por lo tanto, (20xy + 16x —4y) + 4 = 5xy + 4x —y.

b) Como en el literal anterior la division (12ab — 21b?) + (3b) equivale a multiplicar 12ab — 2152 por el
reciproco de 3b; al realizar esto se obtiene:
(12ab - 21b?) = (3b) = (12ab — 21b2)(%)

- 12ab(%) - 21b2(%)

4 7 b
_ 12ab _ 21k b2 _ Bb) _,
3y 3y b B
=4a-7b

Luego, (12ab —21b%) + (3b) =4a - 7b.

En general
Para dividir un polinomio entre un monomio se multiplica cada término del polinomio por el reciproco del

monomio y se simplifica el resultado.

Ejemplo
Realiza la division (15x%y? — 40x%y — 25xy) + (—5xy).

Aplicando lo visto en la conclusién: . . .
2002 20y . — 2.2 L) 20, (L ) L
(15x%y? — 40x*y — 25xy) + (— 5xy) = 15x2%y ( 5xy) 40xy( Sxy) 25xy( Sxy)
3 xy 8 x 5
__ By | sy Pxy
g

=-3xy+8x+5
Por lo tanto, (15x*y* — 40x%y — 25xy) + (— 5xy) = —3xy + 8x + 5.

b 3
Problemasm

Realiza las siguientes divisiones:

a) (-8abc + 22a? - 18a) + (2a) b) (18xyz + 24x*yz) + (3xyz2)
c) (-10a?b? + 45a%bc — 20abc) + (-5ab) d) (4x*y?*z? — 40x*y*z — 32xy?2%) + (—4xyz2)
e) (8a*b + 12ab?) + (10ab) f) (— 14xyz? + 15xy?2% — 18xyz) + (—6xY)

g) (2ab? + 5ab®) + (%b) h) (9xyz — 2xy) + (— %xy)



Definicién
Dados dos polinomios p y ¢ en una variable, entonces existen los polinomios d y r tales que:
p=qd+r
donde r es cero o de grado menor a q. Como en la divisién de niumeros: el polinomio p es el dividendo, g
el divisor, d es el cociente y el polinomio r es el residuo de la divisidn de p entre q.

El procedimiento para dividir polinomios es el siguiente: En Educacion Basica se aprende a dividir

—_ Yy . P numeros en forma vertical, ubicando los
1. Escribir la division en forma vertical y ordenar los términos o ;
elementos de la division como sigue:

del dividendo y el divisor segun las potencias decrecientes o o
de la variable. Si falta una potencia de la variable se coloca Dividendo M
p

cero en el lugar correspondiente.

2. Dividir el primer término del dividendo por el primer término del divisor para obtener el primer
término del cociente.

3. Multiplicar el divisor por el término del cociente encontrado en el paso 2. Luego, restar este resultado
del dividendo.

4. Repetir este proceso, ahora con el resultado obtenido en el paso 3 como dividendo, hasta que el grado
del polinomio del dividendo sea menor al grado del polinomio del divisor.

Residuo  Cociente

A este procedimiento también se le conoce como division larga de polinomios.

Ejemplo 1

Realiza la division (x® + 3x2 = 5x—4) + (x + 2) y escribe el dividendo en la forma gd + r.

Los términos del dividendo y el divisor ya se encuentran ordenados de acuerdo a las potencias decrecientes
de la variable. Se escribe (x* + 3x> —5x—4) + (x + 2) como la divisién en forma vertical de nimeros:

X +3x2-5x—-4 [X+2

se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor, o sea x* + x, para obtener el

primer término del cociente:
x}+3x2-5x—-4 [x+2
(@) <+—— Resultado de x® + x

se multiplica el divisor por el primer término del cociente, o sea (x + 2)(x?) = x* + 2x?; este resultado se resta
del dividendo:

3 2

A! 'restar X+ 12x 'del i3 —5p—a |x+2

dividendo, los términos ) )
—_— _4‘3_ 2x X

del ‘primero cambian 0+ 2 —5x—14
de signo.

Repite el proceso, tomando x? — 5x + 4 como dividendo:

X +3x2-5x—4 | x+2
—x3—2x? x2 € x) «——— Resultado de x? + x

Restar el resultado de O+ & —5x-4
—_— —x’-2x

2 _ G,
(x+2)(x) de x* —5x—4. 0 —7x—4



Ahora se toma — 7x — 4 como dividendo:

X+3x>-5x—4 [X+2

- x3 - 2x? x? + x€7) «—— Resultado de (-7x) + x
0+ x> -5x—-4
-x* -2x
0 —7-4
Restar el resultado de + 76+ 14 Puedes desarrollar la operacidn:
(x+2)(-7)de—-7x—4. —_— (x+2)(x2+x—7)+10
0 +10 para comprobar si la division es
correcta.

Luego, x* +3x?—5x—4 = (x + 2)(x* + x—7) + 10.

Ejemplo 2

Realiza la divisidon (2x3 — 20x — 50) + (x? + x — 4). Escribe el dividendo en la forma qd + .

El dividendo no posee el término con x?, entonces se coloca cero en la posicion donde “deberia” estar este
término al momento de escribir la division en forma vertical:

2x*+0x°—20x-50 | x*+x—4
luego, se realiza el proceso visto en el ejemplo anterior:

203 +0x2—-20x-50 [X*+x-4

Restar (x° + x — 4)(2x) de 2x® - 20x — 50 — — 245 — 242 + 8x 2x—2
0 —2%—12x-50 (I Resultado de (2x3) + x?

Restar (x? + x — 4)(-2) de —2x>— 12x - 50 —> 2°+ 2x — 8 — Resultado de (-2x) + x*
0 —10x-58

Por lo tanto, 2x*—20x — 50 = (x> + x — 4)(2x — 2) — 10x — 58.

*
Problemasm

1. Realiza las siguientes divisiones y escribe el dividendo en la forma qd + r:

a)(x*+x2—5x+7)+ (x+3) b) (x*+2x*—5x+7) + (x—1)
c)(x*+4x*—8x—16)+ (x+5) d) (x®—6x2+4x+19)+ (x—3)
e)(x*+3x+9)+ (x+2) f) (*=72x2+11) + (x—2)

g) (x®+5x2+5x+3)+ (x*+4x+ 1) h) (x*+x2—12x+ 2) + (x> + 3x— 6)
i)(x*=5x2+5x-1)+(x—1) j) (®+4x*>—6x—5) + (x +5)

k) (2x*—3x*—x—-2)+ (22 +x+ 1) (3 +2x2-2x—-1)+(3x2—x—-1)

2. Encuentra el valor de a para que el residuo de la division (x® + 2x> — x + a) + (x — 2) sea igual a cero.

3. Efectta la division (2x* + 6x° —x? + 3x— 1) + (2x% + 1).



Definicion
La divisidn sintética es un método para realizar divisiones entre polinomios en una variable y se utiliza
cuando el polinomio del divisor tiene la forma x — a. En este método se trabaja con el esquema:

Dividendo Este método también funciona
cuando se divide entre un polinomio
a
de la forma mx — a. En este caso, se
Cociente Residuo ubica el nimero -% en lugar de a.
m

El procedimiento es el siguiente:

1. Ordenar los términos del dividendo seguin las potencias decrecientes de la variable. Luego se escriben los
coeficientes del dividendo en forma horizontal, en la parte con titulo “Dividendo”.

2. Se escribe el primer coeficiente del dividendo en la parte con titulo “Cociente”; luego se multiplica este

numero por el valor de a y se escribe el resultado debajo del segundo coeficiente del dividendo.

. Se suman las cantidades del paso 2, el resultado serd el segundo coeficiente del cociente.

. Repetir este proceso hasta obtener un nimero debajo del término independiente del dividendo.

5. El residuo sera la suma de las cantidades de la dltima columna; los numeros a la izquierda del residuo
corresponden a los coeficientes del polinomio del cociente, cuyo grado sera uno menos que el grado del
polinomio del dividendo.

~ W

Ejemplo

Utiliza la division sintética para realizar (x® + 3x2 — 5x — 4) + (x + 2). Escribe el dividendo en la forma qd + r.
x+2=x—(-2), es decir,a =-2

De acuerdo al esquema mostrado en la definicion, se escriben los coeficientes del polinomio del dividendo
en el lugar correspondiente, en forma horizontal; se sustituye también el valor de a = -2:

1 3 -5 —4

se escribe el primer coeficiente del dividendo en la parte correspondiente al cociente (este sera el coeficiente
de la variable con mayor potencia del polinomio del cociente). Este nimero se multiplica por -2y se escribe
el resultado debajo del segundo coeficiente del dividendo, o sea, debajo de 3:

1 3 -5 -4
AT 2
1

se efectla la suma 3 + (-2) y el resultado sera el segundo numero del cociente:

1 3 -5 -4

Resultado de 3 + (-2)



se repite el proceso ahora multiplicando —2 por el segundo nimero del cociente, se escribe el resultado
debajo de -5 y se suman ambas cantidades:

1 3 -5 -4

-2

20X
L 10 O
*

Resultado de =5 + (-2)

se multiplica -2 por —7, el resultado se escribe debajo de —4 y se suman ambas cantidades:

1 3 -5 -4
-2 -2 -2 14
/1\’1\’
1 1 —7/| <—Resultado de —4 + 14
’ . . . . ( \
Este ultimo resultado 10, corresponde al residuo de la divi- Ala divisién sintética también se le conoce como
sion. Los numeros 1, 1 y —7 son los coeficientes del polino- método de Ruffini o regla de Ruffini debido
mio del cociente, cuyo grado sera 2 pues el grado del poli- al matematico italiano Paolo Ruffini (1765 -

1822), que ademas estudié Medicina, Filosofia
y Literatura en la Universidad de Mddena en
Italia. Puedes comprobar que el resultado de
la division sintética es el mismo que el de la
Por lo tanto, x®* + 3x*—=5x—4 = (x + 2)(x* + x—7) + 10. division larga.

nomio del dividendo es 3; o sea, el polinomio del cociente
es:x?+x-17.

b 3
Problemasm

Realiza las siguientes divisiones y escribe el dividendo en la forma qd + r:

a) (x¥*—12x*+ 23x—5) + (x—3) b) (x*+9x>—13x-4) + (x—1)
1 -12 23 =5 1 9 -13 -4
L] L],
> Rt
c)(x®*—4x*-11x-2)+ (x+ 1) d) («®—2x2-31x+20) + (x +5)
1 -4 -11 -2 1 -2 =31 20
-1 L/&\ ! -5 L&V—s
1 | 1
e)(2x*-3x?—-4x—-1)+ (x-2) f) (32— 11x>-5x+4) + (x—4)
2 -3 -4 -1 3 -11 -5 4




2.4 Division sintética, parte 2

Problema inicial

Realiza la division (x* — 8) + (x — 2). Escribe el dividendo en la Si falta una potencia de la variable debes
forma qd +7r. colocar cero en el lugar correspondiente.
Solucién

El polinomio x* — 8 no posee términos con las variables x* y x, entonces debe colocarse cero en el lugar

correspondiente:
(x*+0x>+0x—8)+(x-2)

Utilizando divisidn sintética se obtiene lo siguiente:

1 0 0 -8
2 l 2 4 8
| 1 2 4 0

El polinomio del cociente es x? + 2x + 4 y el residuo es cero. Por lo tanto, (x* — 8) = (x — 2)(x? + 2x + 4).

En general
Al dividir dos polinomios en una variable, los términos del dividendo y del divisor siempre deben estar
ordenados segun las potencias decrecientes de la variable. Si falta una potencia de la variable se coloca
cero en el lugar correspondiente.

Si el polinomio del divisor tiene la forma x — a entonces se utiliza la divisidn sintética; en cualquier otro caso
se utiliza la division larga de polinomios.

Ejemplo

Realiza la divisidn (x? — 2x® — 20) + (3 + x). Escribe el dividendo en la forma qd + r.

Deben ordenarse los polinomios del dividendo y del divisor de acuerdo a las potencias decrecientes de la
variable, y colocar cero en el lugar donde falte una de la potencias:

(—2x*+x?+0x—20) + (x + 3)

como el polinomio del divisor tiene la forma x — a se utiliza division sintética, con a = —3:

-2 1 0 =20
-3 l 6 =21 63
| -2 7 =21 43

Luego, —2x°* + x>+ 0—20 = (x + 3)(—2x* + 7x — 21) + 43.

<
Problemasm

1. Realiza las siguientes divisiones y escribe el dividendo en la forma qd + r:

a) (x*—40x+12)+ (x—6) b) (2x® — 65x —45) + (x + 5)
c) (x*-50)+(x-4) d) (7x—2x*-5)+ (x + 2)
e) (10x*—10-3x°) + (-3 + x) f) (x3+%)+(x+%)

2. Determina el valor de a para que el residuo de la division (x* — 27) + (x — a) sea igual a cero.

@



2.5 Teorema del residuo

Problema inicial
Dados los polinomios p = 2x*-9x*—6x+7yq=x—-5:
1. Encuentra el residuo de la divisién p +q.
2. Sustituye x = 5 en el polinomio p. ¢A qué es igual este resultado?

Solucic’m
1. Utilizando la divisién sintética:

Sean p, q, d y r polinomios en una

2 -9 —6 7 variable x tales que p = qd + ry
q=x-a.Asi:
5 10 5 _5 p=(x—a)d+7‘
| 2 1 -1 | @ Sustituir x = @ en p sera igual a
sustituir x = a en la expresion
El residuo al realizar p + q es 2. (x—a)d +r, cuyo resultado es igual
ar:

2. Al sustituir x = 5 en el polinomio p se obtiene lo siguiente: (@—a)d+r=(0)d+r=r

2(5)>=9(5)>—6(5) +7=2(125) - 9(25) =30+ 7 | Luego, el residuo al efectuar

=2 la divisién de polinomios p + q
. L es igual a sustituir x = a en el
Este resultado es el residuo de la division p +q. polinomio p.

Teorema

Sean p y q dos polinomios en una variable, con q de la forma x — a. El residuo al realizar la divisidon p + ¢
es igual al valor obtenido cuando se sustituye x = a en el polinomio p. A este resultado se le conoce como
teorema del residuo o teorema del resto.

Ejemplo

Encuentra el residuo que se obtiene al realizar la division (x* + 8x?) + (x + 7).

Utilizando el teorema, el residuo serd igual al valor obtenido al sustituir x = -7 en x® + 8x?, es decir:
x3+8x%=(-7)*+8(-7)?
=-343 + 392
=49
Por lo tanto, el residuo de la division (x* + 8x?) + (x + 7) es 49.

b 3
Problemasm
1. Encuentra el residuo que se obtiene al realizar las siguientes divisiones:

a)(3x* -2 +x—-2)+ (x—1) b) (x*+2x*—14x+2)+ (x—2)
c) (—x*+9x? +7x + 15) + (x — 10) d) (3% =5x) + (x+1)

e) (2x* —4x*>—21x+30) + (x + 3) f) (x*—=7x2+55)+ (x+ 1)
g)(x3—x2+x)+( —%) h)(x3—x—1)+(x+%)

2. En cada caso determina el valor de a para que el residuo de la division p + g sea igual a cero:
aJp=x’—-4ax+3,g=x-1 b)p=—-x*+ax’*—ax+a’ q=x-2



2.6 Factorizacion utilizando el teorema del factor, parte 1

Problema inicial
Seap=x*+4x*+x—6:
1. Verifica que el valor obtenido al sustituir x = 1 en el polinomio p es igual a cero.

2. Factoriza el polinomio p. ¢Cudl sera el residuo al dividir p entre x —17?

Solucién
1. Sustituyendo x = 1 en el polinomio p se obtiene:
(12 +4(1)+1-6=1+4-5=0
es decir, el valor del polinomio p es igual a cero cuando x = 1.
2. Utilizando el teorema del residuo y con base en el resultado del literal a), el residuo al dividir el

polinomio p entre x — 1 sera igual a cero. Entonces p puede escribirse en la forma (x — 1)d, donde d
es un polinomio de grado 2 (pues el producto es de grado 3). Para encontrar al polinomio d se realiza

p+(x=1):
1 4 1 -6

1 l 1 5 6
1 5 6 ©

luego, d = x* + 5x + 6 y este se puede factorizar en (x + 3)(x + 2). Por lo tanto,

XB+aAxP+x-6=(x—1)(x+3)(x+2).

Teorema
Sea p un polinomio cualquiera. Si el valor de p al sustituir x = a es igual a cero entonces p puede escribirse
en la forma (x — a)d, donde d es un polinomio de un grado menor que p. Este resultado se conoce como
teorema del factor.

Ejemplo

Sea p = x*— 7x + 6. Verifica que si x = -3 entonces p = 0 y utiliza esto para factorizar el polinomio p.

Al sustituir x = =3 en p se obtiene:
(-3)3-7(-3)+6=—27+21+6=0.

Por el teorema del factor, p puede escribirse en la forma (x + 3)d. Se utiliza division sintética para encontrar d:

1 0 -7 6

luego, d = x* — 3x + 2 y este se factoriza como el producto (x— 1)(x— 2). Por lo tanto,
xX}—=T7x+6=(x+3)(x—1)(x-2).

*
Problemasm

Para cada caso verifica que el valor del polinomio p es cero si x = a; luego factoriza p:
Ap=x3+2°-x-2;, a=1 b)p=x*+6x>+11x+6; a=-1

C)p=x+2x>-5x—-6; a=2 dp=x>-5x*-2x+24; a=-2
e)p=x>-21x-20; a=-4 f)p=x*-9x*+23x-15; a=5



2.7 Factorizacion utilizando el teorema del factor, parte 2

Problema inicial
Seap=x>-19x-30:
1. Encuentra los divisores (positivos y negativos) del término independiente.
2. Determina en cual de ellos p es igual a cero; luego factoriza el polinomio p.

Solucién
1. Los divisores del término independiente —30 son: +1, +2, +3, 45, +6, +10, +15 y +30 (se coloca “+” para
indicar el divisor positivo y negativo), estos pueden encontrarse al descomponer 30 en sus factores
primos.

2. Se sustituye el valor de x en el polinomio p por los nimeros encontrados en el literal anterior:
a) six=1entonces (1)*-19(1) — 30 =-48;
b) si x = -1 entonces (-1)*-19(-1) - 30 =-12;
c) six =2 entonces (2)*—19(2) - 30 =-60;
d) si x =-2 entonces (-2)* - 19(-2) - 30 =0.

Por el teorema del factor, el polinomio p se puede escribir en la forma (x + 2)d; para encontrar d se
utiliza division sintética:

1 0 -19 -30
-2 l -2 4 30
| 1 -2 -15 | ©

entonces d = x> — 2x — 15 y este se puede factorizar en (x + 3)(x—5). Por lo tanto,

x*—19x—-30=(x+2)(x+3)(x—5).

Conclusic’)n

Sea p = x* + mx? + nx + k; los posibles valores de a tales que p pueda escribirse en la forma (x — a)d son los
divisores del término independiente k.

Es decir, para factorizar p = x* + mx? + nx + k puede realizarse lo siguiente:
1. Encuentra los divisores (positivos y negativos) del término independiente.
2. Determina cual de ellos hace que el valor del polinomio sea igual a cero.

3. Realiza la divisidn para escribir p en la forma (x — a)d, donde d es un polinomio de grado 2.
4. Factoriza d con cualquiera de los métodos vistos en las clases anteriores.

*
Problemasm

1. Factoriza los siguientes polinomios:

a)x3-2xr—x+2 b) x*+2x?—x -2 c)x*+x*—14x-24
d) 23 — 5x2 — 9x + 45 e)y’ -4y’ +y+6 f)y*=3y* -4y +12
2. Factoriza: (x+10)*+ 1. ~ Sustituyex+10pory.

3. Encuentra la suma de los factores del polinomio: x* — 13x — 12.



2.8 Factorizaciones sucesivas

Problema inicial
Factoriza los siguientes polinomios:
a) x’y* = 2x%y* — 9xy* + 18y? b) n’x* — n’y’—3n’x* + 3n%y’ + 4x? — 4y?

Solucién
a) Primero debe extraerse el factor comun de los términos del polinomio, en este caso es y*:
X3y? = 2x%y? = 9xy? + 18y? = (x® — 2x® — 9x + 18)y?
= y*(x® — 2x? - 9x + 18)
se factoriza x® — 2x? — 9x + 18 utilizando el teorema del factor y division sintética; en este caso, el
polinomio es igual a cero cuando x = 2:

(2-2(2)2-9(2) +18=8-8—-18+18=0

1 2 -9 18
2 l 2 o -18
| 1 0 -9 | ©

de lo anterior, x3*y? — 2x?y? — 9xy? + 18y? = y*(x — 2)(x* — 9). El tercer factor, x> — 9, es una diferencia de
cuadrados que se factoriza en el producto (x + 3)(x — 3). Por lo tanto,
x3y? — 2x*y? = 9xy? + 18y? = y*(x — 2)(x + 3)(x — 3).
b) No todos los términos tienen un monomio comun, asi que se asocian aquellos que lo posean y se
extrae el factor comun polinomio:
n3x2 — nayz —3n22 + 3nzyz + 42 — 4yz — na(xz _yZ) _ 3n2(x2 _y2) + 4(x2 _yZ)
=(n*—=3n%+4)(x* - »?)
el polinomio n® — 3n? + 4 se factoriza usando el teorema del factor y division sintética, este se anula
cuando n =-1:

1 -3 0 4

1 1 1 4 —4
v

‘ 1 —4 4 ‘ ©

de lo anterior, n®x* — n®y? — 3n’x? + 3n%y? + 4x* — 4y* = (n + 1)(n? — 4n + 4)(x*> — y?). El factor n*—4n + 4,
es un trinomio cuadrado perfecto cuya factorizaciéon es (n — 2)? y x*> — y* puede factorizarse por diferen-
cia de cuadrados, siendo (x —y)(x + y). Por lo tanto,

w’x’ = n’y’ = 3n°x* + 3n’y* + 4x’ = 4y* = (n + 1)(n = 2)*(x — y)(x + y).

En general
Para factorizar un polinomio p se extrae el monomio comun de los términos del polinomio y se factoriza
el segundo factor. Si no todos los términos tienen un monomio comun entonces se asocian estos de forma
conveniente y se factorizan por cualquiera de los métodos vistos en las clases anteriores. Este proceso
se repite hasta dejar expresado el polinomio original como producto de polinomios en su mds simple
expresion.

b 3
Problemasm

Factoriza los siguientes polinomios:
a) 3xy* + 15xy% + 9xy — 27x b) 2abc® + 2abc? — 50abc — 50ab
c) m*n?>—-4m’n®?—-11mn? + 30n? d) 4x®y? — 16x%y? — 12xy* + 72y* — 5% + 4x* + 3x — 18



2.9 Practica lo aprendido N

1. Realiza las siguientes divisiones:

a) (x%y —xy? + ) + (-y) b) (24m?n? + 30mn?—15mn) + (3mn)
c) (—a?b? + 2a?b?* - 5ab?) + (—ab?) d) (35x%y32® — 25x3y22% — 45x%y?23) + (5x%y?2?)
e) (m’n + m’n*-3m’n?) + (% mzn) f) (2x°y* — 3x%y* — 5xy) + (— %xy)

2. Realiza las siguientes divisiones utilizando la division larga y escribe el dividendo en la forma qd + r:

a) (2x*+3x2+9) + (x +2) b) (263 - 7x*—3x+2)+(x—-4)
c) (2y*—13y*+ 14y +2) = (y—5) d) (2y*+5y*—8y—6)+ (2y + 1)
e) (Bx®+11lx* —x—3) + (x> +4x + 1) f) (553 —8y*— 14y +4) + (y*— 2y —2)

3. Utiliza la divisidn sintética para efectuar las siguientes divisiones de polinomios y escribe el dividendo
enlaformaqd + r:

a)(X*—9x2+21x+2)+ (x—4) b) (y*—3y*—6y—11)+ (y-5)
c)2m®+4m?+3m +8)+(m+3) d) (3n*+4n>-6n-7)+(n+2)
e)(a®*-37a—-1)+ (a-6) f) (b3 +8b2—29) = (b+7)

g) (2x*+ 1)+ (x—1) h)(y3+2y2—y+1)+(y—%)
)0 e =)+ e+ 3) (o +55) = (v+3)

4. Encuentra el residuo que se obtiene al realizar las siguientes divisiones:

a) (B +x%)+(x-2) b) (8y*—5y)+ (y+1)
c)(5m*+11m?-9)+ (m +2) d) (n®*-13n°+29n + 10) + (n —3)
e)(y*+4y*—6y—6)+(y+5) f) (x3+%x2—x—1)+(x—%)

5. Sea k un niumero entero. Para cada caso determina el valor de k para que el residuo de la division p + g
sea igual a cero:

a)p=ki*+(k+1)x*+(k-4)x-2; g=x+1 b)p=x*+(k=3)x*+ (k+4)x—-6k; g=x-3
c)p=x*—kx*+2kx+k-1;, g=x-1 d)p=kx*+(k+1)x*-7x+3k; g=x+2

6. Factoriza los siguientes polinomios:
a) — 2xy® — 4xy* + 32xy + 64x b) 5x%y? — 15x%*y* — 90xy* + 200>
c)—abc®-9abc?—11abce + 21ab

7. Factoriza los siguientes polinomios:

a) 4a3b? + 24a*b? — 60ab? — 400b* — 9a° — 54a? + 135a + 900
b) (x+1)3—(x+1)>-30(x+1)+72




3.1 Resolucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion

Problema inicial

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas utilizando factorizacién: Siay b son nimeros reales tales que
a)x>—15x +56=0 b)5x2+11x —12=0 ab=0entoncesa=00b=0.

Solucién
a) Para factorizar el polinomio se buscan dos numeros cuyo producto sea 56 y cuya suma sea igual a
—15 (como el producto es positivo y la suma negativa ambos nimeros deben ser negativos). Para
encontrarlos puede descomponerse 56 en sus factores primos y buscar una combinacidn de ellos que
cumplan lo dicho anteriormente. Se verifica entonces que: (—8)(-7) =56y — 8 — 7 = — 15, por lo que
x*—15x + 56 puede factorizarse en el producto (x — 8)(x — 7). Luego:

(x-8)(x—7)=0
como el producto es cero, uno de los factores debe ser igual a cero:
x—8=0 o x—-7=0.

Por lo tanto, las solucionessonx=8o0x=7.

b) Para factorizar 5x*> + 11x — 12 se descomponen 5y —12 en dos factores y se aplica el método de la

tijera: 5x —4—> —4x
X 3 — 15x
5x? -12 11x
entonces, 5x?+ 11x—12 = (5x—-4)(x+3)=0, porloque 5x—4=00x+3=0. Entonces,x=%ox=—3

son las soluciones de 5x% + 11x — 12 = 0.

Definicién
Una ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son nimeros reales y a # 0 se llama ecuacién
cuadratica. Para resolverla utilizando factorizacidn se escribe ax? + bx + ¢ como producto de dos binomios
lineales, se iguala cada uno de ellos a cero y se resuelven ambas ecuaciones lineales.

Ejemplo

. ., ... 5 4
Resuelve por factorizacion, la ecuacion Exz -2==3xX.

Si se encuentra una ecuacion equivalente a la dada pero cuyos coeficientes sean todos enteros, la
factorizacidn resultard mas facil. Asi, al multiplicar ambos miembros por 6, se obtiene la ecuacién equivalente
15x* — 12 = —8x. Para utilizar factorizacion la ecuacion debe estar igualada a cero: se pasa —8x al miembro
izquierdo y se obtiene la ecuacion 15x% + 8x — 12 = 0. Al factorizar por el método de la tijera se obtiene

(5x +6)(3x—2) =0, por lo que las soluciones de la ecuacién son x = — % yx= %
<
Problemasm
1. Calcula las soluciones de cada ecuacién utilizando factorizacién.
a)x*+2x-15=0 b) x*—15x +44 =0 c)x*+4x+3=0
d)x?+7x-60=0 e)x2+16x+63=0 f)3a2-x-15=0
g)2x’+2x+3=0 h)3x2+ 13x —10=0 i) 8x>—38x +35=0
j) 4% +21x —18 =0 k) 0.2x2 +0.3x — 0.2 =0 N3xe-Lx-1=0

2. Encuentra una ecuacion de grado 2 que tenga por soluciones a 1y —15.

50



3.2 Resolucion de ecuaciones cuadraticas con la formula general

Problema inicial
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:

Las soluciones de la ecuacion
ax?+ bx+c=0(a+0)son:

a)2x*+3x-1=0 b)x*-2x-6=0 _—b+b’—4ac
x——za o
Solucién

a) Esta ecuacién no puede resolverse por factorizacion; cuando esto ocurre se resuelve utilizando la férmula
general. En estecaso,a=2,b=3yc=-1:

-3 ++/32-4(2)(-1) _ —-3+4/9+38 _ —31\/ﬁ_

= 2(2) 4 4

Entonces, las soluciones de 2x? + 3x —1 = 0 son:

=3 ++/17 -3—+/17
X = yXx= .

4 4

b) Si se intenta resolver la ecuacién por factorizacidn, se llega a que no es posible encontrar dos numeros
enteros cuyo producto sea—6y cuya suma sea —2. De forma similar al literal anterior, se utiliza la formula
generalcona=1,b=-2yc=-6:

o —E2AENE27-A0)(6) | 24N4+24 2428 _ 2122\/7 — 1447

2(1) 2 2
Observa que M se simplifica porque puede sacarse 2
Entonces, las soluciones de x> —2x — 6 =0 son: 2
como factor comun en el numerador:
x=1+\7yx=1-+7. 24 2N7

21£N7) _ 1 4 7.
2 2

Conclusi()n

Cuando una ecuacién cuadratica no pueda resolverse mediante factorizacion, se utiliza la férmula general.

Ejemplo
Resuelve la ecuacion x =7 — %.

Noétese que x = 0 no es solucién de la ecuacién. La ecuacion puede llevarse a una ecuacién cuadratica al

multiplicar por x ambos miembros:
plcarp R=Tx—4 = x—Tx+4=0

esta ecuacion no puede resolverse mediante factorizacioén, por lo que al aplicar la férmula general se obtiene:

_ 7EN(E7P-4(1)@) 7+£49-16 _ 7+4/33

* 2(1) - 2 2

Entonces, las soluciones de x =7 — 4 son:

Yo 74433 7-+/33
X=—0— Y x=———.

b
Problemasm
Calcula las soluciones de cada ecuacion:

a)3x*+x-1=0 b) x2=-2(2x + 1) c)x*-3(2x+1)=0 d)2x(3-x)=3
— A2 _ 2_15,. .45 _ —g_2 —_3+2
e)x=x*-1 f) x X+, 0 g)2x=8 . h) x 3+x



Definicion
Se llama unidad imaginaria, y se denota por i, al nUmero que satisface 72

i=+v-1.

=-1, es decir:

Dados dos niimeros reales cualesquiera ay b, el nimero de la forma z = a + bi se llama nimero complejo.
Al conjunto de todos los nimeros complejos, es decir, aquellos de la forma a + bi se le denota por C.

Sea z = a + bi un nimero complejo:
1. Si b =0 entonces z es un numero real.
2.Si a y b son diferentes de cero entonces z se llama nimero
imaginario.
3.Sia=0y b # 0entonces z = bi se lama nimero imaginario puro.

Para denotar numeros complejos,
usualmente se utilizan las letras zy w.
Si se necesitan mas de dos numeros
complejos, se utilizan subindices, por
ejemplo, zy, z,, 23, 2., etc.

Al nimero a se le llama parte real de z, y se denota por Re(z); mientras que al nUmero b se le llama parte
imaginaria de z, y se denota por Im(z). Dos nUmeros complejos son iguales si sus correspondientes partes

real e imaginaria son iguales, y viceversa.

Ejemplo 1
Para cada caso, determina Re(z) e Im(z): _
a)z=5-7i b)z=v2+1i c)z=_42+9l
a) Re(z) =5 b) Re(z) = V2 c¢) Lo primero es reescribir z:
Im(z) =7 Im(z) = 1 4. 9% __ 5.9
( ) ( ) z= 5 + > = 2+ > 1
Luego, Re(z)=-2eIm(z) =%
Ejemplo 2

Seanz=2x+3iyw =4+ (y—1)i dos nimeros complejos. Determina los valores de los nimeros reales x

Y Yy para que se cumpla Z=W.

Para que se cumpla la igualdad entre los nUmeros complejos z y w debe ocurrir:

Re(z) = Re(w) Im(z) = Im(w)

2x=4 3=y-1

al resolver ambas ecuaciones lineales se obtiene:
x=2 4=y

Por lo tanto, para que se cumpla z = w los valores de x y y deben ser 2 y 4 respectivamente.

*
L

1. Para cada caso, determina la parte real y la parte imaginaria de z:
a)z=—3+8i b)z=%—6i

dz=11: e)z=3

c)z=5-+31

_-12-4
f)z= 3

2. Para cada caso, determina los valores de los nimeros reales x y 'y para que se cumpla z = w:
a)z=(x+1)+5i , w=—-6+(4-y) b)z=10-3xi , w =8y +15i
c)z=(x+y)+4i, w=-2x+3y dz=—x+3yi, w=(y—-1)-xi



Problema inicial
Seanz =3+ 71y w=2-3i. ¢Cudl es el resultado de las operaciones
Z+w,z—wyzw?

Considera el nimero ¢ como una
variable para realizar las operaciones.

Solucién
Como en la suma de polinomios, solo pueden sumarse aquellos términos que sean “semejantes”:
z+w=3+71+2-31
=(3+2)+[7+(-3)Iz
=(3+2)+(7-3)t
=5+4;
Para la resta deben cuidarse los signos de la parte real e imaginaria de w:
z-w=3+71—-(2-3i)
=(3-2)+[7-(3)
=(3-2)+(7+3)
=1+10;
La multiplicacién se desarrolla como si fuese el producto de binomios, y teniendo en cuenta que %> = —1:
zw = (3+71)(2-31)
=3(2) +[3(-3) + 7(2)]i + 7(-3):?
=6+ (-9+14)i-21(-1)
=6+21+5;1
=27 +51
Porlotanto,z+w=5+4i,z—w=1+10iy zw = 27 + 5i.
Definicion
La suma y resta de los nimeros complejos z=a + bi y w = ¢ + di se denotan por z + w y z — w respectiva-
mente, y se definen:
zrw=(a+c)+(b+d)
z—w=(a-c)+(b-d)i.

El producto de los nimeros complejos z=a + bi y w = ¢ + di se denotan por zw y se define:
zw = (ac — bd) + (ad + be)i.

El complejo conjugado de z = a + bi, o simplemente conjugado de z, es otro nimero
complejo denotado por Z tal que Z = a — bi. Se llama médulo del nimero complejo
z =a + bi al nUmero real denotado por |z| y definido por:

|z| =VzZ =a? + D%

zZ = (a + bi)(a - bi)
=q? - b2

=g+ b2

b
—~

1. Para cada caso, calcula z + w, z— w y zw. Ademas, encuentra el conjugado y el médulo de cada numero:

a)z=-5+4i,w=2-31 b)z=4-1,w=—-6+4i
c)z=-3-2l,w=-5+1 dz=8-1,w=12+3i
e)z=5-2,w=61 flz=-3+8, w=2

2.Sea z = a + bi un nimero complejo. Demuestra lo siguiente:
a) z+Z=2Re(2) b) z—Z=2Im(2)i



3.5 Division de numeros complejos

Problema inicial ~

. . z _a+bi
Seanz=a+ biyw=c+di.Paracalcular == -
w  c+di

_ c—di
c—di’
2. Efectua los productos indicados.

realiza los siguientes pasos:

1. Multiplica por %

3. Encuentra el resultado.
. Y,

Solucién
1. Al multiplicar por

SIS

se estda multiplicando por 1, o sea que la expresidn original no se altera:

z _a+bi _a+bi _ c—di

w  c+di  c+di c-di

_ (a+bi)(c—di)
~(crdi)c—di)

2. Al efectuar los productos indicados, se obtiene:

(a+bi)(c—di) _ ac+bd+ (—ad + bc)i
(c+di)c—di) ~ 2+ d? '

3. La division de z entre w es entonces el nimero complejo:

ac +bd —ad+bci

CZ + d2 CZ + dZ
Definicién
Sean los nimeros complejos z=a + biy w = ¢ + di. La divisidon de z entre w se denota por%y estd dada por:
Z_a+bi _ac+bd  -ad+bc.
w c+di ¢+ d? c*+ d?
Ejemplo

Divide 4 + 37 entre 5 — 1.

En este caso, al multiplicar por el conjugado de 5 —1i en el numerador y denominador, se tiene que:
4437 _ 4+3; x 5+1 _ (4+31)(5+1) _ (20-3) + (4 + 15); _ 17 + 19 =£+§-

- - - L.
5-1 5-1 5+1 52+ 12 26 26 26 26

4+3; _ 17 | 19.
- =+ 1.
5-1 26 26

Por lo tanto,

b 3
Problemasm

z N\
1. Para cada caso, calcula w Observa que el objetivo en cada
a)z=3, w=2+ 41 b)z=5 w=2- 71 una de las operaciones vistas con
C) z = —7i, w=6-2i d) z2=2+ 9i, w=-3-1 Lcrs lndmeros. ’complejos es ’escri-
. . . . ir la operacién como un ndmero
e)z=—4+6i,w=2+7i flz=—-3-2i, w=5+2i P !} con
. X ! . complejo u + vi. Asi, en el caso de
g)z=4-2i,w=-51 h)z=-2+61,w=31 la divisién, el objetivo es quitar el
numero complejo del denomina-
. . . o dor multiplicando numerador vy
[ 2\ denominador.
a) Calcula £ b) Calcula (i)
w w
c) Calcula % d) Compara los resultados de b) y c)

@



3.6 Raices cuadradas de niumeros negativos*

Problema inicial
Sea x un niumero complejo. Determina todos los valores de x que satisfacen: x* = -5 i=N-1,2=—

Solucién
Se busca el nimero complejo tal que, al elevarlo al cuadrado, su resultado sea igual a —5; observa que -5
puede escribirse como el producto 5(-1), entonces: x> = 5(-1) =

luego, x? = 5i2 se cumple para x =V5 i 0 x = -5 i. En efecto:

(5 = (= (5 )= (=S

Por lo tanto, los valores de x que satisfacen x* = -5 son x =5 yx= —\5i.
Definicién

Sea @ un nimero real positivo (a > 0). Las raices cuadradas de — a son Vai y —Vai. Ademas:

V-a=ai.

Ejemplo

Escribe los siguientes nimeros en la forma a + bi:

—3 O V=3 RE e (1) =
a)\V—-3 -5 b)\/g c)\/__5 2=—(-1)

Primero se escriben las raices de nimeros negativos en la forma @i, luego se realizan las operaciones
respectivas:

s e (/3 e VS _\3i N3 N3 (-

a) -3 _5_(\/§L)(\/§l> b)\/— \5 C)\/—_S_\/gl(—l)

=\15 77 3. _ B

=15 5! _\/z (—iz)

= 3 (=

De lo anterior se concluye que: Luego V=3 3, - \E (1)
\=3+-5=-115. > >

Luego, N3 /i .
. . o V-5 5
En general, si @ y b son nimeros reales posmvos:
Ao e AT N=a
1. N=aN=b # N(-a)(-a) 2. 3 r D W También puedes multiplicar por el conju-
gado de V5 i, 0 sea, — V5 i y verificar que
se llega a la misma respuesta.

b
Problemas.\h

1. Para cada caso, encuentra las raices cuadradas de —a si:
a)a=2 b)a=3 ca=7 d)a=10

e)a=4 f)a=25 g)a= h)a=%

W~

2. Escribe los siguientes nimeros en la forma a + bi:

2) VT V2 b) 7 \=2 ) NBVT
V=3 N4 V24



3.7 Discriminante de la ecuacion cuadratica

Problema inicial
De la ecuacidn cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 se define el nimero A = b>— 4ac. Para cada una de las siguientes

ecuaciones calcula el valor de A, establece su signo y resuelve cada una utilizando la féormula general
(considera las soluciones complejas):

a)2x*—5x-1=0 b)x*—2x+1=0 c)x*+3x+5=0

[A es una letra griega llamada ”Delta”.)

Solucién
a) Al calcular A se tiene:
A=(-5)*-4(2)(-1)=25+8=33
es decir, A > 0. Al resolver la ecuacidn utilizando la férmula general (el valor de A es el radicando de
la férmula general): _(-5)++33 5433
X = = .
4 4

La ecuacidon 2x? - 5x— 1 = 0 tiene dos soluciones reales.

b) El valor de A es: A=(-2)?-4(1)(1)=4-4=0

o sea, A = 0. Luego, el valor del radicando en la férmula general es cero y:

o TCRENO 2
- 2 T2
La ecuacion x> — 2x + 1 = 0 tiene una solucidn real.

c) El valor de A es:
A=32-4(1)(5)=9-20=-11

es decir, A < 0. Al resolver la ecuacion utilizando la formula general:

_ —3#+[-11  -3#4111
2 - 2 ’

La ecuacién x? + 3x + 5 = 0 tiene dos soluciones complejas.

Definicion
Dada una ecuacién cuadratica ax?+ bx+c¢=0, cona, by c nimeros realesy a # 0, se le lama discriminante

de la ecuacién cuadratica al numero A = b2 — 4ac. El nimero y tipo de soluciones de la ecuacion cuadratica
puede determinarse de acuerdo a lo siguiente:

1.Si A > 0, la ecuacidn tiene dos soluciones reales, es decir, pertenecen a los nimeros reales.
2.Si A =0, la ecuacién tiene una solucion real.
3.Si A <0, la ecuacién tiene dos soluciones imaginarias, es decir, de la forma u + vi con v # 0.

Ejemplo
¢Cuadl debe ser el valor de m para que la ecuacion x? + mx + 4 = 0 tenga una solucién real?
Para que tenga una solucion real debe cumplirse que A=0, esdecir A=m?—-16=0. Luego, m=4om=—4.
Por lo tanto, para que la ecuacidn x? + mx + 4 = 0 tenga una solucién real m debe ser 4 0 — 4.

b3
Problemasm
1. Determina si las soluciones de cada ecuacion son reales o imaginarias:

a)4x*+x-3=0 b)4x*+x+14=0
c)9x*—30x+25=0 d) 15x2+ 12 =-8x

2. iCudl debe ser el valor de m para que la ecuacion x> — 6x + 5 — m = 0 tenga una solucion real?

56



3.8 Factorizacion de un polinomio*

Problema inicial
Utilizando numeros complejos factoriza el polinomio x? + 12x + 40.

Solucién
Similar al caso de la factorizacidn del trinomio de la forma x? + (a + b)x + ab, en este caso deben encontrar-
se dos numeros complejos cuyo producto sea igual a 40 y cuya suma sea igual a 12. Primero se resuelve la
ecuacion x* + 12x + 40 = 0 utilizando la formula general:

go T12£V122-4(1)(40) _ -12#N-16 _ 12440 o o

2 b 2

luego,
xX=—6+21 o0 xX=—6-21

x—(-6+2()=0 o x—-(-6-2i)=0
x+6-21=0 o xX+6+2:=0

seanz=6-—2iy w =6 + 2i; puede comprobarse que zw =40y z+ w = 12, y se tiene:
(x+2)(x+w)=x>+(z2+ w)x +zw = x* + 12x + 40.

Por lo tanto, x? + 12x + 40 = [x — (-6 + 2i)][x — (-6 — 21)] = (x + 6 — 21)(x + 6 + 21).

Conclusién
Si x, y x, son las soluciones (reales o imaginarias) de la ecuacién cuadrética ax? + bx + ¢ = 0 entonces:

ax?+ bx+c=alx—x)(x—x,).

Ejemplo

Factoriza el polinomio x* — 6x? + 15x — 14.

Los divisores del término independiente son a = t1, 2, +7, £14. Al sustituir x = 2 en el polinomio original

se obtiene:
23-6(2)?+15(2)-14=8-24+30-14=0

por el teorema del factor, x> — 6x? + 15x — 14 = (x — 2)d, donde d es un polinomio de grado 2; utilizando
division sintética se obtiene:
xX}—6x*+15x—-14=(x-2)(x*—-4x + 7)

el siguiente paso es factorizar el polinomio x?—4x + 7; esto puede realizarse utilizando la formula cuadratica:

x= AENEAP-4()F) _4£N12 4*22@ =2 +43i.

2 2

Por lo tanto, &3 — 6x% + 15x — 14 = (x — 2)[x — (2 +V3i)][x — (2 =V3i)] = (x = 2)(x — 2 = \3i)(x — 2 +/3i).

b
Problemasm

Factoriza cada polinomio:

a)x’—12x+40 b) 5%+ 8x+5 c)x®—6x’+2x+24
d«*+x+10 e) x> —3x?+25x + 29 f) 23— 7x% + 20x — 50



Problema inicial

Un ndmero a (real o imaginario) es una raiz de un polinomio en variable x si al sustituir x = a en el polinomio
el resultado es cero. Calcula las raices de los siguientes polinomios:

a)3x-12 b) 2x*+ 7x + 3 c) x®—3x?+ 25x + 29

Solucién
a) Para determinar las raices de 3x — 12 hay que encontrar los valores de x que hacen cero el polinomio;

es decir, basta resolver la ecuacion 3x — 12 = 0 para determinar las raices. La solucion de la ecuacién
es x =4, entonces 4 es la Unica raiz de 3x — 12.

b) De igual forma que en el literal anterior, basta resolver la ecuacion 2x?> + 7x + 3 = 0 para calcular las
raices del polinomio 2x* + 7x + 3. Resolviendo por factorizacién:

2x2+7x+3=(2x+1)(x+3)=0.

Entonces x = —% y x =-3 son las raices del polinomio 2x? + 7x + 3.

c) Como el polinomio es de grado 3 se utiliza el teorema del factor para determinar alguno de los valores
que hacen cero el polinomio; se sustituye x por alguno de los nUmeros +1, +29:

six=-1, entonces (-1)>—3(-1)2+ 25(-1) +29=-1-3-25+29=0

se utiliza divisidn sintética para realizar (x* — 3x? + 25x + 29) + (x + 1) y factorizar el polinomio original;
de esto se obtiene:
x3—3x*+25x+29=(x+1)(x*—4x+29)

una de las raices del polinomio es x = — 1. Se calculan ahora las raices de x* — 4x + 29 resolviendo la
ecuacién x> —4x +29=0:

4:\(-4r-4(1)(29) _ 4V-100 _ 4£100 _, ¢,

r= 2 2 2

Por lo tanto, las raices de x*—3x?+ 25x+29sonx=—1,x=2+5iyx=2—5i.

Conclusién
Sea p un polinomio en una variable:

Un polinomio de grado 1 se llama lineal, al de grado 2 se le conoce
1. Si p es de grado 1, entonces tiene una | como polinomio cuadratico y si es de grado 3 se le llama polinomio

raiz compleja. cubico. Un polinomio puede ser de grado n, para nn un entero no nega-
tivo, y cuando es de una variable es de la forma:
2. Si p es de grado 2 entonces tiene dos X"+ Qg X+ QX+ QX+ Qo

raices complejas, contando aquellas | donde a, es distinto de cero.

que se repiten. Por eJempIo, el Un polinomio de grado n tiene n raices complejas. Si xi, X3, ..., X, son

polinomio x* + 2x + 1 puede escribirse | |as raices (distintas) del polinomio a,x" + @, 1" + +++ + @,X% + a.X + ao
como (x+1)’yx=-1esunaraizdoble. | entonces puede factorizarse como:
(26— 201)"™ (2 = 265)™2 =+ (o6 — )™
3. Si p es de grado 3, entonces tiene tres donde a los m; se les llama multiplicidades de la raiz x; y cumplen que:
raices complejas, contando aquellas my+my+--+m,=n.
que se repiten.

Si un polinomio tiene una raiz imaginaria, el conjugado también es raiz.




3.10 Practica lo aprendido

contrario, utiliza la férmula general:
2

a)x2+§x+1—12=0
c) x(3x+10) =77

e) 22x*+67x—-35=0
g)x*—6x+12=0
i)x?—2x+26=0
k)x?+3x+6=0
m)4x’+x+14=0

o)x*+4x+14=0

2. Calcula el valor de x si:

x=1+ 1
1+ 1
1+
1+
3.Sea x=2+ 3
2+ 3
2+ 33
2+2+z

Demuestra que x = 3.

4. Para cada caso, realizaz+ wy z— w:
a)z=2-lL,w=3+71
c)z=-6-l,w=1
e)z=1-3,w=5-21
g)z=-5 w=15;

5. Para cada caso, realiza zwy%z
a)z=-5+4i,w=2-31
c)z=-3-2l,w=-5+1
e)z=5-2i,w==61
g)z=-9+7,, w=4+9i

a)dx*+x+1
c)x’—x*—14x+24

b)x*+5x=0

d) 15x2 — 14 = 29x
f)2.7x>+4.2x+0.8=0
h)x*+5x+6=0
jJex?+x+12=0
[)-3x2-5=—x

n) 15x2 + 8x =—12
p)x*+8x+17=0

é¢Qué se puede observar de la expresion
encerrada en el recuadro rojo?

x=1+

b)z=-3+2i,w=2-4i
dz=2+i,w=8-1
f)z2=9i, w="5i
h)z=7-61, w=-11-3i

b)z=4-1,w=-6+4i
dz=8-1,w=12+31
flz=-3+8, w=2
h)z=7-61, w=-11-31

6. Factoriza cada polinomio utilizando nimeros complejos:

b) 9x% + 28x + 50
d) x*—11x3 + 40x* — 56x + 24

~

1. Resuelve las siguientes ecuaciones, analizando primero si puede resolverse por factorizacién; de lo




3.11 Problemas de la unidad ~

1. Factoriza los siguientes polinomios:
a) (x+y) = (x—y)? b) (x +¥)* + (x - y)?

2. Utiliza productos notables para calcular el resultado de las siguientes operaciones:

a) 190(210) b) 96(104) — 94(106)

) V3++5 —\3-15 d) 4/100(101)(102)(103) + 1
Toma x = \/3 +\5 — \/3 -5 y Considera x = 100 y multiplica el primero
calcula x2. con el Ultimo y el segundo con el tercero.

3. Considera los nimeros complejos z; =1 + 21, 2,=-2 + 31y 2, = 1 — i. Calcula el resultado de las siguientes
operaciones:

a)z;+z,+2; b)zi2,+ 2,25+ 232 C) 212,23
2 2

4 Z Z .tz
d) 22+ 22+ 22 e) L+ 224+ 2 f) —=
2 R & 25+ 22

4. Desarrolla cada uno de los productos para demostrar las igualdades:
a)(x+a)x+b)(x+c)=x*>+(a+b+c)x*+(ab+ bc +ac)x +abc

b) (a + b)(a*—ab + b?) =a’ + b3
c) (a*+ b?)(x* + y?) = (ax + by)* + (ay — bx)?

5. Encuentra un polinomio de segundo grado en una variable x que cumpla lo siguiente: el coeficiente de
x y el término independiente sean iguales; los valores del polinomio al sustituir x por 1y 2 sean 7y 18
respectivamente.

6. Sean x y y numeros reales positivos. Factoriza los siguientes polinomios (puedes dejar los términos de
los factores con raices cuadradas):

a)x+2Vx+1 b)x—y
c)y+4y+4 dx-1

7. Demuestra que para cualquier nimero complejo z, se cumple que |z| 2 0.
8.Seanz=a+biyw=c+di, ésecumple que |zw]| = |z]| |w]|?

. . z
9.Seanz=a+biyw=c+di, ése cumple que ‘£| = L?
wl wl
10. Determina los valores que puede tomar el nimero real m para que la ecuacion mx? + 2x + 1 =0 tenga
dos soluciones reales.

11. Determina los valores que puede tomar el numero real m para que la ecuacién x* + 2x + m = 0 tenga
dos soluciones imaginarias.

\_ J

@




Desigualdades

El desarrollo de las desigualdades o inecua-
ciones fue llevado de forma paralela con el
desarrollo de las ecuaciones, los primeros
aportes se registran por los egipcios, pero
no existe una informacién clara y exacta del
momento en que surgieron. Sin embargo,
el ser humano se ha visto en la constante
necesidad de resolver desigualdades, ya
qgue en la vida cotidiana surgian problemas
sobre dinero, alimento o recursos, donde
intervenian frases como “al menos” o “a lo
sumo”.

Esquema geométrico de la demostracion de la
desigualdad triangular usando circunferencias.

Esquema geométrico de la demostracion de
la desigualdad entre la media aritmética y la
geométrica.

A lo largo de la historia han ido surgiendo
desigualdades que han sido aplicadas
para el desarrollo constante de teorias
matematicas; una de las desigualdades
basicas de la matematica es la desigualdad
triangular, cuyo resultado se cumple en
diversas representaciones geomeétricas,
algebraicas, vectoriales, numéricas, entre
otras.

Se desarrollara el concepto de desigualdad, y se aplicaran sus propiedades para la
resolucion de inecuaciones, analizando diferentes casos segun variaciones en los
coeficientes y las constantes de esta. Luego se abordaran algunas desigualdades muy
importantes en matematica, como la desigualdad triangular y la desigualdad entre la

media aritmética y la geométrica.



Problema inicial

Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto, <, >, < o >:

a)1| | -2 -
d-5+3] |-7+3

b)3.5E%
e)%—lg—l—l

c)-3+2[ |5+2
f)1.5-5[ |4-5

Solucic’m

a) Un numero positivo siempre
serd mayor que un numero
negativo. Entonces:

1[>]-2

d) De igual forma al literal ante-
rior, como -5 > —7 entonces:

-5+3[>|-7+3

b) El nimero 3.5 es el decimal
correspondiente a % Se
puede utilizar cualquiera de
los simbolos < 0 >:

3.5%

1
e) 3 > —1 vy al restar 1 a ambos
nuimeros se obtienen como

¢)-3 < 5y al sumar 2 a am-
bos numeros se obtiene
-3+2=-1y5+2=7,esde-
cir, la desigualdad se mantie-
ne. Luego:

-3+2[<|5+2

f) De forma similar al literal e),
como 1.5 < 4, entonces:

1.5-5[<|4-5

resultados —% y —2 respec-
tivamente, es decir, la des-
igualdad se mantiene. Luego:

%—1 >]-1-1

Conclusién

Los simbolos <, =, <y > se utilizan para representar relaciones entre cantidades distintas o iguales. Estos

se leen como sigue: .
=>: mayor o igual que

>: mayor que

<: menor o igual que
<: menor que
La relacién que indica cuando dos cantidades o expresiones matematicas son distintas o iguales se llama

desigualdad. En la desigualdad a < b, la cantidad a es el miembro izquierdo y la cantidad b es el miembro
derecho.

La propiedad es valida para cualquier tipo de
desigualdad:a>b,a > b,ya < b. Es decir, al
sumar un numero real ¢ a ambos miembros
ay b entonces la desigualdad se mantendra.

Sean a, b y ¢ nimeros reales cualesquiera; si @ < b entonces
a +c < b+ c. En general, si se suma (o resta) un niumero real a
ambos miembros de una desigualdad entonces la desigualdad

se mantiene.
c>0
—a<b—— . a<b—
// 1 // X !’— \\‘\ !’_ \\\\
a a+c b b+c a+c a b+c

\—a+c<b+cJ

b 3

Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto:
a) 3+7 [ |10+7 b) -1+4[ | 5+4

d)—%—S . ]-05-5 e)-0.25+5 E-%w
g)—3+2.7] |-19+27 h) =342 [ |-1+42

c)-6-2 [ |-9-2
f) 45+1.2 | 1+1.2
i) V2-2 [ ]-3-3



1.2 Propiedades de las desigualdades, parte 2

Problema inicial

Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto, < o >:

a)2(4) [ | 5(4)
d)6(-2) [ [3(-2)

b)-5(3) [__14(3)
e)8(-4)[ | -5(-4)

c)-3(10) [ |-9(10)
f)-11(-5)[ | -7(-5)

Solucién
a) 2 < 5y al aumentar 4 veces
ambas cantidades resultan
2(4) = 8 y 5(4) = 20, es decir,
la desigualdad se mantiene.
Entonces:

2(4) 5(4)

d) 6 > 3, pero ahora ambas can-
tidades se multiplican por un
nimero negativo obteniendo
6(-2) = -12 y 3(-2) = -6, es
decir, la desigualdad se in-
vierte:

6(-2) 3(=2)

Conclusic’)n

Sean a, b y ¢ nUmeros reales tales que a < b.

miembros de una desigualdad por un nimero positivo

b) De forma similar al literal a),
-5 < 4, al multiplicar por 3
ambos miembros la desigual-
dad se mantiene, y:

-5(3) 4(3)

e) De forma similar al literal d),
8 > -5 y al multiplicar por
un ndamero negativo am-
bos miembros se obtiene
8(—4) =-32y -5(-4) =20, 0
sea, la desigualdad se invier-
te:

' 8(-4) (< —5(-4)

c) =3 > —9; si se aumentan 10
veces ambas cantidades la
desigualdad se mantiene.
Luego:

~3(10) [ > | -9(10)

f) =11 < -7, y como en los lite-
rales anteriores, si se multi-
plica ambos miembros por un
numero negativo la desigual-
dad se invierte; entonces:

-11(-5) —7(-5)

desigualdadesa > b,a=>b,ya < b.

1. Si ¢ > 0 entonces ac < bc, es decir, si se multiplica ambos t La propiedad es valida también para IasJ

entonces la desigualdad se mantiene.

2. Si ¢ < 0 entonces ac > bc, es decir, si se multiplica ambos miembros de una desigualdad por un
numero negativo entonces la desigualdad se invierte.

<
Problemasm

1. Escribe en el espacio en blanco el simbolo de desigualdad correcto:

a) 8(5) | | 11(5)
d) -10(-7) [ | -5(-7)

g (-4 [ ] 5(-4)
-ss(-3) 30

b) -3(6) [ | -7(6)
e) 4.8(9) [ | 1.3(9)

h-3B) [ 133)
9 3G -3

) 6(-3)[ |-4(-3)
f)-3.5(-2) [ | -3.6(-2)

) 10) 17(3)
) V6 (-11) [ 13 (-11)

2. Sean c y d nimeros reales positivos tales que ¢ < d. Escribe el simbolo de desigualdad correcto, < o >

(justifica tu respuesta):

a) 3c| |3d
d-2c| |-2d

b) —c| |-d

e)-7c| | -7d f)

3. Sea a un numero positivo. Demuestra lo siguiente:

a) Sia > 1 entonces a?> q;

b) Si @ < 1 entonces a? < a.

c)5.6c| |5.6d

3 3
ZCC'Zd



2.1 Definicion de desigualdad lineal

Problema inicial

La longitud de la base de una pizarra rectangular es el doble de su altura, y la medida de su perimetro es a
lo sumo 7.20 m?. Escribe una desigualdad que relacione el perimetro y la medida maxima que este puede
tomar.

Altura

Base

Solucién
Sea x la longitud en metros de la altura de la pizarra como lo muestra la figura de abajo. De acuerdo al
enunciado del problema la longitud en metros de su base sera igual a 2x pues es el doble de la altura.

' 2x |

El perimetro de la pizarra se calcula:

2x +2(2x) = 6x
es decir, la medida del perimetro de la pizarra es igual a 6x. De acuerdo al problema, el perimetro es a lo
sumo 7.20 m?; esto es equivalente a decir que la medida del perimetro es menor o igual a 7.20 m?. Por lo
tanto, la desigualdad que relaciona el perimetro y la medida maxima de este es: 6x < 7.20.

Definicién
La desigualdad de dos expresiones matematicas de grado 1 que involucra una variable se llama desigualdad
lineal. En una desigualdad lineal, al valor desconocido que se representa por una variable se llama incégnita,

al intervalo de los valores numéricos de la incégnita que cumplen con la desigualdad se llaman solucién de
la desigualdad.

En esta unidad, las variables Unicamente podran tomar valores reales, es decir, nUmeros reales.

b
Problemasm

1. Escribe los siguientes enunciados como desigualdades lineales:

a) Sara se tarda en llegar a su trabajo a lo sumo 1 hora con 15 minutos.

b) Segun el Ministerio de Medio Ambiente y Recursos Naturales (MARN), para el 2015 la cantidad de
sismos no sentidos fue 11 veces la cantidad de sismos sentidos; mientras que en total se registré una
cantidad superior a los 4 000 sismos en ese afo.

c) La edad de Mario es un tercio de la edad de Antonio, y la suma de sus edades es inferior a 28 afios.

d) El consumo de energia de una lavadora es 500 watts por hora. Al finalizar cierto tiempo, el consumo
de energia superd los 3 500 watts por hora.

2. Beatriz y José deciden ahorrar durante todo el periodo escolar; al finalizar el aio lectivo, el dinero aho-
rrado por Beatriz es superior a la mitad del dinero ahorrado por José. Escribe una desigualdad que rela-
cione el dinero ahorrado por Beatriz y José.



2.2 Solucidn de desigualdades lineales, parte 1

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen las siguientes desigualdades:
a)x+4>3 b)x-5<2

Solucic’m

a) Deben encontrarse los niUmeros reales tales que al sumarles 4, el resultado es mayor o igual a 3. Resolver
la ecuacion lineal x + 4 = 3 equivale a encontrar el nimero real cuyo resultado al sumarle 4 es 3:

x+4-4=3-4 restar 4 a ambos miembros,
. x=-. . +4-~<__

En la figura de la derecha se observa lo ____+4:: "
siguiente: todos los numeros mayores que 4+4

. . POT LAt ity LS ~ N\
—1 satisfacen la desigualdad x + 4 > 3. Por e T \ \

‘s 4 1 \ N \
lotanto,x+4 >3six>-1. } & L — A A L
-2 -1 0 1152 3 4 5536

Este resultado también puede obtenerse utilizando la propiedad vista en la clase 1.1, es decir, en la
desigualdad original restar 4 a ambos miembros:

x+42=>3
X+4-4>3-4 restar 4 a ambos miembros no altera la desigualdad,
x=-1.
Por lo tanto, la desigualdad x + 4 > 3 se cumple para x = — 1. Utilizando intervalos, x = — 1 se escribe

X € [-1, ool.

b) Usando propiedades de desigualdades, se suma 5 a ambos miembros:
x-5<2

x=B+8<2+5 sumar 5 a ambos miembros no altera la desigualdad,
x<7.
Por lo tanto, la desigualdad x —5 < 2 se cumple para x < 7; utilizando intervalos se escribe x € ]—oo, 7].

Conclusic’m

Sean b y ¢ numeros reales cualesquiera. Para resolver una desigualdad
lineal de laformax+ b = cox+ b < ¢, esta debe escribirse comox>d o o x+b < centonces en la solucion
x < d sumando —b a ambos miembros de la desigualdad: no debe tomarse en cuenta el
1. x+ b = ¢ se cumple para x = ¢ — b; utilizando intervalos se escribe | extremoc—-b.
X€[c—-b, .
2.x+ b < c se cumple para x < ¢ — b; utilizando intervalos se escribe x € |-, ¢ — b].

Si las desigualdades son x + b > ¢

<
Problemasm
1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucién utilizando intervalos):

a)x+7=10 b)x-3>-8 c)x-2<11
dx+4<-6 e)x—-6=>0 flo>x+8

2 1 5 1 . 1
g)x+§<§ h)x—5>3 x+—-2=>1
Na-3<-2 Ka+l<-a ) x+2 = 5v2

2. Utiliza la propiedad de las desigualdades vista en la clase 1.1 para justificar por qué la solucién de
x+b<cesx€]-o,c-b].

6>



Problema inicial

Determina todos los valores de x que satisfacen las siguientes Al multiplicar ambos miembros por un nimero

desigualdades: real, si el nimero es positivo la desigualdad no se
a)3x>12 b) —5x <-10 alteray si es negativo la desigualdad se invierte.
Solucién

a) Para solucionar la desigualdad debe llevarse a la forma x > d, donde d es un nimero real. Para ello se
o . . 1
multiplican ambos miembros de la desigualdad por3:

3x>12
3 (%) > 12(%)

x> 4 multiplicar por % ambos miembros no altera la desigualdad.

Por lo tanto, la desigualdad 3x > 12 se cumple para x > 4, es decir, si x € 14, +oo].

b) De forma similar al literal anterior, se multiplican ambos miembros de la desigualdad por — % , esto
hace que el simbolo de desigualdad se invierta de < a >:

-5x<-10
1 1
~5x(-3)=-10(-%)
x=2
Por lo tanto, =5x < —10 se cumple para x = 2, es decir, si x € [2, +0o].

Conclusi()n

Sea a un numero real diferente de cero. Para resolver una desigualdad lineal de la formaax>coax <c

se multiplican ambos miembros de la desigualdad por el reciproco de a, es decir, 1.
a

1. Si a es positivo, entonces las desigualdades ax = ¢ y ax < ¢ se cumplen

c c . Si las desigualdades son ax > ¢
parax=_ yx < - "espectivamente.

0 ax < c entonces en la solucién
no debe tomarse en cuenta el

2. Si a es negativo, entonces las desigualdades ax = c y ax < ¢ se cumplen . ¢
extremo —.
a

C © q
parax < L VX > , respectivamente.

0z C g ofs o © o C o
La solucion x > 5 e escribe utilizando intervalos como x € [E , 00[ ; mientras que x < 5 se escribe:
©
ve]e, 2],
a

b 3

e

1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucién utilizando intervalos):

a)2x <6 b) 4x > 24 c)-3x>-33
d)-14 > 7x e)-8x=>0 f)0 = 5x

g) —4x < 18 h) 5x > -1 i) -3x>3
) 2x<-1 k) Sx<-2 )—\2x>1

2. Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen ambas desigualdades:

a) | x+2>-3 b)|] x-5>2 c [x+4<1
3x>9 -2x > 10 5x >-30

Para cada literal, representa la solucion de cada desigualdad en la recta numérica. Luego,
verifica los valores donde coinciden ambos intervalos.



2.4 Solucidon de desigualdades lineales, parte 3

Problema inicial
Resuelve las siguientes desigualdades lineales:
a)2x+7>-9 b)6x—-5<2x+15

Solucién
a) Se utilizan propiedades de desigualdades para llevarla a la forma x > d; primero deben realizarse las
sumas o restas y luego las multiplicaciones:

2¢+7>-9
2x+7—-47>-9—-7  restar 7a ambos miembros,
Z’x(%) > — 16(%) multiplicar por % ambos miembros,
x> -8.
Por lo tanto, la desigualdad 2x + 7 > —9 se cumple para x € |-8, oo|.

Puede deducirse lo siguiente:

e Un término que se encuentra sumando en uno de los miembros pasa al otro miembro a restar y
viceversa (transposicion de términos).

e Al llegar a la forma mx < n, se escribe x con coeficiente 1y se multiplica n por el reciproco de m.

b) Aplicando lo encontrado en el literal anterior, para resolver 6x —5 < 2x + 15 se realiza lo siguiente:
6x—5<2x+15

6x<2x+15+5 se transpone 5 en el miembro derecho,
6x—2x <20 se transpone 2x en el miembro izquierdo,
4x <20
x < 20(%) se escribe x con coeficiente 1y se multiplica por%el miembro izquierdo,
x <5.

Por lo tanto, la desigualdad 6x — 5 < 2x + 15 se cumple para x € |-, 5].

Conclusién

Para resolver una desigualdad lineal se hace lo siguiente:
1. Transponer términos para llevar la desigualdad a la forma mx = n o mx < n.
2. Escribir la incégnita con coeficiente 1 y multiplicar el otro miembro por el reciproco de m.

b 3
Problemasu

1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucién utilizando intervalos):

a)3x-4<8 b)2 <5x+12 C)7x—-24>-x
ddx+9<2x+11 e)2x—-1<5x+14 f)3x-2=>x+6
g)x-4<-2x-9 h)3x+16<7x+2 i)ex+3=>4x—-1
)3r-22x-1 k) 2x+3<-2x+3 l) - 4x—5\3 >x+ 1043

2. Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen ambas desigualdades:

) -3x>0 b) x+4<3x ) 3x+7>-x-5
a1 2x-5>-3 5x—1>4x+7 —2x>3x-10

@



2.5 Interpretacion grafica de una desigualdad lineal

Problema inicial
Dada la funcién lineal y = 2x — 4:

1. Traza la gréfica de la funcién encontrando la interseccidn con los ejesde  La grafica de una funcion
coordenadas lineal y = ax + b es una linea

. ‘e . recta que pasa por los puntos
2. Utilizando la grafica de y = 2x — 4 determina los valores de x para los (g, )y (x, 0), donde el valor

cualesy = 0. de x del segundo punto se

3. ¢Cudl es la relacién entre los valores de x encontrados en el literal ~ €ncuentraalresolvery=0.
anterior y la soluciéon de 2x—-4 = 0?

x
Solucién y
1. La interseccidn con el eje y es el punto (0, —4); mientras que la interseccion del 1T
eje x se encuentra resolviendo y = 0: 2
1
2x-4=0 L |
-9 F-10] 1 7 X
X = -1
se colocan los puntos (0, —4) y (2, 0) en el plano cartesiano y se traza la recta que -2
pasa por ambos puntos como se muestra en la figura de la derecha. -
-4
4
2. Encontrar los valores de x para los cuales y = 0 significa, graficamente, los Ly =0
numeros para los cuales la grafica de y = 2x — 4 corta al eje x 0 queda arriba de . T ™
este. x> 2
t-10 1 3 x
Se observa lo siguiente: y > 0 si x = 2, es decir, si x € [2, +00]. -1
-2
-3
-4

3. La solucidn de la desigualdad 2x—4 > 0 es x = 2, o sea, la misma encontrada en el literal anterior.

Conclusic’)n

Resolver una desigualdad lineal de la forma ax+b =00 ax+ b < 0equivale  ¢,ando las desigualdades
a encontrar los valores de x para los cuales la gréfica de la funcion y = ax + b son > 0 < no se toman en
corta al eje x o se encuentra arriba de este en el caso de ax + b = 0, o debajo cuenta los valores donde
de esteenelcasodeax+ b <0. y=ax+b esigual a cero.

<
Problemasm

1. Resuelve graficamente las siguientes desigualdades:

a)—2x+6<0 b)5x—5>0 c)—%x—lZO

2. ¢Serd posible que una desigualdad lineal de la formaax+ b =00 ax + b <0, con a # 0, no tenga
solucion? Justifica tu respuesta con base en la gréficade y = ax + b.

3. Sea @ un nimero positivo. Demuestra que la solucién de la desigualdad ax+ b <0 es ]—00, - %[

@



2.6 Aplicaciones de las desigualdades lineales

Problema inicial

N\

Mario contratara un servicio de internet para su negocio y debe decidir entre dos com-
pafifas A y B. La compaiiia A le cobrard $9.50 por la instalacién del médem y $45.00 men- A
sual; mientras que la compafiia B le cobrara $12.50 por la instalacion del médem y $43.50 Q
mensual. Si Mario calcula el gasto total por la instalacion y el pago mensual, é¢después de .
cuantos meses el servicio de la compaiiia B serd mas barato que el de la compafiia A?

Solucién

El gasto total por el servicio de la compafiia A después de transcurrir x meses se calcula:
45x + 9.5,
mientras que el gasto total por el servicio de la compania B después de transcurrir x meses sera:
43.5x+12.5

debe encontrarse la cantidad de meses que deben transcurrir para que:

Gasto total B < Gasto total A

435x+12.5<45x+9.5 En la solucién pueden multiplicarse
. . todos los términos de ambos miem-
se resuelve la desigualdad lineal: bros de la desigualdad por 10 para
12.5-9.5<45x—-43.5x trabajar con nimeros enteros.
3<1.5x
2<x.

Luego, el servicio de la compaiia B sera mas barato que el de la compafia A después de dos meses, es decir,
del tercer mes en adelante.

En general

b
Problemas.w

Para resolver una situacién que implique el uso de desigualdades lineales se realiza lo siguiente:
1. Determinar, segun la informacion del problema, la cantidad que representa la incégnita.
2. Plantear una desigualdad lineal.
3. Resolver la desigualdad lineal e interpretar la solucion.

1. El Ministerio de Medio Ambiente y Recursos Naturales (MARN) registré en el 2015 que la cantidad de sis-
mos no sentidos fue 11 veces la cantidad de sismos sentidos; si en total se registré una cantidad superior
a los 4000 sismos en ese afio, écual fue la cantidad minima de sismos sentidos?

2. La distancia y en kildmetros recorrida por un automavil después de x horas esta dada por la expresiéon
y =70x. ¢En cuadntas horas recorrerd al menos 315 kilémetros de una carretera?

3. En la mayoria de paises anglosajones se utiliza el grado Fahrenheit para medir la temperatura; por ejem-
plo en un dia de agosto de 2017 la temperatura registrada en Canadd fue de 71°F (se lee “71 grados
Fahrenheit”), mientras que en El Salvador ese mismo dia la temperatura fue de 31°C (se lee “31 grados
Celsius o centigrados”). La relacién entre grados Celsius y grados Fahrenheit esta dada por la ecuacién
C-= i(F— 32), donde C es la temperatura en grados Celsius y F' en grados Fahrenheit. Si en un dia de
septiembre de 2017 la temperatura minima registrada en El Salvador fue de 20°C, ¢ cual fue la tempera-

tura minima en grados Fahrenheit?



2.7 Practica lo aprendido

a)bx-7<-2x

b) 3x + 11 > 8x — 14

1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucion utilizando intervalos):

c)—4x+9=>-5x-15

f) %x+i <-2x+=

d)-x-10<9x-8 <-3 :

e)2x—-6=>4x+5

g)—%x+%>—%+%x h) 4x > x + 1243 i)—3x—-9v5<-7x-13+5

j)x+4\/52%x+10\/§ k)6V3x—-9<2V3x+7 NV6x+5>x+4
. Resuelve graficamente las siguientes desigualdades:
a)-3x+12>0 b) 4x+8 <0 c)%x—ZZO

. Resuelve las siguiente situaciones:

a) La edad de Mario es un tercio de la edad de Antonio. Si la suma de sus edades es inferior a 28 anos,
écudl es la edad maxima que puede tener Mario?

b) La cantidad total de estudiantes de la Facultad de Odontologia de la Universidad de El Salvador en el
afo 2017 fue de a lo sumo 717 estudiantes. Si la razén entre la cantidad de hombres y la cantidad de
mujeres es 1 : 2, écual es la cantidad maxima de hombres que hay?

c) En San Salvador, en Agosto de 2017 el precio minimo del quintal de frijol rojo de seda nacional fue de
$50.00, y el maximo de $58.00. Un quintal equivale a 100 libras aproximadamente. ¢ Cual debe ser el
precio minimo por libra de frijol para obtener ganancia si:

e Se compra el quintal a $50.00?
e Se compra el quintal a $58.00?

d) El ritmo de crecimiento de los nifios, después de los dos afios, es de al menos 6 centimetros por afio
hasta llegar a la adolescencia (15 afios). ¢ Cudl serd la estatura minima de un niflo mayor de 10 afos,
sia los 7 afos media 1.19 m?

e) Carolina es vendedora de automdviles. Por la venta de un automovil de $6,000 obtiene una comisién
del 3% sobre el precio de venta. ¢ Cuantos automoviles de ese precio vendié Carolina como minimo si
su comisién al finalizar el afio fue de mds de $1,080?

f) Las longitudes de la altura y la base de un rectangulo estan en razén 3 : 4. Si el perimetro del rectangulo
mide a lo sumo 105 cm, ¢cudl es la longitud mdaxima de la altura? ¢Y de la base?

g) En el triangulo ABC de la derecha, el lado AB mide 2 centimetros A
mas que el lado BC, y el lado CA mide el doble del lado BC. Si la
medida del perimetro del tridngulo es menor o igual que 34 cm:

e (Cual es la longitud maxima que puede tomar el lado BC?
e (Cual es la longitud maxima que puede tomar el lado AB?
e (Cual es la longitud maxima que puede tomar el lado CA?




3.1 Actividad. Construccion de un triangulo dados sus lados

Materiales

- Regla y compas.
- Lapiz y cuaderno.

Actividad

Para dibujar un tridngulo de lados 5, 7 y 8 centimetros se realiza lo siguiente:

1. Traza el segmento de longitud 8 cm.

3. Colocaelcompasenunodelosextremos
del segmento dibujado en el numeral 1
y traza un arco de circunferencia.

5. Traza los segmentos que van desde el punto donde se

2. Con el compas toma la medida de otro

de los lados, por ejemplo 5 cm.

ALY A LA A A AL T T
o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 1

4. Repite el proceso de los numerales 2 y
3, ahora tomando la medida de 7 cm y
colocando el compas en el otro extremo

del segmento.

cortan los arcos de circunferencia hacia cada uno de
los extremos del segmento de 8 cm. Mide los lados del
triangulo para verificar que, en efecto, miden 5, 7 y 8

centimetros.

Preguntas

1. Para cada caso, verifica si es posible trazar el triangulo de lados a, b y c:

a)a=4cm,b=5cmyc=6cm
cJa=3cm,b=4cmyc=7cm

b)a=8cm,b=10cmyc=15cm
da=6cm,b=8cmyc=15cm

2. Para cada uno de los literales del ejercicio 1 realiza lo siguiente:

a) Calculalassumasa+b,b+cya+c.
b) éSe cumplen las desigualdadesa+b>c,b+c>aya+c> b?




3.2 Desigualdad triangular, parte 1*

Problema inicial

Sean a =10 cm, b =4 cmy c un niUmero positivo. ¢ Qué va- Traza el segmento de longitud a y tomando uno
lor puede tomar ¢ para poder formar un triangulo de lados de los extremos como centro, traza una circunfe-
a byc? rencia de radio b.

, :

Solucién
Se traza el segmento a = 10 cm y una circunferencia de radio b = 4 cm
y centro en uno de los extremos del segmento. Si dos de los vértices
del triangulo son los extremos del segmento de longitud a entonces el
tercer vértice debe estar sobre la circunferencia. En principio, el valor
de ¢ debe ser mayor que a — b = 6 cm, de lo contrario no se podria
formar un tridngulo (ver figura de la derecha).

El valor de ¢ también debe ser menor que a + b = 14 cm; esto resulta
de colocar el tercer vértice sobre la prolongacion del segmento de
longitud a como lo muestra la figura de la derecha y no se formaria un
triangulo.

En cualquier otro lugar donde se coloque el tercer vértice, el valor de ¢
siempre serd mayor que 6 cm y menor que 14 cm. Por lo tanto:

a-b<c<a+bd
6<c<14

Por lo tanto, ¢ puede tomar valores entre 6 cm y 14 cm para formar
un tridngulo.

Teorema
En todo triangulo, la suma de las longitudes de dos lados es mayor que el tercer lado; y la diferencia de las
longitudes de dos lados es menor que el tercer lado, es decir:

Si las longitudes de los lados de un

triangulo son a, by ¢ de tal manera

que b = c entonces:
b-c<a<b+ec.

a)b-c<a<b+g
b)a-c<b<a+g;
cJa-b<c<a+b.

b 3
Problemasm

1. Dadas las longitudes de dos de los lados de un tridngulo, determina los posibles valores que puede tomar
el tercer lado:
a) dos lados miden 9 y 14 centimetros respectivamente;
b) dos lados miden 3 y 11 centimetros respectivamente;
c) dos lados miden 13 y 7 centimetros respectivamente.

2. Sin elaborar la figura, justifica por qué con las longitudes 14 cm, 30 cm y 16 cm no se puede elaborar un
triangulo.

@



3.3 Desigualdad triangular, parte 2*

Problema inicial

Demuestra que, para cualesquiera valores reales ay b, con @ < b Separa por casos: cuando ay b son ambos posi-

. . tivos o iguales a cero; cuando uno es positivo o
siempre se cumple la desigualdad: . .
igual a cero y el otro negativo; y cuando ambos

la+b] <|al+]|0b]. son negativos.

Solucién
Para demostrar la desigualdad se separan los posibles casos para los nimeros a y b, dependiendo si son
positivos o iguales a cero, o negativos:
a)Casol:a >0yb =>0.Entonces, |a| =a, |b| =bya+ b = 0;luego:
la+b|l=a+b=|a|+|b|

es decir, la desigualdad |a + b| < |a| + |b| se cumple porque se cumple la igualdad.

b)Caso2:a <0y b > 0. Entonces, |a| =—a, |b| =by |a| + |b] =(-a) + b.
e Sia+ b <0 entonces: la+b| =—(a+b)=(-a)+ (-b)

pero —b < b (ya que b es positivo), y se tiene (—-a) + (-b) < (—a) + b y por tanto, la desigualdad
la+b| < |al| +|b| se cumple.

* El caso a + b = 0 queda como ejercicio.

Elcasoa = 0y b < 0 se demuestra
de forma similar al caso 2.

c)Caso3:a <0y b <O0. Entonces, |a| =-ay |b| =-b; ademas, la suma de a y b también serad un
numero negativo y:
la+b| =—(a+b)
=(-a) +(-b)
=lal +|b]

es decir, la desigualdad |a + b| < |a| + | b| se cumple porque se cumple la igualdad.

En General
Para cualesquiera nimeros reales ay b, la desigualdad: |a+ b| < |a| + | b| siempre es verdadera, es decir,
el valor absoluto de la suma de dos nimeros es menor o igual que la suma de los valores absolutos de
ambos nimeros. A esta desigualdad se le llama desigualdad triangular.

*
Problemas.\ﬁ

1. Verifica que la desigualdad triangular se cumple para las siguientes parejas de nimeros a y b:

a)a=9yb=7 b)a=-8yb=10 c)a=-5yb=-6
da=11yb=-13 e)la=—-4yb=4 fla=8yb=8
gla=0yb=-6 h)a=—%yb=% )a=v2 yb=342

2. Demuestraquesia<0,b>0ya+b=>0entonces |a+b| < |a| +|b].

3.Sean a, by c nimeros reales cualesquiera. Utiliza la desigualdad triangular para demostrar la desigualdad
la+b+c| <|al+|b]+]c|.



3.4 Desigualdad de las medias aritmética y geométrica

Problema inicial

Demuestra lo siguiente: En el literal a), separa por casos: x > 0y
1. Si x es cualquier numero real entonces x*> > 0. x < 0. Para el literal b), utiliza el resultado

2.Siay b son nimeros reales no negativos entonces %b >~gb. dea)sustituyendo x por Va —\b..

Solucién
1. Si x = 0 entonces x*> =0y se cumple la igualdad. Ahora se separan los posibles casos para el nimero x:
cuando x > 0y cuando x < 0.

Casol,x=>0:
x(x) =0 (x) multiplicar ambos lados por un nimero positivo no altera la desigualdad,
x> 0.

Caso 2, x<O0:

x(x) >0 (x) multiplicar ambos lados por un nimero negativo invierte la desigualdad,
x*> 0.
Por lo tanto, para cualquier nimero real x se cumple x> > 0.

2. Usando el resultado del literal anterior se sustituye x por \a —\b, es decir, si x =\a —\b entonces:
X = (\/5—\/3)2 >0
a- 2(@)(@) +b>0 desarrollar cuadrado de un binomio,
a+b>2Vab sumar2+ab aambos lados de la desigualdad,

a; b >vab  multiplicar por % ambos lados de la desigualdad.

Por lo tanto, para cualquier pareja de nimeros no negativos a y b se cumple: az;b >\ab.

Propiedad
1. Para todo numero real a se cumple a? = 0; la igualdad se verifica si a = 0.
2.Si ay b son nimeros no negativos cualesquiera entonces la desigualdad:

a;b >+\ab

es verdadera; el miembro izquierdo de la desigualdad es la media aritmética de a y b, mientras que el
miembro derecho es la media geométrica de a y b. A esta desigualdad se le llama desigualdad de las
medias aritmética y geométrica.

<
Problemasm

1. Verifica que la desigualdad de las medias aritmética y geométrica se cumple para las siguientes parejas
de nimeros ay b:

a)a=9yb=4 b)a=8yb=18 c)a=%yb=1—16
da=10y b=90 e)a=25yb=49 fla=6yb=30

2. Utilizando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica, demuestra lo siguiente:
a) si x es un nimero no negativo entonces 1 +x > 2+x ;
b) si @ y b son nimeros positivos entonces % + g > 2.
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3.5 Desigualdades con expresiones racionales

Problema inicial
Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:

1
x—-1

a)%>0 b) <0

Solucién
a) Deben encontrarse todos los valores de x para los cuales el nimero Les positivo. Es claro que x =0 no
X
es parte de la solucién, pues se tendria la forma indeterminada %.

Ahora, para que la expresiéon 1 sea positiva, el numerador y denominador deben ser ambos positivos
X

o bien ambos negativos. Sin embargo, el numerador ya es positivo y por tanto debe ser x > 0.
Por tanto, la desigualdad % > 0 se cumple parax >0, oseax €]0, +oof.

b) El proceso es similar al del literal anterior, solo que esta vez leebe ser negativo. Como el numerador
e

itivo deb :
ya es positivo debe ser 4—1<0

x<l1

Por tanto, la desigualdad lel < 0secumpleparax<1,oseax€]-o, 1.

Conclusién
Sean a y b nimeros reales cualesquiera, con a # 0.

1
ax+b
Esto ocurre solo siax + b > 0.

1. Resolver la desigualdad > 0 significa encontrar los valores para los cuales la expresion es positiva.

. 1 . -
2. Resolver la desigualdad i <0 significa encontrar los valores para los cuales la expresion es
negativa. Esto ocurre solosiax+ b < 0.

Ejemplo
Resuelve la desigualdad — L <o p
2x+3

No se consideran los simbolos = y <

Se multiplica por —1 ambos miembros, esto invierte la desigualdad: | para estas desigualdades, ya que una
1

1 > expresion de la forma —— 7 hunca serd
2x+ 3 igual a cero, por lo que no tiene sentido
entonces, —— > 0 s0lo si 2x + 3 > 0: |_considerarlos.
2x+3 2x > -3
3
x> >
Por lo tanto, la desigualdad —ﬁ < 0 se cumple para x > —%, esdecirsix € ]—%, +00 [
P >
roblemas £
Resuelve las siguientes desigualdades (expresa la solucion utilizando intervalos):
1 1 -1
a) >0 b) <0 c) >0
x+4 2x=5 3x+1 En los problemas h) e
1 1 2 i), pasa todo a un solo
d)_l—x >0 e) —2x+10 >0 f) 4x—7<0 miembro de modo que en
5 un miembro quede cero.
-x-4 o X+
g)_5x+6>0 h) x+5 == I) x+3 >1



3.6 Problemas de la unidad ~

1. Resuelve las siguientes desigualdades lineales (escribe la solucion utilizando intervalos):

a) dx — 127 < 20V7 b)x+9V5 <-x-7v5 c)-5x+3V6>—-x+5V6
d) 11x +2V2 > 4x +5v2 e) 8x — 152 < 5x— 613 f)N10x—8>V2x —6

2. Para cada literal, determina todos los valores de x que satisfacen ambas desigualdades:

){Sx—3>4x—5 ){7x—6<5x—16
—2x+5<-3x+8 x+11>-x-15 Para cada literal, representa la solucidn
de cada desigualdad en la recta numérica.
Luego, verifica los valores donde coinciden

) 3x—-7<5x+1 d) -2x—-3<x-5 ambos intervalos.
6x>3x+1 3x-1>4x+7

3. Resuelve las siguientes situaciones:

a) José es un estudiante de primer afio de bachillerato. Durante este afio obtuvo las siguientes
calificaciones en sus examenes de periodo de matematica:

Periodo1| 7.6
Periodo2| 8.0
Periodo3 | 8.2

Si José quiere que su promedio final en los exdmenes sea mayor o igual a 8.0, écudl debe ser la
calificacién minima que ha de obtener en el examen del periodo 4 para lograrlo?

b) Julia rentara un auto para un viaje. La agencia A le cobrara $24.00 la renta del auto mas $0.30 por cada
kildmetro recorrido; mientras que la agencia B le cobrarad $25.00 la renta del auto mas $0.25 por cada
kildmetro recorrido. ¢ Cudl es la cantidad minima de kilémetros que puede recorrer Julia hasta que el
precio de la agencia A exceda al precio de la agencia B?

c) Un producto genera utilidad solo cuando el ingreso de la venta del producto excede al costo de
produccién. Una empresa de teléfonos celulares calcula que el costo C (en ddlares) para producir x

teléfonos celulares es:
C=90x+ 1000,

mientras que el ingreso R (en délares) es: R =140x.

¢Cual debe ser la cantidad minima de teléfonos celulares que deben venderse para obtener utilidad?

4.Seana, byclaslongitudesdeloslados de untridngulo. Demuestra que se cumple la siguiente desigualdad:

a ,_b ¢ <3, Utiliza el resultado de Ia
b+tc a+c a+bd clase 3.2 de esta unidad.

5. Utilizando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica demuestra lo siguiente:

a) six > 0 entonces x + % > 2;

b) si a, b y x son nimeros positivos entonces ax + %2 2Vab .




Funciones reales

Unidad

Las nociones sobre funcion surgen histérica-
mente desde épocas muy antiguas, en regio-
nes como Egipto o Mesopotamia (Babilonia),
analizando las tablas sobre cuadrados, cubos
o inversos de un numero (actualmente puede
analizarse como una funcién). Sin embargo, el
concepto de dependencia entre variables surge
de manera natural en la historia y es presentado

. , . por primera vez por el matematico y pensador
Imagen del papiro Ahmes, en él se presentan nimeros ) , ., )
naturales y sus cuadrados, cubos, e inversos. Nicolas Oresme, quién describe las leyes de la

naturaleza como dependencia entre magnitudes. Pero es con el matematico y astrono-
mo Galileo Galilei que se presenta un concepto mas formal de funcion en sus estudios
del movimiento como relacion entre variables en el siglo XVII. Luego, con el impulso de
la geometria analitica se desarrolla la teoria de funciones, hasta que el matematico suizo
Johann Bernoulli acufia la expresiéon de “funcion”. Después de mucho desarrollo se da la
definicién de funcién a principios del siglo XX, que es la que se conoce actualmente; ade-
mas, en este siglo se da el esfuerzo de rigurosidad de la matematica a partir de la teoria
de conjuntos, con lo cual se da un enfoque nuevo a la teoria de funciones que contribuyo
a su generalizacién a partir del surgimiento de areas como la topologia.

150

El conocimiento de funciones ha facilita-
do la representacién y estudio de los fe-
nomenos de la vida cotidiana, y su inter-
pretacion ha sido de gran aplicacién en
economia, medicina, fisica e ingenieria.
o_*Datoprovisionalde20ts | | 1 | Las funciones rigen la vida del ser huma-
T e T RQE e e T e e no tanto en la Tierra como en un plano
mas complejo: el Universo.

100

50

Grdfico de la deuda en funcion del tiempo en una
poblacion

Para esta unidad se continuara estudiando la funcién cuadratica, generalizando la idea de
desplazamientos paralelos a los ejes, se dara una definicién de funcion real, se abordaran
otras funcionesimportantes por medio de un estudio descriptivo. Al finalizar se encontraran
algunas practicas en GeoGebra, para consolidar los aprendizajes de esta unidad.



1.1 Notacion de funciones

Problema inicial
Encuentra el valor de y correspondiente al valor de x en cada funcion si:

a)y=5x-1; x=-3 b)y=4x2;x=% c)y=x72+5;x=10
Solucién
En cada caso debe sustituirse el valor de x para encontrar y:
1 2 10 2
a) y=5(-3)-1 b) y:4(5) <) y= (2) +5
=-15-1 _ (1 _ 100
__1g = 4(Z> = +5
=1 =55
El valor correspondiente a x=-3 El valor correspondiente a x = % El valor correspondiente a
esy=-16. esy=1. x=10esy=55.
Definicion

Dados dos conjuntos A y B, se llama funcion de A en B a la
correspondencia que asigna a cada elemento x del conjunto A un g )
.. . ., especificas: la funcién lineal flx) =ax+ by
unico elemento y del conjunto B. Para denotar una funcién de A ] ) :

) . la funcion f{x) = ax? + ¢. Ambas funciones
en B se escribe f: A — B, al elemento x de A se le llama variable | ., 4e R en R, pues los valores de x
independiente o preimagen; mientras que el elemento y de B |y y son nimeros reales. Las funciones
se llama variable dependiente o imagen. Cuando se trata con | también pueden nombrarse utilizando
funciones, la variable y se escribe como f(x) y se lee “f de x”. otras letras, por ejemplo, g(x) o h(x).

Ya se han estudiado dos funciones

(.

Dado un valor particular x = m, para encontrar el valor de f(m) se sustituye x por m en la ecuacion de la

funcion f.
Ejemplo
Encuentra el valor de f(x) en cada caso: fx) NO significa f multiplicado
a) flx)=—2x+7; x=-5 b) flx) =3x2+2; x=2 zgrxx,sino la funcion fevaluada

Deben sustituirse los valores de x en la ecuacion de la funcidn, segun sea el caso. En el primer literal,
el valor de la funcion evaluada en x = =5 se representa por f(—5); mientras que en el segundo literal, el
valor de la funcién evaluada en x = 2 se representa por f(2).

a) fi-5)=-2(-5)+7 | b) f(2) =3(2)* +2
=10+7 =3(4)+2
=17 ] =14
Por lo tanto, f(-5) = 17. : Por lo tanto, f(2) = 14.

<
Problemasm

1. En cada caso encuentra el valor de f{x), si x toma el valor dado:
a)flx)=x+4; x=0 b) flx)=4x-6; x=1 c)f(x)=—%+1;x=6

d) flx)=—5x% x=3 e)flx)=x?+4; x=-1 f)f(x)=—x72—2;x=2
2. Dada la funcion lineal f(x) = 2x — 3, icual debe ser el valor de x para que f(x) = 5?

3. Dada la funcién f{x) = 4x? + 5, i cudles deben ser los valores de x para que f(x) = 11?
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1.2 Grafica de una funcion

Problema inicial ~
Dadas las funciones f{x) = — 2x y g(x) = 2x2:

1. Elabora la grafica de cada una de ellas. La grafica de f es una linea recta mientras que la de g es una parabola.

2. Traza lineas rectas verticales en cada gréfica. ¢ Cuantas veces cortan las rectas verticales a las gréficas
defyg?
3. Si se contintan trazando rectas verticales, ¢ cuantas veces cortaran a las graficas de las funciones fy g? J

y

N

N\

Solucién y=flx)

1. La funcién f es una funcion lineal y su gréfica es una linea recta que 1
pasa por el origen. A partir de este, si x aumenta una unidad (es decir,
x = 1) entonces f(x) disminuye 2. La grafica de f(x) = —2x se presenta a P2 -1 o\ 1 2 3
la derecha. -t

¥y =g(x)

La grafica de la funcidon g es una parabola con vértice en el origen.
Para graficarla se buscan otros dos puntos a la izquierda y derecha del
vértice: six =—1 entonces g(—1) = 2(-1)*= 2y el punto (-1, 2) pertenece
a la parabola de g; de igual forma si x = 1 entonces g(1) = 2(1)* =2y el
punto (1, 2) pertenece a la pardbola. La grafica de g(x) = 2x° se presenta
a la derecha. 1,2) (12)

2. En cada gréfica se han trazado tres rectas verticales. Cada una de ellas corta a la grafica de fo g, segln

sea el caso, en un Unico punto: y
N
y Y =|8(x) -
N
¥ =flx) 3 6
5 5
1 4
€ S X 3
2 -1 o\ |1 3
-1 2
) 1
_ ¢ y X
3 2 -1 0| 11 12
3 3 =1
N




3. Sin importar la cantidad de rectas verticales que se tracen, cada una de ellas cortard a la grafica de la
funcion f o g (segln sea el caso) en un Unico punto.

Conclusién
Una linea trazada en el plano cartesiano, cuyos valores de x se encuentran en un intervalo , corresponde a
la grafica de una funcion si toda recta vertical trazada en el intervalo I corta a la linea en un Unico punto. A
esta manera de reconocer graficas de funciones se le conoce como prueba de la recta vertical.

Esto ocurre debido a la definicion misma de funcion, a cada elemento x le corresponde un Unico elemento
y. Las rectas verticales trazadas en cada grafica representan un valor especifico para x, si esta recta corta
a la grafica de una funcion en un Unico punto, entonces esto indica que para ese valor de x hay un Unico
valor para f(x) o g(x).

*
Problemasm

Utilizando la prueba de la recta vertical determina, en cada caso, si la linea representa la grafica de una
funcidn (no es necesario encontrar la ecuacion de la funcién):

a) b)
J J
pa S x ¢ > x
c) y d) y
[
¢ > X ¢ > X




Problema inicial

Utilizando la ecuacidn y la gréfica de la funcién f(x) = 3x? responde lo siguiente:
1. ¢Para qué valores de x estd definida f(x)?
2. ¢Cuales son todos los posibles valores para f(x)?

Soluci()n

La grafica de la funcidn es una parabola abierta hacia arriba con vértice en
(0, 0) como se muestra en la figura de la derecha.

1. En la ecuacioén de la funcion f(x) = 3x?, la variable independiente x puede
tomar el valor de cualquier niUmero real y siempre sera posible encontrar
su correspondiente f(x). Por lo tanto, f(x) esta definida para cualquier
numero real que tome el valor de x.

2. En la gréfica de la funcidn, el valor mds pequefio que toma la variable de-
pendiente y = f(x) ocurre cuando x = 0. A medida que x aumenta o dismi-
nuye, el valor de f(x) siempre aumentara (esto lo refleja el hecho de que
la pardbola se abre hacia arriba). Por lo tanto, los valores posibles para
f(x) son los nUmeros reales mayores o iguales a 0, es decir, los nUmeros
pertenecientes al intervalo [0, oof.

Definicién

¥ =flx)

El dominio de una funcién f se denota por Dy y es el conjunto de todos los nimeros x para los cuales f{x)
esta definida. El rango de una funcién f se denota por Ry y es el conjunto de todos los posibles valores para

flx).

En el caso de las funciones lineales, tanto el dominio como el rango son el conjunto de los numeros reales,
es decir R. Mientras que para funciones de la forma f(x) = ax? el dominio es Ry el rango depende del valor

de a:
1. Si a > 0 entonces Ry = [0, oo|.
2.Sia < 0entonces R = |-, 0].

b

L~

1. Encuentra el dominio y el rango de cada una de las siguientes funciones:

a) flx) = %x+4 b) f(x) =-10x + 3 ) flx)=—x-5
d) flx) =2 e) flx) = 2x? f) flx) = —x?
g) flx) =-3x h) f(x) = 3x? i) flx) = = 2x?

y

2. La grafica de una funcidn se presenta en la figura de la derecha. Utilizando
Unicamente este recurso, écudl es el dominio y el rango de la funcién?

N

A,

7




2.1 Desplazamiento vertical

Problema inicial

Utilizando la grafica de la funcion f(x) = 2x2 realiza lo siguiente: Y - )
10 4
1. Grafica las funciones g(x) = 2x? + 3 y h(x) = 2x* — 2. ¢Cual es el dominio y el 9
rango en cada una? 8
La gréfica de g(x) corresponde a un 7
desplazamiento de 3 unidades hacia 6
arriba de la grafica de f. ¢Hacia donde
serd el desplazamiento de h? >
4
3
2. Explica qué le ocurre a la grafica de f para obtener las gréficas de gy A. 2
1
E > X
-2 -10 1 2
=1
=2
k W
Solucién S i
1. Para graficar g(x) = 2x? + 3 se desplaza verticalmente la grafica de f(x) = 2x? tres & 10
unidades hacia arriba (ver figura de la derecha). 9
8
Es decir, si el vértice de la grafica de fes (0, 0) entonces el de g serd (0, 3); si los 7
puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la parabola de f entonces los puntos (-1, 5) 6
y (1, 5) pertenecen a la gréfica de g. 5
4
De la grafica de la funcién se deduce que: D, =Ry R, = [3, oo]. S el
2
1 +3
E > X
-2 -10 1 2
Y -1
h f -2
10
9
8 Mientras que para graficar h(x) = 2x?> — 2 se desplaza verticalmente la grafica de
7 f(x) = 2x? dos unidades hacia abajo.
6
5 Es decir, si el vértice de la gréfica de f es (0, 0) entonces el de A sera (0, —2); si los
4

puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la pardbola de f entonces los puntos (-1, 0) y
(1, 0) pertenecen a la grafica de A.

N
=N W

De la grafica de la funcion se deduce que: Dy =Ry Ry = [-2, oo].

N
¥
<

I
N
|
|/w"’
N, = o
~
- |
x
~

ya
<



2. Utilizando f(x) = 2x%:
a) la gréfica de la funcion g(x) = 2x* + 3 se obtiene desplazando verticalmente hacia arriba tres unidades
la grafica de f(x) = 2x%;

b) la gréfica de la funcion A(x) = 2x?— 2 se obtiene desplazando verticalmente hacia abajo dos unidades
la grafica de f(x) = 2x2.

Definicion
Dada una funcién f(x) y un nimero real k diferente de cero, la grafica de la funcidn g(x) = f(x) + k es un
desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de f, y: si k > 0 entonces la grafica se desplaza hacia
arriba, y si k < 0 entonces la grafica se desplaza hacia abajo.

Si flx) = ax? entonces la grafica de g(x) = ax? + k es una parabola con vértice en (0, k), y:
1. Si a > 0 entonces Ry = [k, oo.
2.Si a < 0 entonces Ry = |-oo, k].

b g

i~

Para cada caso y utilizando la grafica de la funcion f(x), grafica la funcidn g(x) y encuentra su dominio y
rango:

a) ) =x y gl)=x+1 b) fx) =—2x y glx)=—2x~3
4 ¥ =flx) y=flx) Y
3 3
2 2
1
€ > X € > X
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 o0 1 2 3
-1 =1
-2 -2
-3 -3
ofix)=x y glx)=x"+2 d) flx) =—x* y glx)=—-x>-3
y = flx) Y Y

¥ =flx)



2.2 Funcion de la forma f(x) = a(x - h)}, h>0

Problema inicial
Utilizando la gréfica de la funcidn f(x) = 2x? realiza lo siguiente:
1. Completa la tabla y grafica la funcidon g(x) = 2(x — 1)

x |-3|=2]|-1l01] 11| 2] 3
fixyl 18| 8 | 2 | 0| 2| 8 |18
g(x)

La grafica de g
es una parabola.

2. ¢Cuales son las coordenadas del vértice de la grafica de g? éCudl es
el dominio y rango de g?

3. ¢Cémo se debe desplazar la grafica de f para obtener la de g?

Y

flx)

S

-2

x
Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera: y=8(x)
X -3 | -2 |- 0 1 2 3
flx)| 18 | 8 2 0 2 8 | 18
glx)| 32 18 [~8 [>2 [0 [*2 [*8
se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente g(x)
es igual al valor de f(x — 1). Por ejemplo, si x = 0: =
g(0)=7(0-1)
=f(—1) f =3 -2 -1 0 re 3 X
= 2 Vv

La grafica de g se muestra a la derecha.

2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (1, 0), D;= Ry R, = [0, oo].

3. La grafica de f{x) = 2x? se desplazé una unidad horizontalmente hacia la derecha para obtener la gréfica
de g(x) = 2(x —1)%

Conclusién

Sean f(x) = ax?, donde a es cualquier nimero real diferente de cero, y A > 0. La gréfica de la funcion:
8(x) = flx - h) = alx - h)?
es un desplazamiento horizontal de & unidades hacia la derecha de la gréfica de f. El vértice de la parabola
es(h,0),D;=RYy:

1. Si a > 0 entonces Rg = [0, oo.

b
Problemasm

2.Si a < 0 entonces Rg = |-, 0].

Utilizando la grafica de f(x), grafica la funcidén g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = x%; glx) = (x - 2)?
c) flx) = 2x%; g(x) = 2(x — 2)°

D

b) f(x)

-x%; 8(x) =—(x—-1)
d) flx) = -2x%; g(x) = —2(x — 3)




2.3 Funcion de la forma f(x) = a(x - h)}, h<0

Problema inicial

Utilizando la grafica de la funcion f(x) = 2x? realiza lo siguiente: y=flx) Y
1. Completa la tabla y grafica la funcién g(x) = 2(x + 1) 7
6
x | -3 |-2]-1 0 1 2 3
La gréfica de g 5
flx)| 18 | 8 2 0 2 8 | 18 es una parabola. 4
8(x) 3
2
2. éCudles son las coordenadas del vértice de la grafica de g? éCual es
el dominio y rango de g? !
f 3 3 7 X
3. ¢Cémo se debe desplazar la grafica de f para obtener la de g? Tt OV 13
.
Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:
a g y=flx) y y=8k)
x |-3|-2]-1|0 1 2 3
7
flx)| 18 8 | 2 | 0o | 2 | 8 | 18 6
glx)| 8¢ 2| o™| 2| 87| 187 32 5
4
se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente
g(x) es igual al valor de f(x + 1). Por ejemplo, si x = 0: . ’ .
2
g(0)=/(0+1)
=f(1) | Y, | x
=2 -3 -2 -1-10 1 2 3
La gréfica de g se muestra a la derecha.
2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (-1, 0), D, = Ry R, = [0, +0o].
. , . . . La ecuacion de la funcion g
3. La grafica de f(x) = 2x? se desplazé una unidad horizontalmente hacia la también puede escribirse
izquierda para obtener la gréfica de g(x) = 2(x + 1)%. como g(x) = 2[x — (-1)]%
Conclusién

Sean f{x) = ax? donde a es cualquier nimero real diferente de cero, y A < 0. La gréfica de la funcidn:
8(x) = flx — h) = alx - h)
es un desplazamiento horizontal de & unidades hacia la izquierda de |a grafica de f. El vértice de la parabola
es (h,0),D;=Ry:
1. Si @ > 0 entonces R, = [0, oo[. 2.Si a < 0 entonces R; = |-, 0].

<
Problemasu

Utilizando la grafica de f{x), grafica la funcion g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = a%; g(x) = (x + 2)? b) flx) = —x%; g(x) = —(x + 1)?

c) flx) = 22%; g(x) = 2(x + 2)? d) flx) = —2x%; glx) =—2(x + 3)*



2.4 Funcion de la forma f{(x) = a(x — h)* + k, parte 1

Problema inicial

Utilizando la grafica de la funcidn f(x) = 2(x — 1)? realiza lo siguiente:

1. Grafica las funciones g (x) = 2(x — 1)* + 3 y g,(x) = 2(x — 1)* — 4. Describe
cdmo se debe desplazar la gréfica de f para obtener cada gréfica.

La grafica de g(x) = f(x) + k es un desplazamiento vertical de
k unidades de la grafica de f, hacia arriba si k es positivo y
hacia abajo si k es negativo.

2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango en cada caso. 1

.
Solucién 2 7
1. Ambas funciones son de la forma f{x) + k, es decir, son desplazamientos
verticales de k unidades.
En el caso de g,(x) = 2(x — 1)* + 3, k = 3 y por tanto la grafica de f se
desplaza tres unidades verticalmente hacia arriba. La parabola en color
celeste de la figura de la derecha corresponde a la grafica de g,.
En el caso de g,(x) = 2(x — 1)> — 4, k = —4 y por tanto la grafica de f se
desplaza cuatro unidades verticalmente hacia abajo. La pardbola en color
rojo de la figura de la derecha corresponde a la grafica de g,.
2. Las coordenadas del vértice de la gréfica de la funcion g, son (1, 3) y ade- 1
mas Dg= Ry Rg=[3, oof. ¢ > X
3
Mientras que las coordenadas del vértice de la grafica de la funcién g,son
(1,-4)y ademds Dg= Ry R, = [-4, oo].

Conclusién
Sean f(x) = a(x — h)? donde a y h son nimeros reales cualesquiera, y a es diferente de cero. La grafica de

la funcion: g(x) = alx—h) +k

donde k es un numero real, es un desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de f. Si k > 0 el
desplazamiento es hacia arriba, y si k < 0 el desplazamiento es hacia abajo. El vértice de la parabola de g
es(h, k), D;=Ry:

1. Si @ > 0 entonces Ry = [k, oo]. 2.Sia < 0 entonces Ry = |-o0, k.

*
Problemasw

Utilizando la grafica de f(x), grafica la funcidn g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = (x—2)%; glx) = (x —2)* + 3 b) flx) = —(x - 1)*; g(x) =—(x - 1)*+2

c) flx) =2(x +2)% glx) =2(x + 2)> -1 d) flx) ==2(x +3)%; glx) =—2(x + 3)> -4

5



2.5 Funcion de la forma f{(x) = a(x — h)* + k, parte 2

Problema inicial ~
Utilizando la grafica de la funcion f(x) = —2x? realiza lo siguiente: S

1. Grafica la funcién g(x) = —2(x — 3)>— 1. Describe como se debe
desplazar la gréfica de f para obtener g. = 3 3 1 35

2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango
de la funcién g.

¥ =flx) d
o J

Solucién y
1. La funcidn g es de la forma f(x — h) + k, es decir, combina des- 1

plazamientos tanto horizontales como verticales. En este caso, +3
h=3yk=-1: 2 -1 1 2 4 s

S
?

7~
\ 4
N

Primero se desplaza la gréfica de f tres unidades horizontal- -
mente hacia la derecha, luego se desplaza una unidad vertical- -1
mente hacia abajo. La grafica de g corresponde a la pardbola
en color azul de la figura de la derecha.

2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (3, —1) y ade- &
mds Dy = Ry R, = |—o0, —1].

y = flx) by =8x)

Conclusién
Dada una funcidn f(x) = ax?, donde a es un nimero real diferente de cero. La grafica de la funcién:
glx)=alx—h)*+k

es una parabola que resulta de desplazar h unidades horizontalmente y k unidades verticalmente la gréfica
de f. El vértice de la graficade ges (h, k), Dg=R y:

1. Si @ > 0 entonces R, = [k, . 2.Sia < 0 entonces R, = |—o0, k.

Problemas;
Para cada caso, traza la gréfica de f(x) y a partir de esta elabora la grafica de g(x). Encuentra las coordenadas
del vértice, el dominio y rango de g:

a) flx) =2%; g(x) = (x + 1) + 2 b) flx) =—x?; glx) =—(x +3)>-3
c) flx) = 3x%; g(x) = 3(x = 2)* + 1 d) flx) = = 3x%; g(x) = -3(x - 4)* - 2

&



2.6 Funcion de la forma f(x) = ax? + bx*

Problema inicial

Traza la grafica y encuentra el dominio y rango de las siguientes funciones:
Completa los cuadrados en las

a) flx) =x*-6x b) g(x) =—2x?—4x ecuaciones de cada funcién.
Solucién
a) Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcion f: y y=flx)
== (5 -4
= (x? — 6x + 3%) — 32 )
=(x—3)*—3?
=(x—-3)*-9

La funcion fes de la forma a(x — h)* + k: D;=R, Ry=[-9, o[ y su grafica
es una parabola abierta hacia arriba con vértice en (3, —9) como lo
muestra la figura de la derecha.

fix) = (x — 3)> = 9 es un desplazamiento de 3 unidades
horizontalmente a la derecha y 9 unidades vertical- d
mente hacia abajo de la grafica de A(x) = x2.

Y
b) De forma similar, se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcién g: 2"
g(x) ==2(x* + 2x) /\\
=—2[x2+2x+(3)2—(3)2] o ol 1 2 0 ¥
2 2 5
==2[x* +2x + 12— 17] >
=—2[(x+1)* - 1] -3
==2(x+1)+2 -4
-5
La funcion g es de la forma a(x — h)* + k: Dg = R, R; = ]-00, 2] y su .
grafica es una parabola abierta hacia abajo con vértice en (-1, 2) como S
lo muestra la figura de la derecha. d
y=8x)

g(x) = =2(x + 1) + 2 es un desplazamiento de 1 unidad
horizontalmente a la izquierda y 2 unidades verticalmen-
te hacia arriba de la gréafica de h(x) = —2x2.

El‘l resumen
Dada una funcién de la forma f(x) = ax? + bx, esta puede llevarse a la forma a(x — h)? + k completando
cuadrados en la ecuacién de la funcién fy su gréfica es una parabola, abierta hacia arriba sia > 0 o abierta

hacia abajo sia < 0.

*
Problemasm

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, y encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién:

a) flx) =x*—4x b) flx) =— x>+ 2x c) flx) = 3x% + 6x



2.7 Funcion de la forma f(x) = x*+ bx + ¢

Problema inicial

Traza la grafica y encuentra el vértice, el dominio y rango de la funcién

Completa el cuadrado en la
flx) = x% — 4x + 9. ecuacion de f.

Solucién

Se completa el cuadrado en la ecuacidn de la funcion f:

o[- 3 (@]
=(x?-4x+2%)-22+9
=(x-2)*-4+9
=(x-2)+5

luego la funcién f se ha reescrito en la forma (x — h)? + k: Dy = R,

Rs =[5, oo[ y su gréfica es una pardbola abierta hacia arriba con vértice
en (2, 5) como lo muestra la figura de la derecha.

flx) = (x—2)?+5 es un desplazamiento de 2 unidades horizontalmente a
la derechay 5 unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = x%.

En resumen

Dada una funcion de la forma f(x) = x? + bx + ¢, esta puede llevarse a la forma (x — h)? + k completando
cuadrados en la ecuacion de la funcion fy su gréafica es una parabola, abierta hacia arriba.

<
Problemasm

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y el rango de la funcion:

a)flx)=x?+2x-2 b) flx)=x?>+4x +5

Yy y=x2 Yy y=x2
T <N T “ "N "
1 H \ I
Vs f 8 :
\ / | .'
L 4 H \ 7 i
‘ j \ ;
‘\ 3 l’ 1 6 1
\ 1 1 1
\ / \ H
‘\\ 2 I" ‘\‘ 5 "’
Nl \ 4 {
\, / \\ "
& A 4 > X \ 3 1
T 5 4 32-10 1 2 3 \ /
=1 \‘\ 2 ,’l
\ 4
-2 IS /
3 ps S S S
- ¢ > X
-5 -4 -3-2-10 1 2 3
V. Vv

c)flx)=x?-6x+7 d) flx) =x*-8x + 18



2.8 Funcion de la forma f{x) = ax>+ bx + ¢

Problema inicial
Traza la grafica y encuentra las coordenadas del vértice, el dominio
Completa el cuadrado en la

y rango de la funcion: ; ecuacion de la funcion f.
(x) ==2x*-12x - 16.

Solucién
Se completa el cuadrado en la ecuacion de la funcion f:

flx) ==2[x? + 6x] — 16
afesaee (5 (9] 2

=-2[x*+6x+32-3?]-16

=-2[(x+3)*-9]-16
==2(x+3)*+18-16
=—2(x+3)*+2

luego, la funcidn f se ha reescrito en la forma a(x — h)* + k: D;= R,
Rf = ]-00, 2] y su grafica es una parabola abierta hacia abajo con
vértice en (-3, 2) como lo muestra la figura de la derecha.

La funcién f(x) = =2(x + 3)? + 2 es un desplazamiento de 3 unidades horizontalmente a la izquierda y 2
unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = —2x2.

Definicién
La funcidén de la forma f{x) = ax?+ bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales cualesquiera y a es diferente
de cero se llama funcidn cuadratica.

Una funcién cuadratica también puede escribirse en la forma a(x — h)? + k completando el cuadrado en la
ecuacion de la funcion fy, por tanto, su gréfica es una parabola con vértice en el punto (A, k) que se abre
hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo sia < 0.

El dominio de una funcién cuadrdtica siempre es igual al conjunto de los numeros reales (R) y el rango
dependerd del valor de a y de la segunda coordenada del vértice (A, k) de la grafica de la funcidn:

1. Sia > 0 entonces Rg = [k, oof. 2.Sia < 0 entonces Rg = |—0, k].

b
Problemasm

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la gréfica de f, encuentra ademas las coordenadas del
vértice, el dominio y el rango de la funcion:

a) flx)=—x*+8x—13 b) flx) =3x?+ 12x + 11
c) flx) = 2x* — 20x + 44 d)f(x)=—%x2+x+%

50



Problema inicial

Encuentra la ecuacion de la funcién cuadratica f en cada caso:
1. El vértice de la grafica de fes (4, 5) y pasa por el punto (2, =7).
2. fes de la forma ax? + bx y la gréfica pasa por los puntos (-1, —10) y (-4, —16).

Solucién

1. Las condiciones iniciales indican las coordenadas del vértice de la grafica de f, por tanto, es conveniente
escribir la ecuacién en la forma:

flx)=alx-h)?*+k s (1)
sustituyendo los valores de h y k en (1), se tiene:
flx)=alx—-4)*+5

ahora, si la grafica pasa por el punto (2, —7) entonces cuando x =2, f(2) = —7. Se sustituye en la ecuacion
anterior y se despeja el valor de a:

~7=a(2-4P+5
~7=4a+5
—12=4a flx) = =3(x — 4)> + 5 también
-3=aqa puede escribirse como:
Por lo tanto, la ecuacion de la funcién es f(x) =—3(x —4)* + 5. fla) = =327 + 24x - 43.

2. Las condiciones iniciales indican que f(x) = ax? + bx. Si la gréfica de f pasa por el punto (-1, —10), entonces
cuando x = -1, f(-1) =-10. Se sustituyen estos valores y se despeja a en la forma de la funcion:
-10 = a(-1)* + b(-1)
-10=a-b
-10+b=a e (2)

de forma similar, cuando x = —4, f(—4) = —16. Se sustituyen estos valores, incluyendo el de a encontrado

en (2), y se despeja el valor de b:
(2),y se despe] ~16 = a(-4)? + b(-4)

-16=(b-10)16-4b
-16=16b-160-4b
144 =12b
12=b
Luego, a = 2 y la ecuacidn de la funcion es f(x) = 2x? + 12x.

En resumen

Si f es una funcién cuadrética, entonces su ecuacion puede escribirse en la forma a(x — h)> + k o

ax? + bx + c. Si en las condiciones iniciales se proporcionan las coordenadas del vértice de la grafica de f
entonces conviene escribirla en la forma a(x — h)*+ k.

b g

1. Encuentra la ecuacién de la funcién cuadratica f en cada caso:
a) el vértice de la gréfica de fes (-2, 1) y pasa por el punto (0, 5);
b) el vértice de la grafica de f es (3, —6) y pasa por el punto (4, —8);
c) f es de la forma ax? + bx y su grafica pasa por los puntos (8, 0) y (2, —12).

2. Encuentra la ecuacién de una funcion cuadratica f si su grafica pasa por los puntos (-2, 8), (0, 2) y (2, 4).



2.10 Practica lo aprendido

en cada caso:

a) flx) =x* y glx)=x?+3
y=flx) Y
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c) flx) =2x" y glx)=2x"~1
y=flx) Y
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e) flx) =3x* y g(x)=3(x—4)
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b) flx) =—x y g(x) =—x*+2
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d)flx)=—2x% y g(x)=—2x*-3
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f) fix)=—2x" y g(x) =-2(x - 1)
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Utilizando la gréfica de f traza la grafica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango




2.11 Practica lo aprendido ~

1. Utilizando la grafica de f traza la grifica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el
rango en cada caso:

a) flx) =3x* y g(x) =3(x +2)? b) flx) =—2x* y glx)=—2(x +2)
y y
| y = fix)
\ 8 I —4—3—2—11 1 2 X
\ ! )
\ :
\ 20
; [l
) [
\|/ R
-4 -3 -2 -10 1 2 x 8
¥ =flx)
o) flx)=x*y glx)=(x—4)+2 d) flx)=—-x>y glx) =—(x+1)*+3
y ¥ =flx) y
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2. Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y el rango de la funcion:

a) flx) =—3x? + 6x b) f(x) = 5x% + 10x c) flx) =—x*—4x
d) flx)=a-2x+2 e)flx)=x?+2x+2 f) flx) = x* - 10x + 23
g)flx)=—ux?—4x-7 h) flx) = 2x* - 12x + 13 i) flx) =—3x>—6x +2

3. Encuentra la ecuacidn de la funcién cuadratica f si:
a) la grafica de f tiene vértice en (0, 0) y pasa por el punto (2, 2);
b) la grafica de f tiene vértice en (0, —1) y pasa por el punto (-1, -3);
c) la grafica de f tiene vértice en (3, 0) y pasa por el punto (2, 4);
d) la gréfica de f tiene vértice en (2, —5) y pasa por el punto (4, 3);
e) f es de la forma ax? + bx y su grafica pasa por los puntos (2, 0) y (-1, 3);

f) f es de la forma ax? + bx y su grafica pasa por los puntos (1, —4) y (4, 8);

g) la grafica de f pasa por los puntos (-2, 3), (0, -3) y (1, 0).




3.1 Monotonia

Problema inicial

Dadas las funciones cuadraticas f(x) = 2(x —1)>= 5y g(x) =— 2(x — 1)> + 5 responde lo siguiente:

1.Si—1 < x <1, éentre cuales nimeros se encuentran f(x) y g(x)?

2.Si1 < x <3, ientre cudles nimeros se encuentra f(x) y g(x)?

Utiliza las gréficas de fy g.

Solucién
1. Se trazan las graficas de las funciones para poder determinar los valores de f(x) y g(x): la parabola de f

es abierta hacia arriba con vértice en (1, —5); mientras que la pardbola de g es abierta hacia abajo con
vértice en (1, 5). En ambas graficas, sobre el eje x se ha sombreado en verde el intervalo [-1, 1] de los

y ¥ =flx)

valores que toma x.

En f: a medida que x
aumenta de -1 a 1, f(x)

En g: a medida que x
aumenta de -1 a 1, g(x)

disminuye de f(-1) =3 a aumenta de g(-1) =-3 a
fi1) =-5. g(1) =5, o )
a/0 1 2 13
if1
Luego, =5 < f(x) < 3. Luego, -3 < g(x) < 5. /i =
. e . - T y=gl)
2. Nuevamente, utilizando las graficas de las funciones se concluye lo siguiente:
y y = flx) Y
3 5
2 4
En f: a medida que x ' | . En g: a medida que x >

aumenta de 1 a 3, f(x)
aumenta de f(1) = -5 a

f(3) = 3.

Luego, -5 < f(x) < 3.

Definicién

aumenta de 1 a 3, g(x)
disminuye de g(1) =5 a
g(3)=-3.

Luego, -3 < g(x) < 5.

Una funcidn fes creciente en un intervalo [x,, x,] si a medida que x aumenta de x,

¥y =g(x)

Una funcién es monétona
en [x,, x,] si es creciente
o decreciente en el inter-
valo.

a x, entonces f(x) aumenta de f(x,) a f(x,), es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,]
con m < n entonces f{m) < f{n). Por otro lado f es decreciente en un intervalo
[x,, x,] sia medida que x aumenta de x, a x, entonces f(x) disminuye de f(x,) a f(x,),
es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,] con m < n entonces f{m) > f(n).

*
Problemasm

Para cada caso, determina si la funcién f es creciente o decreciente en el intervalo dado; escribe el intervalo
donde se encuentran los valores de f(x):

a)flx)=(x-545<x<7
c)flx)=-3(x-3)>-1;2<x<3

b) ilx)=—2x*+3;0<x <2
d) flx) = (x +2)*+3;,-5<x<-3

Q



3.2 Variacion: valor maximo o minimo

Problema inicial
Dadas las funciones cuadraticas f(x) = (x — 1)>— 4 y g(x) = —x* — 4x — 1 responde lo siguiente:
1.Si—1 < x < 2, é{entre cuales nimeros se encuentra f(x)?
2.Si—4 < x <1, éientre cudles numeros se encuentra g(x)?

Utiliza las gréficas de fy g.

Solucién
1. Se traza la gréafica de la funcion para poder determinar los valores de f{x)
como se muestra en la figura de la derecha. La pardbola es abierta hacia
arriba con vértice en (1, —4).

2

RN W B

Sobre el eje x se ha sombreado en rojo el intervalo [-1, 2] de los valores

y = flx)

que toma x. Si x = -1 entonces f(—1) = 0 y si x = 2 entonces f(2) = -3; esto ¢
puede llevar a pensar que: -3 < f(x) < 0.

2 -

o
-
DN

Sin embargo, el valor minimo de f{x) se alcanza cuando x = 1, es decir, en
f(1) =—4. Por lo tanto, -4 < f{x) < 0. 4

2. Primero se escribe g en la forma a(x — h)? + k completando el cuadrado:

>

gx)=—(x*+4)-1
o[ B3] -

=—[x?+4x+22-27 -1

=N W

=—[(x+2)?-4-2 Ty T 7
=—(x+2)*+4-1
=—(x+2)*+3

La pardbola se abre hacia abajo con vértice en (-2, 3). Sobre el eje x se ha

sombreado en rojo el intervalo [-4, 1] de los valores que toma x. Si x = -4

entonces g(—4) = -1y si x = 1 entonces g(1) = —6; para este caso, el valor

maximo de g(x) se alcanza cuando x = -2, es decir, en g(-2) = 3.
Por lo tanto, -6 < g(x) < 3.

¥y =g(x)

En resumen
Dada una funcion cuadratica flx) =a(x —h)*+kyx, < h < x;:
1. Si @ > 0 entonces el valor minimo f(x) se alcanza en x = h.
Ademas si x es un nimero real tal que x; < x < x, y flx,) < f(x,) entonces k < f(x) < fix,);
caso contrario si f(x,) = f(x,) entonces k < f(x) < f(x,).

2. Si a < 0 entonces el valor maximo f{x) se alcanza en x = h.
Ademads si x es un numero real tal que x, < x < x, y flx,) < flx,) entonces f(x,) < fix) < k;
caso contrario si f(x,) > f(x,) entonces f(x,) < flx) < k.

<
Problemasm

7= N S

N
x

Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f{(x) si:
a)flx)=(x-5%2<x<6 b)flx)=—2x*+3;-2<x<1
c)flx)=—3(x-3)?-1;2<x<5 d)flx)=(x+2)*+3;,-6<x<0
e)flx)=2(x-6)2+1;4<x<8 f)flx) =—(x+4)>?-2;-6<x<-2



3.3 Aplicacion: valor maximo*

Problema inicial ~
Los estudiantes de primer afio de bachillerato del Instituto Nacional de San Matias, en La
Libertad, realizan experimentos en su clase de ciencias naturales sobre tiro vertical. Han
descubierto que, al lanzar una pelota de futbol verticalmente hacia arriba, la distancia f{x)
en metros sobre el suelo después de x segundos estd dada por la funcion:

flx) =—5x?+10x+0.5 ‘ ‘
¢Cual es la altura maxima que alcanza la pelota? ¢Después de cudntos segundos alcanza

la altura maxima?
. Y,

Solucién
Si la pelota se lanza verticalmente hacia arriba llegara a un punto en que debe descender; el problema pide

calcular cuantos metros se elevara desde el suelo y cuantos segundos transcurriran después de ser lanzada
antes que empiece a descender.

La funcién encontrada por los estudiantes que relaciona la distancia sobre el suelo después de x segundos
es una funcidn cuadratica, cuyo valor maximo para f{x) se encuentra en el vértice de la grafica de la funcion
pues el coeficiente de x? es negativo. Entonces, el problema se reduce a encontrar las coordenadas del
vértice de la grafica de f:

flx) =-5(x*-2)+0.5

y )
- — 2 _ 22 _ (2 Z] S Valor maximo
= S[x 2x+(2) (2) +0.5 *de f
=—5[x?-2x+12-121+0.5

=—5(x-1)2+5+0.5
=—5(x—-1)*+5.5

El vértice de la grafica de f es (1, 5.5) y la paradbola se muestra en la figura de la
derecha (solo se toma la parte que queda sobre el eje x pues f(x) debe ser positivo
o cero). Por lo tanto, la altura maxima que alcanza la pelota es 5.5 metros después < Y = fx) > X
de transcurrir 1 segundo. v

En resumen
En problemas donde se plantea una funcién cuadratica cuyo coeficiente de x? es negativo y se desea conocer
el valor maximo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la grafica de la funcién.

Problemas;:
1. Carlos, un adolescente con discapacidad intelectual, es parte del equipo de baloncesto que participara
en los Juegos Latinoamericanos de Olimpiadas Especiales. Si Carlos lanza la pelota hacia el aro en
determinada posicion, la distancia en metros de la pelota al suelo después de x segundos esta dada por

la funcion: flx) =—5x>+6x+1.4

¢Cual es la altura maxima que alcanzara la pelota lanzada por Carlos? ¢ Cudntos segundos transcurriran
para alcanzar dicha altura?

2. Marta colocard un canal en el techo de su casa. Para ello dispone de una hoja
rectangular metalica cuyos lados deben doblarse para formar el canal. Si la hoja
tiene 40 centimetros de ancho, écuantos centimetros debe doblarse en cada
lado para que den al canal su mayor capacidad?

La capacidad serd maxima cuando el area de la seccion transversal
de lados x y 40 — 2x sea maxima.




3.4 Aplicacion: valor minimo*

Problema inicial

o . . . A
En el triangulo rectangulo ABC, ¢ cudl debe ser el valor de x para que la longitud
de la hipotenusa sea minima?

}
!
X
Por el teorema de Pitagoras: i
AB? = BC? + CA?, /
ademsds, 0 < x < 4. B ,&
_

~~—

Solucién
Utilizando el teorema de Pitagoras:
AB? = BC? + CA?
se sustituyen BCy CA por 4 — x y x, respectivamente, y se reducen los términos semejantes
AB? = (4 — x)* + x?
=16 —8x + x* + x*
=2x’—-8x +16

La longitud de la hipotenusa AB serda minima cuando AB? también sea minima. Sea f(x) = 2x?> — 8x + 16;

como es una funcién cuadratica y el coeficiente de x? es positivo entonces la pardbola se abre hacia arriba.
Se completa el cuadrado para trazar la grafica de f(x):

flx) = 2(x* — 4x) + 16
= Z[x2 —4x + (%)2 - (g)z] +16
=2[x?—4x +2*-2?] +16
=2[(x—2)2—4] +16
=2(x-2)2-8+16

1 e

6 Valoriminim
=2(x—2)*+8 dZ;E °
En la figura de la derecha se muestra la grafica en el intervalo ]0, 4[ cuyo vértice es N :
(2, 8). Por lo tanto, para que la longitud de la hipotenusa sea minima, x debe ser 2
igual a 2. —t——Lt—x

En resumen

En problemas donde se plantea una funcion cuadratica cuyo coeficiente de x? es positivo y se desea conocer
el valor minimo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la grafica de la funcién.

<
Problemasm

1. Encuentra dos numeros enteros cuya diferencia sea igual a 20 y su producto sea minimo.

2. Un pedazo de lana de 24 cm de longitud se divide en dos partes con las que se formaran dos cuadrados.

Si la primera parte tiene longitud 4x y la segunda tiene longitud 24 — 4x, ¢ cudl debe ser el valor de x que
reduzca al minimo la suma de las dreas de los dos cuadrados?

-




3.5 Interseccion de la grafica de una funcidn cuadratica con el eje y

Problema inicial

Encuentra las coordenadas del punto de interseccién de la grafica de la La primera coordenada del punto
funcién cuadratica f con el eje y si: de interseccion de la grafica de f
a)f(x) - (x-37-4 b)f(x) e 2x2—12x—18 con el eje y es igual a cero.
Solucién
a) La interseccién de la grafica de f con el eje y ocurre cuando x = 0, es decir, ?i y =flx)
se debe calcular el valor de f{0) y las coordenadas del punto de corte entre E\ .
. i Interseccion d
fy el eje y seran (0, f(0)). s¢+fconelejey
4
f10)=(0-3)’—4 3
=9-4 2
=5 1
¢ > X
Por lo tanto, el punto de interseccién de la grafica de f(x) = (x —3)>—4 con _c1> T 11 i
el ejeyes (0, 5). -2
=3
-4
4
b) De forma similar al literal anterior, encontrar las coordenadas del punto de 2
interseccion de la grafica de f(x) = — 2x?> — 12x— 18 con el eje y equivale a ¢ 1 > X

encontrar (0, f(0)):

f(O) =-2(0)>-12(0)-18
=-18
Interseccion

de|f con el
ejey

/

]

Por lo tanto, el punto de interseccion de la gréfica de f(x) =— 2x?— 12x - 18
con el eje y es (0, —18).

y =flx)
En general

Las coordenadas del punto de interseccidn de la grafica de una funcion f con el eje y son: (0, f(0)). Si f es
una funcién cuadratica entonces la grafica de f corta al eje y en un Unico punto.

*
Problemasm

1. Para cada caso, determina las coordenadas del punto de interseccidn de la grafica de f con el eje y:

a) flx)=—(x +4)2+6 b) f(x) = 3(x — 2)>— 10 dﬂm=%x2
d) flx) =— 202 + 7 e) flx) = =5(x + 10) f) flx) = 222 + 24x + 52
g) flx) = —3a2 + 6x — 11 h)f(x)=x2—x—% i)f(x)=x2+5x+%

2. éEs posible que una funcién cualquiera tenga dos intersecciones con el eje y? Justifica tu respuesta.

o



3.6 Interseccion de la grafica de una funcion cuadratica con el eje x

Problema inicial

Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de la La segunda coordenada
funcién cuadratica f con el eje x si: del punto de interseccion
de la grafica de f con el
a) flx) = (x—3)*—4 b) flx) =—2x>-12x-18 c) flx)=3x2+2 ejexesigualacero.
Solucién

a) Los puntos de interseccidn de la grafica de f con el eje x tienen segunda coordenada igual a cero, es
decir, son de la forma (x, 0). Para encontrar el valor de x se iguala a cero la ecuacion de fy se resuelve
la ecuacidn cuadratica:

(x - 3)2 -4=0
(x-3)2=4 Observa la gréfica de f(x) = (x—3)>— 4
* ) trazada en la clase anterior.
x—3=%2

x=3+2— x=1yx=5
Por lo tanto, los puntos de interseccion de f(x) = (x —3)>— 4 con el eje x son (1, 0) y (5, 0).

b) De forma similar al literal anterior, se iguala la ecuacion de la funcién [y se resuelve la ecuacion
cuadratica (en este caso puede factorizarse el polinomio):
-2x*-12x-18=0

Observa la grafica de

x2+6x+9=0 flx) = =242 — 12x — 18
(x+3)2=0 trazada en la clase
+3=0 anterior.
X =
v=-3 vy =1)

Por lo tanto, el punto de interseccidn de f{x) = —2x*— 12x — 18 con el eje x es (=3, 0).

c) Al igualar a cero la ecuacion de la funcion:
3x2+2=0

w »

Esta ecuacion cuadratica no tiene solucién en los nimeros reales. Esto quiere decir

que la grafica de la funcién f no corta al eje x, como lo muestra la figura de la derecha.

—> X
-1 0 1

v

En general
Las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de una funcién f con el eje x se encuentra
igualando a cero la ecuacién de fy resolviendo la ecuacion cuadratica resultante:

1. Sila ecuacién tiene dos soluciones reales x = x, y x = x, entonces la grafica de f corta al eje x en los puntos
(xu O) y (xzr 0)

2. Si la ecuacion tiene una solucidn real x = x, entonces la grafica de f corta al eje x en el punto (x,, 0). Este
punto es el vértice de la pardbola y se dice que la grafica de f es tangente al eje x.

3. Si la ecuacion no tiene solucion real entonces la grafica de f no corta al eje x, es decir, la parabola se en-
cuentra arriba del eje o debajo de este.

b
Problemas.\ﬁ

Para cada caso, determina las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de f con el eje x:
a) flx) = 3x? b) flx) = = (x + 4)? ) fle)= —(x+6)*+1
d) flx) = (x - 5)*-9 e)flx)=—(x-2)°-4 f) flx) =x* —2x -3
g) flx) = 3% + 9x — 30 h) flx) = 2% -3 i) f(x) = 202 — 12 + 23



3.7 Desigualdad cuadratica ax®> + bx + ¢ >0, a >0, parte 1*

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:
x*+2x-3=0

Solucién
Sea f(x) = x* + 2x — 3; deben determinarse los valores de x para los cuales f(x) es igual o mayor que cero, es
decir, los puntos donde la grafica de f corta al eje x o esta arriba de este. Se encuentran las intersecciones

con el eje x resolviendo la ecuacion cuadrética f(x) = 0:

x*+2x-3=0

(x+3)(x-1)=0

x+3=0 o x-1=0
x=-3 x=1

La grafica de f corta al eje x en los puntos (-3, 0) y (1, 0). Como el coeficiente
de x? es positivo la parabola se abre hacia arriba como lo muestra la figura
de la derecha.

Se observa lo siguiente: f(x) = 0 se cumple parax <-3 o x > 1; la desigualdad
x < -3 denota al intervalo ]—oo, =3]; mientras que, x > 1 al intervalo [1, +oo].
La solucion x < -3 o x = 1 se escribe, utilizando intervalos:

X € ]-00,-3] U [1, oof
El simbolo “U” indica que el valor de x esta en el primer intervalo o en el segundo.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ = 0 con a > 0 significa encontrar todos los valores de x

para los cuales ax? + bx + ¢ = 0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax? + bx + ¢ entonces f(x) = 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la parabola de f corta o se encuentra arriba del eje x.

Si la gréfica de f corta al eje x en dos puntos (x,, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f{x) = 0 se cumple para
x < x, 0 x = x,. Utilizando intervalos se escribe: x € ]—o0, x,] U [x,, oo].

<
Problemasv

1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)x*—4>0 b)4x>-9=>0 c)2x*+4x >0
d)x*—10x+21=0 e)x*+x-20=0 flx*+7x+6=0
g)x*—4x—-45>0 h)x?-8>0 i)9x?—-5=>0

Y

N

2. Utilizando la grafica de la funcidn cuadratica f que se muestra a la
derecha, determina los valores de x para los cuales se cumple f(x) = O:

‘/(3 0 2\
y = flx)

v



3.8 Desigualdad cuadratica ax®> + bx + ¢ >0, a > 0, parte 2

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad:
a)x*—6x+9>0 b)x*-2x+2>0

Solucién
a) Sea f(x) = x> — 6x + 9; de forma similar a la clase anterior, resolver f(x) = x> — 6x + 9 > 0 equivale a
encontrar los valores de x para los cuales la grafica de f queda arriba del eje x; esta vez no deben
incluirse los puntos donde f(x) = 0 ya que la desigualdad es estricta, sin embargo deben encontrarse
las intersecciones con el eje x:

x*—6x+9=0
(x=3)*=0
x—3=0 X
x=3
La gréfica de f corta al eje x en el vértice (3, 0) y es una parabola que se
abre hacia arriba como lo muestra la figura de la derecha. Se cumple lo
siguiente: f(x) es positivo para cualquier nimero real x diferente de 3.
Por lo tanto, x < 3 o x > 3; utilizando intervalos se escribe: <«
X € |00, 3[ U ]3, oo]. v
b) Sea f(x) = x2—2x + 2 ; si se buscan las intersecciones de la gréfica de f con el eje x, se obtiene la ecuacidn:
X—2x+2=0 X

Esta ecuacion no tiene solucion en los numeros reales. Si se completa el
cuadrado para llevar a la forma a(x — h)? + k se obtiene:

flx) = (x?— 2x) + 2

[0 (-3

[x 2x + (2 5 +2
=(?-2x+12-1%) +2 \
=(x—-1)>+1 1

La grafica es una parabola abierta hacia arriba, con vértice en (1, 1) como

muestra la figura de la derecha. Toda la grafica queda sobre el eje x, por
lo tanto f{x) > 0 para todo nimero real x.

A
Y
*

En general
Dada la desigualdad ax? + bx + ¢ > 0, con a > 0; al denotar por f(x) = ax? + bx + c:

1. Si la gréfica de f corta al eje x Gnicamente en el vértice (h, 0) entonces f(x) > 0 se cumple parax < h
o x > h. Utilizando intervalos se escribe: x € |-, h[ U ]A, oo|.

2. Si la grafica de f NO corta al eje x entonces f{x) > 0 se cumple para todo numero real x, es decir, la
grafica de f queda arriba del eje x.

*
Problemasm

Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:
a)2x*>0 b)x*—4x+6>0 c)x’+4x+4>0

d) 22— 14x +49 >0 e)x?+2x+3>0 f) %xZZO



Problema inicial

Determina todos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad: Utiliza las graficas
de la clase anterior.

a)x*+2x-3<0 b)x?-6x+9<0 c)x?—2x+2<0

Solucién y
a) Sea f(x) = x* + 2x — 3; ahora deben encontrarse los valores de x para los cuales
la grafica de f queda debajo del eje x, incluyendo los puntos donde f{x) = 0.

La parabola de la funcién se muestra a la derecha, en ella se observa que
flx) < 05si-3 < x < 1. Utilizando intervalos se escribe:

x € [-3,1].

>

b) Sea f(x) = x* — 6x + 9; en la clase anterior se llegd a f(x) = (x — 3)% cuya
grafica se muestra a la derecha; se deben encontrar los valores de x para los
cuales f(x) es menor o igual a cero. La pardbola de la funcién queda siempre
arriba del eje x, y es igual a cero en el vértice de la parabola. Por lo tanto, la

desigualdad: ¢ N
& flx) = (x-37 <0 g o

se cumple Unicamente para x = 3.

c) Sea f(x) = x*— 2x + 2; en la clase anterior se concluyd que f(x) > 0 para todo nimero real x, es decir, la
grafica queda totalmente arriba del eje x. Por lo tanto, f{x) = x> — 2x + 2 < 0 no tiene solucidn.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ < 0, con a > 0, significa encontrar todos los valores de x
para los cuales ax? + bx + ¢ < 0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax? + bx + ¢, entonces f(x) < 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la pardbola de f corta o se encuentra debajo del eje
x. Para ello se encuentran las intersecciones de la grafica de la funcion con el eje x:

1. Si la grafica de f corta al eje x en dos puntos (x,, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f(x) < 0 se cumple
para x, < x < x,. Utilizando intervalos se escribe: x € [x,, x,].

2. Si la grafica de f corta al eje x Unicamente en el vértice (h, 0) entonces f(x) < 0 se cumple solo para
x=h.

3. Si la gréfica de f no corta al eje x entonces f(x) < 0 no tiene solucién.

En las desigualdades de la forma ax? + bx + ¢ < 0 NO deben incluirse los puntos donde f(x) = 0; para el
numeral 2, f(x) < 0 no tiene solucion.

b g

o~

Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:
a)x*-4<0 b)x?+2x<0 c)x*-10x+21<0
d)x*+8x+15<0 e)2x*<0 f)a?—10x+25<0
g)x*-4x-3<0 h)x*+2x-8<0 i)x?+8<0



3.10 Desigualdad cuadratica, a <0

Problema inicial

Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad: S Bye = Denenes o > b

-x’+4x-3<0.

Solucién
Utilizando propiedades de desigualdades, se multiplican ambos miembros de la desigualdad por — 1, esto
hace que el simbolo “menor que” cambie a “mayor que”:
(—x*+4x-3)(-1) > 0(-1)
X*=4x+3>0 0 e (1)

Ladesigualdad (1) se resuelve como lo visto en las clases anteriores. Primero se encuentran las intersecciones
de f(x) = x* — 4x + 3 con el eje x:

x2—4x+3=0

(x—1)(x-3)=0

x—1=0 o x-3=0
x=1 x=3

Entonces, x*—4x + 3 > 0six < 1 ox > 3. Esta solucion satisface también la desigualdad original:

-x’+4x-3<0.
Por lo tanto, x € |-, 1[ U |3, oo|.
En general
A las desigualdades de la forma:
a)ax’+bx+c=0 b)ax?+bx+c<0 c)ax’+bx+c>0 dax*+bx+c<0

donde a es cualquier nimero real diferente de cero, se les llama desigualdades cuadraticas con una
incognita. Si a > 0 entonces su solucidn esta dada como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9; si a < 0 entonces se
multiplica por —1 ambos miembros de la desigualdad y se soluciona como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9.

*
Problemasm

1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)-x?+2x+15<0 b)-(x+3)*<0 c)-x*+1=0
d)-x*-6x—-5<0 e)-2x*+4x-3>0 f)—x*+8x-16=>0
g)-x*-4x-4<0 h)—2x*-1>0 i)—x*+5>0

2. Utilizando la grafica de f en cada caso, encuentra los valores de x que satisfacen la desigualdad:

a)flx) <0 b) flx) <0 c)flx)=0
€ - ) >X € 0 >X
¢ 3, 5 \E} >X
y = flx) l y=flx) ] y=£flx) |




3.11 Cuadro de variacion, parte 1*

Problema inicial
Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica:
2x2-x-3>0

Solucién
Se escribe 2x*— x — 3 como producto de binomios:

2x?—x—-3=(x+1)(2x-3)

la desigualdad se convierte en (x + 1)(2x — 3) > 0. Para que este producto sea mayor que cero ambos
binomios deben ser, o bien positivos o bien negativos. Es necesario dividir los nUmeros reales en intervalos
y determinar, en cada intervalo, el signo de x + 1y de 2x— 3. Los intervalos a considerar se toman con base
a las raices del trinomio, a saber:

(x+1)(2x-3)=0
x+1=0 o 2x-3=0
x=-1 x-i
- )

Se construye una tabla como la siguiente, cuya linea superior simula la recta numérica donde se colocan los
valores -1y % por ser las raices del trinomio y se coloca cero en la linea vertical donde el factor es cero:

o|w

x+1 )

2x—3 i

(x+1)(2x—3)

Para determinar el signo de cada factor en un intervalo basta tomar un nimero que se encuentre dentro
del mismo y evaluarlo en el factor. Por ejemplo, =2 pertenece al intervalo |-oo, —1[; entonces si x = =2
resulta—2 + 1 =-1 negativo para el primer factory 2(—1) — 3 = -5 negativo para el segundo factor. En la tabla
se escriben los signos de los factores:

3 p N
- -1 2 g También se puede resol-
x+1 -0 ver la desigualdad lineal
x + 1 > 0 para determinar
2x—3 — 0 los intervalos donde x + 1
es positivo y donde es ne-
(x+1)(2x—-3) gativo.

De forma similar se hace para los otros intervalos; la tabla queda de la siguiente manera:

3
—00 -1 2 oo
x+1 -0 + +
2x-3 - -0 +
(x+1)(2x—3)




Luego, se multiplican los signos de los factores en cada columna, por ejemplo en el intervalo |-oo, —1][ los

signos de los factores x + 1y 2x — 3 son “—" y “~” respectivamente, por tanto al multiplicarlos el resultado
sera “+”:

3
2

x+1 -0 + +

2x—-3 - -0 +

(x+1)2x-=3) | + 0 - 0 +

Los ceros sobre las lineas indican que en ese niumero el producto de los factores es igual a cero. Como
interesa cuando (x + 1)(2x—3) > 0 entonces los valores para x seran aquellos donde el producto es positivo.

Por lo tanto, 2x*—x -3 =(x+ 1)(2x—3) > 0six € |-, -1[ U ]%, 00[.

En resumen

Si x, y x, son raices del polinomio ax? + bx + ¢, con x, < x, entonces para resolver una desigualdad de la
forma ax? + bx + ¢ > 0 o ax? + bx + ¢ < 0 se hace lo siguiente:

1. Se escribe ax? + bx + ¢ = pq, donde p y g son binomios lineales cuyas raices son x, y x,, respectivamente.
2. Se dividen los nimeros reales en los intervalos |-, x,[, |x,, x,[ y ]x,, ©o][.

3. Si n es un numero que pertenece a cualquiera de los tres intervalos descritos en 2 y el valor de p o
q es positivo o negativo al evaluar x = n entonces p o q sera positivo o negativo en todo el intervalo.

4. Se multiplican los signos de p y q en cada intervalo. La solucion seran aquellos intervalos donde el
producto sea positivo para el caso de ax? + bx + ¢ > 0, o negativo para el caso de ax? + bx + ¢ < 0.
A la tabla construida en la solucion del Problema inicial se le llama cuadro de variacidon.

b g

i~

1. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)2x*-x-1>0 b)3x?+8x-3<0 c)3x*—8x+4<0
d)2x2+9x+4>0 e)-3x*—4x+15>0 f)—4x*+7x-3<0
g)ex’+x—-1<0 h)x?-4x+4>0 i)4x*—1<0

2. Antonio es duefo de una tienda de ropa. Ha estimado que la ganancia diaria en délares en la venta de

camisas estd dado por la funcidn f(x) = x> — 14x — 32, donde x es la cantidad de camisas vendidas en un
dia. ¢ Cuantas camisas debe vender Antonio para obtener ganancias y no pérdidas?



3.12 Cuadro de variacion, parte 2

Problema inicial

Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica: Deben dejarse todos los términos a un
—6x2>—-11x—-7 solo lado del simbolo “>".

Solucién
Deben dejarse todos los términos a un solo lado del simbolo “>". Utilizando propiedades de desigualdades
se suma 6x* a ambos miembros de la desigualdad:

-6 + 647> —11x—7 + 612
0>6x2—11x-7

esta ultima es equivalente a 6x*> — 11x — 7 < 0. Se factoriza el trinomio como producto de dos binomios
lineales, a saber:

6x?—11x—7=(3x—7)(2x + 1)

. . , . . 1 7 .. .
De lo anterior se obtienen las raices del polinomio x =— = y x = 5. De forma similar a la clase anterior se
construye el cuadro de variacién para determinar los intervalos donde el polinomio es negativo:

_1 z
-0 2 3 [e9)
3x—7 - -0 + El simbolo “<” indica que también
deben tomarse en cuenta los
2x+1 -0 + + valores de x para los cuales el
polinomio 6x? — 11x — 7 es igual a
Bx-7)2x+2) | + ¢ — O + cero.

Entonces, 6x2—11x—-7=(3x-7)(2x+1) <0six € [— % ’ g] Este intervalo también satisface la desigualdad
original.

En resumen
En una desigualdad cuadratica se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sumar o restar un numero real a ambos miembros no altera la desigualdad.

2. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un nimero real positivo no altera la
desigualdad.

3. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un nimero real negativo cambia el sentido
de la desigualdad.

<
Problemasw

1. Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de x si:

a)6x?>11x-3 b) 15x*+2x <1 c)31x + 15 >-10x?
d) 3x > —20x2 + 2 e)—6x2+23x—7>0 f) 9x2— 25 >0
g)x*—2<0 h)4x>-3<0 x’<1+2x

2. Sean x, y x, las raices del trinomio x? + bx + ¢ con x, < x,. Utilizando el cuadro de variacién demuestra
que la solucién de la desigualdad x? + bx + ¢ < 0 es [x,, x,].



3.13 Practica lo aprendido N

1. Determina si la funcidn fes creciente o decreciente en el intervalo dado, luego escribe el intervalo donde
se encuentran los valores de f(x):

a)flx)=—(x+3)?-5,-7<x <-4 b) flx) =2(x-2)?-4;,-1<x<1

2. En cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f(x) si:

a)flx)=—2(x+3)?+7,-4<x<-1 b) flx)=(x—-5)2-8;1<x<8

3. En el Instituto Nacional Puerto El Triunfo construirdn un huerto escolar en un terreno con forma rectan-
gular, para promover el consumo de frutas y hortalizas, y asi contribuir a la formaciéon de valores y cono-
cimientos en el cuido del medio ambiente. Si se cuenta con 32 metros de malla para cercar el terreno,
écudles deben ser las dimensiones del terreno para tener la mayor area posible? ¢ Cual seria el drea para
el huerto escolar?

AN EEEEEN NN NN EEENNNENNNNEEENNNNNEENNNNNNNNEEEEDZ
HENEENNNENEENENEENEENEEEENEEENNEEENEEEENEEEEEREEERERT4

4. Una sastreria confecciona y distribuye trajes para hombre cuyo precio es de $100.00. Si una tienda de
ropa solicita 50 o mds trajes, entonces el precio se reduce a razén de $0.50 por el nimero pedido. éDe
gué cantidad debe ser el pedido para producir la maxima ganancia para la sastreria? No tomes en cuenta
los costos de produccion.

5. Un proyectil se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo. La altura alcanzada, en metros, después
de x segundos esta dada por la funcion:

flx) = =5x? + 100x.
Calcula la altura maxima que alcanza el proyectil y el tiempo que tarda en llegar al suelo.

6. Encuentra dos niumeros enteros cuya suma sea igual a 30 y la suma de sus cuadrados sea minima.

7. Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccién de la grafica de f con los ejes de coordenadas
Si:
a) flx)=(x-3)*-9 b) flx)=—(x +5)*+4
c) flx) =2x* -8 d) flx) = 3x2 + 4x— 1

8. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)x*+2x-8=0 b) x*-5x-24<0
c)x’+4x+4<0 d)—%x2+2>0
e)—x*—6x=>10 f) 2x? + 15 < 13x
g)-3x’-11x+4>0 h)5x2+3x <8
i)—4x>+20x—-9<0 j)x*+3x-5<0




4.1 Funcion f{x) = x3

Problema inicial

N
Seay = # = (x))(x)
= 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):
X -1 | -0.8 | -0.6 | 0.4 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y -1
2. Ubica los pares ordenados (x, y) encontrados en el literal anterior. ¢Como es la linea que se forma?
\ J
Solucién
1. Cada valor de y es igual a multiplicar el correspondiente valor de x por si mismo tres veces. Debe cuidarse
el signo, por ejemplo: (—1)® = (—1)(-1)(-1) = —1. De acuerdo con esto, la tabla queda de la siguiente
manera:
X -1 | -08 | -0.6 | =04 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
y -1 |-0.51|-0.22 | -0.06 | -0.01 0 0.01 | 0.06 | 0.22 | 0.51
o4
T
2. Los puntos del numeral anterior quedan situados como se o8
muestra en la figura de la derecha. La linea que se forma no .
es recta y tampoco es una parabola. ¢
0.2
N -1 -0.8 -0,6 - =0.2 0 02 04 06 08 1 > X
—0:2
x* es la potencia cubica del 04
numero x; también se lee “x o6
elevado al cubo”.
-0:8
-1
Conclusmn Una funcién x de A en B significa que

<
Problemas.\h

La ecuacion y = x® corresponde a una funcion f de R en R que
asigna a cada numero real x su valor elevado al cubo. Para la funcion
flx) = x*: el dominio y rango son el conjunto de los nimeros reales, su
grafica pasa por el origen y es creciente en todo su dominio.

a cada elemento x del conjunto A le
corresponde un Unico elemento y del
conjunto B. Si la funcion es de R en
R entonces los valores para x son nu-
meros reales y su correspondiente f{x)
también es un numero real.

B 1. Sea f(x) = x°; completa la siguiente tabla y ubica los puntos (x, f(x)) en el plano cartesiano (aproxima hasta
las centésimas). Utiliza los puntos encontrados en el problema 1 del Problema inicial para continuar la

grafica de f:

5 -2 -1.8 | -16 | -14 | -1.2 | 1.2 1.4

1.6

1.8 2

flx)

2. ¢Qué relacién hay entre los valores de f(x) =x® cuandox=-1yx=1? Ysix=—2yx=2?

3. En general, équé relacion hay entre los valores de f(x) = x* cuandox=—m y x=m?



4.2 Funcion flx) = ax?, a >0

Problema inicial ~
Con la grafica de f(x) = &%, realiza lo siguiente: 2 f

= 1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica las
funciones g(x) = 2xy h(x) = % x3:

5% -2 | -15| -1 | -05 0 0.5 1 1.5 2 1
flx) | -8 [-3.38| -1 |-0.13| O 0.13 1 3.38 8 ¢ > X
=3 -2 =1 0 1 2 3
g(x) —
h(x) -2

~3
2. ¢Cudles son las similitudes y diferencias de las funciones gy h con
respecto a la funcién f?

-4

- J

Solucién
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por 2 los de f(x); J
mientras que los de A(x) son el resultado de multiplicar por 1 los gfh

de f(x). La tabla queda de la siguiente manera: 2

x | 2] -15] -1]-05
fiz) J-8 338 | -1 [-0.13
glx)f{-164-6.76 | —2 | -0.26
h(x) -4 | -1.69 | -0.5 | -0.07

0.5 1 1.5 2 2
0.13 1 338 | 8 1
0.26 2 6.76 | 16
0.07 | 05| 169 | 4

oo |O O

Las graficas de gy h se muestran en la figura de la derecha.

2. Similitudes entre las funciones:
a) el dominio y el rango de las tres es R;
b) las gréficas de las tres funciones tienen la misma forma y pasan por el origen.

Diferencias entre las funciones:

a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden;

b) si x < 0 entonces g(x) esta debajo de f(x) y h(x) estd arriba de f(x);
c) si x > 0 entonces g(x) estd arriba de f(x) y h(x) esta debajo de f{(x).

En resumen

La funcién g(x) = ax®, con a > 0, tiene como dominio y rango el conjunto de los nimeros reales y es cre-
ciente en todo su dominio; su grafica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de f(x) = x* y
resulta de multiplicar por a los valores de f{x).

*
Problemasm

Utilizando la grafica de f(x) = 3 grafica las funciones g(x) = 3x°y h(x) = %x? Blelbe wie Gl alle
a la del Problema inicial.

107



4.3 Funcion f{x)=—ax?, a >0

Problema inicial

Con la grafica de f(x) = &%, realiza lo siguiente: X = ftx)

7
1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica la funcidn 6
glx)=—x% 5
4
X -2 | -15| -1 | -05 0 0.5 1 1.5 2 3
flx) | -8 |-3.38| -1 |-0.13| 0 | 013 | 1 |338 | 8 2
8(x) '

< 3 X

2. ¢Cuales son las similitudes y diferencias entre las funciones fy g?

La funcion de la forma:

flx)=ax®+bx*+cx+d, —4
donde a es un numero real diferente de cero, -5
se llama funcién cubica; f(x) = ax® es un caso 6

particular de la funcién cubica.

\ J
Solucién - Y )
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por —1 los de f(x); la y=8W) 7 .
tabla queda de la siguiente manera: 6
5
X -2 | -15| -1 | -05 0 0.5 1 1.5 2 4
flx) -8 1-3.38| -1 |-0.13| O 0.13 1 3.38 8 \>x(—1) }
glx) | 8 [338| 1 |013| 0 |-0.13| -1 |-3.38| -84

Las graficas de fy g se muestran en la figura de la derecha.

2. Similitudes entre las funciones:
a) el dominio y el rango de ambas es R;

ra . . . —4
b) las graficas tienen la misma forma, y pasan por el origen.
-5
—6
Diferencias entre las funciones: S
a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden; d

b) si x < 0 entonces g(x) estd sobre el eje x mientras que f(x) esta debajo del eje;
c) si x > 0 entonces g(x) esta debajo del eje x mientras que f(x) esta sobre el eje.

En resumen
Si flx) = ax®*y a > 0 entonces la grafica de la funcién g(x) = — f(x) = — ax® es una reflexién con respecto
al eje x de la grafica de la funcién f; tiene como dominio y rango el conjunto de los niUmeros reales y es
decreciente en todo su dominio; su grafica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de [y
resulta de multiplicar por —1 los valores de f{x).

<
Problemasm

Utilizando la grafica de f(x) grafica la funcién g(x) en cada caso:

a) flx) = 2., g(x) = - 24 b) flx) = 2%, glx) = - T c) flx) = 3¢% g(x) = - 34°

110



4.4 Funcion f{x) =

Problema inicial

.

k

x

y sus desplazamientos

Sean flx) = Ly gl) = -

1 1 1 1
X -8 -4 -2 -1 | - > | 77 7 2 1 2 4 8
flx)
8lx)

1. Encuentra los valores de f(x) y g(x) correspondientes a cada valor de x en la siguiente tabla:

2. Determina otros valores para fy g que no estén en 1, luego ubica los puntos (x, f(x)) y (x, g(x)) y traza
las graficas de ambas funciones.

3. Encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas graficas resultan de desplazar las de fy g una unidad
horizontalmente hacia la derecha y tres unidades verticalmente hacia arriba.

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:
1 1 1 1
5 -8 -4 |2 | -1 \—5 (71|37 5 1 2 4 8
flx) |-025|-05| -1 | -2 | -4 | -8 | 8 4 2 1 0.5 | 0.25
g(x) | 0.25 | 0.5 1 2 4 8 -8 | -4 |-2|-1|-05/|-0.25
2. Se encuentran otros valores de fy g, por ejemplo para x =-7, -6, -5, -3, —%, —%, —%, %, %, %, 3,5,6,7
y se ubican los puntos (x, f(x)) y (x, g(x)) en el plano cartesiano:
3 2 1 1 2 3
X -7 -6 -5 -3 5 73173 3| 3 5 3 5 6 7
flx) |-0.29|-0.33|-0.4|-0.67|-133| -3 | 6| 6 3 1133|067 | 0.4 | 0.33 | 0.29
g(x)| 029 | 0.33 | 04 | 0.67 | 1.33 | 3 6 |-6|-3|-1.33|-0.67|-0.4|-0.33|-0.29
i
"® & e o, 2 0 ';.;x —'8.—"—4 2 |0 .;'s'ﬁx

Esto permite visualizar mejor la forma de cada grafica,




como se muestra a continuacion:

% 3%
8
o[ =112) y = glx)
4
2 2
2 4 6 8 X -8 -6 -4 2 0 2 X

3. Sea h(x) la funcion cuya grafica resulta de desplazar la de f una unidad horizontalmente hacia la derecha
y tres unidades verticalmente hacia arriba. Si (@, b) es un punto sobre la grifica de h entonces
(a—1, b-3) es un punto sobre la grafica de f, es decir:

fla-1)=b-3
b=fla-1)+3
luego, la ecuacidn de h(x) es flx—1) + 3, o sea, h(x)= r21+ 3.

De forma similar, si /(x) es la funcion cuya grafica resulta de desplazar la de g una unidad horizontalmente
a la derechay tres unidades verticalmente hacia arriba entonces:

2
l(x)=g(x—1)+3=———+3.
x—1
Conclusién
Sea f(x) = % con k un nimero real diferente de cero. A f se le llama fun- En general, la grafica de la funcién
cién de proporcionalidad inversa; cuando el valor absoluto de x, o sea de proporcionalidad inversa tiene
| x|, aumenta sin limites entonces la grafica de f se acerca al eje x sin la misma forma que las del pro-

blema inicial segun sea el caso

llegar a cortarlo; ademas, si |x| se acerca a cero entonces la grafica de
(k>00k<0).

f(x) se acerca al eje y sin llegar a cortarlo.

Lo anterior indica que la funcién de proporcionalidad inversa no posee intersecciones con los ejes de coor-
denadas; al eje x y al eje y se les llama asintota horizontal y asintota vertical, respectivamente, de la gra-

fica de f(x) = %

Si g(x) es la funcién cuya grafica resulta de desplazar la de f(x) = %p unidades horizontalmente y g unida-

rticalmente entonces: k
des verticalmente entonces glx) = = +q.

Si p > 0, el desplazamiento es hacia la derecha, y si p < 0, entonces es hacia la izquierda. Por otra parte, si
g > 0, el desplazamiento es hacia arriba, y si ¢ < 0, entonces es hacia abajo.

b
Usando las funciones fy g del Problema inicial, encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas graficas
resultan de desplazar las de fy g, p unidades horizontalmente y g unidades verticalmente:

a)p=2,q=1 b)p=-2,g=1 cp=2,q=-1 dp=-2,q=-1



4.5 Grafica de la funcion h(x) = xl_cp +q*
Problema inicial

-
_ 2
Sea h(x) = I 3
1. Encuentra las ecuaciones de las asintotas de la grafica de hA.
2. Traza las asintotas del literal anterior, y luego la grafica de A.
3. Encuentra el dominio y el rango de la funcién A.
x J
Solucién
1. De la clase anterior se sabe que la grafica de A(x) corresponde a un desplazamiento de una unidad ho-
rizontalmente y tres unidades verticalmente de la gréfica de f(x) = % Las asintotas se trasladan de la
misma manera, es decir, si y =0 (eje x) y x = 0 (eje y) son las asintotas de f entonces y =3y x=1son las
asintotas de la grafica de hA.
2. La gréafica de y = 3 es una linea recta horizontal que pasa por (0, 3); mientras que x = 1 es una linea recta
vertical que pasa por (1, 0). Luego de trazar las asintotas se traza la grafica de h, cuya forma es similar a
_ 2.
la de flx) = e
I [ i=h)
f
y=3 4
“‘28""%-----4-._;2 0 2 4 6 g X
\‘—2
&
I x=1
3. Enla ecuacion de la funcion h, el denominador no puede ser igual a cero; esto se cumple si x es diferente
de 1y, por tanto, el dominio de A es ]—oo, 1] U ]1, oo]. De la gréfica de h(x) se deduce que su rango es
]—OO, 3[ U ]3; OO[
Conclusién

Seank, p y g nimeros reales, con k diferente de cero. Las asintotas hori-
zontal y vertical de la funcién A(x) = % +@sony=qyx=p, respectiva- | Almomento de trazarla grafica de

- o _ h se recomienda primero trazar
mente. El dominio de la funcién h es D, = | —oo, p[ U |p, o], y su rango las asintotas y luego la grafica.
es Rh =] =29 q[ U ]q; OO[

P *
roblemas Z
Traza las asintotas y la grafica de la funcion A(x) en cada caso; luego encuentra su dominio y su rango:

x+2 X+

a)h(x)=x+z+1 b) h(x) = ——=+1 c) h(x) = 11—1 d)h(x)=-x+2+1

i



4.6 Grafica de la funcién f(x) = _gicjs

Problema inicial
Sea flx) = 2+L:

x—2
1. Efectda la division (x + 1) + (x — 2); escribe iiz en la forma % +q.
2. Traza la grafica de f(x).
Solucién
1. Utilizando la division sintética se obtiene lo siguiente: En la divisién sintética se colocan los coeficientes
de los polinomios del dividendo y divisor en la
1 1 siguiente forma:
Dividendo
2 2 a
| 1 @ | Cociente | Residuo

Luego, x+1=1(x—2) + 3. Se dividen ambos miembros de esta ecuacién por x—2:

x+1=1(,x;/2)'+ 3 __3 +1
x-2 x=2 = x-2 x-2 :

x+1 3
= + 1.
Por lo tanto, > - 7.3 1

2. Del numeral anterior, f(x) = 5t 1; entonces la grafica de f se obtiene desplazando dos unidades

horizontalmente y una unidad verticalmente la grafica de y =% .

AL

J —

Q
8

Las asintotas de fsony=1yx=2. A

-4

=6

Conclusién
Sean a, b y d nimeros reales no todos iguales a cero y ¢ # 0; se le llama En general, una funcién racional

funcién racional a la funcion de la forma f{x) = 22 4 ecuacién de f | es de la forma fix) = 28 donde

k . +d . . p(x) y g(x) son polinomios cua-
puede llevarse a la forma E+ q efectuando la divisidn del polinomio del lesquiera, no solamente polino-

numerador entre el polinomio del denominador. mios lineales.

<
Problemasu

Para cada caso, escribe la ecuacién de la funcidn fen la forma H+ q, luego traza las asintotas y la grafica
de la funcién:

U=y ) flw) = 5 o fla) = =2

®



4.7 Funcién irracional f(x) = a\x

Problema inicial

Seay =x:
B 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 0

2. Coloca los puntos (x, ) en el plano cartesiano y Unelos con una linea, ¢es similar a alguna gréfica de
las funciones estudiadas anteriormente?

| 3. ¢Para cuales valores de x se encuentra definido el valor de y?

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 0 1 141 | 1.73 2 224 | 245 | 2.65 | 2.83 3
Y

2. La linea que se forma al unir los puntos aparece en la figura de
la derecha. La linea se asemeja a la mitad de una parabola, solo

gue esta vez se abre hacia la derecha. :

€ > X
o] 1.2 3 4 5 6 7 8 9

W

3. El valor de y se encuentra definido para todo x positivo o igual a cero, es decir, x € [0, o].

Conclusién
La ecuacién y =\x es la ecuacién de una funcién de [0, oo[ a R, cuya grafica pasa por el origen y es similar
a la mitad de una parabola que se abre hacia la derecha. En general, f(x) = a\x, con a # 0, es una funcién
cuyo dominio es [0, oo y:
1. Si a > 0 entonces el rango de fes [0, o[ y su gréfica queda arriba del eje x.
2.Sia < 0 entonces el rango de f es |-, 0] y su grafica queda debajo del eje x.

Ejemplo

Grafica las funciones f(x) = 2\x y g(x) =—+x , encuentra el dominio y el rango en cada una.

La grafica de f queda arriba del eje x y resulta de multiplicar por 2 los
valores de \x; mientras que la grafica de g queda debajo del eje x y
resulta de multiplicar por —1 los valores de +/x.

Ambas graficas se muestran en la figura de la derecha, su dominio es
[0, oo[ y los rangos son Ry = [0, o[ , Rg = ]—00, 0].

» 4 yF &)
Problemasw
Para cada caso, grafica la funcidn f, encuentra el dominio y el rango:
a) flx) = 3\x b) flx) = -2x 0) flx) = Tx



4.8 Funcién irracional f(x) =Vax

Problema inicial

Sea f(x) =V-x:
1. ¢Cudl es el dominio de la funcién f?
B 2. Calcula los valores de f{x) en la siguiente tabla, luego traza la grafica de la funcién (aproxima hasta las
centésimas):
X -9 -8 -7 -6 =5 -4 -3 -2 -1
flx)
.3 ¢Cudl es el rango de la funcion?
Solucién
1. Los niumeros dentro de la raiz deben ser mayores o iguales a cero; entonces el dominio de la funcion
deben ser los numeros reales para los cuales —x > 0, es decir, x < 0. Por lo tanto Dy = |-oo, 0].
2. La tabla queda de la siguiente manera:
x | 9| 8| 7| 6| 5| 4| 3|-=2|-1
flx) 3 283 | 2.65 | 245 | 2.24 2 1.73 | 1.41 1
4
La gréfica de f se muestra en la figura de la derecha: y = flx) 3
2
1
<—9—8—7—6—5—4—3—2—10 y X

3. El valor de f{x) =\—x siempre sera un nimero positivo o igual a cero, por lo tanto Ry = [0, oo.

En resumen

Las funciones de la forma f(x) = avx y g(x) =\ax, donde a es un nimero real diferente de cero, son casos
particulares de las llamadas funciones irracionales. Las graficas de fy g pasan por el origen y se asemejan
a la mitad de una parabola que se abre a lo largo del eje x. En el caso de la funcién g, su rango son los

numeros reales positivos y el cero, o sea [0, o], y:
1. Si a@ > 0 entonces el dominio de fes [0, o[ y su gréfica queda a la derecha del eje y.
2. Sia < 0 entonces el dominio de f es |-, 0] y su grafica queda a la izquierda del eje y.

Ejemplo

Grafica la funcion f(x) =V2x , encuentra su dominio y su rango.

La gréfica de f queda a la derecha del eje y como se muestra en la
figura de la derecha; Dy = [0, oo[ y Ry = [0, oo[.

*
Problemasm

La grafica de f{x) = \2x no es igual a la de

g(x) = 2\x, sino a la de A(x) = V2.

RN W B

>

v =flx

(=)

Para cada caso, grafica la funcidn f, encuentra el dominio y el rango:

b) flx) = V-2x

a) flx) =\3x
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4.9 Practica lo aprendido ~

1. Utilizando la grafica de f{x) = &3, grafica la funcion g y encuentra su dominio y su rango:
a) glx) = 4x° b) glx) = 7 °

J Y
ly =/flx , flx)

<
Il

<
©
. . o
7 E
[ =
)
c) glx) = — 4x® y d) glx) = — %x3 N
) y=flx . y=1x)
| 1
/ 1]
/ 1/
X X

2. Para cada caso, grafica la funcién y encuentra su dominio y su rango.

2x+ 3
x—-1

2
p— b) flx) =

a) flx) =

3. Para cada caso, grafica la funcion y encuentra su dominio y su rango.

a) flx) = =3Vx b) flx) = 4\x
c) flx) =< -3x d) flx) = Vax




4.10 Problemas de la unidad

\_

~

1. Para cada caso, traza la gréfica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango de la
funcion:

a) flx) = (x- 1) +3 b) fix) = 3(x+37+1

O fl)=2(x-3) + d) fla) == 2 (x4 2) - 2

NG

2. Encuentra la ecuacidn de la funcién cuadratica g si la grafica pasa por los puntos (=12, 0), (-9, 3) y
(_71 _5)

3. El sector de sol general del Estadio Nacional Jorge “Magico” Gonzdlez tiene capacidad para 10000 afi-
cionados. En un determinado partido el precio del boleto para ese sector fue de $10.00 y en promedio
asistieron 3000 aficionados. Un estudio de mercado indicd que por cada ddlar que se hubiera bajado
al precio del boleto, el promedio de asistencia hubiese aumentado en 1 000. (Cual debidé haber sido el
precio para obtener la mdxima ganancia en la venta de boletos para el sector de sol general?

4. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)12x*-5x-2<0 b) 4x > —4x? + 15
c)2x*—x<1 dx*-4x-1>0

5. Utilizando la grafica de f(x) = x° traza la grafica de la funcidén g y encuentra el dominio y el rango:
a)glx)=x>+1 b) g(x) = (x - 2)°

LT I e

7

&
<

V3
<

6. Para cada caso, grafica la funcién fy encuentra el dominio y el rango:

a) flx) = —v—x b) flx) =vx +1
c) filx) =N—x -3 d) flx) =Vx -1
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5.1 Practica en GeoGebra: generalidades

GeoGebra es un software de matematicas dindmicas para todos los niveles educativos; en él pueden
trabajarse contenidos relacionados con geometria, dlgebra, estadistica y calculo, pues cuenta con

numerosas herramientas faciles de usar.

En esta clase exploraras la interfaz para conocer sobre sus generalidades y el uso de algunos comandos.
Busca en tu computadora el icono de GeoGebra (es el que aparece en la esquina superior derecha de esta
pagina); si la PC no cuenta con el software puedes descargarlo de manera gratuita en el siguiente enlace:

GeOGe brCI https://goo.gl/iRmmdc

Asegurate de descargar (instalar) “GeoGebra Cldsico 5”. También puedes descargar la app para el celular

o trabajar “GeoGebra en linea” en los siguientes enlaces:

En linea > https://goo.gl/ThXbeB

App - https://goo.gl/wf5mHx

Practica
Realiza lo siguiente:

1. Abre un nuevo archivo de Geo-
Gebra dando clic al icono del
software. En la ventana puedes
identificar las siguientes partes:
la Barra de mend, la Barra de
herramientas, la Vista Algebrai-
ca, la Vista Grafica y la Barra de
entrada.

/‘r Barra de menu

Barra de herramientas

A

€7 GeoGebra ( - m] X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A . ° =2 =) (e
.V//VA’VD‘J@V@V&\?\LVG'V ® 3
» Vista Algebraica ) X | »(Vista Grafica J_ X
o ‘
Vista
Vista o
. Grafica 2
Algebraica
| T T e T T T
N - g u
q
. 7 0 O
O il NN — - -
4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 \
Barra de H |
entrada \
Entrada:\ " D ®

2. Da clic sobre el tridngulo que se encuentra a la izquierda

de Vista Grafica. Puedes ocultar o aparecer los ejes de

coordenadas vy la cuadricula.

¥ Vista Grafica

3. Para ubicar puntos en el plano puedes realizar una de las siguientes opciones:

a) En la barra de entrada escribir las coordenadas del
punto en la forma (x, y). Por ejemplo, al escribir
(1,3) y presionar Enter, automaticamente aparecera
en la Vista Algebraica el punto A =(1,3) y en la Vista
Gréfica el punto sobre el plano cartesiano:

Ejes de ﬂ C: v
coordenadas L=
Cuadricula

€7 GeoGebra - o X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

== > e
A A > olo] 4] N] =]+, o
) Vista Algebraica [X | ¥ Vista Grafica X

Punto | | AC™

| Entrada: (1,3) |

GeoGebra designa los puntos con letras mayusculas.
Para denotar un punto con una letra especifica, por
ejemplo P(—2,5), se escribe en la barra de entrada:

6

Entrada: P=(-2,5) |

\/

Entrada:




-

b) Selecciona la herramienta Punto. En la Vista Grafica ubica el cursor en la posicion donde
quieras colocar el punto y luego da clic. Cuando las coordenadas del punto son nimeros A
enteros es facil utilizar esta herramienta y auxiliarse de la cuadricula; caso contrario es mejor
ingresar las coordenadas en la barra de entrada como en el literal anterior.

Punto A(-1, 5)

Coordenadas polares

4. Para borrar objetos da clic derecho sobre ellos (ya sea en la Vista Algebraica o ;A :t'?jet°tV‘sfbf:|

. L . . . . iqueta visible
en la Vista Gréfica) y selecciona Borrar. Si lo que quieres es ocultar el objetoy no | e
borrarlo, en el cuadro selecciona Objeto visible, desaparecerd de la Vista Grafica # Renombra

pero permanecerd en la Vista Algebraica. -/ Borrar

Rastro

2 Propiedades ...

5. Para desplazar el plano cartesiano selecciona la herramienta Desplaza Vista Grafica. Luego
sobre la Vista Grafica mantén presionado clic izquierdo y arrastra al lugar donde quieres colocar '%'_
el plano.

< Desplaza Vista Grafica
Q Aproximar
6. Para acercar o alejar el plano cartesiano selecciona la esquina inferior derecha del | & Aejer
icono Desplaza Vista Grafica y elige Aproximar o Alejar, luego da clic sobre la Vista  ®_ wostrarocuttar objeto
Gréfica. AA  Mostrar/ocultar etiqueta

é Copiar estilo visual

& Borrar
€7 GeoGebra - =] X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
7. Para .graﬁcar funuongs se ul‘I|IZ<’.-J, la notacion f(x). N -Ac/])@b., olE RN ﬂz > \
Por ejemplo, para graficar la funcion f(x) = 2 — 3 S€ |, i agebraica x|~ Vista crafica <
escribe f(x)=2x-3 en la barra de entrada seguido de .F”:i‘;")"_ yy_s LM CT
- 3
Enter. En la Vista Algebraica aparecerad la ecuacion de
.z . s L. 7 Lo 2
la funcion y en la Vista Grafica su grafica:
-
‘,— <
Entrada: ; f(x):Zx-3 L 4 B3 2 10 1 SHHAHHHAHHEHTTE
» -1
Puedes usar también g(x), h(x), etc.; la variable x i
siempre debe estar en minudscula, de esa forma /a
GeoGebra la reconocerd como una variable. e S
ntrada: H @

8. En GeoGebra, para graficar funciones cuadraticas, la potencia x? se escribe x*2. Por ejemplo, para graficar
flx) = 3x? se escribe en la barra de entrada f(x)=3x"2.

Actividades

1. Ubica los siguientes puntos en el plano cartesiano, utilizando la barra de entrada y la herramienta “Punto”
en aquellos casos que sea posible:

a) A(-3, 4) b) B(2, 7) ¢) P(-6, 0) d) Q(4, _ l) En GeoGebra la fraccion

m )
2 — se escribe m/n.
n

2. Grafica las siguientes funciones:

Afix)=-x+3  blg=3x=5  chlx)=4¥ d) pla) == aw =% )

®



5.2 Practica en GeoGebra: desplazamientos verticales

Esta practica te ayudard a visualizar los desplazamientos verticales de funciones cuadraticas utilizando
la herramienta Deslizador; un deslizador es una variable que toma valores determinados dentro de un
intervalo indicado.

Practica
1. Selecciona la herramienta Deslizador. Da clic sobre la Vista Grafica, te aparecera un cuadro de didlogo
para especificar el nombre del deslizador, el tipo (nimero, angulo o entero), el intervalo y el incremento.
Nombra al deslizador a, en el intervalo coloca el valor minimo—10y el valor maximo 10, con un incremento

de 0.1; luego selecciona OK: e - o x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
—r — = : =
ﬁ BN O s SOPN = DR
Destaador X ) Vista Algebraica? [X| | » Vista Grafica = [X]
®Numero  Nombre Nimero :
) la a=1
O Angulo [y
OEntero O Aleatorio 4
a=2 —>

—e— || = | Intervalo Deslizador Animacion ]

Min: -10 \ Max: 1>10 \ Incremento: \>0.1 \ 2

| ok || cancela |

Entrada:

1 F 4 3 4 5 6
®
2. De forma similar crea otro deslizador, ndmbralo k y asignale las mismas | a=1
I . . e —
caracteristicas de a (intervalo e incremento). Coloca el cursor sobre el punto que R
aparece en el deslizador, muévelo hasta que k tenga el valor de cero. e
3. Escribe en la barra de entrada f(x)=ax"2; en la Vista Algebraica aparecera la funcion f(x) = 1x2y en la
Vista Grafica la parabola correspondiente. Mueve el deslizador a, primero para valores positivos y luego
negativos; équé ocurre con la grafica de f? Anota lo que observas en tu cuaderno.

4. Escribe en la barra de entrada g(x)=f(x)+k.

5. Para determinar el vértice de la grafica de g escribe en la barra de entrada extremo. Selecciona la opcién
Extremo(<Polinomio>); luego, en lugar de <Polinomio> escribe “y=g(x)”, aparecera en la Vista Algebraica
las coordenadas del vértice y en la Vista Grafica el punto.

Entrada: (y=g(x))

6. Mueve el deslizador k, primero para valores positivos y luego para negativos. ¢ Qué ocurre con la grafica
y el vértice de la funcidn si k es positivo o si es negativo? Anota lo que observas en tu cuaderno.

Actividades
Ahora utilizaras otra herramienta para construir la grafica de la funcion f(x) = x> como se hizo en noveno

grado, es decir, a partir de puntos:

1. Abre una nueva ventana. Crea un deslizador y ndmbralo “n”, con intervalo de -5 a 5 e incremento de
0.001. Mueve el deslizador hasta que n tenga el valor de -5, aleja la Vista Grafica.

2. En la barra de entrada ingresa el punto “P=(n,n”2)". Luego da clic derecho sobre P y selecciona la opcién

“Rastro”.
3. Da clic derecho sobre “n” y selecciona “Animacién”. Anota lo que observas en tu cuaderno.

J
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5.3 Practica en GeoGebra: desplazamientos horizontales

O
Con esta practica visualizards los desplazamientos horizontales, combinaciones de desplazamientos
horizontales, verticales y las graficas de otras funciones que no son cuadraticas.

Practica
Desplazamientos horizontales:
1. Crea dos deslizadores, al primero ndmbralo a con intervalo de —10 a 10 e incremento 0.1, y al segundo
ndmbralo h y con las mismas caracteristicas de a (intervalo e incremento). Mueve el deslizador h hasta
gue su valor sea igual a cero.

2. Crea las funciones “f(x)=ax"2"” y “g(x)=f(x-h)” y encuentra el vértice de la grafica de g.
3. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego activa la animacién para el deslizador h,

¢qué ocurre con la grafica y el vértice de g para valores positivos de h? ¢Y para valores negativos? Anota
los resultados en tu cuaderno.

€7 GeoGebra
Combinaciones de desplazamientos horizontales y verticales: Archivo Edita Vista Opciones Hi
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra, ve al menu “Archivo” y selecciona ||_i Nuevaventana  Ctri+N
“Nueva ventana”. Nuevo
[= Abrir ... Ctrl+0
Recientes >

2. Crea tres deslizadores, ndmbralos a, h y k, y asignales las siguientes caracteristicas: intervalo de —10 a 10
e incremento de 0.1. Mueve los deslizadores h y k para que su valor sea cero.

3. Crea las funciones “f(x)=ax"2” y “g(x)=f(x-h)+k”. Encuentra ademads el vértice de la grafica de g.

4. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego mueve los deslizadores h y k en ese
orden y sin activar la animacién. Anota lo que le ocurre a la grafica y el vértice de g con respecto a f.

Graficas de otras funciones que no son cuadraticas:
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra.

2. Crea el deslizador m y asignale las siguientes caracteristicas: intervalo de —4 a 4 e incremento de 0.001;
mueve el deslizador para que su valor sea —4.

3. Crea el punto “P=(m,m”3)” y activale el rastro. Luego activa la animacion del deslizador m, écual es la
funcidn cuya grafica se asemeja a la que se esta elaborando?

4. Crea el deslizador n con intervalo de 0 a 30 e incremento 0.001; muévelo para que su valor sea 0.

5. Crea el punto “Q=(n, sqrt(n))” y activale el rastro. Luego activa la animacién del deslizador n, écual es la
funcién cuya grafica se asemeja a la que se esta elaborando? ¢ Para qué sirve el comando “sqrt”?

Actividades
1. Utiliza GeoGebra para comprobar si has elaborado correctamente las gréficas de las funciones de los
problemas, desde la clase 2.1 hasta la clase 2.8.

2. Comprueba los resultados de las graficas de la clase 4.9, y los problemas 5 y 6 de la clase 4.10.

- J
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Resolucion de trigdngulos
oblicuangulos

El drea matematica de la trigonometria tiene su
origen histérico en laastronomia. Esta disciplina
fue muy estudiada por los antiguos pueblos
egipcios e hindues, sin embargo, no es hasta
con el astronomo y matematico griego Hiparco
que se realiza la primera tabla trigonométrica, - i
que estaba basada en mediciones de cuerdas Wi

que ubicaban en el firmamento las diferentes ' /|
constelaciones. Es por su origen histérico que
la medicién de angulos se da en un sistema
sexagesimal; ademas, se solia dividir el cielo en
36 “decanos”, yen cada uno de ellos se ubicaba Documento donde se muestra la division de la
las constelaciones respectivas. Tierra en 360° para ubicar las constelaciones.

La resolucion de triangulos oblicuan-
gulos en la actualidad tiene muchas
aplicaciones, algunas de las mas im-
portantes son por ejemplo, el calculo
de angulos de elevacion y depresion
en diferentes situaciones, también
sirve para calcular distancias especi-
ficas, ya sean estas alturas de obje-
tos, distancias entre objetos, etc.

El teodolito es un instrumento de medicion de dngulos
verticales y horizontales utilizado en actividades ingenieriles.

Al estudiar la unidad aprenderds sobre la definicion de las razones trigonométricas de
un angulo agudo asi como de cualquier angulo, ademas, conoceras la aplicacion de la
trigonometria para el calculo de angulos de elevacion y depresién, también los resultados
importantes de la ley de los senos y del coseno.



Problema inicial ~
Se consideran los segmentos de recta OA y OB y el dangulo formado entre ellos cuya
medida es . Sobre OB se toma un punto Q y se traza un segmento perpendicular a OA
y que pase por Q. Se define por P el punto de interseccion entre este segmento perpen-
dicular y OA, como muestra la figura.

PQ oOP PQ
Del triangulo rectangulo OPQ se definen las razones: oa’ oq” op" o \0 -
P A
Justifica que las razones definidas no dependen de las longitudes de los lados del tridangulo rectangulo OPQ.
\ »

Solucién
Se toma un punto cualquiera Q' sobre OB distinto de Q. Se traza un segmento perpendicular a OA que pase
por Q' y sea P' la interseccion de esta perpendicular y OA, como muestra la figura. Luego, los tridngulos
OPQy OP'Q' son semejantes por el criterio AA (denotado AOPQ ~ AOP'Q’), por lo tanto

Pa _OP _0OQ B
PIQI OPI le * Q/

PQ _ 0Q PQ_PQ
De ra = oq S€ deduce que — Q- oa
En una proporcion 2-2
_oa OP _ OP' b d
e OP' =o0Q se deduce que — 0a-0a se cumple quez=§'
PQ _ OP PQ _PQ'
De —— pQ - op S€ deduce que — op = op 0 A
-
Pa_pa or_OF  Pq_PQ O¢ S
Entonces, 0Q -0 0q - 0Q y op' P P
PQ OP PQ ; 4
Por lo tanto, las razones — oa’ oq Y oF no dependen de las longitudes de los lados del triangulo.
Definicion

Sea ABC un triangulo rectangulo, recto en B y sea 0 la medida de uno de los angulos agudos del

AABC. Se define a la hipotenusa del tridngulo por hip, el lado opuesto al angulo como op y el lado <

adyacente al angulo como ady.

Notese que el opuesto y adyacente en un tridngulo dependerd de cual angulo se tome, " op

y se debe tener especial cuidado cuando el triangulo estd ubicado en otra posicién a la A

mostrada en la figura. A ady B
op ady

Se definen las razones sen 0, cos 6y tan 6, como sen 6 = i+ COS 0=

, tan @ = :Tlfy' y se leen “seno
de theta”, “coseno de theta” y “tangente de theta”, respectivamente.

hip

A las razones sen 6, cos 0y tan 6, se les llama razones trigonométricas del dngulo 6.

. En un tridngulo rectdngulo, el lado que se opone al angulo de 90° se conoce como hipotenusa y los dos lados
7 que forman dicho dngulo se conocen como catetos. Ademas, la hipotenusa es el lado de mayor longitud.

Identifica la hipotenusa, el lado opuesto y adyacente del dngulo 0 y expresa las razones trigonométricas
para cada caso. c - |
a) b) c)

A\ [




1.2 Razones trigonomeétricas en un triangulo rectangulo

Problema inicial

Determina las tres razones trigonométricas para el angulo ay 6.
a) b)
N
Hay que tener cuidado al ‘
0 elegir el lado opuesto vy
5 adyacente al angulo. Por 7B
4 6 2V13 ejemplo, en el tridngulo ABC,
el opuesto de 6 es AB y el
o lado adyacente 6 a es BC. A
-
3
4
I\
Solucién

a) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del angulo a. En

este caso, hip =5, op =4y ady = 3, entonces,

_op _4 _ady_i _op _4
sena-—hip—s, cosa——hip—s, tana-—ady—a.

b) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del angulo 6. En este caso, hip = 2V13,

op =4y ady = 6, entonces,

Recuerda que para raciona-
lizar una fraccion, se multi-
plica y divide por el radical
que aparece en el denomi-
nador de la fraccién.

op 4 2 2 V13 _2V13 . . .
o =P - _= - _£ _-_~£ x Y2 _2'"" racionalizando el denominador.
sen 0 hip ~ 2v13 V13 V13 ~13 13’

_ady_ 6 _ 3 _3V13 . . .
ecosf= hp SN NG 13 racionalizando el denominador.
e tan 0 :%: %:%

Definicién

Si se conocen las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo pueden calcularse las razones trigonomé-
tricas seno, coseno y tangente de uno de sus angulos agudos, identificando la medida de la hipotenusa, del
lado opuesto y adyacente de dicho dangulo y luego calculando las razones como se definieron en la clase 1.1.

<
Problemasm

1. Para cada uno de los siguientes tridngulos, calcula las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 6.

Simplifica o racionaliza cuando sea posible.

a) b)

10
12 13




2

2. Se definen las razones trigonométricas cosecante, secante y cotangente de un angulo agudo 6, denota-

das por csc 0, sec Oy cot 6, respectivamente:

hip
csc O = W,
_ hip
sec0-a—dy,
_ ady \6
cotf = o ody

Encuentra las razones trigonométricas csc 6, sec 8y cot 0 para los triangulos del Problema 1.

3. Con base a la definicién en el Problema 2, demuestra que csc 6 = se:] o
4. Con base a la definicion en el Problema 2, demuestra que sec 0 = Coi 5
5. Con base a la definicién en el Problema 2, demuestra que cot 0 = ta:\ o

6. En la siguiente figura, ABC es un tridangulo rectangulo, <CAB = 90°, C
<BCA = 0y BC=1. Escribe los valores de las longitudes de los seg-
mentos AC, AB, AD, BD y CD en términos del angulo 6. 0

op

El nombre trigonometria deriva de palabras griegas que significan “tridngulo” y “medir”. Se lla-
ma asi porque sus inicios tienen que ver principalmente con el problema de “resolver un tridngu-
lo” (calcular las medidas de los tres lados y tres angulos, conocidos algunos de ellos).

Si bien la trigonometria nace por la necesidad de resolver tridngulos, en la actualidad es utilizada
para muchos d@mbitos como por ejemplo, en la fisica (medicién del movimiento de un péndulo),
la astronomia (medir distancias entre estrellas) o cartografia (medir distancias entre dos puntos).

Alrededor del siglo Il a.C., el matematico Hiparco (180-125 a.C.), nacido en Nicea, Asia Menor, es
considerado el mas destacado de los astronomos griegos, inicia el uso de una tabla de cuerdas
de la circunferencia que en cierto modo equivalia a una tabla rudimentaria de valores del seno.

Abbott , B.A. (1967). Teach Yourself Trigonometry.




1.3 Tridngulos rectangulos notables

Problema inicial

Dados los siguientes triangulos rectangulos, encuentra el valor de x y y.
¢ b) F
Y
y X
D a - e

Soluaon

a)

) &\\
60 e

Si se refleja el tridngulo ABC con respecto a BC se obtiene el tridngulo APC.
Como «BCA = 30° se tiene que <PCA = 60°. Resulta que el triangulo APC es equi-
latero, y por lo tanto x = AP = 2.

Luego, para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitagoras en el trian-
gulo ABC: x? = 1% + . Es decir,

y=x2-12=22-12=4-1=3,

A
1

Como y > 0, entonces, y = V3.

En el tridngulo DEF, los angulos FDE y DFE son complementarios, es decir,
AFDE + <EFD = 90°; por lo tanto, XEFD = 45°. Se tiene entonces que el triangulo
DEF es is6sceles, y por lo tanto x = 1.

Para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitagoras en el triangulo DEF.

yP=12+x*=12+12=2.
Como y > 0, entonces, y = V2.
Definicién

Al triangulo rectdngulo cuyos angulos agudos son de 30° y 60°,
y al tridangulo rectangulo cuyos angulos agudos son de 45° se les

conoce como triangulos notables.
g 2 \/3 \/i 45 )
Se suele hacer referencia a estos
tridngulos como triangulo de 30 y 60° /\45° d
60; y triangulo de 45. 1 1
Ejemplo
Dados los siguientes triangulos, encuentra los valores de x y .
CI
a) b) F'
30° 2
X
y Yy
60° D' /) mps
Al B’ x



a) Notese que AA'B'C' ~ AABC, entonces, ¢

x_3 -3(2) = Yy .3 -
>=1 = x=3(2)=6 y =7 = y=3v3.
30°
X
y
60°
AI BI
3
b) De igual forma que en a) AD'E'F' ~ ADEF, entonces, F'
x__2 _2 _
(Il 4 . y
Luego, como el AD'E'F' es is6sceles se tiene que y =12.
D' ‘ . E|
. X
Problemasm
Encuentra el valor de x y y en cada triangulo.
a) C' b) F'

c)




1.4 Razones trigonométricas de triangulos rectangulos notables

Problema inicial

Encuentra las tres razones trigonométricas de los angulos 30°, 45° y 60°.

Soluci()n

a) Para calcular las razones trigonométricas para 30° se utiliza el tridngulo que se muestra en la figura.
Identificando el lado opuesto y adyacente al dngulo de 30° se tiene que, ady = V3 y op = 1. Por lo tanto,

sen30°=%, ¢
o_ V3 2 s

cos 30 = 60°(1
o_ 1 _V\3 30°

tan 30 =53 A 3 B

b) Se utiliza el tridngulo mostrado en la figura para calcular las razones trigonométricas de 45°.
Identificando el lado opuesto y adyacente al angulo de 45°se tiene que, ady = op = 1. Por lo tanto,

o_ 1 _\2 D
sen 45° = 5 =
o_ 1 _\2 2
cos 45° = 5= 1
o_ 1 _
tan 45° = 1= 1 e ‘ .
1 ' A
c) Para calcular las razones trigonométricas para 60° se utiliza el Uha forma para recordar las razones
mismo tridngulo ABC que se utilizé en a). En este caso, ady = 1 trigonométricas de los dngulos de 307,
_\/§ Por lo tanto 45°y 60° es recordar cdmo se construyen
Yy 0p =N3. Forio tanto, el tridngulo de 30° y 60°, y el tridngulo de
. V3 45°, como se muestra a continuacion:
sen 60° = EX
cos 60° = =,
2 1 \\\
o T \\\\
tan 60 =T3=\/§. L s
1
A

Conclusi()n

Las razones trigonométricas para los angulos 30°, 45° y 60° se resumen en la siguiente tabla.

0 30° 45° 60°
ol 2 [ 2 | -
Sl 2 2 2 Cuando se calculen las razones
trigonométricas de los angulos
1
cos 0 g g 5 30°, 45° y 60° hay que utilizar los
valores que aparecen en el cuadro.
tan 0 g 1 V3

*
Problemasm

Encuentra las razones trigonométricas secante, cosecante y cotangente para los angulos 30°, 45° y 60°.

iz



1.5 Triangulo rectangulo conocidos un lado y un angulo agudo

Problema inicial
EDado el siguiente triangulo, encuentra la medida de los dos lados
faltantes. Aproxima hasta las décimas.

\_ 3

Solucién

Como se conoce el valor de uno de los angulos agudos del tridngulo se pueden utilizar las razones trigo-

nométricas para calcular la medida de los lados faltantes.

o_a 0 o , .
Se sabe que tan 55° = 3 entonces a = 3tan 55°. Como 55° no es un angulo de un tridngulo notable, se cal-
cula el valor de tan 55° con la calculadora, pero antes hay que configurarla de modo que los angulos estén

medidos en grados, realizando los siguientes pasos:

. MODE ]
Presionar la tecla ‘ dos veces y presionar la tecla @EI.

Ahora que estd configurada la calculadora, se introduce tan 55° como se
muestra a continuacién: Pantalla de la calculadora

a5 151 - B [* 55

:.'-IE'E,“-!EUB".')
Aproximando a un decimal se tiene que a = 3tan 55° = 3(1.4) = 4.2. Para
calcular el valor de b se considera el hecho que

c0555°=3 = b= 3

b cos 55°
Pantalla de la calculadora
GESEOEaE - oz 55
5.2303-0387

Porlo tanto, a 4.2y b =5.2.

Conclusi()n

(S

Dependiendo del modelo de la
calculadora, la tecla MODE puede

aparecer de dos formas.
MODE CLR MODE SETUP

Si tu calculadora tiene la segunda

opcidn, debes presionar las teclas
SHIFT ~ MODE SETUP

y luego presionar la tecla [ 3 ]

J

En la calculadora, la
funcidn seno aparece

como ED.

Dadas la medida de un lado y de un angulo agudo de un tridngulo rectdngulo pueden encontrarse las
medidas de los lados restantes utilizando las razones trigonométricas del angulo agudo.

b
Problemas.w

B Encuentra la medida de los lados faltantes en cada triangulo.

a) A b) D c)
c
b 24°
38° f e
B C
2
J

d)




1.6 Tridngulo rectangulo conocidos dos lados

Problema inicial

N
En los siguientes triangulos, encuentra las medidas de los dngulos agudos.
a) b) A
c =
6 iy
3 En un tridngulo ABC, se suele
denotar a la medida del
5 angulo C por C (en cursiva).
A B
DA——/E
L 2 J
Solucién . . C
a) Obsérvese que cos C = R El dngulo que cumple esta condicién es el ¢
angulo de 60°, por lo tanto C=60°y B = 30°. 3| €0
30°
A B
b) Del tridngulo se tiene que tanD = 2 para encontrar el valor del angulo D que cumpla esta F

condicion se utilizara una calculadora ya que la razén no corresponde a algun tridngulo notable.

SHIET Pantalla de la calculadora c
tan? Cp———
tan i 5+20
t 5 p) S
P (5 J - N 2 e - [ EE.:HEISSG'S:]
Aproximando a las décimas, se tiene que D = 68.2°. Luego, F =~ 90° — 68.2° = 21.8°. D E

La funcion de la calculadora tan™ devuelve un dngulo que cumpla
la condicién que se le indique. Por ejemplo, tan™ 2 devuelve el
angulo 6 que cumple que tan 0 = %, con 6 entre —90° y 90°.

Conclusi()n

Dadas las medidas de dos lados de un tridngulo rectangulo se pueden encontrar los dngulos agudos
utilizando las razones trigonométricas.

b
Problemas.w

Encuentra la medida de los dngulos agudos de los tridngulos rectangulos.
) C

b) F
42
2\3
D 7 E
-—B
L
2
K
3

c) 0
ﬁ
M
1 N
He) B
G 4
3 5
H Q
pL" 2

a
Ed
J

s



1.7 Practica lo aprendido

1. Determina las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 0 para cada uno de los siguientes triangulos.

a)
N
9

V13

c)

2. Determina el valor de x y y en cada tridngulo.
b) c)

V89 0
5
8
a)
C [
1 0
A Y 7
< Y
X B D G
X \

F
3
45°
X
[3. calcula la medida de los lados faltantes en cada triangulo. Aproxima tu respuesta hasta las décimas.
a b C
) c ) c )
[7
E
8 a
e
A 40 Og
c '

4. Calcula la medida de los angulos agudos de los tridngulos rectangulos hasta las décimas.

E
6
f
a) Eb) Ec)
. F
3
5 6 15
E G

A : 6 Y,

B D




1.8 Aplicacion de las razones trigonométricas

Problema inicial
B Un carpintero compra una escalera de 25 pies y en las instrucciones de uso dice que la posicién mas segura

para ubicarla sobre la pared es cuando el pie de la escalera se encuentra a 6 pies de la pared. ¢ Qué angulo
forma la escalera con el suelo?

Solucién
Se puede formar un tridngulo rectangulo, como muestra la figura. Aplicando razones
trigonométricas se tiene que
cos 6 = %.

Utilizando la calculadora para calcular el angulo se tiene
Pantalla de la calculadora 25 pies

SHIFT 1
P [-:-:-5"1 CE+250 ]

L Mo J (Fof-JoYys ) J-E= LR

Entonces, el angulo que forma la escalera con el suelo es aproximadamente 76°.

Conclusién
Las razones trigonométricas pueden utilizarse para calcular dngulos de inclinacién que forman algunos

objetos con superficies planas, para calcular distancias entre dos objetos o alturas de edificios o arboles.

Problemasl
B 1. Un patinador hara una pirueta sobre una rampa cuyo largo es de 2 metros. Si la
altura de la rampa es de 1 metro, écudl es el angulo de inclinacién de la rampa?

f 2. Las tres bases por las que debe pasar un beisbolista estan sobre un cuadrado
de 90 pies, como muestra la figura. ¢ A qué distancia se encuentra el lanzador

del bateador?

Ed 3. Una escalera de 20 pies yace sobre una pared y alcanza una altura de 16 pies,
¢cudl es el angulo de inclinacién de la escalera con respecto al suelo?

bateador

B 4. Un guardabosques que se encuentra en el punto A observa un incendio directamente al sur. Un segundo
guardabosques en el punto B, a 7 millas del primer guardabosques observa el mismo incendio a 28° al
suroeste, ¢qué tan lejos estd el incendio del primer guardabosques?

lq--r S ) e




1.9 Angulo de depresion

Problema inicial
Un fotégrafo profesional desea tomarle una foto a una granja que observa
desde un globo aerostdtico que estd a una altura aproximada de 475
metros del suelo y a una distancia de 850 metros de la granja, observa la
figura. ¢ Cuanto mide el dngulo 6 si la linea punteada es horizontal?

.

Solucién
Se etiquetan con A, By C los vértices del triangulo formado, como mues-
tra la figura. Entonces, <CAB = 6 ya que la linea punteada es paralela a

AB. Utilizando razones trigonométricas, se tiene que
475
sen @ = 850"

Utilizando la calculadora,
SHIFT sen

| Wsen] (JaJ 75 Q- J&8fsJog) J=_

}

Pantalla de la calculadora

sen ! {4TEE5E D
- RE L Nl

(]
P |
]

Por lo tanto, 6 = 34°.

Definicion
Si un observador se encuentra por encima de un objeto, al dngulo que se forma entre una linea horizontal
imaginaria y la linea de vision hacia el objeto se le lama angulo de depresién. Por ejemplo, el angulo 6 que
aparece en el dibujo del Problema inicial es un angulo de depresion.

b
Problemasm

& 1. Un faro tiene 75 pies de altura, y desde la punta de este se observa

un bote de modo que el coseno del angulo de depresion es 4 équé

5'
tan lejos esta el bote del faro?

B 2. Desde la parte alta de un viejo edificio, un nifio observa a un perro
gue se encuentra en la calle, de modo que se forma un angulo de
depresién de 37°. Si la altura del edificio es de 9 m, {a qué distancia
de la base del edificio se encuentra el perro?

B 3. Un edificio tiene 100 metros de altura, y desde su punto mas alto hay una persona observando unas
ardillas comiendo en el suelo. La tangente del angulo de depresién del observador es i, ¢a qué distancia
estan las ardillas de la base del edificio?

B 4. una persona que mide 1.5 metros se encuentra en un muelle que sobresale 3.5 metros por encima del
mar. La persona observa un bote con un angulo de depresién de 10°, éa qué distancia estd el bote del
muelle?



1.10 Angulo de elevacién

Problema inicial

B Un guardabosques quiere calcular la altura de un arbol y para ello se coloca a 7 metros de la base del arbol
y observa la punta de este con un angulo de 74°. Si la altura del guardabosques es de 1.6 metros, écudl es
la altura del arbol?

Solucién
Se forma un tridngulo rectangulo auxiliar ABC como muestra la figura. Entonces, tan 74° =B7—C,

por lo que BC = 7tan 74°. Se puede utilizar la calculadora para encontrar BC:

Pantalla de la calculadora

[ 7 ] < Jtand 7 J 4§ = B {F}“’a“ [

24.411‘5‘121111)

Al valor de BC hay que sumarle la altura del guardabosques, por lo que
la altura del arbol es aproximadamente 24.4 + 1.6 = 26 metros. 1.6m
Definicién
Si un observador se encuentra por debajo de un objeto, al dangulo que se forma entre una linea horizontal

imaginaria y la linea de vision hacia el objeto se le lama angulo de elevacidn. Por ejemplo, del grafico del
Problema inicial, el angulo de elevacion es <CAB.

b
Problemasm

B 1. Una guardabosques debe entrenar a un nuevo equipo de madereros para calcular la altura de los arbo-
les. Como ejemplo, ella camina a 12 metros de la base de un drbol y estima que el angulo de elevacidn
desde el suelo a la punta del arbol es de 70°. Calcula la altura del arbol.

B 2. Para calcular la altura a la que se encuentra una nube del suelo durante la noche, se dirige un rayo ver-
tical de luz hacia un punto de ella. En algtn punto sobre el suelo, a 135 pies de donde se emite el rayo,
se determina que el angulo de elevacion hacia el tope del rayo es de 65°. ¢Cudl es la altura a la que se
encuentra la nube?

B 3. Un nifio estd a 2 metros de un arbol y observa a un gato que ha quedado atrapado en la punta del 4rbol.
Si la altura del nifio es de 1 metro y el angulo de elevacion es de 60°, éa qué altura estd el gato del suelo?

B 4. Un nadador estd a 8 metros de un pefiasco observando una gaviota so-
bre la punta de un viejo edificio que estd sobre el pefiasco. Si el dngulo
de elevacién del nadador es de 60°, équé tan alto esta la gaviota respec-
to al nivel del mar?




1.11 Actividad. Construccion de un clindmetro

utilizar, y esta actividad muestra como construir uno.
Funcionamiento de un clinometro

El observador coloca el clinédmetro como muestra la figura
y a través de un tubo observa el objeto. Un objeto de peso

estd amarrado a una cuerda y esta a su vez estd amarrada al

Linea de vision
transportador.

Al colocar el clindmetro como muestra la figura, se forma
un triangulo rectangulo (el AABC) entre la linea de visidn, la
linea horizontal imaginaria y el trozo de cuerda
tensado. El angulo que marca la cuerda en el

bl
170

este hueco. Si no tiene el hueco, puede pegarse con
un trozo de cinta adhesiva, donde esta el centro del

transportador. La longitud del trozo de cuerda debe
sobrepasar al radio del transportador.

\\\\\ \\}
an
\\\\\\ ,\\50
D

W

transportador es el angulo BCA. Entonces, ﬁ """"""""
en el AABC se tiene que: p . .
", 5 % " Linea horizontal
ZCAB = 90° — <BCA = 90° - 60° = 30°. - maginarta
Se puede observar que con este procedimiento, el dngulo 6
calculado corresponde al angulo de elevacién. Objeto de peso
Materiales
e Un transportador e Lana o un trozo de cuerda
e Una pajilla e Tijeras
e Cinta adhesiva e Un objeto pesado, puede ser una tuerca de 20 mm
Actividad
N
) G T
1. Algunos transportadores tienen un hueco en su cen- =87
tro, por lo que puede amarrarse un trozo de cuerda en B

2. Cortar un trozo de pajilla, con longitud igual al diametro del trans-

portador. Pegar el trozo de pajilla con cinta adhesiva, con cuida-
do de no apretarla ya que hay que ver a través de ella.

\
7y, \I3 \
////”///// 001 \\\\\\\\
KT T

3. En el extremo de la cuerda que quedd libre, amarrar la tuerca.

El clinébmetro esta listo para utilizarse.
Problemas

Y Objeto de peso

1. Calcula la altura de un arbol que se encuentre a tu alrededor utilizando el clindmetro para determinar el
angulo de elevacion.

139

2. Con el clindmetro construido en la Actividad 1.11, ¢ puedes calcular dngulos de depresién? Si la respuesta
\_ esafirmativa, explica como.

Un clindmetro es un aparato que se utiliza para medir inclinaciones en superficies, aunque también se
utiliza para calcular alturas de edificios, arboles, postes, etc. Los clindmetros profesionales son sencillos de

J



1.12 Aplicaciones de las razones trigonométricas ~

E 1. Un pescador esta a 12 km de un barco que se encuentra al este de él y observa un faro a 60° desde la linea
de visién con el barco. ¢A qué distancia estd el barco del faro si se encuentra en direccién sur del barco?

2. Un globo aerostatico es amarrado a una roca con un lazo de 20 metros. El seno del angulo que forma el
lazo con el suelo es %, équé tan alto esta el globo?

3. En el dibujo, écual es la distancia entre la Base 1y la fogata?

B 4. Un hombre observa desde el tope de un faro una embarcacion pesquera y estima que el angulo de de-
presion es de 25°. Si la altura del faro es de 40 metros, éa qué distancia estd la embarcacion del faro?

[ 5. Un hombre se encuentra en un edificio observando otro edificio gue estd a 100 m de distancia. El angulo
de elevacion al tope del edificio es de 30° y el angulo de depresidn a la base es de 15°, écual es la altura
del edificio que observa? Desprecia la altura del hombre.

B 6. Desde un globo aerostatico a 2 km de altura, se observan dos pueblos. El dngulo de depresién a ambos
pueblos es de 80° y 20°. ¢ Qué distancia hay entre los pueblos?




2.1 Distancia entre dos puntos

Problema inicial
Dados dos puntos P(x,, ¥,) y Q(x,, y,) en el plano cartesiano, écudl es la distancia entre los puntos?

Se define la distancia entre dos puntos como la longitud
del segmento de recta que une ambos puntos.

Solucién
Supdngase que x, # X, Y ¥, * ¥,- Si se trazan rectas perpendiculares a los ejes que pasen por Py Q, como
muestra la figura, el punto O tiene coordenadas (x,, y,). De aqui se deduce que OP =x,—x, yQO =y, —y,.
Luego, por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo POQ, se tiene que

T Q(x,,3,)
(PQ)*=(OP)* + (QO)* = (x, — x,)* + (y, — ¥,)*

Pero PQ > 0 por ser una distancia, entonces V2T
PQ =, = 5]+ (7, =) Ml
< i >
Six,=x,Yy,#y,, entonces la distancia de P a Q seria x

= PQ:\/(xz_x2)2+(yz_y1)2 =\/(y2_y1)2 = Iyz_y1|-
Para todo numero real

De manera analoga, si x, # x, Y y, = y,, la distancia de P a Q seria a se cumple que

Va2 = |al.

= PQ=+(0,—x,)2+ (1, = ,) =, —x,) = |2, — x|

Definicién
La distancia de dos puntos P y Q en el plano con coordenadas (x,, y,) y (x,,y,) respectivamente, denotada
por d(P, Q) esta dada por

d(P, Q) = PQ=/(x,—x )+ (v,— )~

Ejemplo

Calcula la distancia entre los puntos P(-1, 3) y Q(2, 1).

La distancia es,

d(P, Q) =V(2 - (-1))* + (1 -3)?
:'\/1_3_

<
Problemas.w

1. Calcula la distancia entre los puntos P y Q.

a) P(-2,-1), Q(2, 2) b) P(7, 2), Q(4,-2) c) P(2,-2), Q(-8, 4)
d) P(1,1), Q(9, 2) e) P(0, 1), Q(3, 5) f) P(-3,5), Q(7,-9)
g) P(-1, 4), Q(2, 4) h) P(3, 2), Q(3, 2) i) P(<1, 0), Q(-1, 0)

2. Demostrar que si P(x, y,) y Q(x,, y,), entonces d(P, Q) = d(Q, P).

132



2.2 Simetrias en el plano cartesiano*

Problema inicial

a) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje x.
b) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje y.
c) Las coordenadas del punto simétrico respecto al origen.

d) Las coordenadas del punto simétrico respecto a la recta y = x.
\

Se toma el punto P(a, b) sobre el plano cartesiano. Determina lo siguiente respecto al punto P:

Solucién

a) Sea P'(x, ) el punto simétrico de P respecto al eje x. Por propiedades de Y
simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje x y si Q es la interseccion
de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q.

Como el segmento PP' es vertical, solo la segunda coordenada de P' cam-

N

P(a, b)

bia. P y P' estan a la misma distancia del eje x, por lo tanto la segunda
coordenada de P' es el nimero opuesto a b, es decir —b.

Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje x es P'(a, —b). v

N
b) Sea P'(x, y) el punto simétrico de P respecto al eje y. Por propiedades de J

simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje y y si Q es la interseccidon P'(x,y)

P'(x,y)

HO

de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q.

Como el segmento PP' es horizontal, solo la primera coordenada de P'

P(a, b)

N

cambia. Py P' estdn a la misma distancia del eje y, por lo tanto la primera 0
coordenada de P' es el niUmero opuesto a a, es decir —a.

Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje y es P'(-a, b). v

c) Sea P'(x, y) el simétrico de P respecto al origen O. Por definicion de sime- y
tria respecto a un punto, se tiene que OP = OP', es decir
(OP)* = (OP")?
= (x—=0)2+(y—0)’=(a-0)*+ (b-0)?

R\ y/

= P+y =@+ b T (1) < 0

Pero P y P' estdn sobre la recta y = mx, por lo que también se cumple
que b = ma. Sustituyendo y y b en (1) se tiene

P'(x, y)
A4
X2+ mixt=a? + m2a?
= xX(1+m?)=a*1+m?);
comol+m?#z20 = x2=q*> = x=aobienx=-a.

R\/

Six = a entonces y = mx = ma = b, por lo que P' resulta ser el mismo punto P. Si x = —a entonces y =
mx =-ma =-b, asi P'(—a, —b) es el simétrico de P respecto al origen. Por lo tanto, P'(—a, —b).




d) Primero véase que, si se toma el punto S(a, a) sobre la recta y = x, al trazar el
triangulo OTS se deduce que tan a =1, por lo que a = 45°; es decir, larectay =x S(a, a)
divide en dos partes iguales a los cuadrantes | y lll del plano cartesiano.

Sea P(a, b) un punto del plano cartesiano y P'(x, v) su simétrico respecto a la recta ¢ "T:
y = x. El resultado no se ve afectado si consideramos a P sobre la recta y = x. Sea
Q la interseccidn del segmento PP'y la recta y = x. Por propiedades de simetria,
PP' es perpendicular a dicha recta y PQ = P'Q.

AN
o

1 Pla,b) y=x Se traza el segmento vertical PR. Los tridngulos PQR y P'QR son congruentes
b ’ ya que PQ =P'Q, QR es lado comun y «PQR = «P'QR = 90° (criterio LAL). Por
4 lo tanto,

PR=P'Ry «PRQ=<«P'RQ. = -—-mmmmmmmemmee- (2)

Y359/ Plx,y)
, Pero «PRQ = 45°, ya que PR es paralela al eje y. Luego %P'RQ = 45°, por
° a X lo que «P'RP = 90°. Por tanto, P'R es perpendiculara PRy asiPR=x—-ay

, PR=b-y.

De (2) se tiene que PR=P'R, pero PR=b—aq, porlo que b—a =P'R=x—a, es decir x = b. De igual forma,
b-a=PR=b-y, esdecir, y = a. Por lo tanto, las coordenadas de P' son (b, a).

Teorema
Si P(a, b) es un punto sobre el plano cartesiano entonces:
e P'(a, —-b) es el punto simétrico de P respecto al eje x. _ 5
. P'(= b) | to simétrico de P to al ei Alarecta que tiene por ecuacién y = x se le
2 (L)) (2T (28 Sm_qe ,”C'O S LRI E S y conoce como recta identidad.
e P'(-a, -b) es el punto simétrico de P respecto al origen.

e P'(b, a) es el punto simétrico de P respecto a la recta y = x.

Ejemplo
Sean P(—1, 3) y Q(—2, —3) dos puntos en el plano. Determina el simétrico de P y Q respecto al eje x, respecto
al eje vy, respecto al origen y respecto a la recta identidad.

a) El simétrico de P respecto al eje x es P,(-1, —3).
El simétrico de P respecto al eje y es P,(1, 3).
El simétrico de P respecto al origen es P,(1, =3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es P,(3, —1).

b) El simétrico de Q respecto al eje x es Q,(-2, 3).
El simétrico de Q respecto al eje y es Q,(2, —3).
El simétrico de Q respecto al origen es Q,(2, 3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es Q (-3, —2).

b

i~

1. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y, respecto al origen y respecto
alarectay=ux.
a) P(1, 4) b) P(3, -2) c) P(-3,-1)

d) P(-5, 4) e) P(2,0) f) P(0, =3)

2. ¢Puede encontrarse el simétrico respecto al origen de un punto P haciendo una simetria respecto al eje
x y luego haciendo otra simetria respecto al eje y? Justifica tu respuesta.



Definicién
Se ubica un rayo sobre el eje x con punto inicial en el origen del plano cartesiano
y se rota este rayo alrededor del origen; a la abertura entre el rayo inicial y el
final se le llama angulo y al rayo inicial se le llama lado inicial y al rayo final se le
llama lado terminal del angulo. Se dice que un angulo esta en posicién estandar
si su lado inicial esta sobre el lado positivo del eje x y su vértice sobre el origen. Vertice

ya
N

lado terminal

Vv

Un d4ngulo puede medirse en grados y cada grado resulta de dividir una
circunferencia en 360 partes iguales, siendo cada parte 1° (un grado).

Si un angulo se genera mediante una rotacion en el sentido antihorario sera positivo, y u
sentido horario genera un angulo negativo.

o

lado inicial x

Vv

na rotacion en el

Dependiendo en qué cuadrante estd el lado terminal del angulo, se dice que el dngulo es de dicho cuadrante.

Ejemplo
Dibuja cada angulo en posicidn estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 120° b) —-70° c)-150°
Cuando se construye el plano carte-
siano se obtienen cuatro secciones
Como el lado final esta en el segundo a las que se les llama cuadrantes y
cuadrante, 120° pertenece al segundo se enumeran a partir del cuadrante
superior derecho y en sentido an-
cuadrante. ) i
tihorario.
y/\
N .
7 Segundo Primer
X Cuadrante Cuadrante
y/\ ¢ >
X
. ‘ Tercer Cuarto
b) Para graficar este angulo, como va en el Cuadrante Cuadrante
sentido a las agujas del reloj, se coloca el d
. . . N ,/
transportador hacia abajo y se marca 70°.
7
. . X
Como el lado final esta en el cuarto
cuadrante, —70° pertenece al cuarto
cuadrante.
c) Para graficar este angulo, como va en el
sentido a las agujas del reloj, se coloca
el transportador hacia abajo y se marca
150°. N
U
. s x
Como el lado final estd en el tercer
cuadrante, —150° pertenece al tercer
cuadrante.

b g

i~

Dibuja cada angulo en posicion estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 80° b) 310° c) -170°




2.4 Angulos mayores a 360° y menores a —360°

Problema inicial
L Dibuja los angulos 480°, 930°, 2150° y -1 150°.

Solucién
Para dibujar los angulos, hay que recordar (de la clase anterior) que una circunferencia se ha dividido en 360
partes iguales y cada parte representa 1°, por lo tanto, un angulo de 360° representa una vuelta completa.

a) Se escribe 480° como 360° + 120°, entonces al b) Observa que 930° = 360°(2) + 210°, entonces al

dibujar el angulo se

4

Y

obtiene

N

N

2
N
480&

>/

N

y

A4

dibujar se obtiene

N

ﬁ%gso"
y

KV

A\ 4

c) Observa que 2150° = 360°(5) + 350°, entonces
al dibujar se obtiene

d) Como el dngulo es negativo hay que medirlo en
el sentido de las agujas del reloj, ademas
-1150° =-360°(3) — 70°

Yy
y/\
2150°
-1 1507 \O\
X ¢ KC% >
\Q:: X
WV
Observa que —1150° también puede escribirse como
360°(-3) — 70° = 360°(—3) — 70° + 360° — 360° = 360°(—4) + 290°
lo cual resulta mas util, ya que de este modo no se trabaja con
angulos negativos.
Conclusién

Para dibujar un dngulo mayor a 360° se determina cuantas vueltas completas contiene el angulo y el lado
terminal sera el que corresponde al angulo menor de 360° que queda al descomponer el angulo.

Por ejemplo, si 6 = 360°n + 6', con n un nimero entero distinto de cero, n representa el nimero de vueltas

completas que contiene el anguloy 0 < 6' < 360°, el lado terminal de 6 sera igual al lado terminal del angu-
lo 8'.Sin >0, el angulo se mide en el sentido antihorario y si n < 0, el angulo se mide en sentido horario.

*
Problemasm

Dibuja cada angulo.

a) 1000°
d) -1500°

b) 990°
e)—-1315°

c) 1480°
f) —1880°

142



2.5 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 1

Problema inicial

-
Considera el angulo 6 de la figura. Expresa los valores seno, coseno y tangente del angulo 6 en términos
dexyy. YT

P(x, ¥)
0
< >
0 X

L v Y

Solucién
Se dibuja un tridngulo rectangulo tal que la hipotenusa es el lado terminal del 4ngulo Y T
y uno de los catetos estd sobre el eje x, como muestra la figura. El punto final del Px, y)
lado terminal estd determinado por el punto P con coordenadas (x, y), por lo que los
catetos del tridangulo miden x y y unidades. r/

iy
En el tridngulo rectangulo, x es la longitud del lado adyacente y y es la longitud del ¢ 0r5 N
lado opuesto a 6. Para determinar la longitud de la hipotenusa r se aplica el teorema 0 x X
de Pitdgoras, obteniéndose r =vx?+ y*, por lo tanto, v
sen9=%, c050=% y tan 6 ==

Definicion
Se definen las razones trigonométricas de cualquier dngulo 6 de la siguiente manera: yP
Se coloca el dangulo 6 en posicién estandar y se toma un punto P(x, y) sobre el lado P(x y)
terminal. Se establece que r = OP =V x? + y?, entonces ‘

senf =2, cosf==ytanh =2 ( P
r r : \
Se define tan 6 solo cuando x # 0. < 5 2
De la definicion de razones trigonométricas se establece lo siguiente: d
y=rsenf, x=rcosb. Observar que )
2 o ° sen
Ademas, sen(360°n + 6) = sen Oy cos(360°n + ) = cos 6. no=""—o

Ejemplo
Determina las razones seno, coseno y tangente para el angulo 6 en la figura. P(-2, 3) T
En este caso, r=+/(-2)>+32 =44 +9 =+/13, por lo tanto,

_y__3 X2 __ 2 _y_3__3 %
sen @ = -m,cose =TS \/_ytanH— =5=-3 ) \ .
A o &
*

Problemasu v

Determina los valores seno, coseno y tangente de cada angulo.
a) y/\ P(2, 4) b) y N C) y/\
AR S < 5T
N 4 °) =«
0 P(3,-1) v
< 0 gc J ’ P(-1,-2) ,
WV




Problema inicial
t Calcula los valores de sen 120°, cos 120° y tan 120°.

Solucién J

Se ubica el angulo en posicion estandar y se traza un triangulo OPQ de modo que  p(—y,y) | P'(x, ¥)
OP =1, como muestra la figura. Si se observa, el XQOP es igual a 180° —120° = 60°, /A
por lo que las razones sen 120°, cos 120° y tan 120° pueden calcularse tomando . . i
como referencia los valores de sen 60°, cos 60° y tan 60°. i

i 1500 i
Si se refleja el AOPQ con respecto al eje y, el resultado es el triangulo OP'Q". j 607\ \g0° | X
Las coordenadas de P' son (cos 60°, sen 60°) y por ser P el simétrico de P', sus * Q 0 Q7
coordenadas son (—cos 60°, sen 60°), por lo tanto, d

o o_1N3
sen 120° =sen 60° = ) t e_l_rsenﬂ_senO
2 an b= = T cosh " cosh

cos 120° =—cos 60° = —%,

o 120° 60° o
tan 120° = =" — = >en —=—tan 60 =—+3.
cos 120 —cos 60

Conclusién

Si se tiene un dngulo distinto de 0°, 90°, 180° o0 270° se define el triangulo de referencia como el triangulo

rectangulo cuya hipotenusa de medida 1, es el lado terminal del angulo y uno de sus catetos esta sobre el

eje x. En la soluciéon del Problema inicial, el triangulo OPQ es el tridngulo de referencia.

Para calcular razones trigonométricas de angulos mayores a 90° se procede de la siguiente forma:

1. Se coloca el dngulo en posicién estandar.

2. Se traza el tridangulo de referencia siempre que sea posible.

3. Se calculan las razones del angulo utilizando el dngulo agudo del tridngulo de referencia que estd com-
prendido entre el lado terminal del angulo y el eje x. En este paso se determina el signo que tendrdn
las razones trigonométricas, dependiendo del cuadrante al que pertenece el angulo. El signo del seno
depende de y, el signo del coseno depende de x y el signo de la tangente depende del cociente %

y/\ y/\ y/\
+ + - + - +
ya N ya N ya N
N 7 N 7 N 7
X X x
— — — + + —
v N\ N\
signos del seno signos del coseno signos de la tangente

Al angulo agudo que se utiliza para calcular las razones trigonométricas se le conoce como angulo de
referencia.

b
~

Calcula las razones trigonométricas de cada angulo de la tabla y complétala. Cuando la razén no esté defi-
nida, escribe /.

0 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

sen O

cos 0

tan 0

Para calcular las razones trigonométricas de los dngulos 0°, 90°, 270° y 360° considera las coordenadas de x y ,
que definen el angulo en el plano cartesiano.



Problema inicial
a) Representa los valores de sen 230°, cos 230° y tan 230° en términos de un angulo agudo.

b) Representa los valores de sen 320°, cos 320° y tan 320° en términos de un angulo agudo.

.z N ,
Solucién Y P
a) Se traza el triangulo de referencia. Si se observa, <POQ = 230° — 180° = 50°, i
por lo que las razones sen 230°, cos 230° y tan 230° pueden representarse Lo
tomando como referencia los valores de sen 50°, cos 50° y tan 50°. 230° /'500 i
Q AP G
El signo del seno y coseno es negativo y el de la tangente es positivo. Enton- | 5 Y|° Q" x
ces, sen 230° = —sen 50°, cos 230° = —cos 50° y tan 230° = tan 50°. : 1
b) En este caso, el dngulo de referencia es 360° — 320° = 40°. Puede observarse yv
) . s N
el grafico de la derecha para analizar por qué se calcula de este modo.
El signo del seno y la tangente es negativo en el cuarto cuadrante, mientras 320° |
que el coseno es positivo. Entonces, ) ﬁﬁ}m“ .
N\ O R L
sen 320° =—sen 40°, cos 320° = cos 40° y tan 320° = —tan 40°. \ 40 . x
1
WV

Conclusién
Los angulos de referencia sirven para calcular razones trigonométricas de angulos mayores a 90°.

La forma de calcular el angulo de referencia depende del cuadrante al que pertenece dicho angulo. Sea 6
un angulo cualquiera menor que 360°, entonces:

¢ Si O pertenece al primer cuadrante, el angulo de referencia es él mismo.

¢ Si O pertenece al segundo cuadrante, el angulo de referencia es 180° — 6.

¢ Si O pertenece al tercer cuadrante, el angulo de referencia es 8 — 180°.

¢ Si O pertenece al cuarto cuadrante, el angulo de referencia es 360° — 6.

Ejemplo

Representa cos(—400°) en términos de un dngulo agudo.

Como —400° = -360° — 40°, el angulo de referencia es 40°. El dngulo pertenece al cuarto cuadrante, por
lo que el signo de cos(—400°) es positivo. Por lo tanto, cos(—400°) = cos 40°.

b g

Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6 y tan 6,
donde 0 < 6 < 90°.

a) 100° b) 175° c) 220°
d) 250° e) 290° f) 310°
g) 405° h) 570° i) 630°

j) —780° k) —940° ) =1 000°



Problema inicial

Si 6 esta entre 0° y 360°, calcula su valor para cada caso:

a)sen0=% @b)cos@=—%
Solucién
a) De acuerdo a la condicion dada, sen 6 es positivo. El seno I YA
es positivo en el primer y segundo cuadrante, y ademas
sen 30° = % Entonces, hay dos posibles valores para 8 si %
t4 entre 0° y 360° R 30
esta entre 0°y . < 0 ~ < )
Entonces 6 = 30° o bien 6 = 180° — 30° = 150°.
WV WV

Para 0 en el primer
cuadrante

Para 6 en el segun-
do cuadrante

b) De acuerdo a la condicion dada, cos 0 es negativo. El coseno es negativo en el segundo y tercer cuadran-
. . 3 .
te. Para calcular el valor de 6 se utiliza la calculadora. Se utiliza el valor absoluto de —7 envez del propio

valor.

. . . 3
Considerar el dangulo de referencia a, entonces cos o = 7

Se sabe que la funcion cos™ de la calculadora devuelve el angulo a que
cumpla que cos a =

4 €s decir, cos™ (i) = Q.

4

Pero o es el angulo de referencia y como 6 esta en el segundo cuadrante,
se tiene que

6 =180° — a = 180° — cos™ (%) ~ 138.6°.

De igual forma, si 0 esta en el tercer cuadrante se tiene que

6 = 180° + cos~ (%) ~221.4°.

Cuando se determinan angulos con calculadora hay que tener un
cuidado especial: esta devuelve angulos que estan entre —90° y 90°
para el seno y la tangente, y entre 0° y 180° para el coseno.

Conclusi()n

N

04

y

’
’
’

o
b

o

R\

A4
Para 6 en el segundo

cuadrante

y

N

2
/
/

N

(04

ol
(X
O 7
X

/

Para 6 en el tercer
cuadrante

Para calcular el valor de un dngulo si se conoce una de sus razones trigonométricas, se utilizan dngulos
de referencia. Ademas, si el angulo se encuentra entre 0° y 360° generalmente habran dos angulos que

satisfagan la condicion impuesta.

b2

i~

Calcula el valor de 6 en cada caso si esta entre 0° y 360°.
a)sen0=—§ b) tan 6 =13

@c)sen@:% @d)cos@=—%

KWV



2.9 La identidad pitagorica

Problema inicial
Se denota el cuadrado de una razdn trigonométrica, (sen 6)?, (cos 6)?, etc., como sen?6, cos?6, etc.

Demuestra que para cualquier angulo 60 se cumple que sen?6 + cos?6 = 1.

Solucién
Recordando que sen 6 = % y cos 0 = %, donde r =vx?+ y? entonces,

2 2= (2 4 (B 2 e
senf+cos?f= (£) +(3) =5 +5=4=—=5=1.
r r r r r r

Conclusién
La identidad sen?6 + cos?6 = 1 se conoce como identidad pitagérica y es valida para cualquier angulo 6.

Ejemplo 1

Determinar los valores de cos Oy tan 0 si sen 6 = 1% y 6 esta en el cuadrante .

Utilizando la identidad pitagdrica sen?6 + cos?60 =1,
2

5 2 2
(13)+cos 9—169+c059 1.
_169-25_144 144 _12 144
2 _ 4> _1b69-2> —_ (124
Entonces cos?0 =1 169 165 " 1eg- uego, cos 0= Teo =13 © bien cos 6 T 13 Pero la otra

condicion inicial es que 6 esta en el cuadrante | y en el cuadrante | el coseno es positivo, por lo que

cos 0—1—3. y
Para calcular tan 0, recordar que tan 6 = o0’ entonces
sen@_ 5 .12 _5 13 _ 5

= = = = X =
tan 6 cosf 13 13 13 12 12°

_12 -5
Por lo tanto, cos 0 = 3 vtan 0= Tt

Ejemplo 2

Demuestra que 1 + cot?f = ﬁ para cualquier angulo 6.

Se sabe que tan 0 = %, para (x, y) las coordenadas de un punto del plano. Entonces cot 6 =§, asi

1+cot20=1+(y)—1+ i

ooy oy
1 y 2 r: _ r? 1
Por otra parte, —z=1+ (—) =1x—=—.Porlotanto, 1+ cot?0 = —.
sen2 r ¥y oy sen2

<
Problemasm

1. Determina los valores de sen 0y tan 6 si cos 6 = —% y 0 esta en el cuadrante lIl.
. Determina los valores de sen 8y tan 6 si cos 0 = —% ytan 6 <O0.

. Determina los valores de cos 6y tan 6 si sen 6 = % y 0 no esta en el cuadrante I.

para cualquier dngulo 6. Puedes utilizar la estrategia aplicada en

0s?0 iy > < <
la soluciéon del problema inicial.

. Determina los valores de sen 6y cos 0 si tan 0 = —% ysen 6> 0.

. Demuestra que tan 6 + cot 6 = sec 6 csc 6. Para el problema 5 puedes utilizar el
resultado del problema 4.

2
3
4, Demuestra que 1 + tan?6 = . L
5
6
7

. Demuestra que sec 8 — cos 6 =tan 0 sen 6.

&



2.10 Practica lo aprendido

1. Dibuja cada angulo.
a) 530° b) 780° c) 855°
d) -1360° e)-1210° f) —-630°

2. Determina las razones trigonométricas seno, coseno y tangente para cada angulo.

a) Yy b) yp
P(3, 4) P(=2,2)
4
N O x 7
y4 0 AN A4
N O .;
WV
c) yp d) A
(2.3
PR/ RN
N [e) Jé \0
P(0, -2) ) 0 X
A4
WV

3. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6 y tan 6,
donde 0 < 6 < 90°.

a) 165° b) 855° c) 2385°
d) -140° e) —840° f) —2190°
4. Calcula el valor de 0 en cada caso, donde 0° < 6 < 360°.

a)cosez_g b)tanf=1 @c)sen@:—%

5. Determina sen 6 si cos 0 =% y 6 no estd en el cuadrante .
6. Determina sen 8y cos O sitan 0 = —% y 6 esta en el cuadrante Il.
7. Demuestra que sec?8 + csc?6 = sec?d csc?6.

8. Demuestra que (tan 8 + cot f)tan 6 = sec?6.




Problema inicial
Del triangulo ABC se conocen las medidas de los lados AC=byAB=c¢, y
la medida del angulo A. Determina una férmula para calcular el area del

Recuerda que en un triangu-
lo suele referirse a los angu-
los de acuerdo a las etiquetas

triangulo utilizando razones trigonométricas. de los vértices.
Solucién

Se ubica el tridngulo ABC sobre el plano cartesiano de modo que T Clx, y)

A(0, 0) y B(c, 0), conc >0,y C(x, ¥), cony > 0. Como el drea de un

tridngulo es igual a la mitad del producto de la base y la altura, es b a

necesario calcular la longitud de la altura, la cual se corresponde
con el valor de la coordenada en y del punto C; es decir, y = bsen A.
yd

Ahora, |la base es AB = ¢, entonces, A0, 0)f-. D --"B(c, 0)

A4
Area del AABC = base xzaltura _ (ABZ)(y) - c(bs;nA) _ bcs;nA.

Teorema

Se denota por (ABC) el drea de un tridngulo ABC. Si se conocen las medidas de dos de los lados de un trian-
gulo y el angulo entre ellos, entonces puede calcularse el drea utilizando trigonometria, de modo que

absen C _ bcsen A _ casen B

- - Un tridangulo posee tres alturas,
2 2 2

b a que son aquellos segmentos de
recta que parten de un vértice
y cortan perpendicularmente al

(ABC) =

En adelante, se utilizara la notacion

(ABC) = %absen C= %bcsen A= %casen B. o G S |2do opuesto.
Ejemplo 1 .

Calcula el area del triangulo ABC que muestra la figura.

Como el angulo conocido estd entre los lados conocidos, se puede aplicar la formula

del area directamente. Entonces,

(ABC) = 2 (#)(3)sen 60° = (2)(3)sen 60° = (2)(3) (2 )= 3+. /
i A 3 B
Ejemplo 2
Determina el area del tridngulo DEF que muestra la figura.
F

Como el angulo conocido estd entre los lados conocidos, se puede

aplicar la formula del area directamente. Entonces, 135 5

(DEF) = l(2’)(5)sen 135° =5sen 135° = S(Q) = ﬂ. D E
2 2 2 5
1. Calcula el area de cada uno de los tridngulos siguientes.
a) b) c | d) 3
¢ F.3 L
4 (>E
8 ! H 6
30° 60°
A 3 B D 5

G
2. Deduce la formula del area del triangulo ABC, del Problema inicial, si C tiene ]
coordenadas (x, y),conx <0yy > 0.



3.2 Ley de los senos*

Problema inicial ;
. ‘s a _c
Demuestra que en cualquier tridangulo ABC se cumple que enA-senB - senc }
Solucién

Si se calcula el drea del tridngulo, se tienen tres maneras: Eabsen C, ?bcsen Ay —casen B.
Pero el drea es igual, no importa cdmo se calcule, por lo tanto

1 1 1 ¢
Eabsen C= Ebcsen A= >casen B.
Multiplicando por 2, b a
besen A = acsen B = absen C,
dividiendo entre abc
besen A acsen B _absen C = bésen A _ acsen B _ absen C A p B
abc abc abc abc¢ abe abe '
senA _senB _senC
:> a = b = c y TTEEEEmETmETTTTTTTT (1)
sacando los reciprocos a _ b -_¢ Observa que las razones en la
senA senB senC proporcién relacionan el lado y el

seno del angulo opuesto a este.

Teorema (Ley de los senos)
a b _ ¢

En un tridngulo ABC, se cumple que — e

Como las igualdades anteriores son equivalentes a las igualdades en (1), se puede utilizar cualquiera de las
dos indistintamente, segln sea la necesidad.

Ejemplo
En un tridngulo ABC calcula el valorde bsic=12,B=120°y C = 45°.

Se dibuja el tridngulo ABC y se ubican los datos. Aplicando el ley de los senos, se tiene

b _ 12 p = 12sen 120° _12(£)LQ
sen 120° ~ sen 45° T send5° T 2/

2 C

%

x Z
,\/_

=

N
&
=
N
o
°

5|

[Eny
N
5

" ‘

Por lo tanto, b =66.

P 1Y
roblemas £
Calcula los valores que se piden para el tridngulo ABC.

a)Elvalorde bsia=3,A=30"yB=45"
b) El valorde bsia=9, A=60°y B = 45°.
c) Elvalordecsia=6,A=30°y C=135".
Ed) El valor de bsic=8,B=55°y C=100°.
e) Elvalordecsia=6,A=60°y B=75°
150




3.3 Calculo del angulo de un tridngulo conocidos dos lados y un angulo, parte 1

Problema inicial
B En cada uno de los siguientes casos, determina si puede construirse el tridngulo y en caso afirmativo,
calcula la medida del angulo pedido.
a) En el ADEF, d =16, e =8y D =30°. Calcula la medida del angulo E.

b) En el AMNP, n =20, p =8y P =30°. Calcula la medida del angulo N.

Solucién
a) Se dibuja el tridngulo DEF y se colocan los datos conocidos. Como se conocen dos lados y un dngulo
opuesto a uno de estos se aplica la ley de los senos. Por comodidad, se utilizara (1) de la clase 3.2.
F

sen E _ sen 30°
8 ~ 16

8sen30° _ 8sen30°
16 1

16

1 1
= ==+2==
= senE > 2 8

Cuando senE =% se tiene que E = 14.5° o bien £ = 180° — 14.5° = 165.5°.

., o . Puede revisarse la clase 2.7 de
Se sabe que en un triangulo D + E + F=180°. Es necesario comprobar esta unidad para ver por qué el

que los valores de E encontrados tienen sentido. dngulo E puede tener dos valores.

Para E = 14.5° se tiene que D + E = 30° + 14.5° = 44.5° < 180°, por lo tanto E = 14.5°.

Para E = 165.5° se tiene que D + E = 30° + 165.5 = 195.5° > 180°. Por lo tanto, E no puede tener un valor
de 165.5°.

Luego, con los datos proporcionados puede construirse un solo tridnguloy E = 14.5°.

b) Aplicando la ley de los senos se tiene que:

8 20 20sen30° _ 20sen30° (1) 5
= = = =5(=)+2==— = e 1
sen 30° sen N = senN 8 8 > 2 4 ( ) P
Para sen = —2 se establecerd que esta razén trigonométrica no puede ser ma-

X%+ . ,
yor que 1 o menor que —1. Para cualesquiera numeros reales x y y puede verse que

y? < x* + y* (a un numero positivo se le estd sumando un nimero positivo). Por lo que
—\x? + y? <y < ~x? +y? al dividir todo entre Vx? + y? se obtiene
y M

T <1, esdecir-1<senf <1. 8
Xty

-1<

Luego, de (1), comosenN = %> 1, no hay angulo que cumpla esta condicién ya que el seno no puede ser
mayor a 1, y por lo tanto no puede construirse un tridngulo con las medidas dadas.
Conclusién
Si se conocen las medidas de dos lados y un dngulo opuesto a uno de los lados conocidos, entonces puede

determinarse si el tridngulo puede construirse mediante la aplicacién de la ley de los senos. Ademas,
pueden calcularse todos los dngulos del tridngulo mediante la aplicacion de la misma.

P >

roblemas £
Determina cuantos triangulos ABC pueden construirse en cada caso, calcula ademads la medida del angulo
pedido de ser posible.

a)b=2,c=V2yB=45° Calcula C. b) @ =3, b=V2 yA=120°. Calcula B.
c)b=3,c=V2yC=150° Calcula B. d)b=6,c=v3yC=135° Calcula B.




3.4 Calculo del angulo de un triangulo conocidos dos lados y un angulo, parte 2

B Del tridngulo ABC se sabe que @ =2 cm, ¢ = 3 cm y A = 30°. Construye el tridngulo y calcula la medida del
angulo C.

Problema inicial }

Solucién
Puede construirse primero el triangulo de manera exacta como sigue:

1. Trazar un segmento de longitud 3 cm. Se 2. Con vértice en A trazar un angulo de 30° y trazar
denota A el extremo inicial y B el extremo un segmento de cualquier longitud a partir de

final.
%

T S
0cm 1 2 3 4

3. Con el compas, medir una amplitud de 2 cm y haciendo centro
en B trazar un arco de circunferencia hasta cortar al segmento
trazado en el Paso 2. En este paso, se determinan dos cortes, por
lo que con las medidas proporcionadas pueden dibujarse dos
triangulos.

Para calcular el valor del angulo C, nétese que se conocen dos lados del triangulo y el angulo conocido es
opuesto a un lado conocido, por lo tanto puede aplicarse la ley de los senos:

2 _ 3 _ 3sen30° _ 1); _3
sen30°  senC senC = 2 _3(2 '2_4'
Cuando sen C= % se tiene que C = 48.6° o bien C = 180° — 48.6° = 131.4°. T

Hay que comprobar que ambos valores de C son validos.

¢ SiC=48.6°setieneque A+ C=30°+48.6°=78.6° < 180°.
e SiC=131.4°setieneque A+ C=30°+131.4°=161.4° < 180°. <

\4

48.6°

pie)

Luego, el valor del angulo C con los datos dados puede ser aproximadamente 48.6° 0 161.4°.

Conclusién
Si se conocen dos lados de un triangulo y un dngulo opuesto a uno de estos lados, en algunos casos, pueden
construirse dos triangulos con dichas medidas. A este caso se le llama caso ambiguo.

b ]
Problemasm
B Para cada caso, determina cuantos triangulos pueden construirse con las medidas dadas, y calcula el an-

gulo pedido de ser posible.

a)a=3,b=4yA=30° Calcula B.
b)a=2,c=1yC=20° Calcula A.
c)a=4,b=6yB=60° Calcula A.



3.5 Ley del coseno*

Problema inicial
Demuestra que en cualquier triangulo ABC se cumple que:
c’=a*+ b*-2abcosC

Solucién
Se ubica el tridngulo ABC en el plano cartesiano de modo que A(b, 0) y C(0, 0).

Si (p, q) son las coordenadas del punto B, entonces

N
Yy B
cosC=L Y senC=<,
a a
Porloque p=acosCyq =asenC. a c
Ahora, la distancia del punto A al punto B es
,C(0,0)
d(A, B) =4(b - acos C)? + (0 — asen C)? < of. A, 0) 4
___________ b-_---"_-—’
A4

=+ b*— 2abcos C + a*cos’C + a? sen’C

= \a¥(senC + cos*C) + b* — 2abcos C

= ya? + b>—2abcos C .
Pero la distancia de A a B es la longitud del lado AB del tridngulo, que es c. Entonces,
d(A,B)=c = c*=a*>+b*-2abcosC.

Teorema (Ley del coseno)
En un triangulo ABC se cumple que ¢ = a? + b> - 2abcos C.

De igual forma se satisface que
a?>=b?+c*—2bccosA,
b?>=a?+ c?-2accosB.

Ejemplo

Determina la medida del tercer lado de un triangulo ABC si se sabe que a =6, b =2 y C=45°.

Dibujando el tridngulo y ubicando los datos se observa que se puede aplicar de manera directa

la ley del coseno. Asi,
¢ =62+ (\2)? - 2(6)(V2 )cos 45°

- 36+z—1/2\/§(%
=38-6(2)=38-12=26.
Como ¢ >0, se tiene que ¢ =/26.

<
Problemasm

Para cada caso, calcula la medida del tercer lado del triangulo.
a)Enel AABC,a=V3, b =5y C=30"
b)Enel AABC,b=6,c=4yA=120°.
c) Enel AABC, @ =9, c=9+3yB =150
d)Enel AABC,a=b=4y C=60".
e) En el AABC, a=V2,c=2yB=135".



3.6 Calculo de los angulos de un triangulo conocidos sus tres lados

Problema inicial
EE Del triangulo ABC se sabe que a =8, b =5y ¢ = 7. Determina la medida de los tres angulos del triangulo. }

Solucién
Se puede utilizar la ley del coseno para calcular un angulo del tridngulo. Utilizando ¢? = a? + b?> — 2abcos C,
entonces:
72 =82+ 52— 2(8)(5)cos C A
2(8)(5)cos C=8%*+52-72
80cos C=64 +25-49 7 5
80cos C=40
40 _ 1

cos C=%-3.

Cuando cosC = % se tiene que C=60°.

Para calcular otro angulo se aplica nuevamente la ley del coseno
52=72+8%-2(7)(8)cosB
2(7)(8)cos B = 8% + 72 — 52
112cosB=64 +49 - 25

112cos B =88
_88 _11
cosB = 1127 14"

Cuando cos B =%, B =38.2°.

Luego, A=180°-B—-C=180°—-38.2°-60° = 81.8°.
Por lo tanto, A = 81.8°, B=38.2°y C=60°.

Ve

Observa que para calcular el segundo angulo también se puede utilizar la ley del seno.

7 __5 o cop go 35N 60 =5(V§) 5V3

sen 60° sen B 7 TT7= 14

CuandosenB = 51\?, B=38.2° 0 bien B~ 180°—38.2°=141.8°. Pero si B=141.8° entonces

B+ C=141.8°+60° =201.8° lo cual no puede ser en un triangulo. Por lo tanto B = 38.2°.
éPor qué es preferible utilizar la ley del coseno?

&

Conclusién

Si se conocen las medidas de los tres lados de un tridngulo pueden calcularse las medidas de sus tres
angulos mediante la ley del coseno.

b
Problemasm

B 1. Para cada caso, determina la medida de los tres angulos del tridngulo si es posible.
a)Enel AABC,a=V3,b=1yc=2 b) Enel AABC,a=1,b=2yc=v5

c)Enel AABC,a=5,b=3yc=7 d)Enel AABC,a=6,b=10yc=11
e)Enel AABC,a=V3,b=12yc=9

2. En el AABC expresa cos B en términos de los lados a, b y c.

152



3.7 Practica lo aprendido

1. Calcula el area del triangulo ABC si se conocen los datos proporcionados en cada caso.
a)a=7,c=4yB=45° b)b=10,c=8yA=30°
c)a=1,b=2yC=45° da=4,b=5yC=60°

e)a=6,c=V3yB=120°

2. En el tridngulo ABC calcula el dato que se pide en cada caso, analizando si el resultado tiene sentido.
B a) b=24,B8=38"y C=120° Calculac. b) c=10,A=135°y C=30° Calcula a.
Ec)a=12,b=16yA =45 Calculael B. d)a=3,b=2yB=30° Calculael A.

fde)b=2,¢c=+3yC=120° Calcula el B.

3. Determina el valor del tercer lado en cada caso.
a) b)
C P

60° M
B
A 6

B 4. Calcula la medida de los tres angulos del triangulo ABC para cada caso.

a)a=12,b=7yc=6 b)a=2,b=3yc=4

5. Determina la medida del tercer lado del tridngulo ABC que muestra la figura.

C

60° Utiliza la ley del coseno y resuelve la
2 a ecuacion cuadratica que resulta de
ello.

A

7

6. Resuelve los siguientes tridngulos, utilizando la ley de los senos y la ley del coseno.

a)b=21,A=60°,B=12° b)a=15,¢=7,B=65°

Resolver un triangulo significa
encontrar todas las medidas
de sus lados y angulos.

c)a=3,b=2,c=2 d) c=3,B=110°, C=45°

J

&



3.8 Aplicaciones de la ley de los senos y la ley del coseno

Problema inicial

B Ana sale a correr cada mafiana alrededor de su cuadra que
tiene forma triangular. Primero recorre 4 km, luego 2 km y por
ultimo recorre la Ultima calle para regresar a su casa. ¢Cuantos
kildbmetros corre Ana en total cada mafana si da una vuelta
completa en su vecindario?

N\

Solucién
Para saber cuantos kildmetros corre Ana en total cada manana, hay que
encontrar la medida del tercer lado del vecindario. Como tiene forma X
triangular, se conocen dos lados y ademds el angulo que se conoce es
opuesto al lado que se desea calcular, se utiliza la ley del coseno. 60°

X2 =42+ 22— 2(4)(2)cos 60° = 16 + 4 — 2(4)(2) (zl“) =20-8=12 4km

Esdecir, x2=12 = x=vV12o0x=-+12.

Pero x representa una longitud por lo que no puede ser negativo. Entonces, x = 3.5 km. Luego, Ana corre
cada mafana 4 km + 2 km + 3.5 km = 9.5 km, aproximadamente.

Conclusién
La ley de los senos y la ley del coseno pueden utilizarse para resolver problemas aplicados al entorno
cuando dichos problemas involucren triangulos.

En algunos casos resulta util aplicar la ley de los senos y en otras la ley del coseno, por ello es recomendable
elaborar un dibujo y ubicar los datos conocidos y los datos que se desean calcular para identificar cual de
las dos leyes conviene utilizar.

Problemas.\:
1. Un barco deja un faro A y navega 5 km. En este punto observa un faro B que
estd a 7 km del faro A. Si el dngulo entre las lineas de vision a ambos B%
faros es de 60°, ¢a qué distancia esta el bote del faro B? =

B 2. Una casa tiene un patio en forma triangular y el duefio quiere po-
nerle grama, por lo que necesita calcular el area del patio para
comprar la grama. Dos de los lados del patio miden 40 y 42 metros,
y el dngulo opuesto al lado que mide 42 es de 120°. ¢{Cuantos m?
debe comprar de grama aproximadamente?

B 3. Un herrero desea construir un columpio usando dos triangulos isdsceles en sus
extremos. Si el dngulo distinto mide 30° y el lado opuesto a este quiere que mida 1
metro, écuanto deben medir los otros dos lados?

4. Demuestra que el drea de un paralelogramo es el producto de dos lados adyacentes y el seno del dangulo
entre estos dos lados adyacentes.



3.9 Practica lo aprendido ~N

B 1. Una caja esta sostenida por una cuerda, como muestra la figura. ¢ Cual es
la longitud de la cuerda?

2m

B 2. La capitana de un barco observa dos faros mientras navega. El barco se encuentra a 15 millas de un faro
y a 20 millas del otro faro. Si la capitana determina que el angulo entre las dos lineas de visidn hacia los
faros es de 120°, écudl es la distancia entre los faros?

E3. un granjero tiene un establo y necesita hacer un corral extra. Para ello tiene un lazo de 38 metros y
piensa atar el lazo como muestra la figura. ¢Tiene el granjero suficiente lazo si los nudos estan a una
distancia de 4 metros?

B 4. Un poste de 30 pies de largo se ha inclinado aproximadamente 15° de su posicidn original. El
alcalde de la ciudad piensa sostenerlo con un cable de acero pero necesita calcular cuanto
necesita de cable. Si amarra el cable a 100 pies de la base del poste, icudnto necesita
aproximadamente?

30 pies

ey

5. Se construird la decoracion de un jardin en forma triangular, como muestra la figura. Si cada vértice del
triangulo es centro de la circunferencia sobre la que esta, écual es la longitud de PQ?

=

E6. Un grupo de exploradores estd aprendiendo a navegar para un viaje de supervivencia. Sobre un mapa les
han ubicado tres puntos que deben visitar, sin embargo, necesitan conocer las medidas de los angulos
para saber qué tanto deben girar. ¢Cudles son los dngulos que deben girar para poder visitar los tres
puntos?

¢

Inicio




3.10 Problemas de la unidad ~N

1. De la siguiente figura, calcula las longitudes de los segmentos AD, DC, AC, BD y BC. Racionaliza cuando

sea necesario.
C

A< —LB

2. De la siguiente figura, escribe las longitudes de los segmentos BC, AC, DB y AB en términos del angulo 6.

C

0
.‘__3 -7

-
A D
3. Un pentagono regular esta inscrito en un circulo de radio 7. Calcula el perimetro del pentagono.

B 4. Una escalera de 30 pies de largo yace sobre una pared con una inclinacién de 70°. Determina la
distancia a la que se encuentra el pie de la escalera de la pared.

B 5. Desde la punta de un faro de 50 pies se observa un bote a un angulo de depresién de 11°. éA qué
distancia esta el bote del faro?

B 6. Una antena vertical estd montada en el tope de un poste de 30 pies de '@}f
altura. Desde un punto a 60 pies de la base del poste, la antena subtiende Yy |
’ yid
un angulo de 10°, como muestra la figura. Calcula la longitud 4 de la antena. v I
1{0"'/ “
i '
7. Calcula | ide, si los d f iangulo rectangul 30 pis
. Calcula lo que se pide, si los datos se refieren a un triangulo rectangulo. A ,
I'l' 1
I:" !
a) Sicos 0 =%, calcula sen 6. s !
& 1
l' .
b) Sisen 6 = %, calcula cos 6. 60 pies

c) Sitan 6 =2, calcula cos 0y sen 6.

d) Sisec 8 =7, calcula cos 8y sen6.

8. Calcula la distancia entre P y Q para cada caso.
a) P(-1,3)yQ(2,5) b) P(2,3) y Q(2, 6)

9. Calcula el perimetro del cuadrilatero ABCD que tiene por vértices A(—3, —1), B(0, 3), C(3, 4) y D(4, 1).




~

3.11 Problemas de la unidad
10. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y y respecto al origen. Grafica
¢) P(-2,0) d) P(-1,-1)

en cada caso.
1

b) P(? —1)

d) -735°

a) P(0, 3)
11. Dibuja cada angulo e identifica a qué cuadrante pertenece.
b) -300° c) 1050°

a) 800°
12. Determina los valores de seno, coseno y tangente de 6 en cada caso.
b) y

0

a) .

P(1, 2)
6 P(-1, 0) X
X
c) v d) I
]\ P(4, 1)

//m/. N 2
| % 71 S

P(-1,-2)

tan 6, donde 0° < 6 < 90°.
b) 370° c) 450° d) 535°

a) 150°
14. Determina los valores que se piden en cada caso.

a) sen Oy tan @ si c050=—% y 90° < 6 < 180°.
b) tan O sisen 6 = % y 0 esté en el segundo cuadrante.

c) cos By sen Osisec @=2y 0 esta en el primer cuadrante

15. Calcula el area del triangulo ABC.

13. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6y

16. Calcula los valores que se piden.
a)Elvalordecsia=3,A=60°y C=45"°.

La unidad de medida de la fuerza aplicada
a objetos es el newton y se simboliza por N.

b) El valorde Bsia=1, b =43y A=30°.
c)Elvalordeasib=2,c=2v3yA=150°

d) La medida de los tres angulossia=b =2y ¢ =+3.
e)ElvalordeAsia=4,b=1yB=60°.

E17. Cuando dos fuerzas en direcciones distintas actian sobre un objeto,
la fuerza resultante es la diagonal del paralelogramo formado por las

fuerzas aplicadas. Si dos fuerzas de 12 y 18 newtons actuan sobre un
objeto a un angulo de 75°, écual es el valor de la fuerza resultante?

18N




Anexo. Uso de calculadoras ~

Existen diversos tipos de calculadoras: cientificas, graficas u oficina, entre otras. En este apartado se puede
consultar el uso adecuado de una calculadora cientifica para el calculo de valores trigonométricos. Para saber
qué modelo de calculadora tienes, observa el tipo de teclas que posee y con base a eso podras configurarla.

Calculadoras cientificas

CALCOLADORA GENTIFA Esta es de las calculadoras mas sencillas. Para configurarla para utilizar angulos en
grados se siguen los pasos:

4

gl:-"r'l =5 MODE
0.BREC254038 Presionar la tecla @ dos vecesy presionar la tecla :

Para comprobar que la calculadora estd en grados, debes observar que aparezca la
letra D. Esta letra corresponde a la palabra “grados” en inglés: “degree”.

s N
Esta calculadora es mds avanzada, y para configurarla | DEG viene del inglés grados,
en grados se siguen los pasos: RAD de radianes y GRAD viene
de gradianes. Esta ultima me-
) SHIFT MODE SETUP . . o
Presionar la tecla @ luego la tecla <P dida es cominmente utilizada
) ) en la ingenieria civil para medir
y por Ultimo presionar la tecla @EM . . angulos, y un gradian se calcula
sSin s . .
. ; al dividir una circunferencia en
Muchas calculadoras tienen la tecla como )
o, N . . we 400 partes iguales.
funcion seno, "sin" viene del vocablo inglés "sine". )

En general, cualquier calculadora cientifica puede configurarse de manera parecida: hay que presionar la
tecla MODE y buscar la configuracion "deg" (degree).

Celulares

Muchos celulares inteligentes hoy en
dia traen una calculadora incorporada
y presentan funciones cientificas mas
avanzadas aparte de las operaciones
basicas de suma, resta, multiplicacion y
divisién.

0 .l 97% B9:08 a.m.

o0 Bl 100% W 9:40 a.m.

Para acceder a la calculadora cientifica de
tu celular ve a la aplicacion calculadora
abrela y colécalo de forma horizontal
para que puedas visualizar las funciones.

Aparecera en una parte las funciones bdasicas de las calculadoras y las teclas numerales y en la otra parte
apareceran las funciones cientificas, como las teclas para calcular el seno, coseno y tangente, teclas para
calcular logaritmos, potencias, raices, y los nimeros pi y dureo (el tipo de teclas que aparecen dependen
de la aplicacion).

Al utilizar la calculadora cientifica del celular también debes tener cuidado que el angulo esté medido en
grados, observando si aparece en alguna parte de la pantalla la palabra DEG. Si aparece la palabra RAD,
en este caso hay que buscar la tecla DEG y presionarla. Dependiendo de la calculadora y del teléfono, la
palabra que aparezca puede ser GRAD y no DEG. Hay que tener cuidado que el GRAD del celular no es igual
\_ al GRAD de las calculadoras cientificas. )

©




ldentidades
y ecuaciones
trigonomeétricas

A partir de la introduccion de la trigonometria como parte de los estudios astrondmicos,
se comienzan a trabajar las expresiones relacionadas con las medidas trigonométricas,
algunos historiadores sefialan la India, con mayor exactitud la escuela de Kerala, como
el lugar donde se descubrieron las primeras identidades trigonométricas, sin embargo,
estos resultados fueron obtenidos a partir de construcciones geométricas y propiedades
de los triangulos y la circunferencia; la region arabe fue la que mas interés mostré en la
trigonometria y hacia el siglo X ya tenia un gran avance en el estudio de esta.

El estudio de la trigonometriay la definicion
de las razones trigonométricas como se
conocen en la actualidad fue retomado por
matematicos importantes como Newton,
Euler o Leibniz, hasta llegar a su conexion
con los numeros complejos y su expresion
en series, entre otros resultados, que
han llevado a la trigonometria a tener
un lugar basico para el desarrollo de las
ciencias y la tecnologia, asi como la fisica,
en la descripcion del sonido, la luz o las

La oscilacién que destruyé el puente Tacoma Narrows en  OSCilaciones mecanicas.
1940, se puede estudiar utilizando trigonometria.

Después de conocer las razones trigonométricas, ahora se desarrollara la deduccién de las
identidades trigonométricas mas conocidas; se demostrara el teorema de adicién parasenoy
coseno, y laidentidad para el senoy coseno del angulo doble, para utilizarlas posteriormente
en la resolucion de ecuaciones que tengan expresiones trigonométricas.



1.1 Identidades trigonométricas de los angulos -6, 90° -6y 180° -0

Problema inicial
Demuestra que

1. cos(—0) =cos 6 y sen(—6)=-sen 6 2.cos(90°—6) =sen 6 y sen(90° - 6) = cos O
3.cos(180°—0) =—cos 8 y sen(180°—6) =sen O

Utiliza simetrias respecto al eje x, a la
recta identidad y al eje y.

Solucién
1. De la clase 2.2 de la Unidad 5 se sabe que si P es un punto del plano cartesiano con coordenadas
(a, b), las coordenadas del punto simétrico P' respecto al eje x es (a, —b).

Sea el punto P(a, b) tal que OP = 1 y OP forme un angulo 6 con el eje x. Las coordenadas de P son
(cos B, sen ). Entonces, las coordenadas de su simétrico respecto al eje x es

P'(cos ,—sen @) - (1)
Por otra parte, OP' forma un angulo —6 con el eje x. Por lo tanto, las coordenadas de P' son

(cos(-0), sen(=0))  —oooees (2)

y/\
P(cos 6, sen 0)

N
>
(PR I S

v P'(cos(—0), sen(—8))

Comparando (1) y (2) se tiene que cos(—6) = cos 8 y sen(—6) =—sen 6.

2. Se sabe que si P es un punto sobre el plano cartesiano con coordenadas (a, b), las coordenadas del
punto P' simétrico respecto a la recta identidad es (b, a).

Se considera P(cos 8, sen 0), entonces su simétrico respecto a la recta IN P
identidad es
P'(sen §,cos ) oo (3)

Como P' es el simétrico de P, se tiene que OP' forma un angulo de 90° -6
con el eje x; esto quiere decir que las coordenadas de P' son

N

(cos(90° - 0), sen(90° — ))  ——------- (4) ¢

De (3) y (4) puede determinarse que cos(90° — ) = sen 6 y sen(90° — ) = cos 6.

3. Se sabe que si P(a, b) es un punto del plano cartesiano, entonces P'(—a, b) es su simétrico con respecto
al eje y.



Si se considera P un punto del plano cartesiano, tal que y
OP =1y OP forme un angulo 6 con el eje x, sus coordenadas P! P(cos 6, sen 0)
son (cos 0, sen 0). Entonces su simétrico respecto al eje y es 1

~6
[

1800

P'(-cos 6,sen ) eeeemmeeeeees (5)

N

R\/

Por otra parte, OP' forma un angulo de 180° — 6 con el eje x. 0]
Asi, las coordenadas de P' son

(cos(180° — 6), sen(180° — B))  ------=====mm=-==- (6)

Luego, de (5) y (6) se concluye que cos(180° — f) = —cos 6y sen(180° — 6) = sen 6.

Conclusi()n

Una identidad trigonométrica es una igualdad donde intervienen razones trigonométricas y es verdadera
para cualquier valor del dngulo.

Para cualquier dangulo 6 se cumplen las identidades de dngulos opuestos para el coseno y el seno
a) cos(—6) = cos 6 b) sen(—60) =—sen O

Para cualquier angulo 6 se cumplen las identidades de angulos complementarios y suplementarios para el
coseno y el seno

c) cos(90°—6) =sen 6 d) sen(90° — 6) = cos 6
e) cos(180° — 6) =—cos O f) sen(180°—60) =sen O
Ademas, se cumplen las siguientes identidades para la tangente
g) tan(—6) =—tan 0 h) tan(90° - 0) = ta:\H i) tan(180° — 0) =—tan6
Ejemplo
Representa cada razén en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
1. cos (—40°) 2.sen 120° 3.tan 320°

1. Utilizando la identidad de angulos opuestos, cos(—40°) = cos40°.
2. Utilizando la identidad de angulos suplementarios, sen 120° = sen(180° — 120°) = sen 60°.
3. En este caso se aplica primero la identidad de angulos suplementarios

tan 320° = —tan(180° — 320°) = —tan(—140°) = tan 140° = —tan(180° — 140°) = —tan 40°.
Es decir, tan 320° = —tan 40°.

<
1. Representa cada razdn trigonométrica en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°. Indica qué tipo
de identidad o identidades hay que utilizar.

a) cos(—30°) b) sen 170° c) sen 110°
d) cos 250° e) tan(—60°) f) tan(—100°)
2. Demuestra que tan(—6) =—tan 6.
. 1
3. Demuestra que tan(90° — 0) = g

4. Demuestra que tan(180° — ) = —tan 6.



1.2 Identidades trigonométricas de los angulos 6 + 180°, # — 180° y 90° + 6

Problema inicial
Demuestra que

1. cos(6 + 180°) = —cos O y sen(6 + 180°) = —sen 6 2. cos(6—180°) =—cos Oy sen(f — 180°) =—sen 6

3.cos(90° + f) =—sen By sen(90° + 6) = cos O

la clase anterior.

Utiliza la simetria respecto al origen y las identidades de

Solucién _

a) Sea el punto P(a, b) tal que OP =1y OP forme un angulo 6 con el eje x. Las Y
coordenadas de P son (cos 6, sen 6). Entonces, las coordenadas de su simé- Plgos B,sen 6)
trico respecto al origen son

P'(~cos@,-senf) e (1) o+ 180% 5
ya | N
—_— N O 7
Pero OP' forma un dngulo de 6 + 180° con el eje x, por lo que las coordena- x
das de P' son
(cos(6 + 180°), sen(f + 180°))  —-------mmmemeeen (2) 40
Luego, de (1) y (2) se tiene que cos(f + 180°) =—cos 6 y sen(H + 180°) = —sen 6.
b) El angulo 6 — 180° puede reescribirse como —(180° — ). Entonces,
cos(6 — 180°) = cos(—(180° — 0)) = cos(180° — ) =—cos Oy
sen(@ —180°) = sen(—(180° — 6)) = —sen(180° — B) = —sen 6.
c) El dngulo 90° + 6 puede reescribirse como 180° — (90° — 6). Entonces,
cos(90° + ) = cos(180° — (90° — 0)) = —cos(90° — 0) =—sen Oy
sen(90° + 0) = sen(180° — (90° — 6)) = sen(90° — 6) = cos 0.
Conclusién
Para cualquier dangulo 8 se cumple que
a) cos(0 + 180°) = —cos 6 b) sen(f + 180°) =—sen 6
c) cos(6 —180°) =—cos 0 d) sen(6 —180°) =—sen 6
e) cos(90° + 6) =—sen 6 f) sen(90° + 0) = cos 6
Ademas, se cumplen las siguientes identidades para la tangente
g) tan(6 + 180°) = tan 0 h) tan(6 — 180°) = tan 6 i) tan(90° + 6) =—ﬁ
Ejemplo
Representa cada razdn en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
a) cos 200° b) sen 130° c) tan 250°
a) Como 200° = 20° + 180°, se tiene que cos 200° = —cos 20°.
b) Como 130° =90° + 40°, se tiene que sen 130° = sen(90° + 40°) = cos 40°.
c) Como 250° = 70° + 180°, se tiene que tan 250° = tan(70°).
Problemasu’
Representa cada razon trigonométrica en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
a) sen 100° b) sen 215° c) cos 160°
d) cos 195° e) tan 205° f) tan 290°



1.3 Angulo adicién*

Problema inicial
Demuestra que

a) cos(a— ) = cos a cos f +sen asen 3 b) sen(a + /) = sen a cos f + cos a sen 3
o7 N
Solucién Y
a) Se dibuja una circunferencia de radio 1y el tridangulo OPQ como muestra la P
figura. Las coordenadas de P son (cos «, sen a) y las de Q son (cos £, sen f).
El cuadrado de la distancia de P a Q es o Q
(PQ)? = (cos o — cos f)* + (sen a—sen f5)? <L 3 b 13%

= cos?a — 2cos a cos 5 + cos?f + sen?a — 2sen a sen f3 + sen?f
= (cosa + sen?a) + (cos?f + sen?fl) — 2cos o cos f—2sen a sen 5

=2 —2cos a cos S —2sen a sen L.

Si se rota el tridngulo OPQ un angulo — [ respecto al origen, las coordenadas
de Py Q rotados son P'(cos(a — ), sen(a — f3)) y Q'(1, 0). El cuadrado de la
distanciade P'a Q' es
(P'Q')* = (cos(a - ) — 1)* + (sen(a - ) — 0)
= cos?(a - ) — 2(1)cos(a - f5) + 1 + sen?(a - )
= [cos?(a - ) + sen*(a - f)] — 2cos(a - ) + 1

=1-2cos(a _'B) +1 (Por la identidad pitagdrica, se sabe que)

N
=

=2 —2cos(a - ,B) sen?6 + cos?f = 1, para cualquier 6.
Pero una rotacion conserva distancias, por lo que d(P, Q) = d(P', Q'), es decir V"l
(d(P, Q))* = (d(P', Q)
= 2-2senasenf—2cos acosf=2-2cos(a- /)
= —2(sen a sen [+ cos a cos f) = —2cos(a - )
= cos(a - f3) = sen a sen [ + cos a cos f.
b) Para demostrar esta parte, como sen 6 = cos(90° — 6) y cos 6 = sen(90° — 0), entonces
sen(a + f3) = cos(90° — (o + f))
=cos((90° — a) — f)
= cos(90° — a)cos S + sen(90° — a)sen S
=sen a cos 5 + cos a sen L.
Teorema de la adicién
Se satisfacen las siguientes identidades del angulo adicidn:
a) sen(a + ) =sen a cos 5 + cos a sen b) sen(ot— ) = sen a cos S —cos a sen 3
c) cos(a + f) = cos a cos S —sen a sen 5 d) cos(a—f3) = cos a cos f§ + sen asen 3
Ademas, se satisfacen las siguientes identidades de la tangente: —
o =2 oo eS| Lt o1 |

Observaque a+f=a—(-f), a—f=a+(-0).
Para las identidades b) y c) utiliza a) y b) de la

<
Problemasm
Demuestra los literales b, ¢, e y f del teorema de la adicion.

clase 1.1.
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1.4 Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 1

Problema inicial
Calcula el valor exacto de sen 75°, cos 75° y tan 75° utilizando el hecho que 75° = 45° + 30°.

Solucién
Como 75° = 45° + 30°, entonces
sen 75° = sen(45° + 30°) = sen 45° cos 30° + cos 45° sen 30° Puedes utilizar la tabla de la
) ﬁ(ﬁ) . ﬁ(l) clase 2.6 de la Unidad 5.
2 \2 2 \2
4 4
_V6+V2
R

Para calcular cos 75° se hace de la misma manera,
cos 75° = cos(45° + 30°) = cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30°

ﬂ(ﬂ) _¥2 (1)

2 \2 2 \2
_Ye _V2
T4 4
_ Y6-V2
.. sen(75°)
Para calcular tan 75° se utiliza el hecho que tan 75° = 75 por lo que
Cos

VE+VZ . NE-NZ _ N6+2 _ N6+ N6+VZ _,, 3

tan 75° = = =
o 2 & TN6VZ N6-vZ Vo2

Conclusién
Se pueden utilizar lasidentidades del angulo adicién para calcular valores exactos de razones trigonométricas

de angulos no conocidos.

<
Problemasm

1. Utilizando las identidades del angulo adicion, calcula el valor | | 4104105 especiales son aquellos para
exacto del seno, coseno y tangente de los siguientes dngulos los cuales las razones trigonométricas son

utilizando los angulos especiales. conocidas (0°, 30°, 45°, 60°, 90° y 180°).
Los angulos 120°, 135°, 150°, 210°, 225°,
a) 15° b) 105° 240°, 270°, 300°, 315° y 330° también son

especiales pero pueden calcularse con los
primeros valores mencionados.

c) 165° d) 195°

2. Utilizando las identidades del angulo adicion demuestra que

a) cos(180° + 6) =—cos 6 b) sen(180° — ) = sen 6
c) cos(270° + 0) =sen O d) sen(270° + 6) =—cos 0
e) cos(45° — 6) = sen(45° + 6) f) tan(45° + 0) = %
g) sen(360° + ) =sen O h) cos(360° + 6) = cos 0




1.5 Angulo doble

Problema inicial
Demuestra que
a) cos 260 = cos?6 — sen?6 = 2cos?6 — 1 =1 - 2sen0 b) sen 20 = 2sen 6 cos 6

Solucién
a) Se utiliza la férmula del angulo adicion del coseno:

cos 26 = cos(6 + 0) = cos O cos 8 —sen O sen O = cos?d —sen?6. (1)

De la identidad pitagédrica sen?6 + cos?6 = 1 se deduce que cos?6 = 1 — sen?0, sustituyendo en (1) se
tiene:
cos 26 = cos?’0 —sen?6 = 1 — sen? — sen?6 = 1 — 2sen?6.

Si de la identidad pitagdrica despejamos sen?@ se tiene que sen?f = 1 — cos?6. Sustituyendo en (1) se
tiene:
cos 26 = cos?0 — sen?6 = cos?0 — (1 — cos?6) = cos?0 — 1 + cos?6 = 2cos?6 — 1.
b) Se utiliza la férmula del angulo adicion del seno:
sen 20 =sen(6 + 6) = sen 6 cos O + cos O sen O = sen O cos B + sen O cos O = 2sen O cos 0.

Teorema del angulo doble
Para cualquier dngulo 6 se satisfacen las identidades del dngulo doble

a) cos 260 = cos?6 —sen?d = 2cos?0 —1 =1 - 2sen?b b) sen 20 = 2sen 6 cos 6
Ademas, para la tangente se tiene la siguiente identidad
c)tan 260 = _2tan6_
" 1-tan%
Ejemplo 1

Si90° < < 180°ysenf= % écudl es el valor de sen 260y cos 26?

Si se observa la formula del angulo doble del seno y coseno se necesita calcular cos 6. Como 6 esté entre
90°y 180°, cos O es negativo. De la identidad pitagorica,

3V 9 16 4
2 20 — =2 2 = 2 = — 2 ==Y P
sen’0+cos?f=1 = (5)+c050 1 = cosb=1 =T cos 6 =
_ _o (3)(-4)-_24 = 02 — con? __iz_(z)z_ﬁ_i_L
Luego,sen20—25en9c059—2<5)( 5)— > y cos 26 = cos?6 sen@—( 5) c) T35 3 T35
Ejemploz
Sicos 0 = %, écudl es el valor de cos 26?
Como se conoce el valor de cos 8 se utiliza la identidad cos 26 = 2cos?6 — 1.
 ea2f) 1 = 1)2_ _ (i)_ _1 47
cos 20 = 2cos?6 1—2(4 1—216 1—8 1= 3"

Problemas
1.S5i0°< 0 <90°ycos = %, écudl es el valor de sen 20y cos 26?

2.Sisen O =— g determina el valor de cos 26.

3. Determina los valores de sen 26, cos 26 y tan 20 si tan 0 = 1?2 y 6 esta en el tercer cuadrante.
2tan 6

4. Demuestra que tan 260 = T tand’



1.6 Angulo medio

Problema inicial
Demuestra que
20 _ 1+cosf 20 _ 1-cosf

a) cos 5= T, b) sen 5= >

Solucién
a) Del teorema del dngulo doble se sabe que

cos 2o = 2cos’a — 1.

. ., 0 ,
Si en esta expresién se hace a = 5 se obtendria

O -0t
cos(zz)—2cos > 1,

cos 0 = 2coszg -1,

0
- cos2? = 1+cos

. 0
despejando cos?=.
> > pe) 2

b) De igual forma que en a), del teorema del angulo doble se tiene que
cos 2a = 1 - 2sen’a.

Haciendo a =g se obtiene

O\ _q_ 20
cos(zz)—l 2sen >

cosf=1- ZsenZQ

2 ’
- gen2d - 1=cosb despejando sen2Z
2 2 2
Teorema del angulo medio
Para cualquier dangulo 6 se cumple que
6 _ 1+cosf 0 1-cos @
20 _ 20 _ L1-cosG
a) cos 5 5 b) sen 5 >
Ademas, para la tangente se cumple la identidad
6 _ 1-cosf
tan?>= —=>=7
c)ta 2 1+cosO
P >
roblemas £
1. Demuestra el literal c) del teorema del angulo medio.
- 6 1-cosb
2. Utilizando el resultado del Problema 1 demuestra que tanE =~nf

Para el Problema 2, utiliza la relacién de tang con seng y cosgy la

identidad del angulo doble del seno. Multiplica por un 1 conveniente.

. .l 6 1-cosb 1-cosf 0 1-cosf

3. Si se multiplica tan?= = sellegaaquetan-=+——
P 2 1+cos® 1-cosf saaq 2 senf

tado del Problema 2 en el hecho que hay que elegir el signo + o —. Justifica por qué se elige solo el signo +.

. Esta ultima difiere del resul-

©



1.7 Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 2

Problema inicial

1. Calcula los valores exactos de sen 22.5°, cos 22.5° y tan 22.5°.

0

2.Sicos 0= %, con O en el cuarto cuadrante, determina el valor de seng, cosg y tanE.

Solucién
1. Observar que 22.5° =
tan 22.5° son positivos.

450 . Ademas, 22.5° esta en el primer cuadrante por lo que sen 22.5°, cos 22.5°y

2
o ©_1-cos45’ _ 1-%5  2-2 . Z -
sen222.5° = sen2 32 - 1=cos4s>” 2 _ = cen225°= |2 V2 _ 2 \/5.
2 2 2 4 4 2
V2
e cog 8T Atcosas 1T 2432 : TR
€0s”22.5° = cos*—-=—— = 22 = = €0522.5°= 2+4\/5 _ 2

sen22.5° _ J2-V2 . J2+V2 _J2-V2
c0s22.5° 2 ’ 2 T (242
0

2. Como 0 esta en el cuarto cuadrante significa que 270° < 6 < 360°, por lo que 135° <g < 180°; es decir,i
estd en el segundo cuadrante y por lo tanto seng es positivo y cos>y tangson negativos. Asi,

tan 22.5° =

3
o _1-7% 2 1 9 1 _ 1 N5
29 _ - _— v |2 == -2
Sen’s 2 5x2 = Sen3 5 N5 57
2] 1+5 g 4 0 4 \/Z 2\/5
2 = = = — _ = — —_— = —— = -
cos™ 2 5x2 5 :Cosz 5 V5 5’
2 5 5 5 2 2
Conclusic’m

Se pueden utilizar las férmulas del angulo medio para calcular valores exactos de razones trigonométricas.

b
Problemasm

1. Utilizando las identidades del angulo medio calcula las razones trigonométricas de cada angulo.

a) 67.5° b) 105° c) 112.5° d) 165°
2. Para cada valor de cos 6 determina seng, cosg y tan g

a)c050=%, 0°<06<90° b)cost9=—%, 90° < 6 < 180°

c) cos 6 = —%, 180° < 6 < 270° d) cos 6 = % 270° < 6 < 360°

3.Sisen 0= —% y 180° < 6 < 270° determina el valor de seng, cosg y tan g



1.8 Practica lo aprendido

a) sen(—45°)
d) cos(—130°)

2. Demuestra que:
a) sec(—6) = sec
c) cot(—6) =—cot 0
e) csc(90° - 60) =sec O

3. Verifica que cot 75° = 2 —+/3.

4. Demuestra que:
a) tan(0 + 180°) = tan 6

a)sen0=§y0°<0<90°

c)sec0=?y270°<0<360°

a)sen =—% y180° < 6 < 270°

a) Determina el valor de cos 6.
b) Determina el valor de cos 26.
c) Calcula la medida de BD.

8. Para cada valor de sen 6 determina sen 9

10

b) sen 210°
e) cos(—80°)

6. Determina sen 26, cos 20 y tan 26 en cada caso.

7. Calcula el valor exacto de cos 480° y sen 480°.

2

, cosgytan 0

1. Escribe cada razén trigonométrica en términos de un dngulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.

c) sen 350°
f) tan 135°

b) csc(—60) =—csc O
d) sec(90° - 0) = csc O
f) tan(6 + 45°) tan(45° - 0) =1

b) tan(6 — 180°) = tan 6

5. Demuestra que sen(a + f3) + sen(a — /) = 2sen a cos L.

b) sen9=—§y180°< 6 < 270°

d)cos@=—§y90°<0<180°

g,
b) sen 6= = y 90° < 6 < 180°

9. En la figura, ABCD es un rectangulo, donde AD = 10, DE = 12 y «<BDA = 2<XEDA.

20

Y




2.1 Ecuaciones trigonométricas, parte 1*

Problema inicial
L Resuelve tan?0 = 1 para 0° < 6 < 360°.

Solucién
Para resolver tan?6 = 1. Como estd elevado al cuadrado, se saca la raiz | Sitan® es positivo entonces el angulo

cuadrada a ambos lados y se tiene que tan = +1. Esto significa que | esta en el primer o tercer cuadrante.
tan 6 = 1 o bien tan 6 = —1. Asi, Si t?n 6 es negativo entonces el angulo
estd en el segundo o cuarto cuadrante.

e tan 0 =1 cuando @ =45° 0 6 = 180° + 45° = 225°.
e tan 6 =—1 cuando 6 = 180° —45° = 135° 0 6 = 360° — 45° = 315°.

Por lo tanto, las soluciones de tan?6 = 1 son 6 = 45°, 135°, 225°, 315° cuando 6 esta entre 0° y 360°.

Definicién
Una ecuacion trigonométrica es una ecuacion donde la incdgnita aparece como argumento de una razén
trigonomeétrica.

Resolver una ecuacion trigonométrica es encontrar todas las soluciones que satisfacen la igualdad.

El nimero de soluciones de una ecuacion trigonométrica depende de los valores en los que se limita la in-

cognita; por ejemplo, la ecuacion sen 6 = —% para 0° < 6 < 180° no tiene solucién ya que sen 6 es positivo
para angulos que estan entre 0° y 180°.

Ejemplo

Resuelve 2cos — 6 =—4 para 0° < 0 < 360°.

Para resolver se despeja cos 6 y se obtiene

2cos0-6=-4
= 2cosf=-4+6
= 2cosf=2
= cosf=1

Como cos 6 es igual a 1 cuando 6 = 0° se tiene que la solucién de la ecuacidon 2cos 0 —6=—4es 60 =0°
cuando 6 esta entre 0° y 360°.

*
Problemasm

Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.

a) sen’6) = % b) cos?6 = %
c) tan’0 =3 d) senzez%
e)2senH— B=0 f)2cos6+3=4

g)dsen O +5=7 h) 7tan =23 +tan 0



2.2 Ecuaciones trigonométricas, parte 2 (uso de la identidad pitagdrica)

Problema inicial

L

Resuelve 2cos?d —sen 0 —1 =0 para 0° < 6 < 360°.

Solucién

Se reescribe la ecuacion de modo que aparezca Unicamente sen Oy para ello se utiliza la identidad pitagodrica.

2cos’0 —sen 8—-1=0

_ 20) — _1-
= 2(1-sen’f)-sen-1=0 De la identidad pitagérica cos?0 + sen?6 = 1
= 2-2sen-senf-1=0 puede obtenerse que cos?6 = 1 —sen?6 o bien
= —2sen’f—senH+1=0 sen’f=1- cos’d.
= 2sen’f+sen6-1=0

Si se hace el cambio de variable y = sen 6, la ecuacion se transforma en 2y?+y—1=0.

Al factorizar el polinomio con el método de las tijeras se obtiene que 2y*+y—1=(2y—1)(y + 1) = 0. Pero
y =sen 6 por lo que se tienen dos ecuaciones trigonométricas:

e 2senf—-1=0=>senf= % y esto sucede cuando 6 =30° 0 6 = 180° — 30° = 150°.

esen +1=0=senf=-1y estosucede cuando 6 = 270°.

También puede utilizarse la formula
general para resolver 2y +y—1=0.

Por lo tanto, las soluciones de 2cos?6 —sen 8 —1 =0 son 6 = 30°, 150°, 270° cuando 0° < 6 < 360°.

Conclusic’)n

Ejemplo

<
Problemasm

172

Algunas ecuaciones trigonométricas pueden transformarse en una ecuacion cuadratica utilizando la
identidad pitagdrica, de modo que aparezca solo la razén seno o coseno.

Resuelve 2sen? + 3cos 6 —3 =0 para 0° < 6 < 360°.

Se reescribe la ecuacion de modo que aparezca Unicamente cos 6y para ello se utiliza la identidad pitagorica.

N

2sen?0 +3cos 0 -3=0 Se factoriza 2cos? 8 —3cos 8 + 1 por
= 2(1-cos?f)+3cos-3=0 el método de la tijera
2cos O -1 —cos@
= 2-2cos’#+3cosf8-3=0 J ><J/
> —2c0s*0 +3cos 0 —-1=0 cos 0 -1 —2cos @
= 2cos?0—3cos+1=0 | 2cos0 1 —3cosf

Al considerar la ecuacion con incégnita cos 6 se tiene que 2cos?0 —3cos 6 + 1 = (2cos 8 — 1)(cos 6 — 1) = 0.
Asi,2cos0—1=0 = cos 0 = %, es decir, 6 =60° o 0 =360°-60°=300°.
O biencos@—1=0 = cos O =1, es decir, 0 = 0°.

Por lo tanto, las soluciones de 2sen?f + 3cos @ — 3 = 0 tal que 0° < 6 < 360° son 6 = 0°, 60°, 300°.

Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.
Recuerda que

a)2cos’f+senB-1=0 b) —3sen 6 + cos?0 = 3 “1<senf <1y
c) 4cos?0 + 4N3sen -7 =0 d) 2sen?9 —3 =cos 0 -2 -1<cosf <1.



2.3 Ecuaciones trigonométricas, parte 3 (uso del angulo doble del coseno)

Problema inicial
t Resuelve la ecuacidn trigonométrica cos 26 — 2v/2cos 0 + 2 = 0 para 0° < 6 < 360°. J

S .. Recuerda que
olucion cos 26 = cos?0 —sen?d = 2cos?0 — 1 = 1 — 2sen?6.
Utilizando la identidad del dangulo doble del coseno,
cos 20 —2~/2cos B +2=0

= (2co0s20-1)—-22cos0+2=0

= 20050 —22cos O +1=0
Puede utilizarse la formula general para resolver esta ecuacién, pero también puede utilizarse el método
de la tijera observando que
\2cos 6 -1 —+2cos 6
\2cos 6 -1 —+2cos 6
2cos?0 1 —2\2cos

Es decir, 2c0s?6 — 2+2cos 6 + 1 = (\2cos 6 — 1)(v2cos 6 -1 ) = (\2cos 6 — 1) De aqui se tiene que

1= - 1.\
V2c0s0-1=0 = cos =5 =—=
Ahora, se sabe que cos 0 = % cuando 6 toma el valor de 45° y de 315°. Por lo tanto, las soluciones de la
ecuacion original son 6 = 45°, 315° cuando 6 esta entre 0° y 360°.

Conclusi()n
Cuando en una ecuacion trigonométrica aparece un término cos 26, esta debe transformarse a una ecuacién

donde resulten solo términos con dngulo 6 utilizando la identidad del angulo doble del coseno, de modo
que aparezca una misma razéon. Normalmente, para resolverlas, se debe factorizar y luego igualar a cero
los dos factores que se obtengan, teniéndose dos ecuaciones trigonométricas las cuales hay que resolver.

Ejemplo
Resuelve la ecuacién cos26 + 6sen20 — 1 + (232 — 2)sen § =2 = 0 para 0° < 0 < 360°.

Sustituyendo la identidad cos 28 = 1 — 2 sen?8 se obtiene 4sen?0 + (2N2 - 2)sen 6 -2 =0

Como en el Problema inicial, 2sen 0 \2 2+2sen 6
esta ecuacién puede resolverse J/ \L

con la férmula general, pero 2sen 0 -1 —2sen 0
puede notarse que 4sen2f -2 22sen §—2sen B

Por lo que 4sen?f + (2V2 — 2)senf — V2 = (2sen 6 + V2)(2sen 6 — 1) = 0. Entonces,

sen 0 =— % cuando 6 toma los valores de 225° y 315°, o bien sen 6 =% cuando 6 toma los valores de 30°
y 150°. Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién cos26 + 6sen?0 — 1 + (22 — 2)sen 8 =2 = 0 son 6 = 30°,
150°, 225°, 315°.

*
Problemasm

Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.
a)cos20+cosB=0 b) cos 20 +3sen 8 —-2=0

c)cos280+sen =0 d) cos 20 + 4cos 0 =-3
e) cos 20 —\3cos H -2 =0



2.4 Ecuaciones trigonomeétricas, parte 4 (uso del angulo doble del seno)

Problema inicial
L Resuelve la ecuacion trigonométrica sen 26 + cos 6 = 0 para 0° < 6 < 360°.

Solucién
Utilizando la identidad del angulo doble para el seno, se tiene

sen20+cosf=0
= 2cosBOsenf+cosf =0 aplicando la identidad del angulo doble,
= cosB(2senf +1)=0 factorizando,
= cosf=0 obien 2senf+1=0.

e Sicosf=0entonces 8=90° o 6 =270°.
eSi2senf+1=0 = 2senf=-1 = sen0=—%. Luego, sen0=—%cuando0=180°+30°=210°o
cuando 6 =360° —30° = 330°.

Luego, las soluciones de sen 26 + cos 6 = 0 tal que 0° < 6 < 360° son 6 =90°, 210°, 270°, 330°.

Conclusién
Cuando en una ecuacion trigonométrica aparece un término sen 26 se utiliza la identidad del angulo doble
del seno, sen 26 = 2 cos O sen 6, para transformarla a una ecuacién donde aparezcan solo términos con an-
gulo 6. Normalmente, para resolverlas se factoriza, obteniendo dos valores trigonométricos para los cuales
hay que determinar el angulo que las satisface.

Ejemplo

Resuelve la ecuacién sen 26 + 2sen 0 = 0 para 0° < 0 < 360°.

Al utilizar la identidad del angulo doble del seno, se tiene,
sen26+2senf =0
= 2cosBsenf+2senf=0

= 2senf(cosf+1)=0

De aqui se tiene que sen @ = 0 o bien cosf + 1 = 0.

¢ Sisenf =0 entonces 6 debe ser 0° 0 180°.
e Sicosf+1=0entonces cosfd =-1, por lo que 6 = 180°.

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién sen 26 + 2sen 6 = 0 son 6 = 0°, 180°.

b
Problemasm

Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.

a)sen20+sen =0 b) sen 20 —v3sen H=0
c)sen 20 =sen 0 d) sen 20 ++2cos 6 =0
e)sen20—-cos =0 f) sen 20 + 2sen =0

172



2.5 Ecuaciones trigonométricas, parte 5*

Problema inicial
t Resuelve la ecuacion tan 260 = cot 8 para 0° < 6 < 360°.

Solucién
Se aplica la identidad del angulo doble de tangente y ademas se utiliza el hecho de que cot 6 = -

tan 6
2tan 6 __1
1-tan?6 tanf

= (2tan O)(tan ) =1 —tan? 6
= 2tan?0=1-tan? 6

tan260=cotf =

= 3tan’f=1 = tan29=%

1 V3
nf=t —=t—
= tanf NG 3
N
Luego, se tienen dos casos: cuando tan 6 = ?3 y cuando tan 6 = — ? Asi, Y
210°

eSitan 0 = g entonces 8 =30°0 6 = 180° + 30° = 210°.

/ 30°

N

P\ 2

eSitan 0 =- ? entonces 6 = 180° —30° = 150° o 6 = 360° — 30° = 330°.

A4

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacidén trigonométrica tan 260 = cot 0 tal que 0° < 6 < 360° son
6 = 30°, 150°, 210°, 330°.

Conclusién
Cuando en una ecuacion trigonométrica aparecen las razones secante, cosecante y cotangente se utilizan
las relaciones entre estas y las razones coseno, seno y tangente para transformar la ecuaciéon a una donde
aparezcan Unicamente estas Ultimas razones.

Ejemplo

Resuelve sec 6 csc 6 — ?sec 6 =0para0° <6 <360°.

Puede observarse que hay un factor comun sec6, por lo que se puede resolver por factorizacion.

sec@csc@—?sec0=0 = sec@(csc —ﬂ)

De aqui se tiene que, sec 6 =0 o bien csc 9—¥= 0. Asi,

=0

. 1 . .,
e sec O = 0 significa que ——5 = 0. Pero esto no es posible, ya que una fraccién puede ser cero solo cuando

cosf
el numerador es cero. Por lo que esta ecuacién no tiene solucion.
. 2V3 . 2V3 1 2V3 3 V3
[ ) _—= = — = = = = = —— = —,
O bien, csc 0 3 0, es decir csc 6 3 Pero cscf ond wend - 3 sen 6 i

Esto sucede cuando 6 toma los valores de 60° y 120°.

Por lo tanto, las soluciones de sec 6 csc 6 — ?sec 6 =0son 0=60° 120° cuando 0° < 6 < 360°.

b
Problemasw

Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.
a)2secf+3=sec+5 b) sec @ csc 0 ++2csc =0
c)2senB+1=cscB d)3cscO+5=cscO+9
e) 4(cot O + 1) = 2(cot O + 2) c0t9=%. f)sec 0+ 2 =242



2.6 Practica lo aprendido ~

Resuelve cada ecuacion para 0° < 6 < 360°.
a)5(cosf@+1)=5 b) 4senf—-1=2senf +1
c)3(tanf@—-2)=2tanf -7 d)3tanf++3=0
e)tan’0-3=0 f) cos’0 +senf =1
g)1+senf—cos’0=0 h)cos30—%c050=0
i) cos26 +sen?0=1 j) 3cos260 —4cos’f+2=0
k) sen 260 cos O + 2cos?60 =0 [) sen26 =tan 6
m) 2tan 6 =1 + tan?6 n)tanf—3cotfd=0
- J

Para el Problema 1, calcula el valor
. de sen(a + f) y utiliza la identidad del
2.7 Problemas de la unidad angulo adicion. N\

1.S5i0° < o < 90° sen a =% y cos(ot + f3) = — %, determina los valores de sen f3, cos Sy tan f.

2.Si0° < 6 < 360° resuelve cada ecuacién.
a)sen 260 —3cos 8=0 b) cos20—-sen8-1=0

3.SiA+ B+ C=180°, demuestra que sen(B + C) = sen A.

4. Sitan 35° = x, deduce que
tan 145°—tan 125° 1

1 +tan 145°tan 215°  *°

3\/_+4

5. El angulo 6 cumple que sen(f + 30°) = y sen(6 —30°) = 3\/_ 4 Determina los valores de sen 6y

cos 6.

N J




VVectores y niUmeros
complejos

Unidad

La nocion de vector surge en la matematica como una exigencia de la fisica, ya que hacia
el siglo XVII era necesaria la cuantificacion de fendmenos dinamicos, es decir, dotar
al movimiento de una representacion matematica. Hacia estas fechas se habia tenido
un avance bastante marcado en el algebra abstracta, a modo de lograr separarse de
los valores de los sistemas numéricos comunes y conseguir resultados algebraicos en
cualquier campo numérico que cumpla ciertas propiedades, asi mismo la concepcion
de un numero complejo, cuya estructura hasta ese entonces era meramente algebraica.
Después que se logra el establecimiento tedrico de los numeros reales por el matematico
aleman Dedekind y el ruso Cantor a principios del siglo XIX, se avanza en la representacion
geomeétrica del conjunto de los nimeros complejos, como segmento dirigido o como un
par ordenado en el plano complejo, por el matematico irlandés Hamilton en 1843. A
partir de este contexto se construye el area matematica del analisis vectorial.

El analisis vectorial doté a la fisica de una
herramienta fundamental para la modelacion
de fendmenos como el movimiento, Ia
velocidad, la aceleracion, la fuerza, la carga
eléctrica, los campos eléctricos, el calor,
etc. Ademas que la propia area del analisis
vectorial ha tenido diversas aplicaciones en
los ultimos siglos, como la elaboracion de
mapas (cartografia), modelacion del universo,
trayectorias espaciales, ubicacion de satélites
en el espacio, entre otros.

Uso de la proyeccion estereogrdfica (andlisis vectorial)
para la elaboracion de mapas.

Enestaunidadaprenderdslos conceptosy nociones bdsicas sobre vectores, lasoperaciones
gue se pueden realizar con ellos, la importancia del concepto de producto escalar, y la
relacion del concepto de vectores con la representacion grafica de un nimero complejo,
y se culmina con algunas practicas en GeoGebra para consolidar lo aprendido.



Problema inicial

Una persona se encuentra en un punto A dentro de la ciudad de San Salvador y
desea dirigirse hacia el punto B. Determina:

a) Al menos 3 formas para llegar de A a B.

b) El camino mas corto para llegar de A hasta B.

c) Una forma para representar que el caminovade AaBynodeBaA.

L A
Solucién
a) Algunas opciones para llegar de A a B se muestran en la figura B B
de la derecha.
b) El camino mds corto para llegar de A a B es el que esta en
color rojo.
c) Para representar que este camino va de A hacia B se puede =
utilizar una flecha que lo indique como lo muestra la figura. A A
Definicion

La flecha cuyo punto inicial es A y su punto final es B se conoce como segmento dirigido.

El conjunto de segmentos dirigidos que poseen la misma longitud, direccién B
(inclinacién) y sentido (hacia donde apunta la flecha) se conoce como vector. .

Se representa un vector con cualquier segmento dirigido que pertenece a ese /
vector, si este segmento_c):lirigido tiene su punto inicial A y su punto final B, se A

denota este vector por AB; si no se expresan los vectores con sus puntos inicial
y final se pueden usar las letras minusculas @, b, c, ... por ejemplo, @, b, c.

Dos vectores a y b son iguales si los segmentos dirigidos que los representan ‘G/ .
tienen la misma longitud, direccién y sentido, es decir, uno se obtiene del otro ‘b/
por medio de un desplazamiento paralelo.
La longitud de un vector % se conoce por norma del vector %, y se denota por
— - . . . . -
[lZz]l. Un vector & es unitario si su norma es 1, es decir, ||z|| = 1. R
u
El dngulo entre dos vectores se mide al unir por los puntos iniciales ambos —
s o ° - -
vectores y se utilizan valores de 0° hasta 180°. Dos vectores © y U son Y
ortogonales si el angulo formado entre ellos es de 90°.
b d
1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada - ‘E)
cuadrado es 1, responde: / P -~
z . - e
a) éCuales vectores son iguales? z b
b) é Cuales vectores tienen la misma norma? ‘
. . . \
c) ¢Cudles vectores son unitarios? a/|l - 7/
. 7 hd —
d) éCudles vectores son ortogonales? b Td
2. Considerando el cuadrado ABCD de lado 1, determina: A B
. . A
a) ¢Cuales vectores son iguales? b) La norma del vector AC.
c¢) ¢Cudles vectores son unitarios? d) ¢Cudles vectores son ortogonales?




1.2 Suma y resta de vectores

Problema inicial

Resuelve los siguientes literales: B-.

a) Representa con vectores la forma de ir de A hacia C pasando por B. C

b) Representa con vectores la forma de ir de A hacia B pasando por C. A-
Solucién

a) La representacion seria: b) La representacion seria:
B B
¢ >C
A A

Definicion

figura. En el literal a) del Problema inicial se cumple que AB + BC=AC.
Dados 3 vectores &, U, W se cumple que & + U = U + & (conmutatividad) y
que &+ (U+ W) = (¥ + V) + W (asociatividad).

Al unir el punto final de un vector % con el punto inicial de otro vector
U, se define la operacién suma de vectores como el vector determinado
por el punto inicial de & con el punto final de U, como lo muestra la
. . . . . - ey - q+

Dado un vector ATE, se define el vector BA como el opuesto del vector A_é,
y se denota por —AB, es decir, —AB = BA.

A/
A
-
. 5 . —U
Se define la resta del vector © con el vector v como la suma del vector
— e A e — . B T4
u con—v, u—U=u+ (—U) como lo muestra la figura. En el literal b) del _ v
L. —> —_—  —> —> —> u-—v

Problema inicial se cumple que AC—BC=AC+ CB = AB.

El vector que resulta de realizar la resta Uu- u U+ (-u) se conoce como
- =
vector cero, y se denota por 0 ycumpleque W+0=0+1 =
Ejemplo
Dibuja AB + AC, AB —
Estas representacio-
A . ” C nes de vectores son
o muy importantes.
—AB yime
U
AC-AB

b
Problemasm

Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa las operaciones
de cada literal.

a)8+3 b)a+c oc+d e 7
d)a+e+c e)d-b fd-f g

=3
g -1 hG-b5-¢ - SR 7




1.3 Producto por escalar

Problema inicial
Dibuja el vector que resulta en las siguientes sumas de vectores:

e
A u+u+u ﬁ’/’

b)-u-u
Solucién
e - o
Au+u+u . b)-u-u
U —
/ u
N
N —-U
u
Definicién

g ’ - = .
Para un vector 1« y un numero real r, de modo que u # 0y r # 0, se define el producto por escalar para
representar dilataciones (r > 1) o contracciones (0 < r < 1) en el mismo sentido (r > 0) o en sentido
contrario (r < 0), y se denota por ri.

Para el producto por escalar se cumple que [I7%]l = | 7| |Z]l. Se define que 0z =0 y que 0 = 0.

r>1 o<r<i1i -1<r<o r<-1

A
- 2

Considerando los vectores % y U, los nimeros reales r y s, se cumplen las siguientes propiedades del
producto por escalar:

=

1.r(std)=rsi 2. (r+s)\i=ri+si 3.r({@+7)=rd+rv

. . =g . . . .
Se dice que dos vectores % y U diferentes de 0 son paralelos (o colineales) cuando los segmentos dirigidos
que representan estos vectores, son paralelos. Esto equivale a que existe un nimero real r tal que @ = rv.

Ejemplo

Determina en términos de % y U el vector resultante de la expresion 2(2% + 30) — 3(2% - V).

2(2% + 30) - 3(21 - V) = 2(21) + 2(30) + (-3)(22) + (=3)(-V)

=41 +6U + (-6u) + 3U Recuerda que a-b=a+ (—_)).
) =-2U+9U
Problemasm

1. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el

vector que representa cada literal. }?’ N

1 d A
a) de b) 4d c) 3¢ = >
e
e 3 7 - N -

d) -3f e) - b f) 2d + 3e = b
2. Determina entérminos de &y Uel vector resultante de cada expresion.

a) 4 +30-u-2U0 b) (i — 2U) — (<31 + 20) c) 3(2u + 4v) d) 3(—2u + V) — 2(3u - 40)

©



1.4 Coordenadas de un vector en una base*

Problema inicial -
, - O Q
La siguiente figura esta formada por paralelogramos, expresa el vector OB con los vectores iy J.

[ ] ]
/ /

Y

-

Solucmn B

El vector OB se puede expresar como suma de vectores con 7y7como / / ﬂ—»
J
' J
Utilizando el producto por escalar, se cumple que OB =2i+ 3j_.) M ‘/ ‘/j
o > >

Conclusién o .
A una pareja de vectores i, j ambos diferentes de 0y no paralelos (no colineales) se les Ilama base vectorial.

1
N.l

El punto O se conoce como origen de la base vectorlal y para todo vector u se cumple que, existe un
punto M tal que % = OM. Ademds para todo vector OM existen dos numeros reales Unicos x, y, tales que
OM = xi. +yJ, y se puede expresar el vector como un par or_c)ienado OM = (x, ), a este par ordenado (x, y)
se le conoce como coordenadas del vector OM en la base (7, 7).

Una base es ortogonal cuando l y] son ortogonales, y se dice que una base es ortonormal cuando ademas
de ser ortogonales, tanto 7 C0m0] son unitarios (la norma es igual a 1).

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vectoresl_),I_B), I_), I_i I_), ID en la base (I_), I_))
= (1)1B + (1)IK IB = (1)IB + (0)IK 5 K c
—> —> — 1\ — / / /
- (0)IB + (1)K IJ—(1)IB+(2)IK L f
IA = (-1)IB + (0)IK ID—( 1)|B+(1)IK

Por lo tanto, las coordenadas de los vectores son (1, 1), (1, 0), (O, 1), (1,%), (-1, 0), (-1, 1).

<
Problemasm

Considerando la base (H_)I, I-Té), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.
a) HA b) HK c) HF d) HJ G/J H/K /L
7l
IR S ) e I — s




1.5 Operaciones con vectores en coordenadas

Problema inicial —
Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base (i, j).

a)CTA b)(ﬁ c)(fA+O_I§ /%%%/
d) OA - OB e) 208 f) 3 OA %7%/

(S

Solucién

(T:f)+3f) 6|§=ZL_)+]_') O_,)A+O—)B=T)+3]T)+ZLT)+7
OA=(1,3) OB =(2,1) a&+0_|§=37+47
OA + OB = (3, 4)
(Notaque (3,4)=(1+2,3+1). )
! ° " 7
/S SN S S [ /S [ [ /S
/W /[ _/ [ [/ [ [ S [ TN/ /)
P "y } Ry
7 J i 2/ /S S S
o7 0 o7
OA-OB=1+3j—(2i+)) 208 = 2(2i +J) 3 o= 30T
CTA—_E’,:—LT)+27 2CTI§=4LT)+2]T) %&’u%ﬂf
OA - OB = (-1, 2) 208 = (4, 2) %5’)“(%'1)
(Nota que(-1,2)=(1-2,3- 1).) (Nota que (4,2)=(2x2,2x 1).) [Nota que (%' 1)= (%x 1:% x 3)J
Conclusién
Dado dos vectores & y U con coordenadas % = (x, y) y U = (x/, ') y un nimero real r se cumple que
U+U=(x+x,y+y) U-v=(x-x,y-y) rd = (rx, ry)
Problemas ./
Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base i, j.
NV AV A
2) OA b) OB ) GA + OB GOA-08 A
SL/AN
—> 3 — —> —> - - \ \i B\ \
e) -30B f) 5 OA g) OA + 20B h)30B-20A | | T\
N WA

©



1.6 Vectores y coordenadas de puntos

Problema inicial ~
Sean A(2, 1) y B(3, 3) dos puntos en el plano, con coordenadas en la base J 5
ortonormal (e, E;) gue muestra la figura. 2

- 1
a) Calcula las coordenadas del vector AB. 2 A A
2
. — > X
b) Determina la norma del vector AB. -1 g et 2P
x J
Solucién

a) Considerando los vectores OA y OB con coordenadas (2, 1) y (3, 3) respectivamente en la base
ortonormal (e}, ).

y
Entonces se cumple que 2 IC B
AB = OB - OA 1
. et A |D
AB=(3,3)-(2, 1) =N AR ANEN
-1 1
AB = (1, 2) = OC.

b) La norma de este vector se puede calcular aplicando el teorema de Pitagoras al AABD, de modo que
IABI = VIZ+27 = 5.

Conclusién . .
Considerando en el plano los puntos E,(1, 0) y E,(0, 1) que definen los vectores e, = OF, y e, = OE,. Se tiene

que los vectores €, y €, forman una base ortonormal.

.
Dado un punto A(x, y) en el plano, se cumple que OA = (x, y) en la base (e}, &), y que [IOA]l = Va? + y* .
Si B(x', ') es otro punto, entonces se tiene que

,@):(ﬁ—ﬁ:(x'—x,y'—y) y que,

IABI = N(x'—2)2 + (' — )2 .

b
Problemasm

1. Dados los puntos Ay B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (e, &) definida

arriba.
a)A=(2,1);B=(3,1) b)A=(3,0);B=(1,2) c)A=(1,1);B=(0,2)
d)A=(0,1);B=(-2,1) e)A=(-1,-3); B=(-1,-2) fyA=(1,-1);B=(1,-1)

2. Considerando las coordenadas en la base (e, ?Z)ie un vector % = (2, 4) y un punto A = (1, 3), determina
las coordenadas de un punto B que cumpla que AB = .



1.7 Paralelismo

Problema inicial
L Considerando el vector % = (2, 3), determina el valor de x para que el vector U = (x, —9) sea paralelo a &

(@ 1D).

Solucién
Se considera un numero real r que cumple: Dos vectores 7 y ¥ diferentes de 0 son
paralelos si existe un numero real r

(x,=9) =r(2, 3) que cumple ri = U.
(x, =9) = (2r, 3r)

{x=2r...(1)

-

—
UV=ru

Y entonces se debe cumplir que

—9=3r...(2)

Luego se resuelve la ecuacién (2), y se tiene: r=(-9)+3=-3.
Finalmente se sustituye el valor de r en (1): x=2(-3)=-6.

Por lo tanto las coordenadas del vector U son (-6, —9).

Conclusién
N - . - - . . ’
Dado un vector u = (x, y) # 0, se tiene que otro vector v es paralelo a u si existe un numero real r de modo

que U= (rx, ry).

Un vector u = (x, y) es distinto
Ademés, en una base ortonormal, para la norma del vector ¥ se cumple que | 9€! vector cero six 0.y son dis-
tintos de cero (ambos inclusive).

DIl = N(re)2 + (ry)? = |[rNa? +y2 = | ]l

Para todo numero real r
se cumple que V2= |r].

Ejemplo

Determina los vectores paralelos al vector % = (-3, 4) que tienen norma 15.

Si U'es un vector paralelo a i se cumple que T = ri, entonces:

5l = |7zl
15=|rN(-3)? + 4
15=5]r|
|r] =3

r=4%3,

por lo tanto los vectores son: 3% = 3(-3, 4) = (-9, 12) y —3u = —3(-3, 4) = (9, -12).

*
Problemas.\ﬁ

- - o
1. Calcula las coordenadas de v para que « y v sean paralelos.

a)u=(2,1),0=(x 3) b)w=(3,1),v=(x,-3) c)u=(6,3),0=(2x) d)©z=(2,4),0=(-1,x)

2. Determina los vectores paralelos al vector &7 que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas
en una base ortonormal.

a) ¥ = (4, 3), norma 10 b)u=(-3,-4),normal c¢)#=(1,2), norma5 d) % =(2,2), norma 4

3. Encuentra las coordenadas del punto C de un paralelogramo ABCD, si se cumple que A=(1, 2),B=(3,5)

y D =(0, 0).
182



1.8 Practica lo aprendido

1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada cuadrado es 1, responde:

a) éCuales vectores son iguales?

A

— —>

5. Considerando la base (Gl, GD), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.

J L
SN N
H

e

AN

a) GC b) GL ¢) GB d) GK Q -
N\ E\B

i)

=
[4

6. Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base i,

— —
b) é Cudles vectores tienen la misma norma? g 7?) S -
c) ¢Cuales vectores son unitarios? d
d) éCuales vectores son ortogonales? N reid
a -
b
2. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa la operacidn de
cada literal. N
7
— - =
a)a+b b)¢-b 3 b
a N
- -
c)a+b+c dd-b+7¢

3. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa cada literal.

— 17 —
a) 4a b) ?b - C
35 L oo b
c)-3 d)-3a+b 7
4. Determina en términos de  y v'el vector resultante de cada expresidn.
a)2u+U0-3U-U b) (31— 0) - (-2U—-31) c) —2(3u - 20) d) 2(-u + 30) = 3(« + 20)

C

Ji \\\\\\\

\

o 5 Gesh @ohoos \ALLL L
OA b) OB OA + OB d) OA-0B d
" ’ o ’ TS T
e) -208 f)%O_B) g) OA + 30B h) —20A-30B \\ \Oél\ \

A\

\ B\
A

7. Dados los puntos Ay B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (é’l, E;).

a)A=(3,1);B=(42) b)A=(-2,1); B=(-3,2) c)A=(-1,-1); B =(-3,-2)

ey il
de un vector OB que cumpla que AB = 7.
- - o
9. Calcula las coordenadas de v para que u y v sean paralelos.

a)u=(1,3),0=(x 12) b) @ =(3,9),V=(x,—6)

en una base ortonormal.

a) % =(3, 2), norma 13 b) % = (-2, —4), norma 10

N

8. Considerando las coordenadas de un vector % = (-2, 1) y un vector OA= (3,5). Determina las coordenadas

10. Determina los vectores paralelos al vector & que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas

J
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2.1 Proyeccion ortogonal

Problema inicial

-
Para cada uno de los siguientes triangulos determina el punto donde se interceptan la altura del vértice B
a la base AC.
a) B b) B o) 5
C C
C A A A
L J
Solucién
Trazando la altura de cada tridangulo y localizando el punto de intercepcién:
a) B b) B c) B
C A
C H A H
Conclusién . . . .
Dados dos vectores AB y AC se define la proyecciéon ortogonal de AB sobre AC, por el vector AH, y se
cumple que BH es ortogonal a AC.
B B
C—2LWd A C< C< |_|A
H
Ejemplo

Determina la proyeccién ortogonal de % sobre U para cada caso.

a) b) c)

N
=
N
y
O gl

A

o! < =
5) H‘ (0] H (0] U

<
Problemasm

. .7 — —
1. Grafica la proyeccién ortogonal de u sobre v para cada caso.

< —
U
a) . b) c) A
- - u u
U U N
(0] > 0 U T
A
5
_

2. Grafica la proyeccion ortogonal de U sobre % para cada caso.

a) R b) c)
u -
4—5)/
0]

<l

@)
\

©



2.2 Producto escalar de vectores paralelos
Definicion
Sean © y U dos vectores paralelos (colineales). Se denota el producto escalar de los vectores Zy U por ¢ - U

se define por: i ) ) )

Y . — —_ | @D, si @y tienen el mismo sentido.
u-v= == R ] 2

—llzllllvll, si u y U tienen diferente sentido.

- - . =
Cuando@=000U=0, se define? - U=0.

Ejemplo 1 .
Las divisiones de la recta [ son regulares y el vector Ol es unitario, determina:
) OA- 0B b) O -0C A S N S B
C) m C_é d) Ké . A_C): T T T T T T T T T
a) En este caso tzﬂto (i&_)com_o)ag tienen el mismo b) En este caso O_AyO_)Ctienen diferente sentido,
sentido, OA - OB = ||OA|IlIOB|l =2 x 4 = 8. A - OC =—||0OA|lllOC|l =—(2 x 3) =—6.
> ! SIS S S
c) En este cigogntogccl‘go C_B> tienen el mismo d) E_)est_e) asoé_)?yg)()itienen diferente sentido,
sentido, IA- CB = [[IA|lIICBIl =1 x 7 =7. B - AC =—lIABIIIIACIl = —(2 x 5) = -10.
2! !
Ejemplo 2 e
Sean Ay B dos puntos tales que AB = 4. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.
M A B A B M A M B
—t—t——t———t—>— >ttt — >t
AB-AM =—(4 x 4) =-16 AB-AM =4x8=32 AB-AM=4x2=8
Ejemplo 3

Sean Ay B dos puntos tales que AB = 4. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.

— —> — —> —>

a) AB-AM =8 b) AB - AM = —12 c) AB-AM = 16 d)AB-AM =0
A M B M A B A B A B
— ettt F———1> ———1>
M M

P *
roblemas £ .
1. Las divisiones de la recta / son regulares, y el vector Ol es unitario, determina:

a) OA - OB b) OA - OC
c)1A-CB d) AB - AC —t—

2.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 2. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.

3. Sean Ay B dos puntos tales que AB = 6. Dibuja el punto M en la recta AB para cada literal.
a) AB - AM = 24 b) AB - AM = -3 c) AB - AM =-36 d)AB-AM =0

67



2.3 Producto escalar de vectores no paralelos (no colineales)

Problema inicial

Expresa el producto escalar del vector U’con la proyeccidn de u sobre el vector .
a) b) c)
ZL) / -
7, u
u
0] - > - T 0 < 7 0]
L
Solucién
Se encuentra la proyeccion ortogonal de % sobre U.
a) b) c)
/ u
1 u o
(0] => > < - > < T4
U H v 0 H U H
> O ~ - A0 =M > 0 _ = R
U - OH = ||TIlIIOH]| U+ OH =—|[UIllIOH]| U-OH=7-0=0

Definicion

- o = .z - - o .z
Sean © y U dos vectores no paralelos, y sea ©’ la proyeccién ortogonal de © sobre v y U’ la proyeccion

-, 5 5 5 .
ortogonal de U'sobre i, entonces &’ - v = u * U'. Se define el producto escalar de los vectores & y U por:

-

- S = o >
u'v=u *"v=u"'v

. . . , - >
En el producto escalar se cumplen las siguientes propiedades para un nimero real ry tres vectores u, vy w:

1) @ -4 = gzl = IZ1?
U=

AOAH ~ AOBI,

2)Uu-v=v-u ! porlo tanto, OB-OH = OA-Ol.
N “i.. Luegou'-vU=1u-T.

Nu:-(V+w)=u-U+uW,({U+V) W=Uu-w+v-w P

4)4-(rv)=(ru)-v=r(E- ) = “5.B

~N

El producto escalar cumple que si dos vectores son ortogonales, entonces su producto escalar es 0y viceversa
(si el producto escalar de dos vectores diferentes de cero es 0 entonces los vectores son ortogonales).

Ejemplo
Sea ABC un tridngulo rectangulo en A, expresa los productos escalares: a) B
a) AC-BC=AC-AD b) CA-BC=CA-AC
—_ —> 2
=AC-AC =-AC
= AC? C A
c)BA-CB=BA-AB d)AB-CA =AA-CA
= —AB? =0-CA
Problemas ./ =0 b
1. Considerando un cuadrado ABCD de lado 4. Calcula los siguientes productos escalares.
a) AB - AC b) CD - AC c) AB - DA d)AB-CD e)CD-BO o
A B
2. Teniendo el trapecio rectangulo ABCD, con AB=4, AD=2y CD = 3. D
Calcula los siguientes productos escalares.
a)AB-CA  b)CD-AC c)DC- DA d)AB-CD
ALl




2.4 Forma trigonométrica del producto escalar

Problema inicial ~
Calcula el producto escalar de los vectores 7y U si se sabe que [lZZ]l = 2, ||Ull = 3 y el dngulo entre los vectores
es o =60°0120°.

Puedes utilizar razones trigonométricas
a) N b) para calcular el producto escalar.
u
u
0 120° . - ,
60 R _ Lasrazones trigonométricas de angulos
L U v notables son: 5
1 V3 N2
S cos 60° = 5  cos 30° = - cos 45° = —
olucién sen60°=3 sen30°= L sen45°= Nz
ny = - - 2 2 2
Se encuentra la proyeccion ortogonal ' de u sobre v.
a) b)
120°
T v
= o o o - - - - —
u-v=u-v=Iulll u==la'l il
—,
. _ Izl . llze'll
Puesto que: cos 60° = —— cos 120° =—- =+,
Izl Izl
- - ° — - °
entonces: lz'll = llullcos 60 llz'll = —llullcos 120°,
por lo tanto @ - ¥ = |'ll 151l = 17|l Tllcos 60° 4 -0 =1u'llvllcos 120°
=2x3x+=3 =2x3x<_l)=_3_
2 2
Conclusién
Considerando dos vectores &'y U, se cumple que % - U = lZll[Tlicos a. T \
A partir de la expresion @ - U= [|Z]llIU]icos a
= o5 5 o
Uuv=0v"u.

es sencillo demostrar que

N

entre los vectores 4 y U.

LA a se le llama angulo formado

1
S

Ejemplo
En los siguientes vectores se cumple que [|Zll = 3, Y]l = 2\/§y U - U=9. Determina el angulo formado entre

los vectores Wy U.

Se cumple que % - U= lZllllvllcos a (a es el dngulo entre % y U) entonces para calcular el dngulo entre 7y U:

9 = 3(2V3)cos a.
De la clase 1.1 de esta unidad
] .9 _¥3 ,
uego cos a = o 2 se sabe que el angulo entre dos
3 vectores esta entre 0° y 180°.

Como 0° < a < 180°, entonces o = 30°.

P £
roblemas £
1. Calcula el producto escalar de % y U, considerando que « es el dngulo formado entre ambos vectores.

a) llzll =7, VIl = 4, o = 60° b) Izl = V3, IITll = 4, o = 30° c) 1zl = 2, Il = 22, o = 45°

2. Determina la medida del dngulo formado entre los vectores ¥ y U para cada literal.

b) Izl =3, 1IVll=2yuw-U=3 o) ll@ll=v2,10l=3y% -T=-3

a)lull=2,Ivl=4yu-v=4



2.5 Producto escalar de vectores en el plano cartesiano

Problema inicial - S
L Considerando una base ortonormal (Z, j), % = (x, ¥) y U = (x', y') dos vectores & = x1 + yj, U = x'
. - =
mina & * .

Solucién .
U-U=(xi+y))- (x'i+yY)
=7 X'+ X - y'7+ yj_)- x'7 + _){]T)' y'j_> por propiedad 3,

= xx'(?-?) + xy'(?-]_'s +yx'(7- 3 +yy'(]'_>-j_)) por propiedad 4,

= xx' 212 + xy'(0) + yx'(0) + yy‘l[ﬁl2 porque_i),fson ortogonales,
=xx'(1) +yy'(1) porquer_)son normales.

=xx' +yy'
Conclusién
Dados dos vectores = (x, ), U = (x', ¥') en una base ortonormal, se cumple que:

0-U=xx'+yy'

Ejemplo

Determina el producto escalar de los vectores & = (3, 2), U = (1, 2) en una base ortonormal.
U=(3x1)+(2x2)

& & &

‘TU=3+4
T=7

<
Problemasm

1. Determina el producto escalar de los vectores % - U en cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(4,1),v=(2,3) b)i=(=2,3),v=(-1,-2) c)w=(2,-3), U= (-3,-2)

2. Encuentra el valor de x que hace que los vectores i/ y U sean ortogonales. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(-3,1),v=(2,x) b)Z=(1,0), V= (x,-2) Siel producto escalar de dos vectores
diferentes de cero es 0, entonces los

0 7= (x, 2), 7= (-1, x) d) 7= (2, %), T= (x, 5) vectores son ortogonales.

e)u=(2,1),U=(x 3) f)i=(2-x,3),0=(1,2+x) g)ui=(1-xx),0=(3x,2x—1)

& 3. Determina la medida del dngulo formado entre los vectores de cada literal. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a) L_Zz (41 1)1 U: (21 3) b) a’) = (_21 3)/ E): (_11 _2) C) L_Z: (21 _3)1 U: (_31 _2)
Aplica la forma en que se utilizé el

producto escalar en el ejemplo de la
clase anterior.



2.6 Practica lo aprendido ~

. .7 d d
1. Grafica la proyeccién ortogonal de u sobre v para cada caso.

a) - b) 7 o c) o_u
\U v
0o —
U
2. Grafica la proyeccion ortogonal de U sobre & para cada caso.
a) - b) 7 0 c) o__U
u i
o S
U
3. Las divisiones de la recta [ son regulares, y el vector Ol es unitario, determina:
a) OA - OB b) OA - OC , K OB L C

4. Sean Ay B dos puntos tales que AB = 1. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.

a) A es el punto medio de BM b) B es el punto medio de AM c) M es el punto medio de AB

5.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 3. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.

— —> —>

a) AB - AM =2 b) AB - AM = -6 c)AB-AM =0

6. Considerando un cuadrado ABCD con centro O y lado 3. Calcula los siguientes productos escalares.

a)AD - CA b) CD - BC c) BD - AC D . C
A B
7. Calcula el producto escalar de % y U, considerando que a es el dngulo formado entre ambos vectores.
a) llull =6, IVl = 5, o = 60° b) lZll =3, IIUll = 4, a = 150°

8. Determina la medida del angulo formado entre los vectores 1 y U para cada literal.
a) lldll =5, vl =6y -U=15 b) Il =3, IVl =2y & -U=-3

9. Determina el producto escalar de los vectores % - Uen cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(2,-1),v=(-1,0) b) % =(-3,4),V=(-4,-2)

10. Encuentra el valor de x que hace que los vectores &/ y U sean ortogonales. Considera que las coordena-
das de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(1-3x,2),0=(2,4+2x) b) 7 = (2 - 3x, 2x), U = (2x, 3x + 2)

11. Determinalamedidadeldnguloformado entre los vectores de cada literal. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a) u =(-5, 3), U= (-6, -10) b)u = (%g) 0'=(0,2)




3.1 Representacion geométrica de los numeros complejos

Problema inicial
Considerando el nimero complejo z = 2 + 3i, representa en el plano cartesiano el vector Z = (2, 3) utilizando
como base los vectores ortonormales €, = (1,0) y €, = (0, 1).

L

Solucién Y

3

2 _)/

ezl\

> X
-1 =11 2 3

—? 21

Conclusi()n

El plano cartesiano es una base de vectores ortonormales y las coordenadas de un punto A en el plano
. == - -
equivalen a las coordenadas del vector OA en la base ortonormal (e, €,).

Eje imaginario

Un nimero complejo z = a + bi, se puede representar en un
plano en donde la primera coordenada (eje x) es la parte real
(a) del numero z, y la segunda coordenada (eje y) es la parte b z3a+bi
imaginaria (b) del nimero z.

El plano donde se ubican los nimeros complejos se conoce 0 1 7 Eie real
como plano complejo. El eje horizontal se conoce como eje
real y el eje vertical se conoce como eje imaginario.

Se define el médulo del nimero complejo z = a + bi, como la norma del vector (a, b), y se denota por |z|,

es decir: |z] = Va?+ b2 .
Ejemplo
Determina el médulo del nimero z = 2 + 31.
|z] =22+ 32
=13

b
Problemasm

1. Representa los siguientes numeros complejos como puntos en el plano complejo y determina su mddulo.
a)z=2+3i b)z=-4-21 c)z=-1+2

dz=3-1 e)z=4 flz=—41

2. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo.
a) b) c)

Recuerda que el conjungado de un numero

3. Demuestra que |z]|? = zZ. : S :
complejoz=a+ biesz=a-— bi.



3.2 Operaciones con numeros complejos en el plano complejo

Problema inicial
Considerando los nimeros complejos z =2 + 21 y w = 1 — 4i representa los siguientes numeros en el plano

complejo.

a)z b) w w+z dw-z e) 2w
Solucién .
a) Se representa el punto (2, 2). -
b) Se representa el punto (1, —4). o
c)w+z=1-41+ 2+ 2i=3-2i, entonces se wre
representa el punto (3, -2).
d w-z=1-4i—-(2+ 2i) =-1- 61, entonces se w
representa el punto (-1, —6). w—|z
e) 2w = 2(1 — 4i) = 2 — 81, entonces se representa
2w

el punto (2, -8).

Conclusién
Dados dos numeros complejos w =a + biy z = ¢ + di, se cumple que la suma de niUmeros complejos w + z
equivale al nimero complejo representado por las coordenadas (a, b) + (¢, d).

Andlogamente, la resta de numeros complejos w — z equivale al nUmero complejo representado por las
coordenadas (a, b) — (c, d).

Y el nimero complejo que se representa en el plano por el vector (ra, rb) es rw.

Observar que las operaciones con nimeros complejos en el plano complejo se comportan como las opera-
ciones de vectores en el plano.

Ejemplo
Considerando w = 2 + i, representa en el plano complejo los nimeros: 0 w
a)w b) w c)—w d)-w i
0 1
—w w

*
Problemasm

1. Considerando los nUmeros complejos z=2 — iy w = 3 + 2i representa los siguientes nimeros en el plano

complejo.
a)z b) w Quw+z dw-z e)z—w
f) 2z g)—w h)z i)—w j)2w -3z

2. Utilizando los numeros complejos graficados en la figura, representa los si- 4
guientes numeros complejos.
aw+z b)w-z z-w -
d)-w e)-z f)2w -z ol T




3.3 Forma trigonomeétrica de los numeros complejos*

Problema inicial

Utiliza razones trigonométricas para expresar el nimero complejo representado por el Y
punto cuyo mdédulo es 2 y el angulo medido desde el eje real al segmento Oz es 60°. i Zebe
(o) 1
Solucién
Un numero complejo z representado por el vector del plano, debe ser -
expresado en la forma z = a + bi donde a es la coordenada del vector en )
x,y b esla coordenada del vector en y.
i
De la definicion de seno y coseno se tiene que:
60°
oz @ _a oz b_0b

cos 60° = 21~ 2 sen 60 B 0 1

Luego, a=2cos60°y b =2sen60°.

Por lo tanto, el nUmero complejo representado por este vector es 2cos 60° + (2sen 60°)i, que puede ser

expresado por:
z= 2(%)+ Z(g)i =1+v3i.

Conclusién
El angulo formado entre el eje real y el segmento Oz, tal que z es un nu-
mero complejo, se conoce como argumento del nimero complejo, y se
representa por arg(z). Si 0 es argumento de z, entonces todos los angulos
de la forma 6 + 360°n son argumento del mismo nimero complejo z.

Para un nimero complejo z con médulo |z| y argumento 6, se cumple
que: o 1

”
v

z=|z|(cos O +1i sen 6).

b
Problemas.w

1. Expresa el numero complejo representado en cada plano complejo y cuyo médulo es el que se indica.

a) |z| =2 b) |z| =2 c)lz]=3
T ° [
: 210 1
13
6: o« (0] 0
ol z
z

2. Determina el nimero complejo z si su mddulo y argumento es el que se indica en cada literal.
a) |z| =2,0=45° b) |z] =3, 0 =30° c)lz]=1,6=135° d) |z] =2, 0 =150°



3.4 Multiplicacion de numeros complejos en su forma trigonométrica

Considerando dos nimeros complejos z = |z|(cosa +isena),y w = |w]|(cos B + i sen 3), determina zw.

Problema inicial }

Solucién
El teorema de adicion es:

sen(o + 3) = sen a cos 3 + sen f3 cos a
cos(a + B) = cos a cos B —sen a sen 3

zw = |z|(cos a+isena) x |w|(cos B+ 1 sen )
= |z||w]|(cos a+ i sen a)(cos 3 + 1 sen fB)
= |z||w]|[(cos a cos B —sen asen ) + i (sen a cos 3 + sen 3 cos a)]
= |z||w]|[cos(a + B) + i sen(a + B)] (aplicando el teorema de adicidn).

El nimero complejo que resulta tiene como mddulo la multiplicacion de los mdédulos, y su argumento es
igual a la suma de los argumentos de los dos complejos.

Conclusién

En la multiplicacién de dos nimeros complejos z= |z|(cosa + i sena) y A
w = |w|(cosP + i sen ) se cumple que el nimero complejo resultante /
tiene como médulo la multiplicacion de los médulos y el argumento es
la suma de los argumentos de los nUmeros multiplicados. !’é)’
X
. LA /'2“[5
zw = | z| |w|[cos(a + B)+ i sen(a +P)] X
o] "1
Ejemplo

Realiza la multiplicacion zw si z = 2(cos 20° + i sen 20°) y w = 3(cos 10° + i sen 10°).
zw = 2(cos 20° + 1 sen 20°) x 3(cos 10° + i sen 10°)
=2 x 3 [cos(20° + 10°) + i sen(20°+ 10°)]
= 6(cos 30° + i sen 30°)

o)

=3V3 +3;

*
Problemasu

1. Determina el producto zw para cada literal.
a)z=cos 14° +1sen 14°y w = 2(cos 16° + i sen 16°)
b) z =2(cos 40° + i sen 40°) y w = 5(cos 20° + i sen 20°)
c) z=3(cos 100° + i sen 100°) y w = 4(cos 50° + i sen 50°)
d) z=6(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 160° + i sen 160°
e) z=2(cos 208° + i sen 208°) y w = 2(cos 107° + i sen 107°)
f) z=3(cos 140° + i sen 40°) y w = 2(—cos 170° + i sen 10°)
g) z=5(cos 170° + i sen 10°) y w = 3(cos 70° + i sen 70°)

2. Grafica los numeros z, w y zw, para cada uno de los literales anteriores.



3.5 Division de numeros complejos en su forma trigonomeétrica

Problema inicial
Considerando w = 2(cos 40° + i sen 40°). Determina el valor de z que cumple que zw = 6(cos 60° + i sen 60°). }

Solucién
Tomando z = | z|(cos 6 + i sen 6), entonces:
zw = |z|(cos 6 + 1 sen 6) x 2(cos 40° + i sen 40°)
=2]|z|[cos(40° + O) + i sen(40° + 6)],

ademas se sabe que zw = 6(cos 60° + i sen 60°),

luego: 2|zl =6
40° + 6 = 60° + 360°n con n un numero entero.

Por lo tanto, z = % [cos(60° —40°) + 1 sen(60° —40°)] = 3(cos 20° + i sen 20°).

Conclusién
En la divisiéon de 2 nimeros complejos z = |z|(cos a + i sen a),
y w = |w]|(cos B + i sen B) se cumple que el nimero complejo
resultante tiene como mddulo la division de los mddulos y /
el argumento es igual al argumento del dividendo menos el /
argumento del divisor.

i - L2l [cos(a—B)+ i sen(a—B)] A x/_'B\O
L

)w

__/_CD

|wl
. . 1 1 .
Como caso especial, se tiene que 7 = Tl [cos(—B) + i sen(—B)].

Ejemplo
Realiza la division % si z=4(cos 50° + i sen 50°) y w = cos 20° + i sen 20°.

%= 4(cos 50° + i sen 50°) + (cos 20° + i sen 20°)

= % [cos(50° —20°) + i sen(50° — 20°)]

= 4(cos 30° + i sen 30°)
_a(3 1-)
—4(2 +2L

N3 4.
= — 4+ —
2 2t

=2vV3+2i
<
Problemasm

1. Determina el cociente % para cada literal.
a)z=cos42°+isen42°y w =2(cos 12° + i sen 12°)
b) z=10(cos 40° + i sen 40°) y w = 2[cos (—20°) + i sen (—20°)]
c) z=5(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 170° + i sen 170°
d)z=1y w =cos 60° +1 sen 60°
e) z=3(cos 207° + i sen 207°) y w = 3(cos 117° + i sen 117°)
f) z=3(cos 110° + i sen 70°) y w = 2(cos 20° + i sen 20°)
g) z=6(—cos 10° + i sen 10°) y w = 2(cos 80° + i sen 80°)

. , z . .
2. Grafica los numeros z, w y -, »para cada uno de los literales anteriores.
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3.6 Formula de Moivre

Problema inicial

L Considerando z = 2(cos 15° + i sen 15°) determina 2%y 2.

Soluci()n

22 =[2(cos 15° + 1 sen 15°)][2(cos 15° + i sen 15°)]

= 2?[cos(15° + 15°) + i sen(15° + 15°)]
= 4(cos 30° + i sen 30°)

(22

=2V3 +2i

En general

Se cumple que dado un nimero complejo z =

22 = |z|?*(cos 20 + i sen 26).
Y para un nimero entero n se cumple que:

2" = |z|™(cos nb + i sen nb).

{ Se define z™ = (%)nD

-

= {l [cos (-15°) + i sen (—15°)]]>2

) [cos(—15° —15°) + i sen(—15° — 15°)]

/—\

cos (—-30°) + i sen (-30°)]

-1

-l>||—\ -l>||—\

|z|(cos 6 + i sen 0):

Se define 2° = 1.

Esta expresion para la potencia n-ésima de un nimero complejo se conoce como féormula de Moivre.

Ejemplo

Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo z que hace cierta la igualdad z* = 1

Considerando z = |z]|(cos 8 + i sen 6) con 0° < 6 < 360°,
entonces 23 = | z|3(cos 36 + i sen 36) = 1(cos 0° + i sen 0°).

De lo cual se deduce que |z|®*=1, y porlotanto |z]| =

Ademas como 36 =360° x n (n: nimero entero) y 0° < 6 < 360°, 360 = 0°, 360 = 360° 0 360 = 720°, de lo cual

se tendra que 6 =0°, 0 =120° 0 6 = 240°.

Por lo tanto, los valores de z que cumplen que 2® =1 son z, = cos 0° + i sen 0°,
2, =c0s 120° + i sen 120°, z, = cos 240° + i sen 240°; que se pueden expresar
2
como:
_ _ V3 . 120°
21—1,22— 2+TL, 3 2402/ N\
21
Observa que el tridngulo que forman z,, 2,y z; es un
triangulo equilatero. Puedes comprobarlo calculan-
do las longitudes de los lados de este.
b d
Problemas ./
1. Para el nimero complejo z = 2(cos 15° + isen 15°). Determina:
a) 22 b) 23 d) 2t e) 28

2. Para el nimero complejo w = 3(cos 20° + isen 20°), determina w™.

3. Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo z que hace cierta la igualdad z* = 1.

4. Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo w que hace cierta la igualdad w® = 1.

&



3.7 Practica lo aprendido ~

1. Representa los siguientes numeros complejos en el plano complejo y determina su médulo.
a)z=-1+3i b)z=-2i c)z=-3

2. Expresa el numero complejo representado en cada plano complejo.

a) b) c)

\Y
N
¢

3. Considerando los nimeros complejos z=1— 21y w = -2 + 2i representa los siguientes numeros en el
plano complejo.

a)z+w b)w-z cz-w d) -3z e) w f)—w + 2z

4. Expresa el nUmero complejo representado en cada plano complejo.
a)lz] =1 b) |z| =3 c) lz] =3

N

)
. 150
0]

5. Determina el nimero complejo que tiene médulo y argumento que indica cada literal.
a) |z| =4, 0 =60° b) |z] =1, 0 =45° c) |z] =2, 0 =300° d) |z] =3,60=180°

6. Determina el producto zw para cada literal.
a) z=3(cos 23° + isen 23°) y w = 4(cos 37° + i sen 37°)
b) z=2(cos 41° + isen 41°) y w = 5[cos(-11°) + i sen(—11°)]
c) z=3(cos 200° —isen 160°) y w = 2(cos 20° — i sen 20°)

7. Para el nimero complejo z = cos 10° + i sen 10°. Determina:
a) 23 b) z¢ c) 2°

8. Para el nimero complejo w = 2(cos 9° + isen 9°). Determina w™.

9. Determina el cociente % para cada literal:
a) z=cos 25° + 1sen 25° y w = 3[cos(—35°) + isen(—35°)]
b) z=6(cos 21° + isen 21°) y w = 3(cos 9° — i sen 9°)
c) z=2(cos 115° + isen 65°) y w = 2(cos 5° — isen 5°)




3.8 Problemas de la unidad ~

En los problemas del 1 al 4, determina la respuesta correcta.

- T >
1. El vector que resulta de sumar los vectores a' + b + c es:

b
- - — — a
a)2d b) 2b c)0 d) 2¢ e)-2¢
_)
c
2. El vector que resulta de la operacién ﬁ+ (T—?es: R
o q
— g - — p
a)2p b) 2r c)0 d) 2q e)-2r
ﬁ
r
%
3. La norma del vector @+ b +C si l[all = 3, 16l = 2 y licll = 4 es: .
. b
a)2 b) 4 c)6 d)9 e)0 a
%
C
. ., - 7 —
4. Determina la expresion con los vectores a y b cuyo resultado sea el vector x. >
ﬁ
a
a)2d+b b)@+b ¢)—(@+Db) da-b
_)
X

5. Sean los vectores 7= (2, 1), U= (1, 4) y w = (5, 6), verifica que Wy U forman una base vectorial y escribe
las coordenadas de  respecto a esta base.

6. Dado el vector % = (2, 6) en la base (e;, &,), determina las coordenadas del punto medio del vector u.

7. Egnslidgando el triangulo ABC, y siendo | el punto medio de ACvy J el punto medio de BC, demuestra que
== AB.
2 C

A B

8. Considerando los puntos Py Q que cumplen:

—> —
AP =2AB + 3AC Utiliza lo aprendido en la clase 1.3.
—> — —
AQ=3AB +2AC

—> —>
Demuestra que PQ es paralelo al vector BC.

l

—C>—>—>—>—>—>—>—>

9. Sea ABCD un rectangulo tal que: AB = ay BC = b. Expresa NB) -AC, AD-AC,AD-BC, AB-CD, AB-C
— = —> —>
BC- DIy AB - IA con los valores a y b.

A D

>




3.9 Problemas de la unidad ~

B 1. Considera un cuadrado ABCD de lado 1y sea | el punto medio de CD. Determina la medida del angulo x.

A D
- o
Expresa Al * AC como suma de vectores
que faciliten el calculo. Utiliza la forma
trigonométrica del producto escalar.
B C

2. En la siguiente figura, ABCD es un rectangulo tal que AB =2y AD =4,

A D

) C

a) Determina la longitud de AJ y DI, siJ e | son puntos medios de los lados BC y AB respectivamente.

B b) Determina la medida del dngulo x.

- . -
3. Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector u© es orto-
gonal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

—
4. Considerando los vectorgo_,& =(1,4)y OB = (3, 2) determina las coordenadas del vector Ol si | es el
punto medio del vector AB.

5. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimero complejos.

a) (i—1)® b) (1+1)2 Utiliza la forma trigonométrica de wun
ndmero complejo.

6. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimeros complejos.

. . 1-1
a)(1-1)(1-19) b) 1+3 Utiliza la forma trigonométrica de un
numero complejo.
7. Calcula las siguientes cantidades.
. . 2-3; .
a) |(i+1)(2- )] b) | 255t | o) [(1+0)]

8. Demuestra que para 2 nUmeros complejos z y w se cumple que:

lz+w|?+ |z—w|*=2(|z]*+ |w]|?) Utiliza |z|*= 2z y que
Ztw=z+Ww.




4.1 Practica en GeoGebra: conceptos basicos sobre vectores

Para esta practica se utilizaran las herramientas que posee GeoGebra para trabajar con vectores, desde
la forma como se representan, hasta las operaciones y aplicaciones que se pueden hacer con estas
herramientas para resolver problemas y verificar respuestas. Para ello sigue los pasos indicados en la parte
de Practica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que esta al final de esta practica.

> Vista Algebraica = X |» Vista Grafica

Practica ~ Vector
Conceptos de vectores en GeoGebra. ceu= (i) 3
1. Grafica en la referencia ortonormal el vector u = (1, 2),

digitando en la barra de entrada u = (1, 2). En GeoGebra, si
se digita la letra en mayuscula grafica un punto y si se digita v
en minuscula, grafica un vector.

2. Grafica el vector v = (3, 1), escribiendo v =(3, 1).  VisaAgebraica = X[ Vista Grafica

Vector

..u=(g

3. Realiza la suma de vectores u + U) para ello digita °¥= (i)
en la barra de entrada u + v. En la Vista Grafica “ew=(3)
se observara el vector resultante y en la Vista
Algebraica sus coordenadas.

4. Realiza las operaciones © — v, v + u, utilizando la
barra de entrada, tal como en el numeral 3.

5. También es posible calcular  » vistaAgebraica = X[ vista Grafica
el producto por escalar, por = Ve

: ) = <4>
ejemplo, para determinar el 8
vector 41, se puede escribir ¢ b — (—‘2')
en la barra de entrada 4u, o :
con numeros negativos, por o= (2>

. -
ejemplo —2v. A <i>

6. Verifica en GeoGebra las respuestas a los problemas planteados, y corrobora si estan correctos.




-

-

Actividades

Uso de comandos para vectores en GeoGebra. T TR
Punto
e A=(2,4)

1. Grafica dos puntos con COOﬁ):lenadas A=(2,4)yB=(3,2). (562 ‘ .

Para representar el vector AB, digitar en la barrade entrada o u= (_;)

el comando vector (A, B). s g

. - B

2. Grafica el vector CD con los puntos C = (1, 2) y D = (3,0) 2

utilizando el procedimiento del numeral 1.

— —>
3. Es posible calcular el producto escalar de los vectores AB y CD, digitando “u v” o utilizando el comando
ProductoEscalar(u, v) en la barra de entrada. En la Vista Algebraica aparece el valor del producto escalar
guardado en la variable a.

> Vista Algebraica X 1> vista Grafica
Numero
a=6
Punto A
e A=(2,4)
® B=(3,2)
e Cc=(1,2)
® D=(3,0) u
Vector

_E
ov=(2) :

w

. —> ™ ¢ , ,
4. Grafica el vector w'= (-1, —1), y utiliza el comando Angulo(w, v) el cual dard como resultado el angulo de
los vectores en la Vista Algebraica guardados en una variable a.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

5. Del numeral 4 se sabe que los vectores Uy w son DE o
perpendiculares, verifica este resultado utilizando "%
el comando de producto escalar en la barra de x4
entrada. Al finalizar se obtendran los siguientes :2:%°
resultados en GeoGebra.

Entrada:

Verifica los resultados de los problemas de la unidad que se pueden constatar con GeoGebra, analiza cada
casoy utiliza la herramienta mas conveniente. Corrige los problemas que no fueron resueltos correctamente.

J
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4.2 Practica en GeoGebra: resolucion de problemas

Para esta practica se utilizaran las herramientas aprendidas en la clase anterior para solucionar algunos
problemas de la clase 3.9 de los problemas de la unidad. Para ello, sigue los pasos indicados en la parte de
Practica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que esta al final de esta practica.

Practica : : S
. AN elol<NE=] =]
Resolucidon del problema 2 de la clase 3.9. * Vst Astraca = [ Vita Gt
[Py ?
. ::’UT\‘Z(O 2)
1. Grafica los puntos A = (0, 2), B=(0, 0), C= (4, Q) $2:60
y D = (4, 2), luego utiliza el botdn de Poligono y Soomts” d d 2
grafica el rectangulo indicado. akns 5
® d=4
2. Luego grafica el punto medio de AB y de BC, : ‘
utilizando el botén de Punto medio. Traza los
segmentos DI y AJ como lo muestra la figura de - ____________ N
abajo. 1
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
TR S olo] <N =],
> Vista Algebraica X' > vista Grafica
~ Cuadrilatero 3
Le =8
~ Punto
~® A=(0,2) 25
® B=(0,0)
® C=(4,0)
®D=(42) A ¢ D
® |=(0,1) /
® J=(2,0)
~ Segmento L —
® a=2 15 /
® b=4 | —T
® c=2 ‘
® d=4 76 : i ¢
® =283 |
® g=412
B J C
0.5 0 0.5 1.5 25 3 35 4

3. Utilizando los comandos para determinar el vector comprendido entre dos puntos, grafica los vectores

-
AJyD. - ] - -
A D
/
/
’ //
/
u
B J C
5 0 0.5 1 1.5 2 25 3.5 4
. J




-

\_

4. Utilizando el comando Angulo(u, v) calcula el dngulo entre los vectores % y U.

5. Para verificar la medida de este angulo, grafica el punto que se encuentra en la interseccion de los
segmentos AJ e ID, y utiliza la opcién de medir angulo, para medir el angulo JED. Verifica que ambos
angulos tienen igual medida.

z

-NR

6. Finalmente puedes corroborar si fue resuelto correctamente el problema, contrastando tu respuesta de
tu cuaderno.

Actividades

¢ Realiza una construccién que permita resolver el problema 1, 3 y 4 de la clase 3.9 sobre problemas de
la unidad, luego verifica que lo resolviste correctamente comparando tu respuesta con la obtenida en
GeoGebra.

¢ Considerando un cuadrado ABCD de lado 1, siendo | el punto medio de BC. Determina la medida del angulo x.

A D

B C

— . -
¢ Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector © es ortogo-
nal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

¢ Considerando los \Eftores O_A) =(1,4)y O_B>= (3, 2) determina las coordenadas del vectoral)si | es el punto
medio del vector AB.

J

D
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Unidad

V—AA
Estadistica descriptiva 8

El registro de la informacion ha sido una tarea que se ha dado durante toda la historia,
esto debido a la importancia de mantener un registro sobre datos como: la cantidad
de nacimientos, la tasa de mortalidad, las ventas, las deudas, entre otros. Los primeros
aportes sobre este tipo de informacion datan desde aproximadamente el afio 3050 a.C,,
asimismo se encuentran registros en la biblia y en la cultura china de hace unos 40 siglos,
ademas se considera que los mayas poseian un gran dominio de estos conocimientos, los
cuales utilizaban para resolver problemas referentes a sus actividades cotidianas.

Es hasta el siglo XIX que se alcanza
un desarrollo pleno de los métodos
utilizados para el estudio de las

T T

.f",;":\! t"‘l"‘iﬁw ‘..,'I.I'ltil 'i'" .

caracteristicas de un conjunto de e 1\ B X 4
. ., . \ A B ARG (R A0 (R (RN (X% 2 (X) (RIENE)
datos, con la publicacién del primer i ,\. L !‘%
censo con estas descripciones por el nn. Lo — i\ AABABAAO AN
[\ s L IO L

Ministro del Interior frances Chaptal [ 7 ﬂiﬁiﬂ W ASAAARSDAEAD A [
. ando 3 lo | del (&1 RUCL I I8 0L EL 00 10 (R B

y se van sistematizando a lo largo ae Registros estadisticos de los egipcios en la antigliedad.
desarrollo de este siglo. La aplicacion

de la estadistica descriptiva siempre
ha sido muy Uutil especialmente en
aspectos demograficos, para extraer
las caracteristicas esenciales de los
datos, analizarlos y dar conclusiones.

Los estudios demogrdficos dieron origen a la
estadistica descriptiva.

Algunas tematicas que se desarrollaran durante esta unidad son la idea de muestreo, las
medidas de tendencia central y dispersion para muestras y poblaciones, coeficiente de
variacion y medidas de posicidn, con especial énfasis en el diagrama de caja y bigotes;
luego se presenta una practica en GeoGebra para afianzar los aprendizajes con el uso
correcto del recurso tecnoldgico.



Problema inicial
A la “Feria del Libro” asistieron 1000 personas. Por medio de una encuesta se entrevista al 15% de la po-
blacion y se les pregunta acerca de: sexo, edad, género literario preferido, presupuesto para la compra de
libros. Responde:

a) ¢Cuantas personas asistieron a la Feria del Libro?

b) ¢ Cuantas personas fueron entrevistadas?

c) éQué se les pregunto a las personas entrevistadas?

~

Solucién

a) Asistieron un total de 1000 personas.
b) Se entrevistd el 15% de 1000, es decir: 1000 x % = 150.
Por lo tanto, se entrevistaron 150 personas.

c) Se les pregunto acerca del sexo, edad, género literario preferido y presupuesto para comprar libros.

Definiciones
¢ Se define poblacién como un conjunto total de individuos, objetos o eventos que tienen las mismas ca-
racteristicas y sobre el que se estd interesado en obtener conclusiones.

e Si se toma a una parte de la poblacién con el propdsito de ser estudiada, a este grupo seleccionado se le
llama muestra.

e Al tipo de informacion que se desea investigar se le Ilama variable estadistica. Una variable estadistica es
una propiedad que es susceptible a tomar diferentes valores y que pueden medirse u observarse.

Las variables estadisticas pueden clasificarse tal como muestra el esquema.

Nominal
Cualitativa <
Variable / Ordinal
estadistica Discreta
Cuantitativa<
Continua

e Las variables cualitativas expresan distintas cualidades, caracteristicas o | Una variable cualitativa es dicoté-
modalidades. mica si toma solo dos valores. Por
— Las variables cualitativas nominales no pueden definirse mediante un | €émplo: siy no, hombre y mujer;

. P . o politdmica si toma tres o mas va-
orden. Por ejemplo: pais, idioma, estado civil, sexo. lores

— Las variables cualitativas ordinales pueden tomar distintos valores or-
denados siguiendo una escala establecida. Por ejemplo: malo, regular,
bueno.

e Las variables cuantitativas toman valores numeéricos.
— Las variables cuantitativas discretas toman valores numéricos enteros no negativos. Por ejemplo: nu-
mero de hijos.
— Las variables cuantitativas continuas pueden tomar cualquier valor dentro de un intervalo especifico de
valores. Por ejemplo: el peso, altura, gastos familiares.



Ejemplo

A un evento sobre “El rol de la mujer en la sociedad” asisten un total de 2000 personas de las 21000 que
habitan el municipio de Chalatenango, y de ellas se recoge la siguiente informacidn: sexo, estatura, cantidad
de hijos y cuan a menudo cocina en la casa; cuyas opciones de respuesta son: nunca, casi nunca, a veces,
casi siempre o siempre. Responde los siguientes literales:

a) Identifica la poblacién y la muestra en este evento.

b) Identifica las variables y clasificalas.

a) La poblacién de la cual se obtiene la muestra son las 21000 personas que habitan el municipio de
Chalatenango.
La muestra son las 2000 personas que asistieron al evento.

b) Las variables son: sexo, edad, cantidad de hijos y periodicidad con que cocina. Al clasificarlas se ob-
tiene:

Variables cualitativas Variables cuantitativas

Nominales e Sexo

Ordinales e Periodicidad con que cocina (se
puede ordenar como nunca,
casi nunca, ..., siempre)

Discretas ¢ Cantidad de hijos

Continuas e Estatura

b J
1. Para cada una de las siguientes situaciones, identifica la poblacién, la muestra, las variables estadisticas
y su clasificacion.

a) En la Biblioteca Nacional de El Salvador se desea conocer el estado de los libros de Matematica y estos
se extraen de los primeros 10 estantes para categorizarlos como bueno, malo o inservible.

b) De todos los nifios en edad escolar de El Salvador, se encuesta a los que estan en noveno grado para
conocer si les gusta la musica electrénica o la instrumental.

c) En el Hospital Nacional Rosales se desea entrevistar a los pacientes que estan hospitalizados por enfer-
medades pulmonares y saber el trato que reciben en dicho hospital.

El Parque Nacional Montecristo es un
parque protegido que estd ubicado
en el municipio de Metapan, departa-
mento de Santa Ana y tiene una exten-
sion de 1973 hectareas.

d) En el Parque Nacional Montecristo se desea saber los afios
de vida que tienen todos los arboles cipreses que hay.

e) En un cine de San Salvador se entrevista a los que asisten a

una pelicula de comedia-romance para investigar si les gusta mas las de romance, comedia o ambas.

2. Determina si las variables estadisticas presentadas a continuacion son variables cualitativas (nominales
u ordinales) o variables cuantitativas (discretas o continuas).

a) El grupo sanguineo de una persona

c) Grado de escolaridad

e) Lugar de nacimiento

g) El precio de un articulo

i) Numero de clinicas médicas por municipio

k) Presion arterial

b) Temperatura en grados centigrados

d) Religién

f) Nimero de alumnos

h) Valores de la glucosa en 50 nifios

j) Elingreso mensual de un padre de familia

[) Intensidad del dolor



1.2 Actividad introductoria

\_

fW (W

~ : :

. % : :

Materiales - : :
- Pedacitos de papel (uno por cada estudiante) e e
7 e T

- Plumodn : :
Actividad 1 e

Seleccionar 5 estudiantes del salén de clase utilizando el siguiente proceso:

1. Escribir en 5 de los peda- 2. Doblar todos los papelitos 3. Los estudiantes selecciona-
citos de papel la palabra y entregar uno a cada es- dos son aquellos a quienes
“seleccionado”. tudiante. les aparecid un papelito con
— la palabra “seleccionado”.

- seleccionado
« [ seleccionado seleccionado
: o —
Actividad 2
Seleccionar 5 estudiantes del salén de clase utilizando el siguiente proceso:

1. Numerar los estudiantes 2.Se escoge un estudiante al 3. El segundo seleccionado
del 1 a N, siendo N la can- azar del 1 al mayor entero m es el que tiene el numero
tidad total de estudiantes menor o igual que % (se pue- mas cercano a la suma del
qgue hay en el salén. den usar papelitos, o el alea- anteriory m.

torio de la calculadora, etc.)

4. El tercer seleccionado es el que tiene el numero del segundo sumdandole m. Y asi sucesivamente
hasta seleccionar los 5 estudiantes, por ejemplo si el primer estudiante tiene el nimero a, los 5
estudiantes seleccionados serian los que tienen los nimero: a, a+m,a+2m,a+3m,a +4m.

Por ejemplo, siN =40y a = 3, entonces m = % = 8y los numeros seleccionados son: 3, 11, 19, 37, 35.

Definiciones
A la accion de seleccionar de una poblacion de N elementos una muestra de n elementos se conoce
como muestreo.

El tipo de muestreo en el que todos los elementos de la poblacion tienen igual probabilidad de ser
seleccionados (como en la actividad 1) se conoce como muestreo aleatorio simple.

Al tipo de muestreo aleatorio en el que se lista la poblacidn, y se escoge un nimero aleatorio menor o
igual que % donde N es el total de la poblacion y n es el total de la muestra, y se seleccionan los demas
sumandole al anterior % se conoce como muestreo aleatorio sistematico.

Problemas
1. Escribe 2 formas de muestreo aleatorio simple.

2. Escribe 2 formas de muestreo aleatorio sistematico.

3. éAl realizar una rifa se esta realizando un muestreo?

202




Problema inicial ~
En un instituto se cuenta con la siguiente informacion de los estudiantes de bachillerato:

Ninas Nifnos
Primer ano 24 12
Segundo afo 9 15

Determina una forma para seleccionar una muestra de 20 estudiantes que cursen bachillerato (primero o
segundo afio, nifias o nifios).

J

Solucién
En este problema se tiene 4 tipos de personas para la poblacidn, se puede calcular el porcentaje de la po-
blacion que le corresponde a cada uno:

Nifias de Primer aio: é—g x 100 = 40% Nifios de Primer afio: % x 100 = 20%
Ninas de Segundo afio: 69—0 x 100 = 15% Nifios de Segundo afio: é_g x 100 = 25%
Entonces para obtener la muestra de 20 estudiantes se pueden utilizar estos porcentajes:

Nifas de Primer afio: 40% de 20 es 8 Nifos de Primer afo: 20% de 20 es 4
Nifas de Segundo afio: 15% de 20 es 3 Nifios de Segundo afio: 25% de 20 es 5

Por lo tanto se puede extraer una muestra de 20 estudiantes de bachillerato, seleccionando 8 nifias de pri-
mer afio, 4 nifos de primer afo, 3 nifias de segundo ano y 5 nifios de segundo afo.

En general
El muestreo que se aplica proporcionalmente a una poblacidn que estd dividida en sectores (estratos) se
conoce como muestreo estratificado.

El muestreo que se aplica a una poblacién donde es necesario dividir grupos y seleccionar aleatoriamente
algunos de ellos se conoce como muestreo por conglomerado.

Se define el muestreo probabilistico como todos aquellos métodos de muestreo donde todos los elementos
de la poblacidn tienen las mismas posibilidades de ser seleccionados para la muestra.

El muestreo aleatorio simple, el sistematico, el estratificado y el muestreo por conglomerado son todos
muestreos probabilisticos.

Ejemplo
Utilizando muestreo por conglomerado determina la forma de realizar un estudio acerca de la comida pre-
ferida de las personas en el departamento de Santa Ana.

Se puede dividir la poblacion en conglomerados: estudiantes, empleados de oficina, deportistas, profesio-
nales independientes, etc. Y se seleccionan al azar 2 o 3 de estos conglomerados para obtener la muestra.

b
L~

Realiza un muestreo estratificado de 40 personas de una colonia que tiene los siguientes datos:

Femenino Masculino
Menor de edad 70 40
Mayor de edad 30 60




Definicion
En un muestreo cuando la seleccién depende de las caracteristicas de los individuos que se desean estudiar,
se dice que es un muestreo no probabilistico. Algunas técnicas de muestreo no probabilistico son:

® Muestreo por conveniencia: la seleccion de la muestra se hace basada en la facilidad o las caracteristicas
especificas del estudio.

e Muestreo por bola de nieve: consiste en seleccionar la muestra por medio de conocidos, es decir, se
hace el estudio a personas conocidas, para que estas lo hagan a personas conocidas de ellas y asi hasta
llegar a la muestra que se desea. Se utiliza cuando es dificil encontrar la muestra.

e Muestreo por cuotas: se divide la poblacidn por grupos y se establece una cantidad de individuos de
muestra por cada grupo, la cantidad de individuos por grupo se realiza de manera apreciativa.

e Muestreo discrecional: el muestreo se hace considerando las caracteristicas y formacion especificas
de las personas.

Ejemplo 1
En una investigacion se desea realizar una encuesta de habitos alimenticios, y las personas con las que se
tiene mayor facilidad de contacto son los miembros del equipo de baloncesto de una colonia.

En este caso se puede realizar un muestreo por conveniencia, pero puede que la muestra no refleje la
tendencia de la poblacion.

Ejemplo 2

En una investigacion se desea saber sobre las costumbres y estructura de los grupos delincuenciales en El
Salvador, para ello se realiza una entrevista a personas cercanas y luego estas personas la hacen a personas
cercanas a ellas, hasta llegar a personas cercanas a estos grupos.

En este caso se puede realizar un muestreo por bola de nieve. Esta técnica se puede escoger para seleccionar
personas que pueden no brindar informacién a una persona particular y es mejor selecionarla a partir de
personas que los conozcan, se utiliza para estudiar temas de delincuencia, politica, corrupcidn, etc.

Ejemplo 3

Se realiza una encuesta a 100 universitarios y 100 profesionales.

En este caso se puede realizar un muestreo por cuotas. Es una técnica parecida al muestreo por estratos,
pero la asignacion de la cantidad de personas por estrato no se calcula a partir de la poblacion.

Ejemplo 4

En un saldn de clase se desea seleccionar 4 estudiantes para participar en una olimpiada de matematica.

En este caso se puede realizar un muestreo discrecional, se pueden seleccionar los 4 estudiantes que tienen
mejor rendimiento en matematica.

b 3

i~

Determina qué tipo de muestreo no probabilistico consideras mas adecuado explicando las ventajas y des-
ventajas de los tipos de muestreo para cada situacioén.

a) Materia favorita de un estudiante b) Tipos de estampillas que tienen los filatelistas
c) Seguridad en cada departamento de El Salvador d) Escoger 5 estudiantes para competir en nataciéon



1.5 Repaso de tablas de frecuencia

Problema inicial
B En una comunidad del drea metropolitana de San Salvador se pregunta la edad a jévenes menores de 21

~

afos, obteniendo la siguiente informacién: Edades
a) Organiza la informacion en una tabla de distribucion de frecuencias 9 [14]15]14/19 |16
en 4 clases de 3 en 3, iniciando en 9 y terminando en 21. 11 |18 | 9 122012
b) Elabora una tabla de distribucién de frecuencias y calcula la media 12 |11 |10(19|14 |13
aritmética (u), la moda y la mediana para estos datos agrupados. 15 112 111118111 | 16
c) Calcula la varianza (0?) y la desviacidn tipica (o desviacidn estandar o). 12 1 16 117 |12 | 13 | 17
. J
Solucién
a) X )
Cantidad de Punto medio , 5
Edades iovenes (/) (Pm) fxPm | Pm—-pu | (Pm—-p?| fiPm-p)
9al12 7 10.5 73.5 -4 16 112
12a15 11 135 148.5 -1 1 11
15a18 7 16.5 115.5 2 4 28
18a21 5 19.5 97.5 5 25 125
TOTAL 30 En cada clase se cumple que los datos contados en la frecuencia

Solucién de a) son mayores o iguales al limite inferior y menores al limite superior,

excepto en la ultima clase, donde es menor o igual al limite superior.

b) Para calcular la media aritmética se suman los valores de la columna f x Pm y se divide por el total

de datos.
Y. fxPm  735+148.5+1155+97.5 _
n= = =14.5
n 30
La clase que contiene la mediana es la segunda (12 a 15) porque en ella se encuentran los datos 15
y 16.
Mediana= 22312 ~ 135

La clase con la mayor frecuencia es la segunda (12 a 15).

12 +15
2

Moda = =13.5

c) Para la varianza se suman los valores de la columna f{iPm — p)?y se divide por el total de datos.

_ 2 APm-w? 1124114284125
) n 30

Pm —u)?
o= Zﬂ+*‘)=\/ﬁz3.o3

0-2

=9.2

b
Problemasm

Las velocidades que registra un policia de transito en la carretera de Los Chorros estan en la tabla de la
derecha, realiza lo siguiente:

Velocidad en km/h
a) Organiza.la informacion en una tabla (#e.d.istribucién de 60 | 65 201801801 90 | 45
frecu.enC|as en 4 clases de 20 en 20, iniciando en 40 y 70 1100 70 I's0 [0 | 55 | 118
terminando en 120.
= b) Calcula la media aritmética, la moda y la mediana. 75 | 65 |90 |85]70]100]| 55
E= ¢) Calcula la varianza y la desviacién tipica. 110 | 70 {95 |70 80| 115|100




1.6 Medidas de tendencia central

Problema inicial
De una empresa se tiene el registro de ventas del Ultimo mes en sus 30 sucursales y un registro de 20 de sus
30 sucursales, las cuales se muestran a continuacién:

~

Ventas Cantidad de Ventas Cantidad de
sucursales (f) sucursales (f)
De $1,000 a $2,000 5 De $1,000 a $2,000 3
De $2,000 a $3,000 11 De $2,000 a $3,000 7
De $3,000 a $4,000 De $3,000 a $4,000 6
De $4,000 a $5,000 De $4,000 a $5,000 4
TOTAL 30 TOTAL 20
a) Determina la media aritmética, mediana y moda para las 30 sucursales.
. b) Determina la media aritmética, mediana y moda para las 20 sucursales. )
Solucién
a) Ventas Cantidad de Punto medio e B
sucursales (f) (Pm) Media = 90,000 _ 3,000
De $1,000 a $2,000 5 1,500 7,500
De $2,000 a $3,000 11 2,500 27,500] Mediana = 2990+3,000 _, 54,
De $3,000 a $4,000 8 3,500 28,000 2
De $4,000 a $5,000 6 4,500 27,000 Moda = 2000+3,000 _, 55,
TOTAL 30 90,000
b . .
| e | e [P | xPn | e -S200 -5 050
De $1,000 a $2,000 3 1,500 4,500
De $2,000 a $3,000 7 2,500 17,500 | Mediana = 3,000
De $3,000 a $4,000 6 3,500 21,000
De $4,000 a $5,000 4 4,500 18,000 | Moda = M =2,500
TOTAL 20 61,000
Definicion

Las medidas de tendencia central referentes a una poblacién (tal como las 30 sucursales) se conocen como
parametros de la poblacion y a menudo se denotan:

Mediana Poblacional = Me

Media Poblacional = pn

Moda Poblacional = Mo

Las medidas de tendencia central referentes a una muestra (tal como las 20 sucursales) se conocen como
estadisticos (o estadigrafos) y se denotan:

*
Problemasv

Media Muestral = x

Mediana Muestral = x

Moda Muestral = £

E Considerando la poblacién del saldn de clase, recopila la informacidn sobre el tiempo que se tardan tus
compaiieros en llegar desde la casa a la escuela, luego realiza una muestra aleatoria del 60% de la poblacién
y calcula todas las medidas de tendencia central, tanto para la poblacién como para la muestra.
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1.7 Medidas de dispersion

Problema inicial

B Con los datos de las ventas de las sucursales, calcula la varianza y la desviacion tipica, para cada tabla.
Cantidad de Cantidad de
Ventas Ventas
sucursales (f) sucursales (f)
De $1,000 a $2,000 5 De $1,000 a $2,000 3
De $2,000 a $3,000 11 De $2,000 a $3,000 7
De $3,000 a $4,000 De $3,000 a $4,000 6
De $4,000 a $5,000 De $4,000 a $5,000 4
TOTAL 30 TOTAL 20
- Para calcular la varianza y la desviacién tipica de una muestra no se
Solucién divide por n sino por n— 1, para que la estimacidn tenga menor sesgo.
Cantidad de Punto medio
— — 2 _ 2
Ventas sucursales (/) (Pm) fxPm | Pm—u | (Pm-p?| fiPm-np)
De $1,000 a $2,000 5 1,500 7,500 -1,500| 2,250,000 11,250,000
De $2,000 a $3,000 11 2,500 27,500 -500 250000 2,750,000
De $3,000 a $4,000 3,500 28,000 500 250000 2,000,000
De $4,000 a $5,000 6 4,500 27,000 1,500 | 2,250,000 | 13,500,000
TOTAL 30 29,500,000
. fiPm - ) . — )2
Varianza = 23—0u =983,333.3 Desviacién = Zl’%’gﬂ) =+v983,333.3 = 991.63
Cantidad de Punto medio _ s s
Ventas — (Pm) fxPm | Pm-% | (Pm-X)? | f(lPm-2X)
De $1,000 a $2,000 3 1,500 4,500 -1,550 | 2,402,500 | 7,207,500
De $2,000 a $3,000 7 2,500 17,500 -550 302,500 2,117,500
De $3,000 a $4,000 6 3,500 21,000 450 202,500 1,215,000
De $4,000 a $5,000 4 4,500 18,000 1,450 2,102,500 | 8,410,000
TOTAL 20 18,950,000
fAPm —x) , Pm -x)?
Varianza = ZT ~ 997,368 Desviacion = Zf‘l—’gx) =997,368 =998.68

Conclusién
Para una poblacidn, la varianza se denota por o y la desviacidn tipica se denota por o. Y se calcula de la

siguiente manera: S fiPm -y e S fPm— )
- N N

Para una muestra la varianza se denota por s’y la desviacién tipica se denota por s. Y se calcula de la

5|gwente manera.: 82= Z f(Pm—J_C)Z = /Z f(Pm—J_C)Z
n-1
Problemas;

o=

n-1
B Considerando la informacién recopilada en la clase anterior sobre el tiempo que se tardan tus compafieros
en llegar desde la casa a la escuela, tanto en la muestra como en la poblacién calcula la varianza y la
desviacion tipica.
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Problema inicial
La siguiente tabla muestra la media y la desviacién tipica de la estatura de personas del sexo masculino con
edades de 5y 17 afios de una poblacidon para el aifo 2016:

a) éSe puede comparar la magnitud de dispersion de las

Edad Media | Desviacion tipica dos poblaciones solo con la desviacién tipica?
5 afios 110.4 4.74 b) Para ambas poblaciones calcula el cociente:
17 afos 170.7 5.81 (desviacién tipica) + (media)
L Luego compadralos.
Solucién
a) Aunque el grupo de 17 afos tiene mayor desviacion tipica, no se puede decir que este grupo tiene
mayor dispersion, porque la media también es mayor.
b) Poblacién de 5 afios: 4.74 + 110.4 = 0.043 Poblaciéon de 17 afios: 5.81 + 170.7 = 0.034
Este valor puede utilizarse para determinar que la estatura de la poblacidn de 17 afios tiene menor dis-
persidn que la de 5 anos.
Definicion

Se define el coeficiente de variacion como el porcentaje de la desviacidn tipica s y la media aritmética X de
un conjunto de datos, se denota por CV, y se calcula: CV = %(100).

El coeficiente de variacidn se utiliza para comparar la magnitud de la dispersién de los datos de diferentes
poblaciones, cuando la diferencia de las medias es grande (si la diferencia entre las medias es poca, o las
medias son iguales se puede utilizar la desviacién tipica para comparar); por lo general cuando la media es
grande, la desviacion tipica tiende a aumentar.

El porcentaje del coeficiente de variacion también se utiliza para determinar la confiabilidad de la media
aritmética de un conjunto de datos, en general para determinar la confiabilidad se puede usar la siguiente
tabla como parametro:

Valor de CV Representatividad de la media
0% — 10% Media altamente representativa
10% — 20% Media bastante representativa
20% —30% Media con representatividad
30% —40% Media con representatividad dudosa
40% o mas Media no representativa

Ejemplo
¢Como es la dispersion de las notas de un exdmen si se califica con base 10 respecto de calificarlo base 100?

El CV es igual para ambos casos, puesto que base 100 tanto la media como la desviacidn tipica es 10 veces
la media y la desviacion tipica de calificarlo base 10, por lo tanto la variacion de los datos es igual.

b
—

Los siguientes datos son sobre la cantidad de productos lacteos en malas condiciones que se han encontra-
do en 4 marcas diferentes. Determina la media de qué marca es mas confiable.

Marcal:x=14,s=3 Marca2:x=17,s=2 Marca3:x=12,s=5 Marcad4:x=15,s=1



1.9 Practica lo aprendido N

1. En cada una de las siguientes situaciones, identifica la poblacidn, la muestra, las variables estadisticas y

como se clasifican.

a) Para determinar el impacto de una politica educativa se realiza una prueba diagndstica a 40 escuelas
de todo el pais.

b) Se desea saber la calidad de un producto lacteo y para ello se realiza una prueba a una unidad del
producto en cada supermercado del pais.

c) Para establecer el ingreso promedio que tiene una persona en el area rural de El Salvador se realiza
una encuesta a 20 personas de cada area rural del pais.

2. Determina si las variables estadisticas presentadas a continuacidn son: variables cualitativas (nominales
u ordinales) o variables cuantitativas (discretas o continuas).
a) Cantidad de hermanos b) Relacién con sus padres (mala, regular, buena)
c) Resultados de un examen de matematica d) Marca de jabdn preferida

3. Clasifica las siguientes estrategias de muestreo como aleatorio simple o aleatorio sistematico.

a) Numerar la poblacion del 1 al 10 (se repite al finalizar) y luego escoger un nimero, de modo que todos
los que tengan ese numero seran parte de la muestra.

b) Numerar la poblacién y eliminar 3 nimeros y el cuarto es escogido, luego otros 3 y el cuarto es esco-
gido, y asi sucesivamente hasta abarcar toda la poblacién.

c) Hacer grupos en una poblacién y seleccionar 2 de esos grupos al azar para que sean la muestra.

d) Numerar la poblacién, tirar un dado y seleccionar la persona de la poblacién con ese nimero, luego ti-
rarlo de nuevo y sumarselo al resultado anterior para seleccionar la otra personay asi sucesivamente.

4. Realiza una muestra de 30 estudiantes de una empresa que dispone de los siguientes datos:

Femenino Masculino
Estudiantes 35 15
Profesionales 25 25

5. Determina qué tipo de muestreo no probabilistico consideras mds adecuado para cada situacion.
a) Investigacién social para una tarea de seminario b) Forma de distribucién de sustancias ilicitas.
c) Personas que presentan mayor irritabilidad al conducir d) Estudiantes que participan en atletismo.

6. En un estacionamiento de centro comercial se calcula el tiempo promedio que permanece un carro esta-
cionado, y se obtienen los siguientes datos para todo el estacionamiento y para los primeros 30 puestos:

Tiempo Cantidad de carros Tiempo Cantidad de carros
De0Oalhora 12 De0Oalhora 4
De 1 a2 horas 30 De 1 a2 horas 10
De 2 a 3 horas 32 De 2 a 3 horas 11
De 3 a 4 horas 16 De 3 a 4 horas 5
TOTAL 90 TOTAL 30

B a) Calcula media, mediana, moda, varianza y desviacién tipica tanto para la poblacién como para la
muestra.
b) Considerando que el tiempo promedio que las personas permanecen en el centro comercial es 2 horas
con una desviacidn tipica de 0.8 horas, ¢qué promedio es mas confiable?

J
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Problema inicial N
Al finalizar el afio escolar el profesor cuenta las inasistencias de sus estudiantes y obtiene los siguientes
datos:

4,5,6,2,4,8,10,11, 13,12,11,10,12,6, 7,9, 8, 13, 14, 15
a) ¢Cual es la mediana del conjunto de datos?
b) ¢Cual es la mediana de la primera mitad del conjunto de datos ordenados de menor a mayor?
c) éCudl es la mediana de la segunda mitad del conjunto de datos ordenados de menor a mayor?

- J

Solucién
a) Se ordenan los datos y se calcula la mediana:

I2, 4,4,5,6,6,7,8,8, 9,I I10, 10, 11, 11,12, 12, 13, 13, 14, 15I

9+10

La mediana es =9.,5,

b) Considerando la primera mitad del conjunto de datos del literal a):
Si el total de datos fuera impar (2n + 1)

2,4,4,5,6,6,7,8,8,9 para b) se tendrian que considerar los
' I | primeros n datos y para c) los ultimos n
=6. datos, es decir, sin considerar el dato que
2 coincide con la mediana.

La mediana es

c) Considerando la segunda mitad del conjunto de datos del literal a):

ilO, 10, 11, 11, 12i I12, 13, 13, 14, 15I

12+12 _
2

12.

La mediana es

Esto significa que el 25% de los estudiantes del salén tiene a lo sumo 6 inasistencias, el 50% de los estudian-
tes tiene a lo sumo 9.5 inasistencias y el 75% tiene a lo sumo 12 inasistencias.

Definicion
Los valores de una variable que dividen al conjunto de datos en cuatro partes con igual cantidad de datos
se conoce como cuartiles.

El cuartil 1 concentra al 25% de los datos menores a este, el cuartil 2 concentra al 50% de los datos menores
a él, el cuartil 3 concentra al 75% de los datos menores a él.

Cua:’til 1 Cuallftil 2 Cualitil 3

T T T 1
0% 25% 50% 75% 100%

La diferencia entre el cuartil 3 y el cuartil 1 (C3 — C1) se conoce como rango intercuartilico, denotado por RI.

b

L~

Determina y analiza los 3 cuartiles de los siguientes conjuntos de datos obtenidos de la cantidad de perso-
nas reportadas con dengue en cada mes por algunos centros asistenciales.

a)3,1,4,12,10,9, 11, 7,12, 16, 3 b)6,3,7,8,10,15,8,12,17,2
c)1,3,2,5,10, 14, 15, 13,10,5,9,3,8 d)4,2,5,7,10, 16, 12,9, 14,8,5, 1



Problema inicial ~
Considerando los datos de las inasistencias de los estudiantes que recolecto el profesor:

4,5,6,2,4,8,10,11,13,12,11,10,12,6, 7,9, 8, 13, 14, 15
a) Ubica en una recta numérica el valor minimo, el cuartil 1, el cuartil 2, el cuartil 3 y el valor maximo.

b) Dibuja un rectangulo que cubra desde el cuartil 1 hasta el cuartil 3.
& »

Solucién
a) El valor minimo es 2, el cuartil 1 es 6, el cuartil 2 es 9.5, el cuartil 3 es 12 y el valor maximo es 15; entonces
al ubicarlos en una recta se tiene:

L ]
OF ]
o
®
®

¢ i i i i i i i i i i ®
2 3 4 5 7 8 9 |10 11 2 13 14 15
Definicion
El diagrama elaborado se conoce como diagrama de caja y bigotes.
Bigote/.—\* | Bigote
2I ] 9,5 12 15

L Caja !

Si el bigote de la izquierda es mas corto que el de la de- | Estadisticamente, para construir el diagrama de caja se
recha significa que el 25% de los datos menores tienen suele utilizar como parametro el valor de 1.5 veces el
menor rango que el 25% de los datos mayores, asi mis- rango intercuartilico y los bigotes se representan por la

. . T q primera y Ultima observacion que queda dentro del ran-
mo si una caja es angosta significa que el 50% central

. ¢ go de C1 — 1.5(RI) hasta C3 + 1.5(Rl). Esta construccion
de los datos tienen rango mas estrecho. ayuda a la identificacién de datos atipicos en un conjun-

to de datos.

La forma del diagrama de caja puede orientar para la

descripcion de la forma de distribucién de los datos, | A un histograma le corresponde un diagrama de caja,

observa los diagramas de caja siguientes y sus corres- | P o " diagrama de caja puede corresponder a dos o
g J g y mas histogramas.

pondientes histogramas.

mmm

b
—

1. Elabora y analiza el diagrama de caja de los datos de las personas reportadas con dengue.

a)3,1,4,12,10,9,11,7,12,16,3 b)6,3,7,8,10,15,8,12,17,2
c)1,3,2,5,10, 14, 15, 13,10,5,9, 3,8 d)4,2,5,7,10,16,12,9, 14,8,5,1

2. Observa los siguientes diagramas de caja y estima la forma en que se distribuyen los datos.

a) | 11— o—A] F— o+ F——




2.3 Analisis del diagrama de caja y bigotes*

Problema inicial ~
A continuacién se presentan dos diagramas de caja correspondientes a las ventas registradas por dia
durante dos meses diferentes, analiza y luego responde:

enero — T} |
julio '—|:|:|_| Nota que la cantidad de dias es igual para

ambos meses.

a) ¢éEn qué mes se dio la mejor venta?
b) ¢En qué mes sucedid la peor venta?
c) Determina cdmo fue la variabilidad entre los cuartiles de ambos meses.

d) ¢En qué mes hubo mayor cantidad de ventas?
\ J

Solucién
a) La mejor venta fue igual en ambos meses, puesto que el valor maximo en ambos diagramas es el mismo.

enero— [} *
julio |:|:| :>Valor M3aximo

b) La peor venta sucedié en enero, puesto que el valor minimo del diagrama 1 es menor que el valor

minimo del diagrama 2.
enero +— T[] |
julio \/ —J [ =

Valor minimo

c) El 25% de ventas mas bajas, enero tuvo poca variabilidad (rango estrecho) y se concentra en ventas
bajas, al contrario de julio, cuyo 25% de ventas mas bajas tiene mayor rango y alcanza ventas mas altas
gue enero, por otro lado el rango intercuartilico de enero es mayor que el rango intercuartilico de julio,
lo cual significa que hubo mas variabilidad en este rango en enero que en julio; finalmente, al analizar
el 25% de ventas mayores se determina una variabilidad muy grande en enero viniendo de valores muy
bajos, sin embargo en julio el rango es pequeino y se concentra en ventas muy altas.

d) Al menos el 75% de las ventas mas bajas de enero estan por debajo del cuartil 1 de julio, por esta razén
se puede considerar que las ventas de julio fueron mejores que las de enero.

enero —{___ T[] ’

| S —
75%
julio — T}
ﬁ—l
75%

Conclusién
El diagrama de caja brinda informacién muy valiosa para la comparacion de datos valorando la dispersidon
gue pueda existir entre ellos y es una herramienta muy util para describir los datos de manera certera.

b
Problemas.\ﬁ
Analiza los siguientes diagramas de caja de la temperatura de El Salvador durante los 12 meses del afio,

luego responde las preguntas. (°C) 30

, . . 2 é % b é 3 é
a) ¢En qué mes variaron mas las temperaturas? 20 T g
b) éEn qué mes variaron menos las temperaturas?

212



Problema inicial N

&

Al finalizar el afio escolar el profesor cuenta las inasistencias de sus estudiantes y obtiene los siguientes
datos:
4,5,6,2,4,8,10,11,13,12,11,10,12,6,7,9, 8, 13, 14, 15

a) éCual fue el numero maximo de inasistencias que tuvo el 20% de los estudiantes con menos inasistencias?
b) ¢ Cual fue el nUmero maximo de inasistencias que tuvo el 60% de los estudiantes con menos inasistencias?
c) ¢Cudl fue el nUmero maximo de inasistencias que tuvo el 5% de los estudiantes con menos inasistencias?

d) ¢Cudl fue el nUmero maximo de inasistencias que tuvo el 95% de los estudiantes con menos inasistencias? )

Solucic’)n

Se ordenan los datos y se dividen en 20 partes iguales (cada una equivale a un 5%).

6 9 10, 11, 11,12,12, 13, 13, 14, 15
IJIJI#IJIJIJIJIJIJI_IITII_II_II_II_II_II_IITII_I

5% 20% 60% 95%

a) El 20% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 5 inasistencias.
b) El 60% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 10 inasistencias.
c) El 5% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 2 inasistencias.

c) El 95% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 14 inasistencias.

Deﬁnicién

Los valores de una variable que dividen al conjunto de datos en diez partes con igual cantidad de datos cada
una se conoce como deciles.

Cada decil concentra 10% mas de los datos que el anterior, el primero concentra el 10% de los datos, el
segundo el 20% de los datos y asi sucesivamente hasta el decil 9 que concentra el 90% de los datos.

| Dll D|2 DI3 DI4 D|5 DI6 DI7 D|8 DI9 |

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Los valores de una variable que dividen al conjunto de datos en cien partes con igual cantidad de datos cada
una, se conoce como percentiles.

Cada percentil concentra 1% mas de los datos que el anterior, el primero concentra el 1% de los datos, el
segundo el 2% de los datos y asi sucesivamente hasta el percentil 99 que concentra el 99% de los datos.

Para calcular el decil d de un total de n datos, se ordenan los datos de menor a mayor y se busca el dato
« ez . s n s .

cuya posicidn se aproxime mas al valor d T Analogamente para calcular el valor del percentil p, se busca

q 0z g / n

el dato cuya posicion se aproxima mas al valorpm .

S
—

Calcula los deciles indicados en cada serie de datos, luego analiza la informacién que proveen estos datos.

a)6,9,2,10,1,7,8,2,7,5,11,12,9,5, 3,10, 12, 7, 4, 8. Deciles 3,5y 7.
b) 4,6, 10, 15,13,7,9,5,7,7,12, 14,10, 9, 6, 11. Deciles 4,6 y 9.



2.5 Practica lo aprendido ~

1. Determina los 3 cuartiles de los siguientes conjuntos de datos obtenidos de la cantidad de personas
nuevas que son matriculadas en el Centro de Rehabilitacion de Ciegos “Eugenia Duefias”. Luego analiza
la informacidn que brinda cada cuartil.

a)5,10,8,6,3,2,8,12,5,1,7,9,4 b)3,2,5,9,10,15,7,9,12,10,3,1

2. Elabora y analiza el diagrama de caja de los datos de las personas matriculadas en el Centro de Rehabili-
tacion de Ciegos “Eugenia Duefias” (numeral 1).

3. Observa los siguientes diagramas de caja y estima la forma en que se distribuyen los datos usando histo-
gramas.

- [F— b) (1] = 0) ] | -

4. Analiza los siguientes diagramas de caja del desempefo de un atleta en el tiempo que tarda para recorrer
100 metros planos durante 12 semanas de entrenamiento.

a) ¢En qué semana se obtuvo el mejor rendimiento?

Tiempo (s)
24
b) éEn qué semana tuvo el peor rendimiento? 20 ? l{] T & %
16
. , N 12 : I 78y =
c) éEn qué semana marcé el mejor tiempo? 8

d) ¢Cémo fue el desempefio en la semana 7?

e) éQué conclusiones puedes sacar del entrenamiento del atleta?

5. Calcula los deciles indicados en cada serie de datos, luego analiza la informacidn que proveen estos
datos.

a)10,6,7,11,13,8,9,5,9,10,12,12,7,9, 11, 15, 4, 6. Deciles 2, 4 y 8.
b) 10,5,7,11,8,9,12,7,6, 10,9, 8, 14, 13,9, 11, 5. Deciles 3, 7y 9.

c)8,54,21,7,3,9,10,9,8,6, 2,11, 3, 14,11, 8, 13, 10, 6, 12, 10, 4, 3. Deciles 1,5y 7.




2.6 Problemas de la unidad ~

Se realiza el control de calidad de un tipo de laptop, cuyo objetivo es evaluar el tiempo de duracion de la
carga de la computadora, para ello se toma una muestra de 50 computadoras y se registran los siguientes

datos:
Duracién de la bateria en horas Cantidad de laptops
O0a2 10
2a4 15
436 9
6a8 9
8a10 5
10a12 2

a) Identifica la variable a estudiar y clasificala.

b) éQué tipo de muestreo es el mas adecuado para este control de calidad?

c¢) ¢Cuanto tiempo dura en promedio la bateria de una laptop de este tipo?

d) é¢Cuanto tiempo es mas frecuente que dure la bateria de una laptop de este tipo?
e) éCudl es el valor de la mediana de este conjunto de datos?

f) Calcula la varianza y la desviacidn tipica de esta muestra.

g) Calcula el coeficiente de variacién de estos datos.

h) éCémo es la representatividad de la media para el conjunto de datos?

i) La siguiente informacion es acerca de la duracién de la bateria de otro tipo de laptop:

Duracion de la bateria en horas

Cantidad de laptops

0a2 8
2a4 17
4a6 13
6a8 8
8al0
10a12

Si se necesita comprar una computadora en la que se requiera la mejor duracion de la bateria, ¢qué tipo
de laptop seria mds adecuado comprar? épor qué? Compara entre la laptop inicial y la mencionada en
el literal i.




2.7 Problemas de la unidad

A continuacién se presentan los datos obtenidos por semana durante las Ultimas 8 semanas del
rendimiento de un atleta de salto largo, en el cuadro se registra la longitud saltada en metros:

Semana 1 35138 37|38 |39]|37)|40
Semana 2 38|42 |43 |42 |44 | 46| 46
Semana 3 45 | 48 | 47 | 49 | 49 | 53 | 5.2
Semana 4 52 | 55|57 |56 |58]|59]60
Semana 5 58 |63 |65|68)|68| 69| 6.8
Semana 6 67| 69|70 | 65|68 | 70|71
Semana 7 69 |72 |73 |72 747175
Semana 8 74 177 |78 |76 |79 |78 |79

diagramas de caja y bigotes.

salto de al menos 5 metros?

menos 4 metros? ¢por qué?

8-

f) ¢éEn qué semana marcé el mejor salto?

Distancia (m)

e) ¢En qué semana tuvo el peor rendimiento?

g) éComo fue el desempefio en la semana 77?

d) éEn qué semana se obtuvo el mejor rendimiento?

b) Construye el diagrama de caja y bigotes para cada semana.

j) ¢Qué conclusiones puedes sacar del entrenamiento del atleta?

a) Realiza una aproximacion de los cuartiles para los datos de cada semana.

~

c) Realiza un diagrama que compare el desempefio del atleta durante las 8 semanas mediante los

h) ¢A partir de qué semana se puede asegurar con mayor probabilidad que el atleta puede realizar un

i) éSe puede pensar que después del entrenamiento de la semana 1, el atleta era capaz de saltar al

k) El siguiente grafico ha sido elaborado con los promedios de cada semana, establece las ventajas entre
el diagrama elaborado en el literal ¢) y el diagrama presentado a continuacion.




3.1 Practica en GeoGebra: analisis estadistico

Para esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para realizar andlisis estadistico de una variable,
y construir diagramas de caja y bigotes sobre las situaciones planteadas en la unidad. Para ello sigue los
pasos indicados en la parte de Practica y construye los diagramas y el andlisis necesario. Luego trabaja en
GeoGebra la parte Actividades que esta al final de esta practica.

Practica
Retomando los datos del problema de la clase 1.5:

Velocidad en Km/h
1. Se utilizard la vista de hoja de calculo, para ello puedes 60 | 65 1201801801 90 | 45

utll‘lzar el r,nenu que§e abre al iniciar GfeoF-]ebra enla o‘pC|on 20 110070 50180 | 55 | 120
Hoja de Calculo, o bien, desde el menu vista dando click en
la opcién Hoja de Calculo, y se abrira una ventana como la 75 | 65 |90 ]85]70]100] 55

que se muestra abajo_ 110| 70 |95 (70| 80 (115|100
~ Hoja de Calculo
AINCIBEE|=Y |8
GeoGebra Clasico a B | ¢ p | E [ F 6 | H L]
1 \ \
:  Gréafica 2 \ \ \ I | I
I CAS 3 \ \ ‘ \ | \
< . 4 \
@ Geometria . } } | } } }
Graficas 3D B | | ‘ | | ‘
" Hoja de Calculo 7 \ \ \ \ \ \
2. Probabilidad 8 \ \ | \ | \
9 \ \ \ \ \ |
10 \ \ \ \ | \
1 \ \ \ \ | \
12 | \ | \ \ \
2. Ingresa los datos de la tabla de velocidades uno por uno en la columna A A A
de la vista de Hoja de Célculo. L1 60 e 0
2 65 2 65
. . . . . | 3| 40 | © |
3. Manteniendo presionado el clic izquierdo, selecciona todos los datos que 4 80 4 80
se ingresaron, estos quedaran sombreados en un color azul suave. £ 80 £ £
6 90 6 90
o , e . . . i 45 7 45
4. Ahora utiliza el boton Andlisis de una variable, luego se abrira un s 10 Bel| 1o
cuadro de texto llamado “Fuente de datos”, en ella apareceran los datos 9 100 9 100
seleccionados en el paso anterior, presiona Analiza y se mostrara una % ;g % ;g
grafica como la que se muestra a continuacién. 12 80 12 80
13 55 13 55
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ay €3 Anslisi de datos X 14 120 14 120
& | B | o [ =2 2L 15 75 15 | 75
‘ ‘{ﬂl: (1'2}\71 Z:‘ ,‘ dﬂ] = E‘ R 16 65 16 65
S | &) =x il < — =
> VISt - Analisis d jabl - - = 17 90 17 90
dﬂ] aliSIS de una variable : ‘Hismgrama v‘ I o0 - s P =
éj./’." Andlisis de Regresién de dos variables 8 19 70 19 70
= 1 20 100 208l 100
== Analisis Multivariable 21 55 21 55
0\ Calculadora de probabilidad 4 i 22 110 2 L
alculadora de probabiliaa | ==
3 23 70 23 70
' 4 24 95 24 9%
B 25 70 25 | 70
2 2 go] SN &0
27 15| 2} 115
0 28 100 28 100

k 40 60 80 100 120 )
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5. Al expandir las opciones, puedes notar que la grafica que se presenta es
un histograma, y que es posible seleccionar diferentes tipos de graficos
estadisticos, entre los cudles estdn el diagrama de barras (estudiado en
educacidn bdsica), histograma (estudiado en 8° grado), diagrama de caja  |peemerue
(estudiado en esta unidad) y otros diagramas que no se han estudiado || [T
por el momento.

40 60 80 100 120

6. En la parte superior derecha puedes extender las opciones de la vista, en ella marca las opciones de
tabla de frecuencias (la cual puedes construir manualmente) que creara una tabla de distribucién de
frecuencias de forma automatica; y marca la opcidon poligono de frecuencias, y se obtendra el siguiente
resultado.

o= a

]
| |Histograma ok | RE] (&4
| Histograma Grafica

8
Clases
O Establecer las clases manualmente
6 Reglas de clase:
{ ®=<x<
O<x=
4 Tipo de frecuencia
O Acumulada
@© Cuenta
2 O Relativo
O Normalizado
0 Muestra
30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 [ Histograma
Intervalo Frecuencia [ Tabla de frecuencias
40 - 56 5 ~ | &4 Poligono de frecuencias
56-72 8 Curva Normal
72-88 6
88-104 6 |
104120 3 v

7. Finalmente selecciona la opcién Estadisticas, ubicado en la parte superior izquierda, con icono de un
simbolo de sumatorio, asi se obtendran algunos estadisticos como la media, la desviacién estandar
(muestral y poblacional), cuartiles, mediana, minimo, maximo, etc.

€2 Anslisis de datos. x|
FE sl
L :

Estadisticas v Histograma 91 o

8. Comprueba la resolucion de este problema, -
verificando tu respuesta y luego corrige si es —
. X 2185
necesario. [ i
Max 120 )
ul 1
30 40 50 80 70 80 90 100 10 120 130
Intervalo Frecuencia |
40-56 [s
56-72 B
72-88 16
88-104 6
Actividades

Utiliza la herramienta de la hoja de cdlculo de GeoGebra para resolver el problema de la clase 2.7 acerca
de problemas de la unidad, para ello, como se requiere comparar datos por cada semana, ingresa en cada
columna los datos de una semana, por ejemplo, los datos de la semana 1 en la columna A, la semana 2 en
la columna B, y asi sucesivamente hasta llegar a la semana 8 en la columna H. Luego selecciona todos los
datos, y utiliza la opcidn de andlisis multivariante.

- J
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Cada angulo mide 20°, trazando las alturas punteadas se cumple que
sen 10°

1 o __ o _
h= 505 30° Y entonces sen 10° = x cos 20°, por lo tanto x = o5 20°
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