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Estimados docentes:

Reciban un cordial saludo, por medio del cual les expresamos nuestro agradecimiento por la
importante labor que realizan en beneficio de la ciudadania salvadorefia.

Como Ministerio de Educacion, Ciencia y Tecnologia (MINEDUCYT) a través del Proyecto de
Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en Educacién Basica y Educacion Media (ES-
MATE) hemos disefiado para ustedes la Sugerencia metodoldgica para la asignatura de Mate-
matica, que se convertird en una herramienta importante para la labor docente que realizan
dia con dia.

El objetivo principal de este recurso es brindarles orientaciones concretas para el desarrollo
de las clases de esta asignatura y lograr asi una mejora significativa en los aprendizajes de los
estudiantes salvadorefos.

Es importante destacar que la Sugerencia metodoldgica esta en correspondencia con las clases
propuestas en el Libro de texto disefiado para los estudiantes, concretizando de esta manera lo
establecido en el Programa de estudio de Matematica.

No dudamos que aprovechardn al maximo este recurso y estamos seguros de que pondran

todo su esfuerzo y dedicacidn para seguir contribuyendo al desarrollo de nuestro querido pais.

Atentamente,

Carla Evelyn Hanania de Varela
Ministra de Educacion, Ciencia y Tecnologia

Ricardo Cardona Alvarenga
Viceministro de Educacién y de Ciencia y Tecnologia Ad Honorem
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Unidad 5. Funciones trascendentales Il

Competencia de la unidad

Describir los elementos y caracteristicas de la funcién logaritmo y de las funciones trigonométricas
seno, coseno y tangente por medio de su definicion o grafica para interpretar situaciones modeladas
por funciones.

Relacién y desarrollo
T - Primer afio de Segundo afio de
ercer ciclo bachillerato bachillerato

Unidad 2: Raiz cuadrada (9°) Unidad 1: Numeros reales Unidad 4: Funciones trascen-
e Raiz cuadrada y nimeros -|-> * Numeros reales dentales |
reales ™ e Potenciay raiz n-ésima
» Operaciones con raices cua- l * Funciones y ecuaciones ex-
dradas ponenciales
Unidad 4: Funciones reales
* Definicion de funcion l
e Funcidén cuadratica
* Aplicaciones de la funcion Unidad 5: Funciones trascen-
cuadratica dentales Il
e Otras funciones e Funcion biyectiva e inversa
® Practica en GeoGebra e Funcion logaritmica
* Funciones trigonométricas
l Practica en GeoGebra

Unidad 5: Resolucion de trian-

gulos

* Razones trigonométricas de
angulos agudos

* Razones trigonométricas de
angulos no agudos

® Resolucion de tridngulos
oblicuangulos

l

Unidad 6: Identidades y ecua-
ciones trigonométricas

¢ |dentidades trigonométricas
e Ecuaciones trigonométricas
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Funciones inyectivas

1 2. Funciones sobreyectivas

1 3. Funciones biyectivas

1 4. Composicion de funciones
1. Funcién biyectiva e inversa

1 5. Dominio de la funcién composicién

1 6. Funcion inversa

1 7. Existencia, dominio y rango de la funcidn inversa

1 8. Practica lo aprendido

1 1. Definicidn de logaritmo

1 2. Logaritmo de un numero

1 3. Propiedades de los logaritmos

1 4. Cambio de base de un logaritmo

1 5. Definicién de la funcion logaritmica y su grafica
2. Funcioén logaritmica

1 6. Relacion entre las funciones exponencial y logaritmica

1 7. Ecuaciones logaritmicas, parte |

1 8. Ecuaciones logaritmicas, parte Il

1 9. Logaritmo base 10 y logaritmo natural

1 10. Practica lo aprendido

1 Prueba de las lecciones 1y 2

o Sugerencia metodolégica



3. Funciones trigonométricas

1. Razones trigonométricas de cualquier angulo (repaso)

2. Circulo trigonométrico

3. Periodicidad de las funciones seno y coseno en el circulo
trigonométrico

4. Periodicidad de la tangente en el circulo trigonométrico

5. Funcion seno

6. Funcion coseno

7. La tangente en el circulo trigonométrico

8. Grafica de la funcidén tangente

9. Periodo y amplitud de las funciones trigonométricas

10. Desplazamiento vertical de las funciones trigonométricas

11. Desplazamiento horizontal de las funciones
trigonométricas

12. Forma general de las funciones trigonométricas

13. Sistema circular de angulos

14. Practica lo aprendido

15. Problemas de la unidad

4. Practica en GeoGebra

1. Funciones trigonométricas

2. Construccidén de las funciones seno y coseno

3. Construccidn de la funcién tangente

4. El método de exhaucion

Prueba de la leccion 3

37 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de la leccion 3

° Sugerencia metodoldgica



Puntos esenciales de cada leccion

Leccidn 1: Funcidn biyectiva e inversa

El estudiante tiene como base de primer afo de bachillerato el concepto de funcién, dominio y grafica; ademas
conoce las funciones lineal, cuadratica, cubica, racional, raiz cuadrada y exponencial; por lo que, en esta leccidn
se utilizan estas funciones para estudiar las definiciones de funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. En las
clases se priorizan los métodos graficos, como son: el trazo de una curva horizontal para determinar la inyec-
tividad y la determinacion grafica del rango de una funcién; no obstante, se introducen también los métodos
algebraicos, los cuales formalizan los procesos realizados. Estos conceptos permitiran introducir la operacion de
composicion de funciones en dos clases, la primera para determinar la ecuacién de la funcién composicién y
posteriormente estudiar el dominio correspondiente. Luego se establece la definicién de funcién inversa en dos
clases, la primera aborda como se determina la ecuaciéon de la funcidn inversa y la segunda plantea la posibili-
dad de determinar la funcién inversa para cierto tipo de funciones, cémo trazar su gréfica y cual es el dominio
y rango asociado.

Leccidn 2: Funcidn logaritmica

Se inicia con la definicidn de logaritmo, aqui se establece una relacion inversa con la definicion de la potencia de
un numero, luego se utiliza la descomposicién en factores para determinar el valor del logaritmo de un nimero.
Se establecen las propiedades de los logaritmos de forma particular y de forma general, posteriormente se tra-
baja la propiedad del cambio de base, luego se estudia la funcién logaritmica y se establece su relacién con la
funcién exponencial como funciones inversas respecto a la composicidn. Se resuelven ecuaciones logaritmicas
en dos clases, la primera trata aquellos casos en los que se aplica directamente la definicion de logaritmo para
determinar la solucidn, se introduce ademas la resolucion de ecuaciones exponenciales utilizando logaritmos;
en la siguiente clase las ecuaciones necesitan el paso adicional de aplicar alguna de las propiedades de los loga-
ritmos, ambas clases hacen hincapié en realizar la comprobacién de las soluciones evaludandolas en cada argu-
mento de los logaritmos de la ecuacidn y debe verificarse que este sea positivo. Por Ultimo, se estudia el conteo
de digitos de un nimero como aplicacién del logaritmo base 10.

Leccidn 3: Funciones trigonométricas

En esta leccidn se hace énfasis en las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente. Primero se establecen
las razones trigonométricas como funciones del dngulo, tomando como base la razén trigonométrica de un an-
gulo en el plano, definida a partir de un punto sobre su lado terminal, o su prolongacién; en ese sentido también
se introduce el circulo trigonométrico (CT) para facilitar la representacién de las razones trigonométricas por
medio del circulo de radio uno, lo que permite, ademas, estudiar de manera representativa la periodicidad de las
funciones seno, coseno y tangente. Luego se grafica cada funcién en el plano cartesiano y se estudian el periodo,
la amplitud y los desplazamientos. Hasta este punto se ha trabajado con angulos en el sistema sexagesimal, con
el fin de no complicar al estudiante el trazo de las graficas de las funciones, al convertir angulos en radianes, por
tal razoén, el concepto de radian se estudia por ultimo. En el sistema circular de angulos se toma como base la
longitud del arco subtendido por un angulo en el circulo trigonométrico.

° Sugerencia metodoldgica



Leccion 4: Practica en GeoGebra

En primer lugar se estudian los desplazamientos, la amplitud y el periodo de las funciones trigonométricas,
poniendo en practica lo recién aprendido sobre el sistema circular con el cual trabaja GeoGebra y se utilizan los
deslizadores y las animaciones. Luego se construyen las funciones a partir del circulo trigonométrico utilizando
otras herramientas de GeoGebra como el rastro de un punto, cuya animacién genera la grafica deseada. Otra de
las herramientas utilizadas es la funcion Sl, que tiene relacién con las estructuras de control de la unidad 4 de la
asignatura de Informatica; sin embargo, el estudiante podra prescindir de su conocimiento gracias al desarrollo
de la practica en el Libro de texto. Por ultimo se estudia el método de exhaucién para aproximar el valor de la
constante T, el objetivo de esta practica es explorar un método histérico para el calculo del drea del circulo pero
en este caso por medio de un software.

o Sugerencia metodoldgica



Funcion biyectiva e inversa

1.1 Funciones inyectivas

Problema inicial
Responde las siguientes preguntas:
a) Sea f(x) = x + 1, se sabe que f(3) = 4, éexiste otro valor x en R tal que f{x) = 4?
b) En el caso de la funcién f(x) = x%, se cumple que f(2) = 4, éocurre lo mismo que el caso anterior?

Solucién
a) Se elabora la grafica de f(x) = x + 1. b) Se elabora la grafica de f{x) = x.
y
,,,,,,, ) No ocurre lo mis-

| mo, ya que existen

3 +
, dos valores de x que

2 cumplen f{x) = 4:

L x=2yx=-2.

X f -2 -1 0 1 2 3 x

El Unico valor de x tal que f(x) =4 es x = 3.

Definicién
Una funcién f: A— B es inyectiva en A, si a valores diferentes del conjunto A le corresponden valores dife-
rentes del conjunto B. Simbdlicamente: si a, b son elementos de A con a # b entonces fla) # f(b).

También se puede definir de la siguiente manera: f : A— B es inyectiva en A, si a cada imagen en B le co-
rresponde una Unica preimagen de A.

Para determinar graficamente la inyectividad de una funcién se trazan rectas horizontales sobre la gréfica,
si una recta interseca a la gréfica en dos o mas puntos, entonces la funcién no es inyectiva.

Ejemplo
Determina si las siguientes funciones son inyectivas:
a) flx)=x+1 b) flx) = «?
Y

L S

o :
— L > X ; > X
/4’ 0 1 20 3 4 21 o 1 2 3
Toda recta horizontal interseca en un solo punto La recta horizontal que pasa por el punto (2, 4)
ala funcion. Por lo tanto, f(x) = x + 1 es inyectiva. también pasa por el punto (-2, 4). Por lo tanto,

f(x) = 2?2 no es inyectiva. En este caso 2 # -2 pero
. f12) = fi-=2) pues f12) =4y f(-2) = 4.
Problemasv
Determina si las siguientes funciones son inyectivas en su dominio:

a) flx)=2x-6 b) flx) =—x*—2x-6 c) flx) = 22 d)f(x)=% e) flx) =x

129

- /
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Indicador de logro:

1.1 Identifica funciones inyectivas de manera grafica y algebraica.

Posibles dificultades:

Hasta este momento el estudiante conoce varias El Problema inicial también se puede resolver con
funciones reales, ahora se estudiardn las caracte- el planteamiento de ecuaciones; la elaboracion
risticas de las funciones iniciando con la identifi- de la grafica se sugiere al estudiante si hay difi-
cacién de la inyectividad de forma grafica y alge- cultades.
braica.
\_ NS .
Solucién de problemas:
a)flx)=2x-6 b) flx)=—x*-2x-6=—(x+1)>-5
Y4 y="1lx) . Y4
. '/ Toda recta horizontal — I larecta horizontal
—_— 3/} interseca en un solo 0 trazada  interseca
1 punto la grafica de - en dos puntos a la
-2 flx) = 2x.— 6, por lo 3 grafica de f(x). Por
_3 tanto, es inyectiva. Y lo tanto, flx) no es
-4 5 inyectiva.
La Unica preimagen
- . Otra forma:
. de un numero b es
1 1.3 fi-2) = fl0) = 6.
2 ' Por lo tanto no es
inyectiva.
c) flx) = 2x¢*
3: ¥ flx) =t
3 . .
5 Es inyectiva.
1/ L Es inyectiva.
o T3 X T2 3 %
1
-2
-3
-4
e) flx) =x
J . .
1 La Unica preimagen de b es b?.
5 ¥ =f(x)
b ..........
1 E
. Es inyectiva.

@ Sugerencia metodolégica



4 N
1.2 Funciones sobreyectivas

Problema inicial ~
Una funcién de A en B que tiene como ecuacién y = f(x) se puede representar de las siguientes formas:

1.ffA—B 2.f-A—B; x — flx) Esta representacion significa “la funcion de A en B tal que x
x — f(x) toma valores en Ay f(x) en B”.

a) Dada la funcidén f: R — R; x — x?, éexiste un valor x en el conjunto de partida que cumple f{x) =-1?
b) Considera la funcién f: R — R; x — &3, Si ¥ es un nimero real, determina el valor de x tal que flx) =y

siy=1,y=8. )
Solucién
a) Se elabora la grafica de f(x) = x2. b) Se elabora la grafica de f(x) = 2.
y y
1 No hay valores de x s El valor de x tal que
# tal que flx) = -1. , filx)=1,esx=1.
3 ; fll)=13=1.
2 5
1 4
5 El valor de x tal que
= o T 2 x 2 flx)=8,esx=2.
-t 1 fl2)=2*=38.
N3 7)'
Conclusién
Una funcion f: A — B es sobreyectiva, si cada nimero en B es imagen de, al menos, un nimero en A.
1. Para decir que una funcién no es sobreyectiva se debe encontrar un
. Recuerda que el rango es el con-
valor y en B que no tenga preimagen en A. junto de valores que puede to-
2. Una funcién f: A — B, donde el conjunto B es igual al rango de la mar la funcién Ry = {f(x) | x € A}.
funcidn Rres una funcidn sobreyectiva.
Ejemplo
a) La funcién f: R— R ; x — x?, no es sobreyectiva  b) La funcién f: R — R ; x — x° es sobreyectiva pues
pues no existe un numero real x tal que x* = —1. un numero y en R es imagen del numero %/} Al

evaluar se tiene: f{\y) = (\y)* = y.
El rango de f{x) = x> no es R sino Ry = [0, oo .
El rango de flx) = x* es Rr = R.
Problemas;:
Identifica si cada una de las siguientes funciones es sobreyectiva.

a)fR—R b)f:R—R ofR—R El conjunto ]- o0, a[ U ]a, o[ se puede
xX—X x—3x-2 x—x?-1 escribir en la forma R - {a}, que repre-
TR —s T "R — : - senta el conjunto de los niUmeros reales
d)f E ]xc;o, 0] e)f: % Hiz . f 1o, OODE E% o[ exceptuando al nimero a.
— - — - —\x
g)fR-{0}—R h)ffR-{1}—=R-{0} i) R—R
x— 1 x— li x— |x| flx) = | x| es la funcién valor absoluto.
—x

&

- /
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Indicador de logro:

1.2 Identifica funciones sobreyectivas de manera grafica y algebraica.

Propésito:
Para la mayoria de funciones estudiadas hasta En la Conclusidn se describen dos caracterizacio-
ahora se ha determinado su domino y rango. En nes de la funcién sobreyectiva, una permite negar
esta clase se introduce una nueva notacion de la sobreyectividad y la otra afirmarla. En el Ejem-
funciones y se estudian las formas de identificar plo b) se muestra cdmo puede establecerse la so-
una funcién sobreyectiva. ) Kbreyec‘tividad de manera algebraica. )

Solucién de problemas:

a) e Toda funcion lineal con domino R tiene rango R, por lo tanto f es sobreyectiva.
e Un numero real b esimagen de b. f(b) = b, por lo tanto la funcidn es sobreyectiva.

b) e Toda funcidn lineal con domino R tiene rango R, por lo tanto f es sobreyectiva.

, . b+2 ., .
e Un numero real b es imagen de =5 f(%) = b, por lo tanto la funcién es sobreyectiva.
yl\
c) El nimero real =2 no es imagen de ningin niumero real, por lo tanto f 3

no es sobreyectiva.

d) e Elrango de la funcidn f(x) = -x? es ]-oo, 0], por lo tanto la funcién
definida asi es sobreyectiva.

* Unnumero real b <0 esimagen del nimero+—p. Por lo que f{x) = -x2 es sobreyectiva sobre |-, 0].

12,1 ., . S,
e)-x’+x= —(x— 5) + Asi, 1 no es imagen de ningln numero real. Para corroborarlo, se puede hacer la

grafica. Por lo tanto, f(x) = —x? + x no es sobreyectiva.

f) Un ndmero real b = 0 es imagen del niumero real b > 0. Por lo tanto f{x) = Vx es sobreyectiva.

g) El nimero real 0 no es imagen de ningin niUmero real; por lo tanto, f no es sobreyectiva.

h)e Elrango de la funcion f(x) = 1—ix es R - {0}, por lo tanto la funcién definida asi es sobreyectiva.

. . . 1 L .
e Unnumero real b # 0 es imagen del nimero real 1 —- % Por lo que la funcidn es sobreyectiva.
i) Un nimero real —1 no es imagen de ningin nimero real, por lo tanto f no es sobreyectiva.

En algunos literales se tienen dos argumentos distintos de
por qué la funcidn es sobreyectiva, con uno de los dos es

suficiente para afirmarlo.
@ Sugerencia metodolégica




1.3 Funciones biyectivas*

Deﬁnicién

Una funcion f:

¢ Si una funcion no es inyectiva se puede restringir el dominio para que sea inyectiva, en algunos casos se

puede hace
e Paraquela

Se llama restriccién de la funcién f a la que se obtiene como resultado de los pasos anteriores.

Ejemplo

A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

r de varias maneras.
funcién f sea sobreyectiva basta encontrar el rango Ry y hacer B = Ry.

1. Verifica que la funcién f: R — [0, oo[ ; x — x2 no es biyectiva.
2. Haz una restriccién del dominio para que la funcidn f sea biyectiva.

y
M Y=/
4|
'\ [ 1. Las rectas horizontales cortan en dos puntos a la gréfica, asi la funcién
\ 2 / no es inyectiva, por lo que tampoco es biyectiva.
2 1 0 1 2 rx
y
y=fx)
2. Eliminando los puntos con primera coordenada negativa, se obtiene la 4
gréfica de una funcién inyectiva, a la que se denomina f,. Su dominio es 3 /
[0, o[ y su rango es [0, oo[.

Por lo tanto, la funcién £ : [0, o[ — [0, o[; x — x* es biyectiva pues

es inyectiva

y

{:mm'
4

y sobreyectiva. > X

Otra restriccion de f se obtiene eliminando los puntos con primera

'\ 3

coordenada positiva.

\ 2

1

Por lo tanto, la funcién £,: [-o0, O[ — [0, oo[; x — x> es biyectiva pues
es inyectiva y sobreyectiva.

2 1 0

> X

<
Problemasv

Determina si cada funcién es biyectiva, si no lo es, haz una restriccién de f para que lo sea.

a)fR—R
xX—x
d)fR—R
x — x?

gl fR-{1}

X

@

b)fR—R c) f: [0, 10] — [0, o[
x—x-1 x— x?
e)f:R-{0}—R-{0} f) f: R— [0, oo
-2x +3 xﬂé x— |x|
—R h) f:R—R i)fR—R
—1+— x— 2 x—27%1+1

1-x

/
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Indicador de logro:

1.3 Identifica si una funcién es biyectiva o restringe su dominio o rango para que lo sea.

Secuencia:

Ahora se presenta la definicién de funcion biyecti-
va y la forma en que se puede restringir el domino
o rango de una funcién cualquiera para que cum-
pla esta condicion. Puede dar el Ejemplo como
problema a los estudiantes pero si el numeral 2 es

muy dificil puede orientarlos.

Propésito:

Para mostrar que la restriccién no es Unica en el
Ejemplo se realizan dos restricciones de la fun-
cion original para que sea biyectiva. Se hace las
distincion entre una funcion (f) y su restriccion
asignando a esta un subindice (f,).

- NG
Solucidn de problemas:
¥ =flx) . . ‘g .

a) Y e Toda recta horizontal que interseca a la grafica de f(x) la interseca
3 en un solo punto, asi f es inyectiva.
2
L e Lafuncidn f(x) = x es lineal, se tiene que D;= R entonces R;= R, por

—— 5% lo que fes sobreyectiva.

b) Es biyectiva.

c) No es sobreyectiva pues 112 no
tiene preimagen en [0, 10].
Restriccion
f.: [0, 10] — [0, 100]

x—x?

e) Es biyectiva.

f) No es inyectiva: f(-1) = f(1) = 1.
Restricciones

f;: [0, o[ — [0, o]
x— ||
g) No es sobreyectiva: 1 no tiene preimagen.
Restriccion
fi R-{1}—R-{1}
1

x—1+-—
1-x

i) No es sobreyectiva: 0 no tiene preimagen.
Restriccion
fiiR—1]1, o]
x—27"1+1

®

Por lo tanto f(x) =

x es biyectiva.

d) x>—2x +3 =(x—1)*+ 2, no es sobreyectiva pues 0
no tiene preimagen.
Restricciones
£y [1, 0] = [2, o0

x—x*—2x +3

o [l 1] =2, 0]

Xx—x*—2x +3

fz: ]_oo' O] - [O, Oo[
x— |x]
h) No es sobreyectiva: 0 no tiene preimagen.
Restriccion
fi: R—1]0, o]
x—2°

Para resolver estos problemas, se puede recomendar que
los estudiantes que realicen las graficas de las funciones
para restringir los dominios.
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1.4 Composicion de funciones

Problema inicial ~
B En el departamento de Morazan el beneficio promedio, en ddlares, que obtiene un productor de dulce de
atado esta dado por f{x) = 0.53x, donde x representa la inversion realizada por el productor. Se sabe que
la inversion realizada por un productor esta dada por la funcién g(x) = 69.19x, donde x es el nimero de
toneladas de cafa de azucar utilizadas. A partir de lo anterior contesta: o Mon P R
1. ¢Cual es la inversion realizada por el productor si utiliza 2 toneladas?
2. ¢Cual es el beneficio obtenido por el productor si utiliza 2 toneladas?
3. Determina una funcién que proporcione el beneficio obtenido a partir
de una cantidad x de toneladas de cafa de azucar utilizadas.

-
Solucién
1. Utilizando la funcién de inversidn g, se tiene g(2) = 69.19(2) = 138.38. 8,
Por lo tanto, la inversidn realizada es de $138.38.
2. La inversion realizada al utilizar 2 toneladas es g(2) = $138.38. Toneladas Inversién
Utilizando la funcién de beneficio f se tiene que ,
flg(2)) = f(138.38) = 0.53(138.38) = 73.3414.
Por lo tanto, el beneficio es de $ 73.3414. Inversion Beneficios
3. Al utilizar x toneladas se tiene una inversién de g(x) = 69.19x.
Al utilizar unainversion g(x) se tiene un beneficio de f{g(x)) = 0.53(g(x)). @ 8, 1,
Por lo tanto, el beneficio a partir de la cantidad x de toneladas es / /
f(g(x)) - 053(6919.’)6) =36.6707x. Toneladas Inversién Beneficios

Definicién
Dadas dos funciones f(x) y g(x), la composicién de f y g se denota por (fog)(x) y se define como:
(fog)(x) = flg(x))
La composicion de f y g es una funcion que resulta de evaluar la funcién g(x) en la funcién f(x).
La expresion fog se lee f compuesta con g. La expresion f(g(x)) se lee f de g de x.

Ejemplo
Efectda las composiciones fog y gof, con las funciones f(x) = 2x + 1y g(x) = x — 3.
(fog)(x) = flg(x))
=2(g(x)) +1 se evalda la funcién g(x) en f(x), -
=2(x-3)+1 Observa que, en general, (fog)(x) no es
=2x-6+1 igual a (gof)(x):
Por lo tanto, (fog)(x) = 2x - 5.

Si flx) =2x+ 1y g(x) =x— 3 se tiene que

(g°N(x) = g(flx)) (fog)(x) = 2x =5 Y (gof)(x) = 2x — 2.
=flx)-3 se evalua la funcién f(x) en g(x),
=(2x+1)-3 En este caso (fog)(x) # (gof)(x).
=2x-2 >

Por lo tanto, (gof)(x) = 2x — 2.

b
Problemas ./
Efectla la composicion fog de las siguientes funciones:

a) f(x) = 4x, g(x) = 3x b) flx) =-x+2, g(x)=x+5 o) fix)=Vx+1,gx)=x-4
d) fln) =+, glo) =x + 1 &) flx) =x+1,glx) =2 f) fix) = 3 glx) = x+ 2
g) fl) =x+ 1, glx) = 2° h) flx) =+, glx) = 5 i) fla) =, glx) = 4°

123

- /
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Indicador de logro:

1.4 Determina la ecuacién de la composicién de dos funciones.

m Posibles dificultades:

La composiciéon de funciones se estudia en dos Para determinar la ecuacién de una composicién

clases, en la primera se determina la ecuacién de se debe evaluar una funcién en otra en el orden

la composicidn y en la siguiente el dominio de la adecuado, pues como se muestra en el Ejemplo al

composicion. La ecuaciéon de la composicién es el evaluar en distinto orden se pueden obtener fun-

resultado de evaluar una funcién en otra. Asi que- ciones diferentes.

da establecida la composicion como una opera- El Problema inicial también se puede resolver ha-

cion entre funciones reales. ciendo uso de la multiplicacién, en el caso que un
estudiante presente una solucidn con este razo-
namiento se debe aclarar que no todas las com-
posiciones se pueden efectuar de esta manera.

- J
Solucién de problemas:
a) flx) = 4x, g(x) = 3x b) flx)=—x+2, g(x)=x+5
(fog)(x) = 12x (fog)(x) =—x -3
1
) fle) =Vx+1,8(x)=x—4 d) flx) =, g(x) =x+1
o xX) = x_3 1
eg)l) =N (fog)(w) = 2
1
e)flx)=x+1,8(x)== f) flx) = 3%, glx) = x + 2

o = 3x+2
(fog)() =+ +1 et

h) flx) =, glx) = 5*

=x+1, =%
g) flx)=x+1, gx) (fog)(x) = 51

(feg)(x) =27+ 1

. En esta clase solo se trata como tal el hecho de evaluar

i) flx) =+ x) =4*

) f( O) ié\f/(_j _ \/Tc B 227’6 _ o una funcién con otra, de aqui que el indicador de logro se
(fog)(x) = 4= =22 = - refiera a determinar la ecuacién de la composicion, pues

la funcién composicion quedara bien definida al calcular
su dominio en la siguiente clase.
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1.5 Dominio de la funcion composicion*

Problema inicial

Y

N

Ds=[0, o[ ¥ =f(x)

Rr= [0' OO[

-1 0 1 2
-4

lo siguiente:

-

Se tiene la grafica de las funciones f: [0, 0[ = [0,[; x =>Vx ¥y & R—>R;x —x—1.

Y

2~

y=8(x)

—10/123x

La composicién esta definida como (fog)(x) = flg(x)), es decir g(x) se evalla en f{x). A partir de esto, realiza

a) Determina el intervalo de los valores que puede tomar g(x) para que f(g(x)) esté definida.
b) ¢Cudl es el intervalo de valores que debe tomar x para que g(x) esté en el intervalo del literal anterior? )

Solucién

a) Los valores que g(x) puede tomar deben estar en el domino de f{x).

Por lo que el intervalo que se pide es [0, oo[.

b) Se determina el intervalo a partir de la grafica.

Y

21y =1x)
1

& S

-1 0 1 2

En la funcion g(x) los valores del in-
tervalo [0, oo[ se obtienen al evaluar
los valores del intervalo [1, oo.

Por lo tanto, x debe tomar valores
en el intervalo [1, oo para que g(x)

—;10/1'23’x
=

esté en el intervalo [0, co.

Definicién
El dominio de la composicién de f y g esta dado por el conjunto: Dy = {x € Dg | g(x) € D}.

El dominio de la composicién de funciones (fog)(x) son los valores que pertenecen a D (el dominio de g(x))
tal que g(x) pertenece a Df(el dominio de f{x)).

Ejemplo
Utilizando las funciones: f(x) = Vx — 9, con dominio Dy = [9, ][, y g(x) = 3x, con dominio D, = R, encuentra
el dominio de la funcién compuesta (fog)(x) = flg(x)) =V3x - 9.

Se tienen los dominios Dy = [9, oo[ y D, = R. Para determinar Dy, = {x € D, | g(x) € D/} se tiene que g(x) es
un valor de Dy={x € R|x = 9} si se cumple que g(x) =9, sustituyendo se obtiene 3x =9, porlo
que x = 3 entonces Dyy = {x € Dy | x = 3}. Por lo tanto, Dy = [3, oo[.

Problemasw‘
Determina el domino de la composicion de funciones (fog)(x):

a)fR—R b) f: [3, o[ = [-1, o[ c) f: [-1, o[ = [-1, o] d) f: [0, o[ — [0, o[
x—3x+1 x — x?—12x + 35 x—x2-1 x —Ax
g R—R g: (0,00 — [0, o[ gR-(0}—R-00}  gR-{0}—R-(0)
x—2x+4 x —x x—= x— =

@ /
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Indicador de logro:

1.5 Determina el domino de la composicion de funciones utilizando la definicién.

Ahora se estudia el dominio de la funcién com-
posicidn, esto permitird al estudiante determinar
el dominio de otras funciones que no se han es-
tudiado como tales pero que pueden obtenerse
como composicién de funciones conocidas. Si el
Problema incial resulta muy dificil para el estu-
diante, puede explicar el primer literal.

Solucién de problemas:
a)fR—R
x—3x+1
g R—R
xX—2x+4

szR, Dng
Drg={xER|g(x) ER}=R

c) f: [-1, oo[ = [-1, o]
x—x*-1

g R-{0} —R-{0}

x— =

y=8x)

®

Propésito:

El Problema inicial plantea determinar el dominio
de una composicion de funciones en dos pasos.
La Solucién presenta un método grafico para de-
terminar el dominio de la composicién. Mientras
gue el Ejemplo expone un método algebraico en
el que se utilizan intervalos y desigualdades.

- /

b) f: [2, o[ — [-1, oo

X —x’—6x+8
g: [0, 00[ = [0, oo

x —x
Yy Yy
<N ~»
¥ =/flx)
3 4
2 3 y=28(x)
1 W -—-——
1
¢ > X 1
o 1 2\ 3 /4 5 i
-1 \/ ¢ i > X
of 1 2 3 4 5 6
v v

Fe de errata: en el problema del Libro

de Texto hay que corregir la funcion f
por los datos

f: [2r oo[—> [_11 oo[
x —x?—6x+8.

d) /: [0, o[ — [0, oof

x —x
g:R-{0} — R - {0}

1
DM=hER—mH¥20}
l>03%>0
X

= Df"g:]ot OO[
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1.6 Funcion inversa
Problema inicial
Dadas las funciones flx) = 2x + 2 y g(x) = %x— 1, efectla las composiciones:
a) (fog)(x) b) (ge/)(x)
Solucién
a) (fog)(x) b) (gef)(x)
(fog)(x) = flg(x)) (gof)(x) = g(fix))
=2(g(x)) + 2 = Hax+2)-1
1
=2(3x—1)+2 sx+1-1
=x—2+2 =X
=x Por lo tanto, (gof)(x) = x.
Por lo tanto, (fog)(x) = x.
Definicion
Sea f: A— B una funcidn, si una funcion g: B— A cumple las condiciones:
1. (fog)(x) = x, para todo valor x en B. 2. (gof)(x) = x, para todo valor x en A.
Entonces a g se le llama la funcién inversa de [y se denota por f .
La funcién inversa f=* cumple (f o f)(x) = f{f (x)) = x, asi para encontrar |la ecuacidn de la funcién inversa
se despeja y de la ecuacién f(y) = x, donde y = f *(x).
Ejemplo
Obtén la funcién inversa de f{x) = 2x + 2.
Escribe la ecuacion = f(‘Y) =X A la funcién h(x) = x se le denomina funcién identidad.
evaliayen flx) =2x+2 = 2y+2=x, Para una funcién /: A— B, la funcién identidad cumple
1 las siguientes condiciones:
al despejar y se obtiene: > ==x-1.
pejary Y3 1.Si h: B— B; x — x entonces (hol)(x) = I(x).
Por lo tanto, f~(x) = %x_ 1. 2.Si h: A— A; x — x entonces (loh)(x) = [(x).
Problemas;
1. Determina la ecuacidn de la funcidn inversa de las siguientes funciones.
a)fR—R b)fR—R c)ffR—[1, oof d)f:R-{0} —R-{0}
x—5x-1 x—x3 x—(x—-2)2+1 xﬂ%
e)fR-{1}—R-{1} f)f:[0, 0] — [0, oo[ g) f: [0, o[ = [1, o] h) f: [1, o[ = [0, oo
x— X1 x—\x x—xt+1 x—(x—1)2
x-1
2. Comprueba con la composicién de funciones, que la funcidn encontrada en cada literal del problema
anterior es la funcion inversa. Comprueba que (fof )(x) = x y (fof )(x) = x.
J
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Indicador de logro:

1.6 Determina la ecuacién de la funcién inversa de una funcién dada.

En primer lugar se estudia la ecuacién de la funcidn

inversa, esta se define con base

una composicion de funciones. Ademas se muestra
gue para esta operacién existe un elemento inva-
riante que es la funcién identidad, asi como el cero

en la ecuacién de

En el Problema inicial se comprueba que dadas las
ecuaciones de dos funciones mutuamente inversas
su composicidn es la funcion identidad. En la infor-
macién adicional se muestra la funcion identidad y
su rol como elemento invariante para la operacién

&Io es para la suma y el uno para la multiplicacion. y &composicién. y
Solucién de problemas:
1) fy)=sy-1=x  1b)f)=y=x 10/)=(y-22+1=x 1d)fly)==x
y= % y=3x y—2=\x—-1 y= 1
fix) = sx+3 fix) = Ax )= Nx=1+2 - 4
le) fly) = 37 =« 1) fly) =y == =y rlor k)= (- 17 =
y+1l=x(y-1) se define paray >0 > e;eypzaiaxy__l € djni}rialra_y\/% 1
y—xy=-x-1 22 = =
Y1-x)=—x-1 byr == y=a-1 ) =z +1
oy _x+1 y=x fHx)=Vx-1
f (x) T 1 _1 2
X fHx)=x
2a) fif(x)) = 5(%x + %) -1 fH(fla)) = (52— 1) + 5 2b) fif *(x)) = (lx)? = x
=x+1-1=x =x—%+%=x f‘l(f(x))=3x3=x

2c) fHAx)) =N(x—=2)>+1-1+2
=\(x—2)2+2

=x—-2+2

=X

2e) fif(x)) = [ (f(x)

[Hx)) =(Nx—-1+2-2)*+1

=(Wx=1p+1
=x-1+1=x

2f) fif Hx)) =x? =x
fflx) = (Nx)* =x
2h) f{f (%)) = Nx + 1~ 1)?

= (Vxp
=x

) == 17 + 1

=x—-1+1

=X

2d) fif (%) = fAf ()

1 1
1+

1

=1(x)=x

2g) flf Hx)) = (Nx—1)*+1

=x-1+1=x

fHfx) =V +1-1

xX*=X

Aungue el rango de la funcién inversa se estu-
diara en la siguiente clase es necesario realizar
la observacion que los valores de que toma la
variable y estan en el dominio de f, sobre todo
en los literales f), g) y h).

En la proxima clase se relaciona la biyectividad
con la existencia de la funcion inversa.
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Problema inicial N
a) Grafica las funciones flx) = 2x + 2 y f *(x) = lx — 1 en un mismo plano Los puntos (a, b) y (b, a)
cartesiano y observa que si (a, b) es un punto de la grafica de fentonces son simétricos respecto a

(b, @) es un punto de la grafica de . e

b) Sea (a, b) un punto de la gréfica de f, demuestra que si f posee funcién inversa f %, entonces (b, a) es un
punto de la grafica de f .

c) Grafica la funcidn f(x) = 2, luego para cada punto (a, b) de f(x) grafica el punto (b, @) y dibuja la curva
que une estos puntos.

d) La curva que obtuviste en c), écorresponde a la grafica de una funcion?

J
Solucién
a) Se observa que las gréficas de [y f ! son simétricas respecto a la recta y = x. Por
lo tanto, si (a,b) es un punto de la grafica de f entonces (b, a) es un punto de f .
b) (a, b) es un punto de la grafica de fsiy solo si f (a) = b.
Al aplicar la funcidn inversa a la ecuacion anterior se tiene f~(f (a)) = f (b).
Asi, por la definicion de funcidn inversa se tiene: a = f (b).
Por lo tanto, si (@, b) es un punto de la grafica de f entonces (b, a) es un punto de
la grafica de /.
yl\
c) Se grafican algunos puntos (b,a): (0, 0), (1, 1), (1, -1), (4, 2), (4, =2). 2 /
Se traza la curva que une estos puntos. 1
o1 4 3 2 °%
d) La curva que se obtuvo no corresponde a la grafica de una funcidn pues hay rec- ‘1\\
tas verticales que cortan en dos puntos a la curva. 'ZV \
Definicién
Una funcidén f: A— B posee funcién inversa si y solo si es biyectiva. -
De acuerdo a la clase 1.3, una funcién puede restringirse para | Lagraficadef™es y la,b)
que sea biyectiva y asi tener funcién inversa. simétrica a la de f,
con eje de sime- / (b, a)
triay=x. f
Si (a, b) es un punto de la gréfica de f{x) entonces (b, a) es un x
punto de la grafica de f~(x). El punto (a, b) es
simétrico al punto
El dominio de la funcién inversa es el Dr / Ry L (0, a). )
rango de la funcién inicial y el rango de -
la funcién inversa es el dominio de Ila @ — @
funcion inicial: Ry r Dy-

Df—: = Rf \ Rf—i = Df.

3
En los siguientes literales determina la funcién inversa, su dominio y su rango. Ademas grafica la funcién y
su inversa en el mismo plano cartesiano. En el literal d) realiza una restriccién de la funcién.

a)fR—R b)fiR—-{-1} = R-{0} c)f:]-o0, 0] — [0, oo| dffR—R
1 x— x? x—(x+1)2-4

x—3x—-2 x—
x+1

J
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Indicador de logro:

1.7 Determina la funcidn inversa de una funcién analizando dominio y rango.

Propésito:

En esta clase se establece que la funcién posee
inversa si y solamente si es biyectiva. Ademas, se
observa la relacién de simetria respecto a la recta
identidad entre las graficas de una funciény su in-
versa. Esto se utilizara en la siguiente leccion para
relacionar las funciones exponencial y logaritmica.

\_

Solucién de problemas:

a)fR—R
x—3x—-2
AR—R

12
— = 4 —
X3xr3

¥ =flx)

c) f: ]-0, 0] = [0, o]
x— x?
f_I: [0, Oo[_) ]—oo, 0]
x——=x

N
Vv
5

El Problema inicial, en el literal a) los estudiantes
deben visualizar la simetria entre las gréaficas de
las funciones y luego consolidar lo observado, en
el literal b). En los ultimos literales se comprueba
que para una funcién no inyectiva no es posible
determinar una funcidn inversa.

- /

b) £ R-{-1} — Rl- {0}

X —

x+1
f:R-{0} — R-{-1}

1
x—=-1
X

dffR—R
x—(x+1)2-4
fl: [_11 oo[_)]_4' oo[ fl_l: ]_4r oo[_) [_1' oo[
x—(x+1)*-4 x—VNx+4-1
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1.8 Practica lo aprendido

1. En los siguientes literales determina la ecuacién de las composiciones (fog)(x) y (geof)(x):

a) flx)=—x+5, g(x) =—x -2 b) flx) =x* + 4, glx)=—x+1
Q) flw) =V—=x+1,8(x) =4-27 d) flx) = 2%, glx) = a* - x
2. Encuentra el dominio de las siguientes funciones:
a) flx) =N1—2 b) flx) = —L+—— ¢) flx) = \/1 Escribe cada funcién
x2—-2x-3 x COMO Una composi-
d) fle) = |5 ) fle) =v3-5 f) flx) = 3% elon de funciones
3. Se tienen las graficas de las siguientes funciones:
2
flx)=\o=o flx) =22 =2 flo)=2-%
y 3 1
4 2
2 3 /I\
! 2 By ] B R
3 2 1 o 1 2 3 % ! 1
-1 3 5 1 o 1 3 3 ¥ -

Para cada una:

a) Determina el dominio como el conjunto de los valores donde la funcidn esta definida.

b) Restringe el dominio de la funcién para que sea inyectiva.

¢) Con el dominio encontrado en b) determina el rango de modo que la funcidn sea sobreyectiva.
d) Traza la grafica de la funcién con el dominio y el rango restringidos en b) y c).

4. A partir de las funciones redefinidas en el problema 3 realiza lo siguiente:
a) Para cada funcién determina la ecuacidn de la funcion inversa.
b) Determina el domino y rango de la funcién inversa.
c) Grafica en el mismo plano cartesiano fy /.

5. Considerando los puntos P(a, b), Q(b, a) y la recta I: y = x demuestra que d(P, [) = d(Q, I).

6. Se tienen las siguientes funciones y sus inversas:
f,:[0, o[ = [0, oo x — & £, [0, 00[ — [0, 0o; x —x
f2: [_1’ Oo[*) [OI 00[' x—x+1 f2—1: [0' Oo[*) [_11 Oo[l x—x-1

Realiza lo siguiente:

a) Determina la ecuacién de la funcién g (x) = (f,°f,)(x).

b) Determina la ecuacién de la funcién g, (x) = (£, "of, ) ().

c) Efectda las composiciones (g,0g,)(x) y (g,°g,)(x).

d) En este caso, écudl es la funcién inversa de g, (x) = (f,of,)(x)?

e) Sean f,y f, dos funciones cualesquiera, tal que las funciones f, 7, f,, f,of,y f,"of," estan definidas.
Demuestra que f,™of " es la funcién inversa de f,of,.

- J
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Indicador de logro:

1.8 Resuelve problemas correspondientes a funciones biyectivas e inversas.

Solucién de problemas:

1a) (fog)(x) =x + 7, (gof)(x) =x—7

1c) (fog)(x) =Vx2 -3 , (gof)(x) =x + 3

En cada literal del problema 2 se tiene f{x) = (f,°f,)(x)

2a) f,(x) =lx, f(x) = 1 - 22 2b) f,(x) = -, f,(x) = * = 2 =3
0 = (0, ol ), = R {0}
0S1—x2=>x2S1 xz_zx_3=0
= (x-3)(x+1)=0
=>x=3,x=-1
=D;=R-{-1,3}

2e) f,(x) =x, f,(x) =3*-9

1b) (fog)(x) = x> = 2x + 5, (gof)(x) =—«* -3
1d) (fog)(x) = 27 7%, (gof)(x) = 4* = 2

2¢) f,(x) =\, f(x) =
Dfl = [0, 00[

s0<iso<x
=-1<x<1

= Df= [—1, 1]

= Df=]0, oo[

2d) f,(x) = L, f () = o+ 1 26) flx) = 3

Df1=]0, o[ Df1=[0'oo[ Dy = [0, oof
) 0<3*-9=32<«x El estudiante debe utilizar las técnicas de
0<x*+1 = = . . o :
desigualdades vistas el afio anterior. En
=>D=R Dr=[2, oof el literal 2b) también se puede escribir la

respuesta como union de intervalos.

3d) Ver solucion
del problema 4.

3a) Dy, = [-3, 3]
Dy, = ]=0, =1] U [1, oo]
Dy, = [-2, 2]

4a) f,7(x) =9 — &2,
4b) D/ = [0, 3], Ry = [0, 3]

3b) Df1 = [O, 3]
sz = [11 OO[
Dy, = [0, 2]

4a) f,(x) =, /%Z +1

4b) Df[l = [Or oo[, sz_l = [1r oo[

3¢) Rfl = [O, 3]
sz = [Or OO[
Re, = [0, \/5]

4a) f,M(x) =N4 -2,
4b) Dy = [0,V2], R;1 = [0, 2]

4) N 4c) ¥1 4c) yq
3 4 2
2 T
3 1 -
y=Fx) = f ) \y-/g(x)
1 ¢ S
2 N -2 -1 0 1 2 > X
€ 0 1 2 3 > X 1 -1
W ( _2
0
la—0b]| |b—al

5. d(P ()= =d(Q, )

La solucidn del problema 4 depende de la restriccidn en el problema 3.

6b) g,(x) = ( f,*of)(x) =x - 1.
6d) g,(x) = (f,"of, ) x) =vx— 1.

6e) ((f,of,)o( £, of D) = (fiof ) ((f; 7 of ) (x)) = (Fef U, (f, () = FLUFUF,H ()

= f,(fM(x)), por ser £, y f, inversas entre si.

VU+ () N+

6a) g,(x) = (f,of)(x) = (x + 1)
6¢) (g,°g,)(x) = x, donde x = 0y (g,°g,)(x) = x, donde x = —1.

= x, por ser f, y f, " inversas entre si.
También se cumple que ((f,™of,™)( f,of,))(x) = x.
Por lo tanto f,of ™ es la funcion inversa de f,of..

@

En el problema 3b) la restriccidn

del dominio no es la Unica.
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Funcion logaritmica

4 N
2.1 Definiciéon de logaritmo
Problema inicial
¢Qué valor debe tomar el exponente x para que se cumplan las siguientes igualdades?
X - v L
a)2*=8 b) 3+ = =
Solucién .
a)2:=8 b) 3= 5
2¥=2%  se escribe 8 como potencia de 2 3*=271
x=3. 3*=(3%)" Se escribe como potencias de la
misma base
Por lo tanto, x = 3. 3r =33
x=-3.
Por lo tanto, x =— 3.
Definicion
Sean a, b y x nUmeros reales tal que b > 0, @ > 0y a # 1, se define el
logaritmo base a de un nimero b como sigue:
logb=x=a"=b
Significa que el logaritmo es el exponente al que se debe elevar el nime- /
ro a, llamado base, para obtener el nimero b. = Iog: = X
Ejemplo
En el Problema inicial se tiene que
a) 2°=8 ©log,8 =3y se lee el logaritmo base 2 de 8 es igual a 3. argumento
% logaritmo
3_1 1 __ i 1 ; _
b)33= 57 S Iog327 =-3 yse lee el logaritmo de 77 base 3 esigual a —3. base
<
Problemasw
1. Escribe como un logaritmo cada una de las siguientes potencias.
2 - 4 _ -1 — i -2 - i
a)22=4 b)34=81 c) 10 =70 d)4 kT
1 3
e) 22 =2 f) 257 = 125 g) 2% =37 hy2i=_L
32
2. Escribe cada logaritmo como una potencia.
a) log,64 =6 b) log,25 =2 c) Iog_% =-1 d) Iog3% =-3
e)log32=2 f)log 43 =+ Jlog g = 3 h log L =_1
4 2 3 4 g)logNg =7 )ngvi'_z
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Indicador de logro:

2.1 Expresa igualdades de potencias como igualdades de logaritmos y viceversa.

En la unidad anterior se estudio la potencia donde
el exponente es cualquier niumero real. Ahora se
estudia la definicion de logaritmo de un nimero
a partir de la potencia de un numero real positivo
diferente de 1.

Propésito:

En el Problema inicial el estudiante debe deter-
minar el valor del exponente que cumple la ecua-
cion. Este proceso sera util posteriormente, para
determinar el logaritmo de un nimero. En los Pro-
blemas el estudiante debera relacionar las defini-

-
Solucién de problemas:
la)log,4 =2 1b) log.81=4
1 3
1e) log \2 = > 1f) log,,125 = >
2a) 2°=64 2b) 52 =25
5
2e) 47 =32 2) 3 =43

ciones de potencia y logaritmo.

\ /
1 1
1c) Iogloﬁ =-1 1d) Iog4ﬁ =-2
1g) log N4 = % 1h) Iogz%j—__i’2 = —%
20) 5% =1 2d)37= 5
3 1 1
2g) 4°=+8 2h)22=ﬁ
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2.2 Logaritmo de un numero
Problema inicial
1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:
a) log,16 b) Iog3l
2. Demuestra que log a°=c,cona >0ya# 1.
Solucién
1. a) log,16 b) Iog%
Sea x = log,16 Seax= Iog%
x=1log,16 < 2*=16 se aplica la definicion de X = Iog% o3 =% se aplica la definicién de
logaritmo, logaritmo,
& 2*=2* seresuelve la ecuacion, S 3= % se escribe 9 como potencia
de 3,
S x=4.
. © 3=372 sereescribe con exponente
negativo,
S x=-2.
2. Se tiene que x = log a‘ < a* = a“. Por lo tanto, x = c.
Conclusién
Calcular el valor de un logaritmo x = log b es encontrar el valor del exponente x que cumple a* = b.
De manera general para encontrar el valor de un logaritmo se realizan los siguientes pasos:
1. Se escribe como potencia log b =x < a* = b.
2. Se resuelve la ecuacion a* = b.
a'=aeloga=1
.
Si b = a‘entonces log b = c; por lo que, log a°=ccon a>0ya#1.
Ejemplo
Encuentra el valor del logaritmo log,64.
Solucién 1
Sea x = log,64 entonces x = log,64 & 4°=64 & 2¥=2°2x=6c x=3.
Solucién 2
Utilizando la propiedad log a“ = c: log,64 = log,4* = 3.
Problemas /2
Determina el valor de los siguientes logaritmos:
a) log, 10 b) log,1 c) log,21® d) log,32
e) log,81 f) Iog%% g) log.4 h) log, 125
i 1 i 1 1
i) logi= ) log, 5 k) log,5 1) log19
/

@
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Indicador de logro:

2.2 Calcula el logaritmo de un nimero expresandolo como potencia.

Se presenta el proceso para determinar el valor de
un logaritmo a través de la definicion, que involu-
cra la resolucién de ecuaciones exponenciales y se
tiene la alternativa de escribir el argumento como
potencia cuya base sea la base del logaritmo.

\_

Solucién de problemas:

a) log, ;10 =log 10'=1
c) log,2'* =100
e) log 81 =1log,9% =2

g)x= |0g84 & 8=4

o (2°)r=22
o 23x=22
< 3x=2
-2
e x=3
r=logie e (1)L
2\/5 2 _\/E
1
@ —1x=_1
(2=
& 2%=27
-1
e —x=-3
-1
S x=3
k)x=|og4%=> 4x=%
S (22)r=27"
o 2%=2"
e 2x=-1
-1
e x=-3

Propésito:

El numeral 2 del Problema inicial permite simplifi-
car el proceso para determinar el logaritmo de un
numero pues utiliza Unicamente la descomposi-
cion en factores, la desventaja de esta propiedad
se presenta cuando la base es una fraccion o es
mayor al argumento del logaritmo, por lo que en
KtaI caso es mejor proceder con la definicidn. Y.

b) log,1=10g,3°=0
d) log,32=10g,2°=5
1 1)\?
f) Iog%z= Iog%(i) =2

h) x=108,,125 & 25v=125

<:>(52)x=53
o 52.7(5:53
S 2x=3
=3
= x=73
. 1
j)x=|0g3T3<: 39€=%3
o =L
37
& 3¥=372
= x——1
T2

) x=logi19 & (%)x= 9

Py (3—1)x =32
o 3—x= 32
S —x=2

S x=-2
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Problema inicial N
1. Compara el resultado de la operacién y el logaritmo para cada uno de los siguientes literales.
a) log,4 +log,8 y log,32 b) log,8 —log,4ylog,2  c)3log,4ylog4® d)log,8%ylog4’
2. Demuestra las siguientes propiedades.
a) log M +log N =log MN b) log M —log N = Ioga%
c) blog M = log M" d)log M =log N & M=N
J
Solucién
1. a)log,4 +log,8 = log,2? + log,2* y log,32 = log,2° b) log,8 —log,4 = log,2* —log, 2’y log,2 =1
=2+3 =5 =3-2
=5 =1
Por lo tanto, el resultado es el mismo. Por lo tanto, el resultado es el mismo.
Se observa que log,4 + log,8 = log,(4 x 8) = log,32. Se observa que log,8 - log,4 = IogZ% =log,2.
c) 3 log,4 = 3log,2’ y log,4* = log,(2%)° d) log,8% =log,2° y log,4* = log,2°
=3(2) = log,2° =6 =6
=6 =6
Por lo tanto, el resultado es el mismo. Por lo tanto, el resultado es el mismo.
Se observa que 3log,4 =log,4* = 6. Se observa que 82 = 43,
2.Seanx=log My y=log N, por definicién se tiene M =a*y N = &
a) Se tiene el producto MN = a*a® = a**? b) Se tiene el cociente ]\_Z\{ = Z—j =a*?
Al escribir como logaritmo: log MN = x +y Por definicion de logaritmo Ioga% =x-y
Por lo tanto, log MN =log M +log N. Por lo tanto, Iogaz‘—]g =log M —log N.
c) Se tiene la potencia M? = (a¥)° = a®* d) En este caso x =log My x = log N
Se reescribe como logaritmo bx = log M" Entonces M =a*y N = a*
Por lo tanto, blog M = log M". Por lo tanto, M = N.
Conclusién
Sean a, My N nimeros positivos con a # 1, los logaritmos cumplen las siguientes propiedades:
_ _ M Observa:
1. |0gaM+ |0gaN— |0gaMN 2 |OgaM— |OgaN— |0gaw (|ogz4)3 =23=8 y |0g243 - 3|0g24 = 3(2) =6.
Se tiene que (log,4)’ # log 4°.
3. blogaM= Ioga]W’ 4. IOgaM= IogaN S M=N Por lo que, en general, (log, M)* # log M®
<
Efectua las siguientes operaciones.
a) log,2 +log,8 b) log,12 + log,18 c) log,96 —log,3 d) log,6 —log,24
12 2 1 2 5 oo 2 3 _oe 12
e) log, ot Iog23 f) Iog354 + Iog333 g) Iog37 Iog321 h) Iog410 log, s
i) 3log,3 +log,243 j) 5log,8 + 3log,32 k) 2log,54 —3log,18 1) 2log212 - 2log:218
J

&
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Indicador de logro:

2.3 Efectla operaciones de logaritmos utilizando sus propiedades.

Ahora se efectyan las operaciones entre logarit-
mos que serdn Utiles en la resolucion de ecuacio-
nes logaritmicas. La propiedad en d) hace referen-
cia a la inyectividad del logaritmo como funcién.

\_ /

Solucién de problemas:

a) log,2 + log,8 = log,16 = |og442 =2

c) log,96 —log,3 = Iog293—6
=log,32
=log,2°
=5

e) Iog215—2 + Iogzg =log,4=2

6 2
g) Iog37 - Ioggz =log,9
=log,3’
=2

i) 3log,3 + log,243 = log 3° + log,3°
= log,3*
=log,9*
=4

k) 2log,54 - 3log,18 = log,54° — log,18°

Propésito:

El Problema inicial aborda las propiedades de lo-
garitmos para un caso particular y para el caso ge-
neral. Las propiedades se han escrito en la Conclu-
sién de tal manera que sea inmediato aplicarlas
en los Problemas.

- /

b) log,12 +log,18 = log (2> x 3 x 2 x 3?)
=log (2% x 3°)
= log,6°
=3

d) log,6 —log,24 = Iog2%
1
= Iogzz

=log,2”?
=2

11 2 1 -
f) |°g3§ + Iogag = Iog3a =log,3™" =—4

h) Iog41%— Iog41?2 = Iogé

= log,[(2%)]"
= Iog44‘%
3

2

j) 5log,8 + 3log,32 = log,(2°)° + log,(2°)°
=log,2" +log,2"
= log,4*
=15

1) 2log212 - 2l0g218 = logz12” — logz18?

542 _ 122
= Iong Ioggl—82
- log 22X3° i - . —Iog;24><32
g, 23 % 36 En h) también es valido utilizar la de- 322 x 34
1 finicion para determinar el logarit- _ |Og;(£)2
= |0g2§ mo que resulta de la operacién. 3\3

=-1

&
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2.4 Cambio de base de un logaritmo*

Problema inicial
& ¢ Como calcularias el valor de log,5 utilizando el logaritmo

base 10?

La mayoria de calculadoras cientificas solo permi-
ten encontrar el valor de logaritmos de base 10y e.
| El nimero neperiano: e = 2.718281828459045...

Solucién
Sea x = log,5. Entonces:
2*=5 por la definicién de logaritmo,
log 2*=log 5 se aplica logaritmo a ambos lados de la igualdad,
xlog 2 =log5 utilizando propiedades de logaritmo,
_log5
X = m

Se utiliza la calculadora para determinar el cociente:

[ log | & D e -
Por lo tanto, log,5 = 2.321928095...

El logaritmo base 10,
usualmente, se denota
sin la base: log, @ =loga.

Pantalla de la calculadora

[109 5o+

loa 2
£.32/828055

Definicién
Sean a, b y ¢ nimeros positivos tales que a # 1y ¢ # 1. Se denomina cambio de base a la igualdad:
log b
log b = 5B
Ejemplo
1. Demuestra la propiedad del cambio de base para 2. Calcula el valor de log,8. En este caso Nno es
c=10. necesario utilizar la

Se tiene que x=log b & a*=b.

Se aplica logaritmo base 10: log a* = log b.

Se utiliza ¢ = 2.

log,8

calculadora.

_log,8 3
" log,4 " log,2” " 2"

_log2® 3

Por lo tanto, log,8 = % .

Se aplica la propiedad del logaritmo de una poten-
ciaxloga=logb.

Se despeja x: x = %, loga#0yaquea=zl.
Por lo tanto, se ti log b = 282
or lo tanto, se tiene que log b =15, -

£l
Problemasv

og,8

Se puede utilizar cualquier base.

_log,8 log,2* _3log2 3

“log4 = log,2> ~ 2log,2 ~ 2

1. Simplifica los siguientes logaritmos con la propiedad de cambio de base.

c) log,\3
g) log:8

a) log,32 b) Iog‘%

e) logi27 f) log13
= 2. Calcula el valor de los siguientes logaritmos.

a) log.24 b) Iog% c) logi5

1 Observa que el argumento del
d) |0g4T2 logaritmo y la base son poten-
1 cias de una misma base.
h) log: 0
Utiliza ¢ = 10.
d) log12

&

J

@
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Indicador de logro:

2.4 Utiliza la propiedad del cambio de base de un logaritmo para calcular el logaritmo de un nimero.

Se introduce la propiedad del cambio de base que
sirve para calcular otros logaritmos sin utilizar la
definicidn de logaritmo explicitamente. Debera in-
dicar cémo puede iniciar el proceso si el estudian-
Kte no puede resolver el Problema inicial.

Solucidn de problemas:

log,32 log,2®> 5
1a) log 32 Iog2 4 Iogiz2 -2
1 1
log.\3 Iog32_5_1 1.1 1
16)108,V3 = Tobs o7 = 7=7 7 2577773
_log27 _log3® _ 3
le) log127 = og 1 “Tog3? " "2
33
Iog \f log22 5 3
1g) log18 = |og§2—2 =5="2
24
log 24
2a) log 24 = ,"f? = 1.97463...
log5
2c) log15 =—+ =-2.32192...
log3

Propésito:

En el Problema inicial es necesario usar la calcula-
dora, mientras que en el Ejemplo se muestra otro
caso en el que no se utilizard debido a que la base
y el argumento del logaritmo son potencias de
Kuna misma base. Y.

lo gzé
Iog 4

log,2” 3

1b) log “log,2? T 2

1 _ 1 log27 -5 1

1d) Iog4T2— log,272= |0g222 =5 =-7
Iog log.3 1
1f) log 13 = 3_ |0g3§73 =-3
327
1) gk - fogy 23+ 22 - E2
) log: T 0832 =g~ 3739
1_logs
- 3 _ _
2b) log,3 = o3 = —1.58496...
2d) log12 = f =-0.31546...
log3

Los estudiantes también puede utili-
zar la aproximacién hasta las centé-
simas.
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2.5 Definicion de la funcidon logaritmica y su grafica

Problema inicial N
1. a) Utiliza la siguiente tabla para graficarla funcién 2. a) Utiliza la siguiente tabla para graficar la funcién
flx) = log,x. flx) = logux.
111 101
X 2 3 1 2 4 X Z ? 1 2 4
y y
b) Determina si la funcién f{x) = log,x es creciente b) éLa funcion f(x) = logix es creciente o
o decreciente. decreciente?
N\ J
Solucién . L 1 1 1 1 1\2
1.a) Six = se tiene f(Z) =log, =log,2?=-2 2.a)Six = setiene f(z)= logi7-= Iog%(i =2
. 1 . 1 1 _ . 1 . 1 1 1
Six == se tiene f(i) =log, =log,2 = -1 Six = se tiene f(i) =logi>-=logi5=1
Six=1setiene f(1) =log,1=10g,2°=0 Six=1setiene f(1)=logil= Iog%(%)o =0
Six =2 se tiene f2)=log,2=1 Six=2se tiene f[2) = logi2 = Iog%(%)_l =1
Six =4 setiene f(4)=log,4=log,2’=2 Six=4setiene f(4)=logi4= Iog%(%)_2 =-2
1 1 1 1
x| 7|37 1124 x| 7|3 1|12 ]| 4
y|-2|-1]0|1]2 yl2|1]0|-1]-2
Se traza una curva sobre los puntos obtenidos. Se traza una curva sobre los puntos obtenidos.
" y
Iogzb2

+
log,a
¢

0

-1

-2 -

| 'ogzbV y =log.x
b) Si 0 < a < b, entonces log,a < log,b. b) Si 0 < a < b, entonces logia > log:b.
Por lo tanto, f{x) = log,x es creciente. Por lo tanto, f{x) = log1x es decreciente.
Definicion
La funcién logaritmica se define como sigue f:]0, co[ — R Un logaritmo estd bien definido si el
X — Iogax argumento es positivo.

donde a es un nimero positivoy a # 1.
La gréfica de f(x) = log, x pasa por
los puntos (1, 0) y (a, 1).

La monotonia de la funcion f{x) = log, x se describe a continuacion:
1. Es creciente sia > 1. 2. flx) = Es decreciente si0 < a < 1.

Problemas;
Grafica las siguientes funciones logaritmicas.
a) flx) = log,x b) flx) = log,x c) flx) = log1x d) flx) = log1x

\@ /
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Indicador de logro:

2.5 Grafica funciones logaritmicas utilizando tabla de valores y colocando puntos en el plano cartesiano.

Propdsito:
Se estudian las graficas de las funciones logaritmi- En el Problema inicial se utiliza la ubicacion de
cas. La razon de utilizar solo argumentos positivos puntos en el plano para graficar la funcién loga-
viene de la definicion en la cual se escribe el loga- ritmica. A partir de la definicion de logaritmo se
ritmo a partir de una potencia con base positiva. obtendra el dominio de la funcidn, la monotonia
se obtiene a partir de la grafica y se establecen
puntos caracteristicos de la funcién en la informa-
Y D Kcién adicional de la definicion. D

Solucién de problemas:

a)

1 1 b) 1 1
X s | 3| 1 3 9 x | | 7|1 4 | 16
y -2 | -1 0 1 2 Y -2 | -1 0 1 2
Y A
N L x) = 4%
> fix) =3 5 flx)
' / 1
€ > X
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 & >X
1 20/ 2 4 6 8 10 12 14 16
; ¥
_3 _2
v A4
c) 1 1 d) 1 1
X 9 3 1 3 9 x 16 7 1 4 | 16
y 2 1 0 -1 | =2 Y 2 1 0 -1 | =2
3 24
21 1\
1|e
T B e e e N ) 4 6 8 10 12 14 16 ' X
-1 ° —1
_2 ° _2
¥ flx) =4~
¥
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2.6 Relacidon entre las funciones exponencial y logaritmica
Problema inicial
1. Grafica en un mismo plano cartesiano las funciones f(x) = log x y g(x) = 2y observa que si (a, b) es un
punto de f entonces (b, a) es un punto de g.
2. Efectla las composiciones:
a) flg(x)) b) g(f(x))
Solucién
1. La funcién f(x) = log,x se graficé en la clase anterior y la funcién g(x) = 2* se graficé en la clase 2.1 de la
unidad 4.
Y
2y flx)=logx | glx)=2
3 (4r 2) (2, 4)
(1.2 y = fx)
2 @2) (2,1) (1,2)
(=1,1) (0,1)4
e . (1,0) (0,1)
2N\-1 4
1 1
@-1) | (g
1 1
(z-2) (2 %)
2. Efectua las composiciones:
a) flg(x)) f ((zx)zx b) g(f(x)) ifl(oﬁgzx) Por la definicién de
= log, ce logaritmo a8~ = x.
=X =X
Conclusién
1. Las funciones y =log xy y = a* son simétricas respecto a la recta y = x, Y (b
dondea>0ya=1. ly = a*
2. Para dos numeros realesa y b cona >0y a # 1 se tiene que b, a)
|Ogaab =) y a°eb=p (COI’I b> 0) (0,1) y=log x
3. La funcién logaritmica es la funcién inversa de la funcién exponencial. </ w0 > X
f:R —1]0, o[ f7:]0,00[ = R Y=
x —a" x — logx
4. y = a* tiene como asintota horizontal la recta y = 0, haciendo uso de la simetria se obtiene que
y = log x tiene como asintota vertical la recta x = 0.
5. El dominio de la funcién logaritmo es el rango de la funcién exponencial: ]0, co[.
El rango de la funcion logaritmo es el dominio de la funcidn exponencial: R.
6. La funcion logaritmo, al ser la inversa de la funcidn exponencial, es una funcién biyectiva.
b ]
Problemas.\ﬂ
Para cada funcidn escribe su funcion inversa y graficalas en el mismo plano cartesiano.
a) flx) = log,x b) flx) = log,x c) flx) = f(%)x Recuerda que (%)x =4

- /
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Indicador de logro:

2.6 Determina la funcién inversa de una funcién logaritmica o exponencial.

Secuencia:

El logaritmo se defini6 como tal para que sea la
operacion inversa de la potencia. En esta clase se
observa la relacion de funciones inversas (sime-
tria, composicién de funciones, dominio y rango)
entre las funciones exponencial y logaritmica.

-

/

Solucién de problemas:

a) f(x)=logx

fHx) =3
Y1 P
5 y=f7x)
8
7
6
5
4
3
5 x=flx
-2 -1 1 2 3 4 8 9
=1
=2
N
y=x
— N —X
-1
y=fT(x)

Propésito

En el Problema inicial se observa la simetria res-
pecto a la identidad entre las funciones exponen-
cial y logaritmica, luego se comprueba la relacidn
inversa por medio de la definicion, en la que se
debe tener claro el concepto de logaritmo. En los
Problemas se sugiere retomar los graficos de las
funciones logaritmicas y aplicar la simetria res-

pecto a la recta y = x para graficar su inversa.
\_ v

b) flx) =log,x

fH(x) =4

y/\

4

y=/f(x)

Sugerencia metodolégica



Problema inicial
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones y comprueba las soluciones encontradas.

a) |0g2x =3 b) Iog3(x - 1) =2 Verifica que el argumento del logaritmo es positivo al sustituir los valo-
c) |Og5x2 =4 d) |0g6(3x(x +1))=2 res encontrados.
Cuando se trata con logaritmos se consideran solo las soluciones reales.
Solucién
a) Se utiliza la definicidn de logaritmo: b) Se utiliza la definicidn de logaritmo:
logx=3ex=2x=8. log(x-1)=2¢x-1=3*ex-1=9=x=10.
Como 8 > 0 entonces, x = 8 es solucion de la Se verificaque 10—-1=9 > 0.
ecuacion. Por lo tanto, x = 10 es solucidon de la ecuacidn.
c) Se utiliza la definicién de logaritmo: d) Se utiliza la definicién de logaritmo: 3x(x + 1) = 62
log.x*=4 & x?=5" Se resuelve la ecuacion:
& x =152 3x2+3x-62=03(x+4)(x-3)=0
& x =125 Sx=—40x=3

Verificando si x =—4, 3(-4)(-4 + 1) =36 > 0.
Six=3,3(3)(3+1)=36>0.

Por lo tanto, x = —4 y x = 3 son soluciones de la

ecuacion.

Se verifica que (¥25)% > 0.
Por lo tanto, x = 25 y x = =25 son soluciones
de la ecuacioén.

Conclusién
Una ecuacion logaritmica es una ecuacion en la cual aparece la variable x en el argumento del logaritmo.

Para resolver una ecuacion de la forma log M = b, donde M es una expresidén algebraica de variable x, se
resuelve la ecuacién a® = M que se obtiene al aplicar la definicién de logaritmo: log, M=b & ab=M.

Luego se verifica si las soluciones encontradas satisfacen la condicion del argumento M > 0.

Ademds, las ecuaciones exponenciales pueden resolverse aplicando logaritmos:

a=bologa*=logb < xloga=logb @x=:ggz
Ejemplo
Observa la siguiente solucidn:
E7°=2< log7*=log2 @ xlog7=log2 & x= :g:; < x=2.80735...
<
1. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a)logx=4 b) log,(x+1) =5 c)log,x*=6 d) logx*=6
e)logx= -2 f)log,(2x+1)=-1 g) log,x* =2 h) log,(x* +4) =3
i) log (x(20—x)) =2 j) log (x(13 —x)) =2 k) log (x(x+3))=1 1) logix =%
2
B 2. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a)9*=15 b) 2¢+1 =13 c) 5%-1=1953125

J
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Indicador de logro:

2.7 Resuelve ecuaciones logaritmicas, aplicando propiedades de potencias.

Posibles dificultades:

Se presentan las ecuaciones logaritmicas en las
que se utiliza la definicién de logaritmo y la reso-
lucion de ecuaciones lineales y de segundo gra-
do. En esta clase, la aplicacién de la definicién de
logaritmo es el primer paso para resolver dichas
ecuaciones. Se presenta ademas la resolucién de
ecuaciones exponenciales utilizando logaritmos.

N

/

Solucién de problemas:
la)logx=4<x=3"x=81

1c)logx*=6 & x* =2 x =18

1

le)logx=2ox=47©x= 6

1g)logx’ =2 =27 x= i%

1i) log (x(20 — x)) = 2 © x(20 — x) = 10?
© x?-20x+100=0
< x=10

1k) log (x(x+3)) =1 e x(x+3) =10
©x*+3x-10=0
S x=-5x=2

2a)9°=15 < log 9 =log 15

& xlog 9 =log 15
_log 15
log 9
< x=1.23248...

2c) 5%71=1953125 < log 5% *=1log 1953125

En el literal c) del Problema inicial aunque los es-
tudiantes utilicen la propiedad 3 de la clase 2.3,
se sugiere resolver nuevamente utilizando la defi-
nicién para observar que en realidad la ecuacién
tienen dos soluciones.

N

1b)log(x+1)=5ex+1=2>=x=31
1d) logxX*=6© x*=3°x=9
1f) log,(2x + 1)=—1(:)2x+1=3‘1<:)x=—%

1h)log(x*+4)=3 & x*+4=23
= x*=4
= x =12

1j) log,(x(13 - x)) = 2 & x(13 - x) = 6
S x*—-13x+36=0

< x=9,x=4

11) Iog%x=%(:>x= (_)%=4_

2b) 2**1=13 & log 2**'=log 13

< (x +1)log 2 =1log 13
_log13
log 2
< x=2.70043...

& (2x—1)log 5=1og 1953125

o x= l(log 1953125 + 1)
2 log 5
& x=5

@
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2.8 Ecuaciones logaritmicas, parte 2

Problema inicial
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones:
a)log,x +log,(x-1)=1

b) log,(2x) = log,(x + 1)

Solucién
a) Se usa la propiedad de la suma de logaritmos:
log,x + log,(x— 1) = log,(x(x — 1))

sustituyendo en la ecuacidn se obtiene:
log,(x(x—1))=1

se debe aplicar la definicidn y resolver:

log,(x(x-1))=1< (x(x—1)) =21
=) x-x-2=0
S (x-2)(x+1)=0
= x=20x=-1

se verifica que el argumento es positivo en cada
logaritmo:

six=2,2>0,2-1=1>0,

six=-1,-1 < 0. No es solucidon de la ecuacion.

Por lo tanto, la soluciéon es x = 2.

Conclusién

b) log.(2x) = log,(x + 1)

2x=x+1 Se utiliza la propiedad:
log M =log N= M =N,
x=1 se resuelve la ecuacion.

Se evalla x = 1 en cada logaritmo
2(1)=2>0y2+1=3>0.

Por lo tanto, la solucién es x = 1.

Para resolver las ecuaciones logaritmicas se utilizan las propiedades de los logaritmos para llevar la ecua-

cién a la forma log M = b.

1. Para todo My IN, nimeros positivos se cumple que

a) log M +log N =log MN
c) log M" = blog M

2. Se debe comprobar que el argumento de cada
logaritmo es positivo al sustituir los valores en-

contrados para verificar que son soluciones de la
ecuacion.

]
Problemas Z
Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) log,x + log,(x-2) =3
c) log,(3x) + log,(x-2)*=1
e)log,(x-3)°=6

g) log,(x +1) + log (x> —x +1) =2

b) log M —log N = Iogaﬂ—z\{
d)log M =log N & M=N

En la propiedad log M" = blog M, M debe ser un nime-
ro positivo. Si b es par se debe tener cuidado.

Ejemplo:

logx’=4 & 2logx=4logx=2ex=3=9

En este caso falta la solucién x = -9.

Asi, es mejor no utilizarla en la solucién de ecuaciones.

b) Iog%(x2 +1)2=-2
d)log(x+1)=log(1-x)
f) Iog%(x -2)¢=-18

h) log,(x* — 6x* + 16)* = 12

&

/
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Indicador de logro:

2.8 Resuelve ecuaciones logaritmicas utilizando propiedades de logaritmos y potencias.

En las ecuaciones logaritmicas que se presentan
en esta clase es necesario utilizar las operaciones
con logaritmos como primer paso, esto dara lu-
gar a una ecuacién como las resueltas en la clase
anterior. Otro paso que es necesario realizar es el
de comprobar que las soluciones encontradas no
anulan ni hacen negativo el argumento de cada lo-
garitmo de la ecuaciodn inicial.

\ /

Solucién de problemas:

a) log,x + log,(x—2) =3 = log,x(x—2) =3
e x(x—2)=8
>x=40x=-2

six=4,4>0,4-2=2>0

six=-2,-2 < 0. No es solucién de la ecuacion.

Por lo tanto, la solucién es x = 4.

c) log,(3x) + log,(x—2)" =1
=  log,[B3x(x-2)"] =1

3x

Iog4x_2= 1
3x
x—2=4

3x=4(x-2)

x=8
six=8,3(8)=24>0,8-2=6>0.
Por lo tanto, la solucién es x = 8.

44 U U

e) log,(x —3)°=6=9log,(x—3) =6
= log,(x—3) = %
>x=7

six=7,(7-3)0°=4°>0
Por lo tanto, la solucién es x = 7.

g)log,(x+1) +log(x*—x +1)=2
= log,[(x+1) (x*—x+1)]=2

= log,(x* +1) =2
= x*+1=3?
=> x=2

six=2,2+1=3>0,22-2+1=3>0
Por lo tanto, la solucién es x = 2.

Propésito:

El Problema inicial presenta dos Problemas en los
que se deben utilizar las propiedades de los lo-
garitmos. Algunos de los Problemas a desarrollar
involucran la resolucién de ecuaciones bicuadra-
ticas y también puede ser necesario el cambio de
variable.

\_ /

b) Iog%(x2 +1)2=-2= (x*+1)%= (%)_2
=>x*+2x*+1=25
>x’=-60x’=4
>x=20x=-2

(x*+ 1) > 0 para todo numero real x.
Por lo tanto, las soluciones son x =2y x =-2.

d) log(x+ 1) =log(1-x)
> x+1=1-x
= x=0,
six=0,0+1=1>0,1-0=1>0.
Por lo tanto, la solucién es x = 0.

f) logy(x ~ 2)° = ~18 = (x - 2)° = (%)'18

=x—2=4+28

>x-2=123

=>x=100x=-6
six=10,(10-2)=8°>0
six=-6,(—6-2)°=8°>0

Por lo tanto las soluciones son x = 10, x = —6.

h) log,(x* — 6x* + 16)* = 12
= (x*-6x2+16)* =2
= x*—6x*+16=18
=>x'—-6x?+8=00x'-6x>+24=0
=>x’=40x*=2
Sx=120x=+\2
(x*—6x% +16)*> 0 para todo numero real x.
Por lo tanto las soluciones son x = +2, x = +\2.
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Problema inicial

2. ¢Cuédntos digitos tiene el nUmero 2209? BSa

tﬂl. Determina el valor de log 220%,

nse
nse

Solucién
1. Se calcula log 22°%° = 2019log 2 = 607.77956...

2. Observa el numero de digitos de los nimeros

12,..,9,10,11,12,..,,99, 100, 101, ..., 999, 1000, 1001, .
—_— — - — —~

Observa que:

escribe con 1 digito si y solo si 10° < n < 10!
escribe con 2 digitos si y solo si 10! < n < 10?
escribe con 3 digitos siy solosi 102 < n < 10°

.., 9999, 10000, 10001...

1 digito 2 digitos 3 digijcos 4 digitos

Entonces se puede deducir que, si n es un niumero positivo:

n se escribe con m digitos siy solo si 10" < n < 10™

El nimero de digitos de 22°%° estd determinado

por el exponente m tal que

10m1 < 2208 < 10™ & log 10™ ! < log 22°° < log 10™
om-1<log2*®®<m

Del problema 1 se tiene que 607 < log 22°%° < 608.
Por lo tanto, 22°° se escribe con 608 digitos.

Conclusic’m

1.

2. El nimero de digitos de un nimero entero positivo a es el nimero entero m inmediatamente mayor a

=P
3.

El logaritmo base 10 de un nimero a se denota por log a.

log a.

. El logaritmo natural de un nimero a es el logaritmo log a, la base es el nimero neperiano e = 2.71828...,

y se utiliza la notacion log a = In a.
El logaritmo natural es muy util en el calculo infinitesimal.

b

. ¢Cudntos digitos tienen las siguientes potencias?
a) 32010 b) 5000
¢éCudles potencias de 2 tienen 2019 digitos?
Obtener el valor de los siguientes logaritmos:
a)In2 b)In3
c)In10 d) In%

8 11
e)In 3 f) In 3

5 di&cos
A

"~

10mf -

107 - i :
— | | N
m=-1 logn m x

Observa que si 10™ ! < n < 10™,
entoncesm—-1<logn<m,
ya que la base es 10 > 1.

c) 20192019

En la calculadora utiliza la tecla @B
para calcular el logaritmo natural de
un numero.

)
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Indicador de logro:

2.9. Determina la cantidad de digitos de un entero positivo utilizando logaritmo base 10y calcula logaritmo
natural de un numero usando calculadora.

Se introduce como aplicaciéon de logaritmos la En el Problema inicial, los estudiantes deben ob-
cantidad de digitos de un numero entero positivo; servar la relaciéon entre el logaritmo de un nime-
en ese sentido les serd util a los estudiantes la mo- ro entero positivo y el exponente de la potencia
notonia de la funcién logaritmo vista en la clase de 10 inmediatamente mayor al niUmero.

2.5 de esta unidad. Si la pista no es suficiente para
contestar la pregunta 2 puede indicar su utilidad
para facilitar la solucién.

NG /
Solucién de problemas:
1a) log 32°* = 2019log 3 = 963.3078... 1b) log 5'°° = 1000log 5 = 698.970004...
Por lo tanto 32°%° tiene 964 digitos. Por lo tanto 5'%° tiene 699 digitos.

1c) log 2019%°° = 2019log 2019 = 6673.07022...
Por lo tanto 2019%°* tiene 6 674 digitos.

2. Sea r un numero entero tal que 2" tiene 2019 digitos entonces se cumple que
= 2018 <log 2" <2019
= 2018 <rlog2 <2019

2018 2019
log 2 sr< log 2

= 6703.6508... <r<6706.9728...

=>r=6704,r=6705yr=6706.

Por lo tanto las potencias de 2 que tienen 2019 digitos son 25704 26705y 26706,

3a) In 2 = 0.69314... 3b) In 3 = 1.09861...
3¢) In 10 = 2.30258... 3d) In 5 = ~1.38629..
3e) In 3 = 0.98082... 3f)In 1 = 1.29928...
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2.10 Practica lo aprendido ™
1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:
1
a) log 49 b) log, 2 c) Ioggg
1
d) log:1 e) log5 f) Iog%\/—6
1 .
g) logn/2 h) Iog%% i) log ;2
: 1 1
) log ;4 k) log ;3 ) log 55
2. Determina el valor de las siguientes expresiones:
a) log.2 +log,3 b) log4 + log 25 c) log,99 —log,11
28 63 48 10
d) log.4 - log.,500 e) log, - +log, >~ f) log, 7+ log, 3~
15 36 4 - 15 20
g) Iong— log,30 h) Iogg?— IogQE i) IogET+ Iog(s?
3. Calcula el valor de las siguientes expresiones, sin usar la calculadora.
log 125 log.49 log 64
a) |O;95 b) Iog337 <) Iog:32
E4. Encuentra el valor de los siguientes logaritmos con la propiedad del cambio de base:
1
a) log,15 b) log,6 c) Iogzg
2 1
d) log:3 e)lo 1 f) Ioggi
5. Grafica las siguientes funciones:
a) flx) = logwx b) f(x) = logwx c) f(x) = logix
6. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log,x = % b) logx(x +2) =1 c) log,x(2 —3x) = -2
d) log (2x —3) = log,5 + log,7 e)log(x—3)+log(5-x)=0 f)log (x—8)—log (x—9) =log 4
g) log (—x) —log (6—x) =1 h) log (x—2) +log (x+3) =1 i) log,(x* + 9) = 1 + log,(2x* — 33)
& 7. Determina la cantidad de digitos de los siguientes nimeros:
a) 2350 b) 31234 C) 498765
QE& Encuentra la potencia de base 11 que se escribe con 100 digitos. ¢ Existe otra? D
_ W,

o
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Indicador de logro:

2.10 Resuelve problemas utilizando logaritmos.

Solucion de problemas:

1 1 1
1a) log,49=2 1b) log 2 = " 1c) Ioggg == 1d) logi1=0
_1 1.1 __1 1.1
1le) log5 = > 1f) Iog%%— > 1g) logi\2 = 2 1h) Iogzlﬁlg— 5
. . 1 1
li) log,2 =2 1j) log ,4=4 1k) Iog@§=—2 11) IogﬁE- 6
2a) log,2 +log 3 =1log6=1 2b) log4 +log 25 =1log 100 =2 2c) log,99 —log,11 =log 9 =2
28 63
2d) log.4 —log.,500 = IogsE =-3 2e) Iog7? + Iog7T =log49=2 2f) |og8 8 . |og8 S =log,32=2
2g) lo 15 log30=log L =-5 2h) lo 36 log L =10g.81=2 2i) | 15 4+ | =log 2
g) 108, ¢ g, €3, 85 8475 g, i) og( +log 20 5 0g.25=4
log,125 _ _ _ log,49 _ _ log64 log2° 6log2 6
3a) |09ggs =log, 125 =log.5° =3 3b) |0g337 =log,49=2 3c) IogZ32 = Iog225 = 5|og:2 =
4a) log,15 = 2.46497... 4b) log 6 = 0.86165... 4¢) Iogz% =-2.32192...
4d) log13 =—1.58496... 4e) Iog%% =0.36907... 4af) Iogg% =-1.35691...
5a) | v 5b) 1 5¢) v
2 2 2
1 1 1
— “— 1 2 3 4 > X “— 1 2 3 P x
-t -t -
-2 -2 y=log.x -2 Y= |og%x
6a) x = 27 6b)x=1,x=-3 6c)x=%,x=%
6d) x =19 6e) x = 4 5f)x=%
6g) No tiene solucidn. 6h)x=3 6i)x=5,x=-5

7a) 2**° tiene 106 digitos. 7b) 31234 tiene 589 digitos. 7c) 4%7% tiene 59463 digitos.

8. Sea n un numero entero tal que 11" que se escribe con 100 digitos,

=99 < log 11" < 100= 99 < nlog 11 < 100= —— < n < lolgo‘;l = 95.065... < n < 96.02525...

log 11 —
Entonces la Unica potencia de 11 que tiene 100 digitos es 11°.

®
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Funciones trigonométricas

4 N
3.1 Razones trigonométricas de cualquier angulo (repaso)
Problema inicial V1 N
1. Se tiene la grafica del dngulo 6, O es el origen, OP es el lado terminal del P, y)
angulo 0 dibujado en posicién estandar, r es la longitud del segmentoOP. [ 5
Escribe las razones trigonométricas del angulo 6. s
2. ¢Las razones trigonométricas dependen del valor de r? — 6| >x
Vv J
Solucién o
1. y+¢ 2. Se elige otro punto P'(x', y') tal que OP' es también
P, y) lado terminal de 8, como muestra la figura:
””” ’ _J
sen O ==
r ya
r Se cumple que P es un punto del
0 segmento OP".
X
OV Sea A la proyeccion de P en el
y1 eje x y A' la proyeccidén de P' en
«— X .
O
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ Pz, 3) ] el eje x.
i cos 0= %
r/ o Se cumple que APOA ~ AP'OA', por critero AA de
f semejanza de triangulos.
] '
¢ X
O —
+ Si r' = OP', entonces de la semejanza se tiene que
Yy sen9=%=%, c050=%=% y tan9=%=%.
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ P(x, y)
tan O = % Por lo tanto, las razones no dependen del valor de r.
r .
siempre que x 20
& 0 S
3 > X
Conclusién

1. Las razones trigonométricas no dependen de la longitud del segmento OP.

2. Las razones trigonométricas dependen Unicamente del dngulo 6.

3. Al dngulo 6 le corresponde un Unico valor de sen 6, un Unico valor de cos 6 y un Unico valor de tan 6.
4. Las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 6 son funciones del dngulo 6.

De ahora en adelante se llamaran funciones trigonométricas a las razones seno, coseno y tangente.

<
Problemasv
1. Calcula las funciones trigonométricas del dngulo 6 a partir del punto P(x, ).

a) X b) X ¢)
P(1,3)
P(-3,3)
0
6 <
5 X < O,L X

2. Comprueba que el punto P'(cos 8, sen ) pertenece al segmento OP en cada literal del problema 1.

\@ /
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Indicador de logro:

3.1 Calcula las razones trigonométricas de un dngulo determinado por un punto P en el plano cartesiano.

Ya se estudiaron las razones trigonométricas de un
angulo, para esta clase se establecen como funcio-
nes trigonométricas bajo la nocién de correspon-
dencia.

Propésito:

Al desarrollar el Problema inicial se probara que
las razones trigonométricas dependen Unicamen-
te del dngulo y no de la longitud del segmento
gue corresponde al lado final.

Solucién de problemas:

18) g* 1b) ‘2\ 1C) JY
O
P(1,3) € O)x
P(-3,3)
6 P(-2,-2)
< 0 R . AN
“ > X ¢ > >
r=0P=V12+(\3)?=v4=2 r=0P=2V3 r=0P=22
_N3 1 __1
sen@—T sen9—§ sen 6 N
_1 _ N3 -1
cos@—i cos@——T cos 6 ]
tan0=\/§ tan0=—\/3—§ tanf=1

2a) recta: y = V3x 2b) recta: y = —?x

P'(cos 6, sen 0) = (%, ?) P'(cos 0, sen 0) =
R 59

2c)recta: y=x

1 1

P'(cos O, sen 0) = (_\/E’ ﬁ)

2

\/§, ;)

(_

.
YTTV2
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Problema inicial
1. Dibuja en el plano cartesiano una circunferencia centrada en el origen y de radio 1. Representa el angulo
de 60° tomando como lado terminal un radio de la circunferencia.
2. Determina las coordenadas del punto P(x, y), que es la interseccidn de la circunferencia con el lado
terminal del angulo.

Solucién y
1. 2. En la figura se forma el tridangulo rectangulo POA,
______ P, ) P es el punto P(x, y), O es el origen y A es la pro-
: yeccion de P sobre el eje x.
Yo P
6°°E; Utilizando razones trigonométricas:
¢ X X
-1 0 A 1 sen60°=%=yyc0560°=T=x
! y
Por lo que se tiene:
T il = sen 60° =By x = cos 60° = -
o A Y=sen = yXx=cos =5.
Los tridngulos notables a utilizar en los angulos Por lo tanto, las coordenadas del punto P son:
de referencia en el Circulo trigonométrico son: 1 3
P(7.%)
2
1 V2
2
JA u

-
S

Conclusién

1. Se denomina Circulo trigonométrico (CT) a la circunferencia de radio 1, .

centrada en el origen O. k
1

2. Las coordenadas de un punto P(x, y) en el circulo trigonométrico estan
determinadas por el angulo 6 dibujado en posicidn estdndar con lado
terminal OP. Por definicién de las razones trigonométricas de cualquier s 0 /<
éngulosetienesené’:%:yycosl9=%=x. AT o) T
Por lo tanto, P(x, ¥) = P(cos 6, sen 6). e wnd

P(x, y)
3. Para todo angulo 6 es posible determinar los valores de cos 6y sen 0 =1

como coordenadas de un punto en el CT.

b ]
1. Para cada valor de 6 grafica el punto P(cos 6, sen 6) en el CT. Dibuja un circulo por cada literal.
a)f#=120°,0=210° b) 6 =30°, 6 =300° c)0=45°,60=135°

d) 6 =-45°, 0 =-135° e) 0=360° 6 =405° f) 6 = 495°, 6 = 540°
2. Obtén el seno y coseno de los siguientes angulos utilizando el circulo trigonométrico.

a)f=0° b) 8 =90° c) 6=180° d) 6=270° Utiliza el hecho que
P(cos 6, sen 6) = P(x, y).

J
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Indicador de logro:

3.2 Grafica en el circulo trigonométrico el punto P(cos 6, sen 6) para un angulo 6 dado.

En la clase anterior se vio que las razones trigo-
nométricas no dependen de la longitud del lado
terminal de un angulo dado, por lo que se intro-
duce el circulo trigonométrico (circulo de radio
1 centrado en el origen) por medio del cual se
describirdn caracteristicas de las funciones tri-
gonométricas. Se recuerda a los estudiantes los
triangulos notables para facilitar el calculo de las
razones de 30°, 45° y 60°. )

N

El Problema inicial permite al estudiante visuali-
zar la posicion en el plano de los valores del seno
y coseno de un angulo. En el numeral 1 de los Pro-
blemas el estudiante debe ubicar el dngulo con un
transportador para luego sefialar el punto solicita-
do, en el numeral 2 el estudiante debe reconocer
las coordenadas de los puntos correspondientes a
los angulos dados.

/

N

Solucién de problemas:

1a) 6=120°, =210°

1b) 6 = 30°, 6 = 300°

1c) 6 =45°, 6 = 135°

Yy
1 1 1
s P(cos 135°, s 35°) P(cos 45°, sen 45°)
P(cos 12Q0; sex 120F) P(cos 30°, sen 30°)
' \ 120° . ) 3000( 30° . ) 45° .
| 0 1 X o1 5 10X ) 0 T X
P(cos 210°, ¥n 210°)

-1 -1 P(cos 300°, sen 300°) 1

B\ 4 v A4

1d) 6=-45°, §=-135°
y

4

N

1

"N

P(cos—135°, sen

(0,1)§1

5°)

1 X
450

0s —45°, sen —45°)

y

“~

2a) P(cos 0°, sen 0°) = P(1, 0)
=cos0°=1ysen0°=0

1,0)

W

v

—4—> X
0% /1

(0,-1)

1e) 0 = 360°, O = 405°
y

1f) 6 = 495°, 0 = 540°

=

/ol

~
-1

1
Vv

2c) P(cos 180°, sen 180°) = P(-1, 0)

= cos 180°=-1y sen

@

T X
sl

y
"N
1
P(cos 405°, sen 405°) P(cos 495°, sorr495°)
P(cos 360°, sen 360°) 540° s
< > X
-1 ‘({ 1
P(cos 540° \sen 540°) ‘/
-1

W

2b) P(cos 90°, sen 90°) = P(0, 1)
=c0s90°=0ysen90°=1

2d) P(cos 270°, sen 270°) = P(0, —1)

180°=0 = c0s 270°=0ysen 270°=-1
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3.3 Periodicidad de las funciones seno y coseno en el circulo trigonométrico

Problema inicial
Grafica los siguientes puntos en el CT y determina sus coordenadas:

a) P(cos 30°, sen 30°) b) P(cos 390°, sen 390°)
Solucién
a) y N
1
sen 30° = % cos 30° = %
P(x, ¥)
i 30°)
-1 o 1,
x
\ Por lo tanto, P(cos 30°, sen 30°) = P(?, %)
-1
b) yl" Se descompone el dangulo 390° = 30° + 360°.

/ P(x, v) El angulo de referencia es 30°, asi se tiene que
& 30° S

-1 OJ390= 1y sen 390° = sen 30° = % y cos 390° =cos 30° = 73
Por lo tanto, P(cos 390°, sen 390°) = P(\/§ %)

4'

2 ’
_1\/
Conclusién
Sea 6 un angulo cualquiera y sea a = 8 + 360°. Se cumple que al dibujar los yl"
angulos 6 y a, en posicién estandar, tienen el mismo lado terminal en el CT.
Asi se cumple que P(cos 8, sen 8) = P(cos(8 + 360°), sen(6 + 360°)). 4
/a 0
Una funcidn f es periddica si existe un valor ¢ tal que para todo x se cumple -1 0 P/ e
que f(x) = flx + ). Por lo que las funciones seno y coseno son periddicas pues +360
cumplen las siguientes propiedades:
cos(6 + 360°) = cos 6 sen(6 +360°) =sen O -1
Ejemplo
Determina el valor de sen(—330°).
sen(—330°) = sen(—330° + 360°) = sen(30°) = %, aplicando la periodicidad.
Por lo tanto, sen(—330°) = 5 -
Problemas;
1. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores:
a) sen 405° b) cos 420° c) sen(-300°)
d) cos(-675°) e) sen 1080° f) cos 630°
g) sen(-900°) h) cos(-630°) i) sen 540°

2. Utiliza las férmulas del seno y coseno de una suma para demostrar las siguientes propiedades:

a) cos(0 + 360°) = cos O b) sen(0 + 360°) = sen O cos(a + f8) = cos a cos B —sen a sen 3
sen(a + f3) = sen a cos B + cos a sen B

©

/
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Indicador de logro:

3.3 Utiliza la periodicidad para evaluar las funciones seno y coseno en angulos mayores a 360°y menores a 0°.

Ahora se utiliza el circulo trigonométrico para ob-
servar la periodicidad de las funciones trigonomé-
tricas seno y coseno por lo que es necesario que
los estudiantes recuerden las razones de los angu-
los 30°, 45° y 60°; se puede hacer referencia a la

clase anterior. )

Solucién de problemas:

1a) sen 405° = sen(45° + 360°)
=sen 45°
-2

2

1c) sen(—300°) = sen(—-300° + 360°)
=sen 60°
V3

2

1le) sen 1080° = sen(3(360°)) =0

1g) sen(—900°) = sen 180° =0

1i) sen 540° =sen 180° =0

2a) cos(6 + 360°) = cos 6 cos 360° —sen 6 sen 360°
=cos 6

Propésito:

En el Problema inicial se observa la periodicidad
para un angulo particular utilizando el recurso del
circulo trigonométrico, en los Problemas se pro-
bara por medio de la férmula de suma de angulos.

- /

1b) cos 420° = cos(60° + 360°)
= cos 60°
1

T2

1d) cos(-675°) = sen(—675° + 360° x 2)
=sen 45°
V2

2
1f) cos 630° = cos 270° =0
1h) cos(—630°) = cos(—630° + 360° x 2)

= cos 90°
=0

2b) sen(6 + 360°) = sen 6 cos 360° + cos 6 sen 360°
=sen 6
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Problema inicial
Para cada uno de los angulos:
1.6=30°

. P'(—x, —y) es el punto simétrico
2.6=-30 de P(x, y) respecto al origen.

Realiza lo siguiente:
a) Grafica el punto Q simétrico al punto P(cos 0, sen 0) respecto al origen y escribe sus coordenadas.
b) Determina el angulo a en posicidn estandar que corresponde al punto Q.
c) Calcula el valor de tan a.

.
Solucién .
1. a) Se prolonga el segmento OP hasta cortar nuevamente al CT. Este punto de
corte es Q pues OQ = OP = 1. Sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°)
P por ser simétrico al punto P.
30° "1* b) Sean los puntos A(1, 0) y B(-1, 0). Por dngulos opuestos por el vértice se
x cumple que «BOQ = «AOP = 30°. Por lo tanto, a = 180° + 30° = 210°.
Q
c) Se tiene el punto Q(—cos 30°, —sen 30°), entonces:
-1 o _—5en30° sen30° _ o_ 1
tan 210° = Tc0s30° ~os30° C tan 30° = el
2. yl' a) Se grafica el punto Q y sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°) por ser
simétrico al punto P, respecto al origen.
Q
s 30 a=150"\ b) Sean los puntos A(1, 0) y B(—1, 0). Por angulos opuestos por el vértice se
— > cumple que £QOB = <AOP = 30°. Por lo tanto, a = 180° — 30° = 150°.
1 0 3071 ,
P c) Se tiene el punto Q(cos(—30°), —sen(—30°)), entonces:
o _—sen(=30°) _sen(=30°) _ w1
1 tan 150° = Zc0s(=30%) ~ cos(30°) — tan(-30°) = -5
Conclusién
Sea 0 un angulo cualquiera, entonces: y1'~
Q(cos(6 + 180°), sen(6 + 180°)) = Q(—cos G, —sen 6).
6+ 180° P
2 oy _—Senf senf 0
Asi, tan(6 + 180°) = ~osf " o5 - tan 6. = 5 4
Q
Por lo tanto, la propiedad de periodicidad de la tangente esta dada por la
expresion: tan(6 + 180°) = tan 6. -1
b ]
1. Utiliza la periodicidad de la funcion tangente para calcular los siguientes valores:
a) tan 225° b) tan 210° c) tan 240° d) tan 180°
e) tan(—150°) f) tan(-135°) g) tan(-120°) h) tan(—300°)

2. Utiliza la formula de la tangente de una suma para demostrar la propiedad tan(6 + 180°) = tan 6.

tan o +tan 8

= l-tanatanf

J
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Indicador de logro:

3.4 Utiliza la periodicidad para calcular la tangente de dngulos mayores a 180° y menores a 0°.

Utilizando el circulo trigonométrico se observa En el Problema inicial para establecer la periodici-
ahora la periodicidad de la tangente para un an- dad de la funcién tangente se hace la relacién en-
gulo dado, en este punto se marca una de las di- tre la simetria respecto al origen para dos puntos
ferencias entre las funciones seno y coseno y la en el circulo trigonométrico y los angulos corres-
funcidn tangente. pondientes a dichos puntos.

NS v
Solucién de problemas:
1a) tan 225° = tan(180° + 45°) =tan 45° =1 1b) tan 210° = tan(180° + 30°) = tan 30° = % = ?
1c) tan 240° = tan 60° =3 1d) tan 180° = tan 0° = 0
1e) tan(—150°) = tan(— 150° + 180°) = tan 30° = ? 1f) tan(—135°) = tan(-135° + 180°) =tan 45° =1

1g) tan(—120°) = tan(—120° + 180°) = tan 60° =3 1h) tan(—300°) = tan(—300° + 2(180°)) = tan 60° = V3

tan 6 + tan 180° tan@+0 _tan0

T-tanftan180°  I-(tanB)(0) 1 _ tan 6

2. tan(0 + 180°) =

En el problema 1 a) se descompone el dngulo como suma de
dos angulos, uno de los cuales debe ser 180°, otra forma en que
puede realizarse es calcular la tangente del angulo restandole
180°. En los literales e) al h) se suma 180°, o un multiplo de este,
hasta obtener un dngulo cuya tangente es conocida.

Los estudiantes pueden referirse a los tridngulos notables de la
clase 3.2 de esta unidad.
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3.5 Funcion seno

Problema inicial ~
1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcién y = sen 6.

0 0° | 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 300° | 360°

sen O

L 2. Determina su dominio y rango.

J
Solucién
1.
0 0° | 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 330° | 360°
1 1 1 1
senf| 0 3 1 5 0 -3 -1 -3 0
y
By D
1
LS BN
) 9 300 60" 90" 120° 150°
NG
_1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
2. Dominio. La variable 6 puede tomar el valor de cualquier angulo. yf
Por lo tanto, el dominio de la funcién y =senfesR. &K sen §
6
Rango. Del CT se tiene que el valor del seno de cualquier dngulo  ~ 0 ?x
puede tomar valores en el intervalo [-1, 1].
Por lo tanto, el rango de la funcién y = sen 6 es [-1, 1]. 1] y =sen f toma

valores en [-1, 1]

Conclusién
La funcidn f{6) = sen 0 tiene dominio D;= Ry rango Ry = [-1, 1].

La funcion f{60) = sen 6 es una funcion periddica, es decir, existe un valor a tal que f{6 + a) = f(6) para todo
valor de 6. Se llama periodo de la funcidn f al valor mas pequefio o > 0 tal que (6 + ) = f{6). El periodo de
la funcién seno es 360°. En general se cumple que sen (8 + 360°n) = sen 6 para todo angulo 6 y para todo
n entero.

<
Problemasv

1. La siguiente figura muestra la funcién seno
graficada en el intervalo [0°, 450°]. Utiliza la 11/7\360 ******** /'
; ; 0

periodicidad de la funcién para completar la J 0 0 B0 R o i 6o o
-1

grafica hasta el dngulo 720°.

2. Grafica la funcion f(6) = sen 0, en el intervalo [-360°, 0°].
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Indicador de logro:

3.5 Grafica la funcidn seno utilizando la periodicidad.

Propésito:
Se dibuja la grafica de la funcién seno por medio Los valores de los angulos utilizados en la tabla
de la ubicacion de puntos en el plano y se estudian permitira ubicar puntos en el plano facilmente.
ademas su dominio y rango. En los Problemas se debe utilizar la periodicidad

para completar o dibujar las graficas. El estudian-
te debe ser capaz de reconocer que la grafica se
“repite” en cada intervalo de 360°.

\_ AN M

Solucién de problemas:

1.
Yy
1%"'§§9 """"""" .
e ; /\ N Para graficar funciones trigonométricas se sugiere
l 90" 18 270° _-360° 450°  540% 630°_~720° marcar el eje x cada 30°, 45° 0 60°.
-1
2.

"N

-360° -330° —270° -210° -18 —IEISO" -90° —3'0"
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3.6 Funcion coseno

Problema inicial ~
1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcién y = cos 6.

0 0° | 60° | 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°

cos 0

2. Determina su dominio y rango.

- J
Solucién
1.
0 0° | 60° [ 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°
1 1 1 1
cosf| 1 3 0 (-5 1|-5]|0 2 1
y
0
. . . . y
2. Dominio. La variable 8 puede tomar el valor de cualquier 1
angulo. Por lo tanto, el dominio de la funcién y = cos O es R.
9
Rango. Del CT se tiene que el valor del coseno de cualquier - s X
angulo puede tomar valores en el intervalo [-1, 1]. Por lo ~ 0
tanto, el rango de la funcién y = cos 0 es [-1, 1]. Y = cos t'toma
valores en [-1, 1]
-1
Conclusién

La funcidn f(6) = cos 6 tiene dominio D;= Ry rango Ry = [-1, 1].

La funcion f(6) = cos 6 es una funcién periddica. El periodo de la funcién coseno es 360°. En general se
cumple que cos (8 + 360°n) = cos 6 para todo angulo 6y para todo n entero.

<
Problemasv

1. La siguiente figura muestra la funcién coseno o
graficada en el intervalo [0°, 450°], utiliza la J
periodicidad de la funcidn para completar la 5 : o 50 360 4% Si0 630r 700 0
grafica hasta el angulo 720°. -1 e
360°

2. Grafica la funcion f(6) = cos 6, en el intervalo [-360°, 0°].

143

N\ /
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Indicador de logro:

3.6 Grafica la funcién coseno utilizando la periodicidad.

Propésito:

Ya que se ha dibujado la funciéon seno, se seguira
un proceso similar para graficar la funcién cose-
no. Se debe observar la similitud y la diferencia
entre ambas funciones observando sus graficas.

De igual forma que la funcién seno, se gréfica la
funcién coseno por medio de la ubicacion de pun-
tos en el plano y se estudian ademas su dominio

y rango.

Solucién de problemas:

1.
Y
1[
N A 180° 70°  360° 450°_ 540° 30° 720°'9
-1 T . N
360°
2. y
N

T -360° -330° -300° —270% -240° -210° -180° -150° -120° ~90° -60° -30°
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3.7 La tangente en el circulo trigonométrico
Problema inicial r )
Se traza la recta x = 1y se dibuja un dngulo 6 con lado terminal OP, donde 1 P, b)
P(x, y) es un punto en el CT. Luego el segmento OP se prolonga hasta el P, y)
punto P' que estd en larectax =1.
0
¢ >x
1. Determina las coordenadas del punto P'(a, b) en funcién de 6. ! ° / !
2. ¢Para cuales valores de 0, la funcion y = tan 8 no esté definida? ~
N v J
Solucién y
1
1. Se tiene que a =1, ya que P' es un punto de larectax = 1. P'(1, tan 6)
Utilizando la definicién de tangente se tiene que tan 6 = % = % =b.
6
Por lo tanto, P'(a, b) = P'(1, tan ). -1\ °l JE -
2. Como tan @ = %, no esta definida si x = 0. Este valor corresponde a los
angulos 6 = 90° y 8 = 270°, cuyos puntos en el CT son (0, 1) y (0, —1)
respectivamente.
También x = 0, si se suma o resta 180° de estos angulos. Por lo tanto,
todos estos valores se pueden escribir asi: 90° + 180°n, donde n es un
numero entero.
Conclusién
La tangente de un dngulo 0 puede representarse en el circulo trigonométrico yl"
de la siguiente manera: PR ES)
1. Se dibuja el punto P correspondiente al angulo 6 en el CT. g
2. Se prolonga el segmento OP (O es el origen) hasta cortar alarectax = 1. 0 L.
3. Se llama P' al punto de corte. La coordenada en y de P' esigualatan §. -1 0 1’
La funcién tan @ no esta definida para aquellos angulos de la forma: /
6 =90° + 180°n donde n es un nimero entero. 1)
Problemas;
Representa el valor de la tangente de los siguientes angulos, utilizando la figura de la conclusion:
a)6=30° b) 6 = 60° c)0=135°
d) 6 =-45° e) 6=-120° f) 8 =-150°
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Indicador de logro:

3.7 Representa el valor de la tangente de un dngulo utilizando el circulo trigonométrico.

Propésito:

punto en la recta x = 1.

_

Se ha visto la representacion por coordenadas de
las razones seno y coseno de un angulo en el circu-
lo trigonométrico, ahora se representa la tangente
para un angulo dado como la coordenada de un

de esta funcidn.

Solucién de problemas:

a)0=30°
y "N
1
) P'(1, tan 30°)
) = mI
\_1 O 7
-1
W
d) 6 = -45°
y "N
1
¢ 1y,
-1 (6} —45° 1

P N p(1, tan(-45°))

El Problema inicial permite al estudiante recono-
cer el valor de la tangente de un angulo como la
coordenada en y del punto P' de la figura dada y
quedara definido de manera implicita el dominio

b) 6 = 60° c) 6=135°
y ~SN y "N
P'(1,tan 60°) 1
P
1
135°
P
€ \ > X
-1 (o] 1
60°
€ > X
-1 (o] 1
-1 P' (1, tan 135°)
Vv
-1
¥
e) 6=-120° f) 6 =-150°
~ y "N
Y P' (1, tan(-120°)) 1
P' (1, tan(—150°))
1
¢ 3 s x
-1 1
-150°
¢ Ly
-1 1
-1
A4
P
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Problema inicial ~
E1. ¢Qué sucede con el valor de tan 6, si 6 toma valores cercanos a 90° y —90°? Utiliza las siguientes tablas.
0 88° 89° 89.5° | 89.9° | 89.99° (7] -88° -89° -89.5° | -89.9° | —89.99°
tan 6 tan 6
2. Completa la siguiente tabla y grafica la funcién y = tan 6 en el intervalo ]-90°, 90°[.
0 -60° | —45° | -30° o° 30° 45° 60°
tan 6
3. Determina el dominio de la funcién y = tan 6.
| 4. ¢Cual es el rango de la funcién y = tan 6? )
Solucién
1. Para dngulos cercanos a 90°.
0 88° 89° 89.5° 89.9° 89.99°
tan 6 28.6... 57.2... 114.5... 572.9... | 5729.5...
El valor de tan 6 se vuelve cada vez mayor cuando 6 toma valores muy cercanos a 90°.
Para dngulos cercanos a —90°.
0 -88° -89° -89.5° —89.9° —89.99°
tan 6 -28.6... | —-57.2... | -114.5... | -572.9... |-5729.5...
El valor de tan 6 se vuelve cada vez menor cuando 6 toma valores muy cercanos a —90°.
Se observa que 6 =90° y 8 = -90° son asintotas verticales.
y
2. Latabla queda de la siguiente manera: 4
0 -60° | —45° | -30° 0° 30° 45° 60° 3
tanf |-1.7..| -1 |-05.| O 05.. | -1 1.7... 2
Al graficar se obtiene la figura de la derecha. 1r-
— —-45° 45° 0
3. En la clase anterior se vio que la funcion y = tan 6, no esta definida para los -1
valores 8 =90° + 180°n, con n entero. Por lo tanto, el dominio es: ,
R -{90° + 180° n | n es entero}.
-3
4. A partir de la gréfica se obtiene que el rango de y = tan 6 es R. -4
.z 9=L90° 9=I9O°
Conclusién
La funcién f(6) = tan 6 tiene como dominio el conjunto R — {90° + 180°n | n es entero} y su rango es R.
Ademas, las rectas 6 = 90° + 180°n, donde n es un ndimero entero, son asintotas verticales de la gréfica de
la funcidén tangente.
La funcidn f(6) = tan 6 es una funcién periddica. El periodo de la funcién tangente es 180°, y por tanto, en
general, tan (6 + 180°n ) = tan 6 para todo n entero.
bl
Utiliza la periodicidad de la tangente para graficar la funcion f{6) = tan 8 en el intervalo ]-270°, 270°].
J

®
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Indicador de logro:

3.8 Grafica la funcion tangente utilizando la periodicidad.

Ahora se grafica la funcidn tangente y se describen El Problema inicial describe algunas caracteristi-
sus caracteristicas; en clases anteriores se estable- cas de la funcién tangente como las asintotas que
cio la diferencia respecto a la periodicidad de las posee, asi como su dominio, que se obtiene con lo
funciones seno y coseno. visto en la clase anterior, y el rango, que se obtie-
L ) Kne a partir de la observacion de la grafica. )

Solucién de problemas:

yzs

N 30° - 45 | 180° P 0

H H . ¥ H . H
0=-270° 6=-90 6=90 0=270°
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Problema inicial ~
1. Grafica en un mismo plano cartesiano las fun- 2. a) Grafica la funcién g () = cos 6 en el intervalo
ciones f,(0) =sen 6y f,(0) = 2sen 6 en el inter- [0°, 360°] luego, grafica g,(6) = cos 26 en el in-
valo [0°, 360°]. tervalo [0°, 180°], utiliza la siguiente tabla.
0 0° 90° | 180° | 270° | 360° 0 0° 45° 90° | 135° | 180°
sen O 20
2sen 0 cos 26
b) Comprueba que g,(6 +180°) = g,(6) y completa
L la grafica hasta el angulo 360°. )
Solucién
1. Completando la tabla. 2. a) Completando la tabla.
6 0° 90° 180° 270° 360° 6 0° 45° 90° 135° 180°
sen 6 0 1 0 -1 0 20 0° 90° | 180° | 270° | 360°
2sen O 0 2 0 -2 0 cos 20 1 0 -1 0 1
. yas
J g,(6) =cos 6
1 .
2 * .
' ¢ . H n
1 ‘ o QWG 360° U
p3 y:f1(6)i -1 <= .
) 90° 18 20° 360° 6
. ' 0\ 3
o ; b) g,(6 + 180°) = cos(26 + 360°) = cos 20 = g,(6)
v yl\
1 ! CEREEEE L LTy
Cada punto de f,(0) = 2sen 6 se obtiene multipli- : /
cando por 2 la coordenada en y de los puntos de la 0 90 180° 70° > 0
afi = -1 o :
grafica de f(60) =sen 6. a0 oeont
Cada punto de la gréfica de g,(6) = cos 20 se
obtiene multiplicando por % la coordenada en
6 de los puntos de la grafica de g,(6) = cos 6.
Definicion

Se llama amplitud de la funcion trigonométrica f{6) = A sen 0 al valor |A| y es el maximo valor que puede
tomar la funcién. En este caso, el rango de la funcién es [-|A|, |A]|]. Esta funcidn se obtiene multiplicando
por A todas las coordenadas en y de la funcidn sen 6.

La funcidn f{6) = sen B6, donde B es un nimero real diferente de 0, cumple que

sen (BO +360°) = sen BO & sen B(G + %Oc) =sen B & f(@ + %00) = f(6).

360°
[BI

Estas definiciones también se aplican a las funciones f(6) = Acos 0y f(6) = cos B6.

Asi, el periodo de la funcidn f{6) = sen Bf es (se utiliza |B|, porque el periodo es positivo).

b d
~

Grafica, en el intervalo [0, 360°], las siguientes funciones utilizando la amplitud y periodicidad.
a) f(6) =3sen O b) f(0) =—2cos 6 c) f(6) =sen 30 d) i) = cosg

J
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Indicador de logro:

3.9 Grafica funciones trigonométricas del tipo y = Asen 6y y = sen B6.

En primer afio se estudidé el comportamiento de Asi como se estudiaron los desplazamientos se
varias funciones en las que la variable o la fun- grafican las funciones ubicando puntos en el pla-
cion misma son multiplicadas por un numero real. no y se realiza una comparacion entre estas para
Ahora, se estudia el efecto que tiene esto en las observar cdmo cambia el periodo y la amplitud.
funciones trigonométricas en relacién al periodo En los Problemas debe verificarse la utilizacion de
Ky el rango. D KIa Conclusion. D
Solucién de problemas:
a) f(0) =3sen 0 b) f(6) = —2cos 6
Yy
‘N N
3
2 ¢
1% 5 _—
€ >0 NIE 90 180° 70" 360° >0
-1
_2 ®
-3
Vv v
c) f(6) =sen 360 ya
y=senf
1 ______
N 30° 60% 90° 420° 18 270° 0 6
B f(@):seniéé 777777777777777777777
W
0 \
d) f(6) = cos 5 Y1 . »
1 f(@):cosg El estudiante también puede presentar su
\ grafica sin dibujar la funcién base.
¢ 90 180° 70° 360° > 0
-1
y=cos 6
W
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3.10 Desplazamiento vertical de las funciones trigonométricas

Problema ini

cial

En cada literal grafica las funciones en un mismo plano cartesiano.

a)f,(0)=sen By f,(0)=sen O +1;[0°,450°]

b) g,(0) =sen By g,(6) =sen 6-1;[0°, 450°]

0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450° 0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen6+1 senf-1
SO|UCIOn Observa que las funciones sen(f + 1°)
a) Se completa la tabla. y sen 6 + 1 son distintas.
(%] 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen(@)+1| 1] 2| 1 0 1 2

yr
2

y=£,0)

=

b) Se completa la tabla.

450°

?

] 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
senf-1 |-1|0 | 1| =2|-1] o0
y/\

=g.(0

4 2,(0) /1
0 96" 180 270° 60° 450°

Conclusién

0

Cada punto de f,(6) = sen 6 + 1 es un desplazamien-
to de 1 unidad hacia arriba de un punto de la gréfica

de f,(0) =sen 6.

Cada punto de g,(6) = sen 6 — 1 es un desplazamien-
to de 1 unidad hacia abajo de un punto de la grafica
de g, (6)=sen 6.

La grafica de f(0) = sen 6 + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de la funcidn sen 6.

e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba.

¢ Sik < 0 el desplazamiento es hacia abajo.

Dada la funcidn f(8) = sen 0 + k con dominio R, su rango es el intervalo [-1 + k, 1 + k].

Estas reglas también se aplican a la funcién f(6) = cos 6 + k como desplazamiento vertical de la funcién cos 6.

En general la gréfica de f(x) + k es un desplazamiento vertical de la grafica de f{x): hacia arribasik > 0y

hacia abajo si

<
Problemasv

k<o.

Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:
a)fiB)=cosB+1
c)fl6)=cos-2

b) f(B) =sen 6 +2
d)f(6)=senH -3

47

J
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Indicador de logro:

3.10 Grafica funciones trigonométricas del tipo y = sen 0 + k.

Posibles dificultades:

En esta clase se grafican aquellas funciones que
son desplazamientos verticales de la funcién seno
y coseno y se describe también el rango de la fun-

cion desplazada.

Se debe tener claro que el valor de k se suma des-
pués de calcular el valor de sen 0, en esto radica
el hecho de que la funcién y = sen 6 + k, se puede

graficar como un desplazamiento vertical.

Solucién de problemas:

a)fl0)=cosOB+1

b) f(6) =sen 6 + 2

yl\ y/\
=fl6
4 110) 3
1 247y =1(0)
o 90 18 270° 360° 0 !
-1 ¢ >
y=cos 0 0 90° 180 70° 360° 0
Vv -1
y=senf
c) f(0) =cos 6 -2 d) f(6)=sen -3
~ yl\
Y =cos 6 y = senf
1822 1 :
¢ >0

¥ =f6)
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3.11 Desplazamiento horizontal de las funciones trigonomeétricas
Problema inicial N
En los siguientes literales grafica las funciones en un mismo plano cartesiano, en el intervalo dado.
a) f,(0) =sen Oy £,(6) = sen(6 - 90°); [0°,450°] b) g,(0) = cos By g,(6) = cos(6 + 90°); [0°, 450°]
0 0° 90° | 180° | 270° | 360° | 450° 6 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450° | 540°
sen 0 cos 0
sen(6 —90°) cos(6 +90°)
- J
Solucién
a) Se completa la tabla.
6 0° 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen 6 0 1 0 -1 0 1
sen(6 —90°) -1 0 1 0 -1 0
y
y=£6)
1 . Cada punto de f,(6) = sen(6 — 90°) es un desplaza-
¢ : @ miento de 90° hacia la derecha de un punto de la gra-
0 90° 180% 270° 60° 450 . _
_IJ - ficade f,(0) =sen 6.
b) Se completa la tabla.
0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
cos 6 1 0 -1 0 1 0
cos(6 +90°) 0 | -1 0 1 0 -1
Yy
=g,0)
1 TN Cada punto de g,(6) = cos( + 90°) es un desplaza-
s % i = 36'0., 25> 0 miento de 90° hacia la izquierda de un punto de la gra-
_{ ' ficade g,(6) = cos 6.
Conclusién
La gréfica de f(0) = sen(6 — ) es un desplazamiento horizontal de a unidades de la gréfica de sen 6.
¢ Sia > 0el desplazamiento es hacia la derecha. ¢ Sia <0 el desplazamiento es hacia la izquierda.
Estas reglas también se aplican a la funcidn f(6) = cos(6 — a) como desplazamiento de la funcién cos 6.
En general, |a gréfica de f(x — h) es un desplazamiento horizontal de & unidades de la grafica de f(x):
¢ Hacia la derechasi h > 0. ¢ Hacia la izquierda si A < 0.
<
Problemas.w
Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:
a) f(0) = cos(6 —45°) b) f(0) = cos(6 —90°)
c) f(60) = sen(6 — (-30°)) d) f(6) = sen(0 + 90°)
\_ E J

@
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Indicador de logro:

3.11 Grafica funciones trigonométricas del tipo y = sen(6 — a).

Secuencia:

Ahora se grafican las funciones que son desplaza- El estudiante debe ser capaz de dibujar la funcién
mientos horizontales de alguna de las funciones seno y coseno como grafica auxiliar para luego
seno o coseno. Hasta aqui se han tratado por se- dibujar la grafica desplazada. Dependiendo del
parado los desplazamientos, el periodo y la am- dominio que tenga el estudiante podra dibujar la
plitud. grafica sin necesidad de la auxiliar.

. NS .

Solucién de problemas:

a) f(0) = cos(6 — 45°)

b) f(0) = cos(6 —90°)

N N
Y y =cos(f-45°) y y =cos(6-90°)
1'7\ 1
0 90 180° 70 360° 6 S0 90 180° 70° 60° 6
_1 _1
y=cos 6 y=cosf
A4 Vv
c) f(6) = sen(6 - (-30°))
<N
Y y=sen(f-(-30°)
1 y=senf
N 30° 60° 90° 120° 270° 2o 0
-1
Vv
d) f(6) = sen(6 + 90°)
y ~
y=senf
1 ><
N 30° 60° 90° 120° 180° 70 50" 6
-1
y =sen(6 +90°)
v
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Problema inicial
Grafica la funcién f(0) = 2sen (36 + 90°) en el intervalo [0°, 360°] realizando los siguientes pasos:

2. Completa la Tabla 2.

3. Grafica en el mismo plano cartesiano las funciones f,(6) y f,(6), en el intervalo [0, 120°].
4. Utiliza la periodicidad para completar la gréfica de f,(6) hasta el intervalo [0°, 360°].

5. Grafica en otro plano cartesiano las funciones £,(6) y f(6). Utiliza la Tabla 2.

Tabla 1 Tabla 2
0 0° | 30° | 60° | 90° | 120° 6 0° | 30° | 60° | 90° | 120°
1,(6) £,(0)
1,(6) f160)
.
Observa que
Solucién f(0) = 2sen(36 + 90°) = 2sen 3(6 — (-30°)).
1. Se completa la tabla 1. 2. Se completa la tabla 2.
6 0° 30° 60° 90° 120° 0 0° 30° 60° 90° 120°
f0)| o 1 0 -1 0 f,0)| o 2 0 -2 0
£,0)| o 2 0 -2 0 flo)y | 2 0 -2 0 2
3y 4. Se grafican las funciones f, y f,. 5. Se grafican las funciones
ya £,(6) = 2sen 30y f(60) = 2sen 3(6 — (-30°)).
2 T y B o
i/ A ) 'i??’ y—‘f( )
¢ 0 35" 90° J20°  180° 240° 300°  360° >0 1 \ ﬁ \ ﬁ \ /
-1 \y/j i . =0
WELO) 0 1700\ 1 2k0° 300° | 360°
1 RVIRY/RY|
-2 Léb;
El periodo de f, es —— 360 =120°.
La gréfica de f(6) es un desplazamiento de 30° hacia
C .. la izquierda de la grafica de £,(6) = 2sen 36.
onclusion

Una funcién de la forma f(6) = Asen B(6 — ), con A # 0 y B # 0, tiene las siguientes caracteristicas:
1. Tiene amplitud |A|, por lo que su rango es [-|A|, |A|].

2. Tiene periodo 3|6T0|° y es un desplazamiento horizontal de a unidades respecto a la funcién Asen B6.
Para graficar una funcién de la forma f{6) = Asen B(6 — ) se pueden realizar los siguientes pasos:

0, 360°

1ED
2. Se grafica la funcién Asen BOy se utiliza la perlodludad para completar el intervalo en el que se graficara.

3. Se efectua el desplazamiento horizontal de a unidades para obtener f(0) = Asen B(6 — a).

1. Se grafica la funcién sen B en el intervalo

b d
_—

Grafica cada funcidn, en el intervalo [0, 360°] utilizando los desplazamientos, amplitud y periodo:

a) f(0) = 2sen(6 - 30°) b) f(6) = 3cos 2(0 + 45°) c) fl6) =—sen(40 + 240°)

1. Considera las funciones f,(6) = sen 36, f,(6) = 2sen 36y f(6)) = 2sen(36 + 90°), luego completa la Tabla 1.

J
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Indicador de logro:

3.12 Grafica las funciones trigonométricas del tipo vy = Asen B(6 — a).

Secuencia:

En esta clase se grafican las funciones trigonomé-
tricas en las que es necesario identificar amplitud,
el periodo y desplazamientos verticales u horizon-
tales.

_

Propésito:

En la Solucidn se han utilizado dos dibujos con el
fin de no saturar la gréfica, cada estudiante eva-
luard si este proceso le es factible. En el caso que
dibujen todas las graficas en un mismo plano debe
resaltarse con color la grafica de la funcién dada.

AN J
Solucién de problemas:
a) f(0) = 2sen(6 —30°)
‘X "~
5 5 . y=2sen(60-30°)
1 1 /\\
. y=senf 9 . R
NIG) . 18 270° 60° 0 90° 1802 270° 60° *
-1 % -1 / 0
N y =2sen 6 2 y=2sen 6
b) f(6) = 3cos 2(6 + 45°)
y/s y’
R y=3cos 26 3hy=3cos2 v =3cos 2(0 + 45°)
2 2
1 1
A 90° 180° 270° %0 0 S0
-1 . -1
) -2
-3 -3
En b) se puede graficar la funcién que se obtiene
aplicando identidades trigonométricas.
f16) = 3cos 2(0 + 45°)= 3sen(26 + 90°) = —3sen 260
c) f(0) = —sen(46 + 240°) =—sen 4(6 + 60°) = —sen 4(6 — (-60°))
y/\ yl\
y =-sen 460 y =-sen 460
AVANANANVANN INNAAVAAVAAVA SN
I VAV VA VAL VL0 VA Ve Vo
-1 -1
1 y=sen4f R =—sen(46 + 240°)

El literal c) se puede graficar hasta 180° y utilizar marcas
en el eje x cada 30° para visualizar el desplazamiento de
60° a la izquierda utilizando dos cuadrados del cuaderno.
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Problema inicial

1. Encuentralalongitud del arco del CT cuyo dngulo 2. Encuentra el angulo central del CT cuya longitud
central es 45°. es % En una circunferencia de radio r, la lon-

gitud del arco subtendido por un angulo
central 6 esta dado por 21tr o

360° °

Solucién
1. Elradio del CTesr=1. 1 2. Sea a el angulo central tal que 21 32‘00—3.
La longitud del arco se d T (360° X
subtendido por el an- T e despeja =+ ( T )_ 30%
gulo de 45° estd dado 45° , .
(1) 45° Zl 1 5 X Por lo tanto, el angulo que subtiende un
or: 2m s=2T=. .
P 360 g, arco de longitud % es 30°.
Por lo tanto, la longitud
T -1
delarcoes . v
4
Definicién
En el circulo trigonométrico se define: 1 radian como el angulo que YT
subtiende un arco de longitud 1. -
Asi t radianes es el dangulo que subtiende un arco de longitud ¢ y se // 1
representa como ¢ rad (o solo 2). [ o 180°
a _ ~
< [ ?X
El dngulo 6, con 0 < 6 < 360°, subtiende un arco de longitud %n, _1‘\\ !
entonces el dngulo 6, con 0 < 6 < 360°, tiene un valor de %n rad.
=il
Esta definicidn se extiende a cualquier dangulo de la siguiente manera: si J
6 es un dngulo cualquiera, entonces su valor en radianes esta dado por
6 1T rad. El sistema en el que se escriben los
180° angulos en grados se denomina siste-
Si se tiene la medida de un angulo ¢ en radianes, su valor 6 en grados | Ma sexagesimal de angulos.
esta dado por 0 = %t.
Ejemplo
a) Expresar en radianes el angulo 120°. b) Escribe en grados el valor de E
o_ 120° _2n n_ 180°(R) _ 2o
120° = T rad = 3 rad 5° ()_:) 36
<
1. Se tienen los siguientes angulos en grados, determina su valor en radianes:
a) 60° b) 15° c) 10° d) 270°
e) 135° f) 150° g) 210° h) 315°
2. Se tiene los siguientes angulos en radianes, determina su valor en grados:
a) 2t rad b) 1t rad c) % rad d) %T rad
e)1lrad f) 2T od g) 2T pad h) oM rad
9 4 5
J

@
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Indicador de logro:

3.13 Convierte angulos del sistema sexagesimal al sistema circular y viceversa.

Secuencia:

El estudio de las funciones trigonométricas se ha
realizado utilizando los valores de los angulos en
el sistema sexagesimal, pues el estudiante estd
acostumbrado a este sistema con el cual se ha tra-
bajado desde la educacién bésica, ademas se faci-
lita la construccion de las gréficas ya que se evita
el uso de fracciones. La introduccién del sistema
circular o radial se realiza en esta clase.

N /

Solucién de problemas:

1a) 60° = 16805011 = g rad

1c) 10° = 118 rad

1e) 135° = %“ rad

1g) 210° = %“ rad

2a) 2t rad = 2n(%°°) - 360°

2¢) % rad =90°
2e)1rad = % ~57.3°

2g) FjT“ rad = 225°

Propésito:

En esta clase se relaciona la longitud de un arco
de circulo con el dngulo escrito en grados, de esta
forma se introduce el radidn y se explica la con-
version de valores en el sistema sexagesimal y el
radial.

N /

15° T
180°" 12

1d) 270° = 37“ rad

1b) 15° = rad
1f) 150° = 5?“ rad

1h) 315° = %“ rad

2b) trad = 180°

2d) 2T rad = 75°
12

2f) %“ rad = 40°

2h) 9?“ rad = 324°
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3.14 Practica lo aprendido ~

1. Dibuja el circulo trigonométrico y grafica el punto P(cos 6, sen 6) para cada valor de 6.
a) 6=60° b) 6 =150° c) 0 =240° d) 6 = 330°

2. Utiliza la representacion del seno y coseno en el CT para demostrar la identidad sen?8 + cos?6 = 1.
3. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores.

a) sen 750° b) cos 765° c) tan 600°

d) sen(—660°) e) cos(—690°) f) tan(—495)
4. Realiza lo que se pide:

a) Demuestra que la funcién f: [-90°, 90°] — [-1, 1]; € — sen 6, es biyectiva.

b) Restringe la funcidn coseno para que sea biyectiva. Utiliza la grafica de la clase 3.6.

5. Utiliza la representacion de la funcién tangente en el CT para demostrar la identidad 1 + tan?6 = 5
cos

6. Realiza los siguientes problemas:
a) Traza larecta y = 1, que es tangente al CT en el punto (0,1).
b) Sea 6 un dngulo en el primer cuadrante. Dibuja los puntos R(0,1), P(cos 6, sen 6) y Q el punto de
interseccion de la recta y = 1 con la prolongacién del segmento OP.

c) Demuestra que 0Q = .
sen 9

d) Determina las coordenadas del punto Q(a, b)

1
e) Demuestra que 1 + —— = )
tan?0  sen20

7. Determina el periodo de las siguientes funciones y graficalas en el intervalo dado.

a) tan (6 —90°); [0, 360°] b) tan 26; [0, 270°]
8. Determina el periodo y la amplitud de las siguientes funciones, luego graficalas en el intervalo dado.
0
a) f16) = sen 56; [0°, 360°] b) /(6) = cos 3; [0°, 1080°]
c) f16) =4 cos 6; [0°, 360°] d) f10) = %sen 6; [0°, 360°]

9. Grafica las siguientes funciones utilizando desplazamientos, amplitud y periodo. Ademas determina su
dominio y rango.

a) f(6) = 2cos(66 — 120°) b) (6) = 4sen(26 + 120°)
¢) f16) = —2cos(46 + 180°) d) /(6) = 3 sen(36 - 225°)

10. Reescribe los dngulos en el sistema sexagesimal al sistema circular y viceversa.
a) 20° b) 50° c) 140° d) 345°
e) 500° f) ~150° g) Trad h)%1T rad
.\ 5T o T n
i) = rad J) 755 "ad k) 3mrad 1)~ 7 rad

fg 11. Si un arco circular de 9 centimetros subtiende el angulo central de 45° en una circunferencia, écual es
la longitud del radio de la circunferencia?

12. El radio de una circunferencia es 5 cm, determina la medida del dngulo central, en radianes, que sub-
\_ tiende un arco de 12 cm. )

&

- /
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Indicador de logro:

3.14 Resuelve problemas utilizando funciones trigonométricas.

Solucion de problemas:

1a) 0 =60° 1b) 0 = 150° 1c) 0 =240° 1d) 0 =330°
1 P(cos 60°, sen 60°) 1 1 1
f P(cos 150°,£6n 150°)
) m— = X Tl 10X = o) X NI 1%
\J 0 / 230 P(cos830°, sen 330°)
) -1 P(cos 240°, sen 240°) 1 -1
2 Yy
. " d(P, O) = 1, para cada valor de 6

P(cos 6, sen 6) :>\/(sen 9—0)2+(COS 9_0)2 =1

= sen2f + cos26 = 1.

<1C X = (sen 6)? + (cos 0)? = 12

3a) sen 750° = sen 30° =% 3b) cos 765° = cos 45° = g 3C) tan 600° =tan 60° = \/§
3d) sen(-660°) = sen 60° = ? 3e) cos (—690°) = cos 30° = ? 3f) tan (—495°) =tan 45° =1
4a) Yy Al trazar rectas horizontales sobre la grafica de f se obtiene un Unico punto de in-

---------- ! /9 terseccion por lo que fes inyectiva. Ademas R;= [-1, 1] por lo que f es sobreyectiva.

S A 9° _~~ Por lo tanto, f es biyectiva.

-1
4b) g: [0, 180°] — [-1, 1]; x — cos x
y N
3. 1 Si se supone que—90°<9<90°=>c050=0—9=% :OP'=c0150
'l(1, tan 6
47" = d(P, 0) = 5> VI 0P+ (tan 8- 0F = —5= 1+ tanf = —oy
A} o L A 1 >*  Luego por la periodicidad de la tangente y |la identidad cos(6 + 180°) = —cos 0,
/ para todo 6 # 90° + 180°n , donde 1 es un numero entero, se cumple que
_1V 1 +tan%0 = 00
2
6a) y 6b) 1 Q_ 6e)senf=2-1 0q=—12
y=1 R 0 ) 0Q ~ 0Q Q sen O
P 6d)SeaQ(a,b):>tan0=Q=1:>a=L:>Q(a,b)=Q(L,1)
a a tan 6 tan 6
¢ 9 >x
-1 0 1
-1 —0) —o)p=_1
6e) d(Q, O) = sen® \/(1 0)° + (tan 6 O) “send
1 \2_ 1 1 1
=1+ —o14+——= .
-1 (tan 9) sen® 6 tan2  sen20
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7a) tan (6 —90°); [0, 360°]; periodo: 180°

S >0
-1
-2
-3
-4

N

6=180° 6 =360°
8a) Amplitud: 1 Periodo: 72°
Y
II y=senf
A
€ 1 90° 1807~ 270° —360° >0
-1 c

8c) Amplitud: 4 Periodo: 360°

[}

9a) y" y =2C0S 60

N

7b) tan 26; [0, 270°]; periodo: 90°

A\ 4

0=!45° 9=! 135° 9=!225°
8b) Amplitud: 1 Periodo: 1080°
y

=COSQ
¥ 3
1

<
N 1 W 0°  540° 7 900°
-1

y =cos 6

1080° > 0

8d) Amplitud: % Periodo: 360°

9b) f(6) = 4sen(26 + 120°)

R
[y

AT
:XNVVV

10a) 20° = 20° (

y =—2cos46

T o _ 5T
180) 9 10b) 50 1

10e) 500° = 25“

8

10f) -150° = —?“

10j) = rad =1°

51 - )
10i) 3 rad = 300 T80

- _36
11. 2nrﬁ—9=>r— 1TCm.

[AVALVARVALYA VALY
AVAAVEAVEAVEAViAVidl-—--S

Amplitud: 2
Periodo: 90°
Dominio: R
Rango: [-2, 2]

/\ Amplitud: 2 Amplitud: 4
\ Periodo: 60° Periodo: 180°
Dominio: R

Rango: [4,4]

9d) f(0) = —sen(39 225°)

Amplitud: 3 Periodo: 120°
Dominio: R Rango: [—1, L
2’2
10c) 140° = 3¢ 10d) 345° = 2%

10g) Trad= —(1’1310 ) 22.5°  10hn) 4 = 80°

10k) 3 rad = 540° 101) —g rad = —90°

12.50=12cm=> 0= —rad
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3.15 Problemas de la unidad

1. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) log,(x* - 8) = 3 b) log,x = 4 o) logx=-1
d) 23:+2= 256 @e) 2% = 3x-2 @ f) px+5 = 3x-2

2. Utiliza desplazamientos horizontales y verticales para graficar las siguientes funciones:
a) flx) = log,(x - 1) b) f(x) = log,x + 2 c) flx) = log,(x—1) -1 d) f(x) = log,(x +2) -3

3. Para cada funcién del problema anterior determina: dominio, rango, asintotas y su funcién inversa.

4. Interés compuesto. Si una cantidad de dinero C se invierte durante ¢ afios, con un interés del 7% anual,
recapitalizable (que se reinvierte) n veces al afio. El dinero que se obtiene al final de los ¢ afios esta dado

por la férmula D(¢) = C (1 + L)nt.
100n
Maria realiza un depdsito a plazo de $500, en una Cooperativa de Ahorro. El interés anual del depdsito

es del 4%. El dinero se recapitaliza 4 veces al afio (cada tres meses).
r
100n

a) Sustituye los valores conocidos en la formula D(t) = C(l + )m, para obtener una férmula que dé

el dinero acumulado por Maria después de ¢ afos.
b) ¢ Cuanto dinero habra acumulado Maria después de 2 afios?
c) éCudntos afios deben transcurrir para que Maria acumule al menos $750?

5. crecimiento poblacional. El crecimiento de una poblacidn a lo largo del tiempo estad dado por la siguiente
funcién exponencial: P(t) = C(1 + r)%. Donde C es la poblacidn inicial, r es la tasa de crecimientoy ¢ la
cantidad de afios transcurridos. La poblacién de El Salvador para el afio 2017 se estimé en 6172011 con
una tasa de crecimiento poblacional de 0.3%. Utilizando la informacion anterior resuelve los siguientes
problemas:

a) Si la tasa de crecimiento se mantiene igual, ¢cudl serd, aproximadamente, la poblacion en El Salvador
en el afo 2030?
b) ¢En qué aio la poblacién superard los 7 millones de habitantes?

6. Justifica la veracidad de la siguiente proposicion: para todo nimero natural n se cumple que si 2" tiene
k digitos entonces 2"*!tiene k digitos o 2"~ ! tiene k digitos.

7. Restringe la funcién tangente para que sea una funcién biyectiva y graficala.

8. Grafica las funciones inversas de las funciones trigonométricas utilizando Utilizallos angulos en
las funciones restringidas del problema 4 del Practica lo aprendido 3.14 y el el sistema circular.
problema anterior.

9. Demuestra que para todo dngulo 6 se cumple que Utiliza la desigualdad
a)sen?6 <1 b) |sen 6 + cos H] <2 triangular.
c)(sen B+ cos 0)>=1+sen 26

) 2tanf
d) |sen @ +cos @] <2  Utiliza el literal anterior.

—=217-< 1,6 % 90° + 180°n, donde n es un
1 +tan20

nimero entero.

) ) o El método de exhaucion fue usado satisfactoriamente
10. Aproximacion del valor de 1. Con los siguientes po- | por Arquimedes (287-212 a. C.) para hallar la férmula

ligonos inscritos en el circulo de radio 1, calcula el | exacta delérea del circulo. El método consiste es inscribir

cociente del perimetro del poligono entre el dia- poligonos regulares en el circulo para aproximar su area.
metro del circulo: Con este método también realizé aproximaciones del co-

Octs | b) Dodecs | ciente del perimetro de la circunferencia por su didme-
a) Octagono regular ) Dodecagono regular tro, es decir, de la constante .

kDunham, W. (2004) Viaje a través de los genios.

_ J
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Indicador de logro:

3.15 Resuelve problemas utilizando funciones logaritmicas y trigonométricas.

Solucién de problemas:
4
la)log,(x’-8)=3 e x*-8=2 & x=14 1b)log.x =4 x = (%) (:)x=1—16
2

_1
1c) Iog3x=—%®x=3 Z(E)x—% 1d) 2¥*2=256 © 2%*?=28 ©3x+2=8x=
le) 25 =31 x=—1983 __5 70957, 1f) 25+5 =32 = 2108345082 _ 13 ggg57
log 3 -log 2 log3-log2
2a) f(x) = log,(x - 1) 2b) f(x) = log,x + 2 2¢) f(x) = log,(x—1) -1
yA ya yA
2 lo ? 2
y = log, y=logx
1 / ' 7 t
N 0 1 2 3 4 *X € 0 >X
-1 o
-2 ¢ 5
y = flx)

3a) Dy=]1, oo[, Rr= R, Asintotas: x = 1
Funciéninversa:siy = f(x) = f(y) =x=>log,(y-1) =x=>y-1=3"=2y=3"+1= fx)=3"+ 1.

3b) D;=]0, o[, R=R 3c) Ds=]1, 0o, Rr=R 3d) Df=]-2, 00[,Rr=R
Asintotas: x=0 Asintotas: x =1 Asintotas: x = -2
fHx) =272 fHa)=31+1 fHa)=43-2
a¢
4a) D(t) = 500(1 ¥ ﬁ) 4b) $541.43
101 750 101\t 101
4c) 500(1 4 100) > 750 > (100) > B0 jog (100) > log 3= dtlog 10t 2 log = ¢ 2 4|og igé - 10.18...

Deben transcurrir 11 anos.

5a) ¢ = 2030 — 2017 = 13.
P(13) = 6172011(1 + 0.003)"* = 6 417 100.

La poblacidén y la tasa de crecimiento poblacional se
obtuvieron del archivo The World Factbook 2017.

7000000

7000000
6172011

La poblacién superard los 7 millones de habitantes en el afio 2060.

6. Si 2" tiene k digitos entonces k— 1 < log 2" <k,
Si la parte decimal de log 2" es menora 1—log 2
entonces k—1 < log 2" + log 2 < k es decir
k—1<log2"*! < k entonces 2"** tiene k digitos.

= log 1.003¢ > |og 1920000

t> >
5b)6172011(1 +0.003) > 7000000 = 1.003!> log 6172011

~ log1.003 —

Otra solucion:

Sil<a<5=2"*'=(2a)x 10 'con2 < 2a

& 2"*1tiene k digitos.
Si la parte decimal de log 2™ es mayor o igual que I '8!

log 2 entonces k—1<log2"—log2 <k

esdecirk-1< Iog 2ni<k Sis<a<10=> 2”‘1=(%)X10"‘1c0n%S%

2

> I g6172011 >42 02 .

Si 2" tiene k digitos © 2"=a x 10"%, con 1 < a < 10.

<10

entonces 2" ! tiene k digitos.

Yyaquelog2<1-

log 2, se abarcan todos los

posibles valores de la parte decimal de log 2".

®

< 2" ltiene k digitos.
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_ T
7. £:1-90°, 90°[ — R Ve : 8. [ [—5, —] [-1,1] f[-L1]— [—5 5]
6—tan6 : X —sen x x— senx
: Y
: "~
' y=sen’x
| o
1}--p : I :__y:senx
N -45° 45° 0 0 Lo
1 ' _n 1 1
i ' , 2 1 : s
: < : T L4 x
! : i 1 3
N e a B
N n
H 2
! ¥ !
6 =-90° 6=90° A
8 f[-32]-R = R—[-2 1]
f 2’2 f 2’2
x—tanx x— tanx
8 f[on]—[-1,1] [f*[-1,1]—[0,n] 1 y=tanx
X — COS X X — cosx
y=5
ya\ 1 y=tanx
---n
y=coslx& < -1 1 >0
Puede mostrar a los -1
| oen estudiantes la notacion i
Lo 3 LS, de las funciones trigo- y==2
1 1 \\‘ nométricas inversas.
_1 ..............
A4
v x:—% x:%

9a)Si0<senf <1=0<sen?d
= 0 <sen?d
=>sen?0<1

Si-1<senf<0=>0<-senf<1
=>0< (-senf)* < —sen b
=>0<sen’f<-senf<1
=>sen’f <1

<senéf
<senf<1

Otra solucidn: Para todo 6 se cumple que 0 < |sen 8] <1=0< [sen?f| < |sen ] <1=>0<sen’0 < 1.

9b) |sen O+ cos O < |sen O] + |
= |sen O +cos O] <2

9d) (sen B +cosf)’=1+sen20<1+1

=>0<(senfB+cos )2 <2
= (sen 6 + cos 0)? <2
= |sen @ + cos | <\2

10a) Y1

N

cosf| <1+1 9c¢) (sen 6 + cos 6)? = sen?0 + 2sen Bcos O + cos?6
= (sen?6 + cos?6) + 2sen Ocos 6

=1+sen 26

9e) 2209~ 1 o 2tanf < 1 + tan?0
1 +tan%0
S 0<1-2tanf + tan?0
& 0< (1-tan6)?
360

0= = 45° Sea OM bisectrizdel AOAM = <MOA =22.5°

AOAP es isésceles = AP = 2AM y <AMO = 90°

En el AOAM se tiene: %: sen22.5°= AM =sen 22.5°

Asi AP = 2sen 22.5° = Si p es el perimetro de la circunferencia

L= 8AP = 4AP = 8sen 22.5° = 3.06146...
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Practica en GeoGebra

4.1 Practica en GeoGebra: funciones trigonométricas

Con el desarrollo de esta practica aprenderds sobre las graficas de las funciones trigonométricas en

GeoGebra y sus propiedades: amplitud, periodo y desplazamientos.

Practica
1. Cambiar la numeracién del eje.
a) Clic derecho en la Vista Grafica.
c) Selecciona EjeX.
e) Selecciona en el cuadro desplegable
/2. I

[ 2rurncan

Vista Grafica \\\ FramENe

\ Bisico E@X EmY Ciadicda

1 Ejes \ HEex
i Cuadricula \ B i
Barra de Navegacion . DS arama posivi
& Zoom 5 [ T
E]eX : EIEY » Gradaciones. | | | ¥
Ver todos los objetos ?::m — M::"“m
Vista estandar Ctri+M )
- Vista Grafica ...

2. Gréfica de funciones trigonométricas.
a) Funcidén Seno. Escribe en la barra de Entrada sen x.

b) Selecciona Vista Grafica
d) Selecciona el cuadro Distancia.

¢

b) Evaluando valores en la funcidon seno. Cuando se evallan
angulos en grados en las funciones trigonométricas debe co-
locarse el simbolo de grados correspondiente. Escribe en la

>
S

Entrada: sen x

barra de Entrada a = f(90°), b = f(90), c = f(1t / 2). Observa que — > Entrada f{1112)

en b = f{90) el programa evalda 90 radianes.

3. Amplitud de las funciones trigonométricas.

Grafica la funcidn g(x) = 2sen x. Escribe en la barra de entrada g(x) = 2*f(x).

4. El comportamiento de la funcién f(x) = asen(x) con a > 0.
Creacion de un deslizador.

a) En la barra de herramientas selecciona Deslizador.
b) Clic en la Vista Grafica.

c) Aparecera un cuadro en el que debe colocarse el nombre al
deslizador, en este caso a. Coloca en minimo 0 y en maximo
5. Incremento 0.1, y clic en Ok.

d) Dibuja la funcién f{x) = sen x.

e) Dibuja la funcién g(x) = asen x.

f) Selecciona el punto del deslizador y observa que a medida que se mueve hacia la derecha la funcién

se dilata, mientras que hacia la izquierda se contrae.

g) Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia animacion.

L
C Anguio

O Entero

Hormbre
a

[ Aleatorio

Infervalc Desizador Animacidn

Mn 0

Max & Incrementn 01|

OK Cancelar

J

o

_/

o2
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5. Periodo

a) Grafica la funcion f{x)=cos x.
b) Grafica la funcidn cos 3x. Escribe en la barra de Entrada g(x)=f(3x).
c) Grafica la funcién cos % Escribe en la barra de Entrada h(x)=f(x/3).

VANV AVY
\/\\//\/ |

6. Desplazamientos verticales u horizontales.

a) Grafica la funcidn f(x)=cos x. b) Grafica la funcién g (x) = cos (x —30°).
c) Grafica la funcién £ (x) = cos (x + 60°). d) Grafica la funcién g (x) = cos(x) + 3.
e) Grafica la funcién A, (x) = cos(x) - 2.

Para escribir subindice en GeoGebra se utiliza

. . . ., Entrada: |0_1(x) = f{x-30°)
guion bajo como se muestra a continuacion.

Actividades

1. Grafica las funciones del problema 8 de la clase 3.14.

2. Grafica las funciones del problema 9 de la clase 3.14.

3. Crea un deslizador B, con minimo 0, maximo 5 e incremento 0.1. Luego grafica las funciones f(x) = sen x
y g(x) = sen Bx. Observa el comportamiento de la funcién g a medida que el valor de B aumenta o dis-
minuye.

4. Realiza una animacién utilizando deslizadores para desplazamiento vertical y horizontal.

\ J
L )
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Indicador de logro:

4.1 Identifica la variacion de las funciones trigonométricas al cambiar su periodo, amplitud y al realizar

desplazamientos.

Ya que se han estudiado los desplazamientos de Se cambia la escala en el eje x para observar los

las funciones trigonométricas y se ha introducido angulos en radianes, sin embargo en la barra de

el concepto de radian, ahora se utilizard GeoGe- entrada se escribirdan los valores en grados (°)

bra para graficar funciones, asi como para visuali- pues el programa lo convierte automaticamente.

zar con animaciones la manera en que cambia una El estudiante debe interpretar las animaciones

funcién al realizar un desplazamiento o cambiar para corroborar lo aprendido.

su amplitud o periodo. VAN )

Solucién de problemas:

1a) Escribe en la barra de entrada sen (5x).

1b) Escribe en la barra de entrada cos (x/3).

1c) Escribe en la barra de entrada 4cos x. No es necesario que los estudiantes
grafiquen la funcién en el intervalo dado en

1d) Escribe en la barra de entrada (1/2)sen x. los Problemas.

Fe de errata:
Enelnumeral 2delaseccion de “Actividades”

2b) Escribe en la barra de entrada 4sen (2x + 120°). diz Wl e Feds, & e o) piellisis
10 es un error, debe ser al problema 9.

2a) Escribe en la barra de entrada 2cos (6x — 120°).

2c) Escribe en la barra de entrada —2cos (4x + 180°).

2d) Escribe en la barra de entrada (1/2)sen(3x — 225°).

3. En la barra de herramientas selecciona Deslizador. Clic en la Vista Grafica. Nombra B al deslizador. Coloca
en minimo 0y en maximo 5. Incremento 0.1, y clic en Ok. Escribe en la barra de entrada f(x) = sen x. Escribe
en la barra de entrada g(x) = sen Bx. Selecciona el punto del deslizador y observa cdmo cambia la funcion
a medida que se mueve hacia la derecha y hacia la izquierda. Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia
animacion.

4. Horizontal: En la barra de herramientas selecciona Deslizador. Clic en la Vista Grafica. Nombra k al desliza-
dor. Coloca en minimo —90° y en maximo 90°. Incremento 0.1° y clic en Ok. Escribe en la barra de entrada
f(x) = sen x. Escribe en la barra de entrada g(x) = sen (x — k). Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia
animacion.

Vertical: En la barra de herramientas selecciona Deslizador. Clic en la Vista Grafica. Nombra c al deslizador.
Con minimo -5 y maximo 5. Incremento 0.1 y clic en Ok. Escribe en la barra de entrada f(x) = cos x. Escribe
en la barra de entrada g(x) = cos x + c. Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia animacion.
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4.2 Practica en GeoGebra: construccion de las funciones seno y coseno

Es posible construir las funciones trigonométricas observando su comportamiento en el circulo trigonomé-

trico. A continuacion se graficara la funcién seno.

Practica
1. Dibujar el circulo trigonométrico.

a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcion Circunferencia (centro, punto).
b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto.

TH-#- v

48 46 04 02

2. Dibujar el angulo.

a) Selecciona un punto P en el CT.

b) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. ———>
c) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El angulo se nombra automaticamente como a.

b Vista Grifica

a2 04 08 08

a i

x

a= 5556

. Punto de construccion. Este punto tendra como
coordenada en x el angulo a en radianes (el pro-
grama lo convierte automaticamente) y como
coordenada en y la coordenada en y del punto P
(es decir sen a).

a) En la barra de Entrada escribe S = (o, y(P)) y
presiona Enter.

(S

Entrada: $=(a, y(P))

01 08 O T 14 15 18

12 14 18 18 2

&

L4

g 0 =8586°

-08 -06 -04 -02

=

6 02 24 08 08

,

Y

©
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4. Cambiar la numeracién del eje x.
a) Clic derecho en la Vista Grafica (ningun elemento debe estar seleccionado).
b) Clic en Vista Gréfica.

c) Clic en EjeX.
d) Clic en el cuadro Distancia y selecciona la opcién 1t/ 2. Luego salir. X

Vista Grafica | o
| Basgo E@X EmY Cusdbicula

'I_ Ele S | BEpx , ﬂ“‘ -
|12 Cuadricula / “ \

NS en gracationes

Barra de Navegacion / g \

DI S0I0 12 rama posity s P
q Zoom 3 Ed Dhstancia: i 2 ( _.‘_‘ }
EjeX : EjeY 3 Gradaoones | | I ¥ t /
Ver todos los objetos R Aot = B /
Vista estandar Ctr+M S0 e A —
| I Penmite selecckanar
|+ Vista Gréfica ...

5. Graficando la funcién seno.
a) Selecciona el punto Sy dar clic derecho.
b) Clic en rastro.
c) Selecciona el punto P, clic derecho y luego inicia la animacién

N

Punto S: (a, y(D)) Punto P: Punto sobre c

Coordenadas polares Coordenadas polares
*.| Objeto visible ‘.| Otjetovisible
Asl Eliqueta visible AL Etiqueta visible
# Rastro & Rastro
=] Ovjeto auxiliar Animacion
=| oObjeto auxiliar
%/ Renombra
//. Borra [%| Renomora
" ) 4/ Borra
s Propiedades ...
- .+ Propiedades ...
ﬁ P S
\O\y n/2 3n/2 n
Actividades

Construye la funcion coseno a partir del circulo trigonométrico.
-

. E J
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Indicador de logro:

4.2 Utiliza las herramientas del software para construir las funciones seno y coseno a partir del circulo
trigonomeétrico.

Se grafico la funcién seno a partir de la ubicaciéon Observar la utilidad del circulo trigonométrico
de puntos en el plano cartesiano, ahora el estu- para obtener de manera dinamica la grafica de las
diante observard cdmo se obtiene la grafica de las funciones seno y coseno.

funciones seno y coseno a partir del circulo tri-
gonométrico utilizando las coordenadas de cada
punto.

- AN /

Solucién de problemas:

Pasos para resolver el problema:

1. Dibujar el circulo trigonométrico (ver Practica).

2. Dibujar el dngulo (ver Practica).

3. Punto de construccion. Este punto tendra como coordenada en x el angulo a en radianes (el programa
lo convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en x del punto P (es decir cos a).
Escribir en la barra de entrada R = (a, x(P)) y presiona enter.

4. Cambiar la numeracion del eje x (ver Practica).

5. Graficando la funcién coseno.
a) Selecciona el punto Ry dar clic derecho.
b) Clic en rastro.
c) Selecciona el punto P, clic derecho y luego inicia la animacion.
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De igual manera que las funciones seno y coseno, la funcién tangente se puede dibujar a partir del circulo
. . . . g . 3n
trigonométrico. Sin embargo, se tiene la dificultad que el dngulo al recorrer los valores [—, 211] enelCT, la
.2 . s . . P . .z .
funcion debe evaluarse en el intervalo [—3, 0 ] Para realizar esto se explicara la utilidad de la funcién Si del

2
bloque de ldgica.

1. Clic en el botén Ayuda de Comandos, que se encuentra a la derecha de
la barra de entrada. Se desplegara el panel de comandos.

2. Selecciona la funcién Si del bloque de légica. En este comando deben
ingresarse 2 o 3 datos separados por coma.
Si[ <Condicion>, <Entonces>, <Si no> |

Condicidn: Se introduce una condicidn en la que estd involucrada una
variable, puede ser una igualdad, una desiguladad, entre otras.

Entonces: Es el valor que el comando devolvera si la condicién es ver-
dadera.

Si no: Es el valor que el comando devolverad si la condicién no es verda-
dera.

3. Se creard un numero b a partir de un deslizador a, de tal manera
que si el valor de a es negativo entonces el valor de b serd 0y si

Ayuda de Comandes

Funciones Matematicas

+ Todos los comandos

+ 3D

+ Algebra

+ Conlca

+ Diagrama

+ Discreta

+| Estadisticas

+ Financieros

+ Funciones y Calculo

+ GeoGebra

+ Geometria

+ Guion {scripting)

+ Hoja de Calculo

+ lista

- Légica
Conservasi
CuentaSi
EsEntero
EstaDefinido
EstaEnRegidn
Relacidn
Si

Ot aciin

el valor de a es positivo entonces b tomara el valor de a.

Desizador
) HImer

) Angule

a) Crea un deslizador con nombre a, de -5 a 5 e incremento 1.
() Entero
b) Escribe en la barra de Entrada b =, luego pegar el comando Si

del bloque de Idgica. A i 8

c) Se debe evaluar si a es negativo por lo que la condicion a
ingresar es a<0. El valor que el comando devolverd es 0 si se
cumple a<0. El valor que el comando devolvera es a si no se
cumple que a<0.

‘Entrada: h=8i[a<0, 0, a]

En el caso que a sea negativo
b tomard el valor de 0.

» Vista Algebraica

» Vista Algebraica X s
Numero ® g=2
® a=-5 b=2

b=0

HNombee

] Meatoria

Intervalo  Deslizader  Animacion

Mic & Incramaenta: 1
oK Cancelar
Entrada: b=Si[]|

En el caso que a sea positivo
b tomara el valor de a.

J
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4. Dibujar el Circulo Trigonométrico:
a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcién Circunferencia (centro, punto). . » @

b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto. —
c) Graficalarectax=1.

5. Dibujar el angulo:
a) Coloca el punto A(1, 0).
b) Selecciona un punto P en el CT.
c) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. .C{G.
d) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El dangulo se nombra automa- o

ticamente como a.

6. Representacion de la tangente.
a) Traza la recta que pasa 'por los p!J’ntos OyP E
b) Nombra Q al punto de interseccién de la recta trazada y la recta x = 1.
c¢) Oculta la recta trazada.

7. Punto de construccién. Este punto tendra como coordenada en x el angulo a en radianes (el programa lo
convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en y del punto Q (es decir tan a).

a) Construye el angulo 8. Entrada: o = Sifo>3*w/2,a-21,d]

b) Nombra T al punto de construccion.

En la barra de Entrada escribe T = (6, y(Q)) y presiona Enter. ——> Entrada:T = (8, y(Q))

8. Gréfica de la funcion.

a) Cambia la numeracién del eje x en términos de . ] e
b) Selecciona el punto T, clic derecho y clic en Rastro. .
c) Seleciona el punto P, clic derecho y luego iniciar Animacién. s :
Y =

Punto F Punto P: Punto sobre ¢ :

:

Coordenadas polares 2 i

Coordenadas polares S
Objeto visible

. Objeto visible ||a1] Etiqueta visible /1
Etiqueta visible | # Rastro oA e
" Rastro — | Animacion —_ \/ o
' = Objeto auxiliar )
Renombra s
sl Renombra !
Borra //_ Borra ,
& Propiedades ... % Propiedades ... . ~
Construye la funcidén cotangente a partir del circulo trigonométrico.
J

\_
& )
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Indicador de logro:

4.3 Utiliza las herramientas del software para construir la funcién tangente a partir del circulo trigonométrico.

Propésito:

La funcidn Si se introduce para poder graficar la
funcién tangente como se graficd en la clase, en
dicha grafica el intervalo posee valores negativos.

La funcion tangente también se graficara en Geo-
Gebra por medio de su representacién en el circu-
lo trigonométrico, introduciendo una herramienta
de GeoGebra: la funcidn Si.

Solucién de problemas:

Para la representacion de la cotangente se construird la figura del problema 6 de la clase 3.14, en la cual
RQ = cot 6.

1. Dibujar el circulo trigonométrico.
a) El punto O(0, 0) es el centro y A(1, 0) el punto de la circunferencia.

b) Grafica la recta y = 1.

2. Dibujar el angulo.
a) Selecciona un punto P en el CT en el primer cuadrante.

b) Construye el angulo con los puntos A, O y P, selecciénalos en ese orden. El angulo se nombra automati-
camente como a.

3. Representacion de la cotangente.
a) Traza la recta que pasa por los puntos Oy P.
b) Nombra Q al punto de interseccidn de la recta trazada y larecta y = 1.
c) Oculta la recta trazada.

4. Punto de construccidn. Este punto tendrd como coordenada en x el dngulo a en radianes (el programa lo
convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en x del punto Q (es decir cot a).

En la barra de Entrada escribir U = (o, x(Q)) y presiona Enter.

5. Gréfica de la funciodn.
a) Cambia la numeracion del eje x en términos de .
b) Dar rastro al punto U y luego dar Animacién al punto P.
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4.4 Practica en GeoGebra: el método de exhaucion O

Se construira un poligono inscrito en el circulo trigonométrico para observar la aproximacion que tiene el
area del poligono, a medida que sus lados aumentan, respecto al area del circulo.

Practica

1. Construccidn del circulo trigonométrico.
El centro debe ser O(0, 0) y A(1, 0) el punto.

2. Construir un deslizador para el nimero de lados de un poligono regular con nombre n.
Minimo 3, maximo 100 e incremento 1.

Desider ®

®Nomerp Nemere
Slngs 1D
CEME®  [ajeatorio n=3
— _
Min: 3 Max: 100 Incremento: 1
OK  Cancedar

3. Construccién del dngulo central a dada su amplitud.
a) Selecciona los puntos A, 0 y como amplitud 360° /n. Clic en OK.
b) Aparecera otro punto en el CT. Dar el nombre B.

IZAINNI B2 B3

A.“, Anguio :
% %7 Angulo dada su amplitud X
«17,  Angulo dada su amplitud i
Angulo
&m
/ Distancia o Longitud
e 360°/n ]
w Area
(@ sentido anfihorario
/A’ Pendients
O sentido horario
{12} usta !
- DK Cancelar
a=b Relacién |

\_/ Inspeccidn e fundones

4. Contruccién del poligono regular.
a) Selecciona la opcidn Poligono regular y escoge los puntos Ay B. )

e
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4
b) En el cuadro que aparecera a continuacion, escribe el nUmero de vértices n.
'r Vit i « mbaaribe gt - o
n=3
QO & » _
_T\:Dt Poligone 7 Poligono regular X
:. Wértices /
o~ Poligono reguiar [ & > f
f\ Paligona rigido oK Cancelar 1
- \\\
f_@t Poligono vedorial
Aparecerd automaticamente el valor del area del poligono cons- .
b3 polie ® poligonot = 1.29904
truido.
5. Calcular el drea del circulo, con el comando Area del bloque Ayuda de Comandos
de Geometria. Observa como se aproxima el drea del poligo- " “;:g’:f’ -
no regular a la del circulo a medida que se incrementa el Arco
1 ArcoCircunferencia
numero de lados. Ao TresPuios
Area
6. Determinar los perimetros del poligono y de la circunferen- Baricentro
. BarncentroBaremado
Cla. Bisectriz
Perimetro del pOlllgonO Entrada: perpoligono=Perimetro[poligono1] gg;?;gg;gum
Perimetro de la circunferencia  Entrada: oercircunierenci-=Perimetrolc] CompruebaDetalles
Contorno
B B . . Clbica
7. Comparar los perimetros del poligono y la circunferencia CurvaTrianguiar
cuando aumenta el nimero de lados del poligono. E :
8. La constante Tt se define como el cociente del perimetro del circulo entre su radio. Utiliza la contruccién
realizada para obtener una aproximacion del valor de .
9. Construccion de un poligono regular que circunscriba al Circulo trigonométrico.
Construye un segmento OO, de longitud dada, con longitud L El punto O, se debe colocar en el eje
COoS —
X. )
€2 Segmentc de longitud dada X
Longitud
1/cos a2y ]
OK | Cancelar
© &ngulo dada s amplitud x
Angulo
10. Construir el angulo central B dada su amplitud. ¢ :
) . ) ® sentido antinorario
a) Selecciona los puntos O;, O y como amplitud «. Clic en OK. T B
b) Cambia el nombre al punto resultante por O,.
OK Cancelar
11. Construir el poligono regular utilizando los puntos O, y O,. El nimero de lados debe ser n.
Efectua las 3 aproximaciones realizadas en los problemas anteriores (area, perimetro y el valor 1) con el
\_ poligono construido en el numeral 10. )
\_ E J
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Indicador de logro:

4.4 Explica el método de exhaucidn en el circulo trigonométrico por medio de un software para aproximar el

valor de .

Secuencia:

En sexto grado se estudid el valor de la constante
T, que es Util para determinar el area y el perime-
tro de un circulo. En esta clase se utiliza el método
de exhaucién con ayuda de GeoGebra para deter-
minar el area del circulo trigonométrico en el que
se refleja el valor de m. )

Solucién de problemas:

Propésito:

Al desarrollar la practica el estudiante determina
el area del circulo a partir de aproximaciones por
medio de poligonos regulares y a la vez aproxima
el valor de un nimero irracional.

- /

El poligono que circunscribe a la circunferencia se puede construir sobre la misma Practica desarrollada, de
esta manera pueden compararse los valores del area, perimetro y it con el poligono inscrito. Para realizar las
aproximaciones basta desarrollar los pasos 5, 6 y 8 utilizando los valores del nuevo poligono.
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Unidad 6. Sucesiones aritméticas y geométricas

Competencia de la unidad

Establecer el término general de una sucesién aritmética y geométrica para calcular términos o sumas
parciales, utilizando las propiedades de estas sucesiones.

Relacion y desarrollo
T il Primer afio de Segundo afio de
ercer ciclo bachillerato bachillerato

Unidad 4: Ecuacién (9°) Unidad 2: Operaciones con Unidad 4: Funciones trascen-

e Ecuacién cuadratica polinomios y numeros com- dentales |

¢ Aplicaciones de la ecuacién —L plejos e Potencia y raiz n-ésima
cuadratica * Productos notable y factori- _r * Funciones y ecuaciones ex-

zacion ponenciales
e Division de polinomios
e Ecuacion cuadraticay nume-
ros complejos

Unidad 6: Sucesiones aritmé-

ticas y geométricas
e Sucesiones aritméticas
e Suceciones geométricas

@ Sugerencia metodolégica



Plan de estudio de la unidad

1 1. Patrones
1 2. Patrones generalizados
1 3. Sucesiones aritméticas: definicidn
1. Sucesiones aritméticas 1 4. Sucesiones aritméticas: término general
1 5. Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 1
1 6. Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 2
1 7. Sucesiones aritméticas: problemas
1 1. Sucesiones geométricas: definicién
1 2. Sucesiones geométricas: término general
1 3. Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 1
2. Sucesiones geométricas 1 4. Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 2
1 5. Sucesiones geomeétricas: problemas
1 6. Practica lo aprendido
1 7. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 6
2 Prueba del tercer periodo

14 horas clase + prueba de la unidad 6 + prueba del tercer periodo
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Puntos esenciales de cada leccion
Leccidon 1: Sucesiones aritméticas

La unidad inicia con la identificacidn de patrones de figuras y numéricos para introducir la definicién de término
general de una sucesion. Luego, se define una sucesién aritmética, se define su término general, se calculan su-
mas parciales, conocidas como series aritméticas, y se resuelven problemas diversos que requieren del uso de
sucesiones aritméticas.

Leccidn 2: Sucesiones geométricas

Se define una sucesién geométrica y su término general, se calculan sumas parciales, conocidas como series
geométricas, ademas, se resuelven problemas diversos que requieren del uso de sucesiones geométricas.
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Sucesiones aritmeéticas

Problema inicial
Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.
a) Determina en la Figura 4 y la Figura 6 si la secuencia se va formando de igual manera.

é? ] é?
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6
b) ¢ Cual figura corresponde a la Figura 7 si la secuencia se va formando de la misma manera?

= N w & Mo e

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7
c) Determina el niumero faltante y la regla que se ha utilizado para generar la secuencia.

Posicién 1  Posiciéon 2 Posicién 3 Posicién 4  Posicion 5  Posicién 6  Posicién 7 Posicion 8

.

Solucién -
a) Puede observarse que cada figura se obtiene agregando dos cuadradosa [ ]
la figura anterior, acomodandolos en forma de L. Entonces, la Figuradyla [ |

Figura 6 son las que muestran las figuras de la derecha. ! [ ] | [T 1]
Figura 4 Figura 6

b) Si se considera que el cuadrado grande va rotando 90° en el sentido horario respecto a su centro, la
Figura 2 se obtiene rotando una vez la Figura 1, la Figura 3 se obtiene rotando una vez la Figura 2, la
Figura 4 se obtiene rotando dos veces la Figura 3, la Figura 5 se obtiene rotando una vez la Figura4yla
Figura 6 se obtiene rotando una vez la Figura 5. Por lo tanto, la Figura 7 se obtiene rotando dos veces
la Figura 6, por lo que la Figura 7 es E

c) Puede observarse que +1 +2 +3 +4 +5 +6
7 A A a A A A
Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4  Posicién 5  Posicién 6  Posicion 7
Entonces, el siguiente niumero deberd ser 23 + 7 = 30.
Para generar un nimero se suma el nimero anterior y su posicion.

Conclusién
Un patrén matematico es una secuencia de nimeros o figuras que satisfacen cierta regla y con la cual pue-
de generarse cualquier elemento de la secuencia.

bl
.

Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.

a) Determina las figuras 5, 6 y 7 que corresponden b) ¢ Cual figura corresponde a la Figura 7°?

a la secuencia e identifica la regla que se ha utili-
zado para generarla. Eﬂ & ﬂ Eﬂ H:] ﬂ é?

Figural Figura2 Figura3 Figura4 Figura5 Figura6 Figura?7

E @ c) Determina el numero faltante y la regla que se
ha utilizado para generar la secuencia.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

2 6 12) (20 (30) (42 ) [¢?

J
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Indicador de logro:

1.1 Identifica patrones numéricos o de figuras y establece la regla que los genera.

Propésito:

En la unidad 4 de séptimo grado se abordan los
patrones numéricos. Esta clase tiene el objetivo
de recordar los patrones y la forma de determinar
un elemento en particular de este.

Se inicia la unidad con la identificacidon de patro-
nes, ya sean numeéricos o de figurasy se busca una
regla que los genera. Se establece la definicion de
patrén numérico.

Solucién de problemas:
a) Se observa primero el nimero de elementos de cada figura.

Figural: 2=1x2 Figura2: 6=2x3 Figura3: 12=3x4 Figurad: 20=4x5

El nimero de elementos que tiene cada figura puede obtenerse mul-
tiplicando el nimero de columnas por el numero de filas que tiene.
Ademads, el nimero de la figura corresponde con el nimero de colum-
nas que tiene. Por otra parte, el nimero de filas es siempre una unidad
mayor que el numero de columnas.

Figura 5 Figura 6 Figura 7
Por lo dicho anteriormente, la Figura 5, Figura 6 y Figura 7 son como se

muestra a la derecha.

b) De la Figura 1 se toma el punto P, como muestra la figura. Se realizan rotaciones (o giros) con respecto a

180° se obtiene la Figura 3. Se rota la Figura 3 un angulo de 90°, se obtiene la Figura 4. Se rota la
Figura 4 un angulo de 180°, se obtiene la Figura 5. Continuando de la misma forma, la Figura 7

este punto. EB
Si se rota la Figura 1 un angulo de 90°, se obtiene la Figura 2. Al rotar la Figura 2, un angulo de p
se obtiene girando 180° la Figura 6. Entonces, se obtiene la figura mostrada a la derecha. Eh

Figura 7

c) Se identifica primero cada elemento con su posicidn.
2 6 12 20 30 42

Posicion 1 Posicidn 2 Posicion 3 Posicion 4 Posicion 5  Posicion 6

Al buscar una relacion entre los elementos y sus posiciones se pueden identificar dos formas de generar

el patron.
Forma 1. El elemento puede obtenerse sumandole Forma 2. El elemento puede obtenerse multiplican-
al numero anterior el doble de su posicion. do el nimero de posicion por su consecutivo.
Posicion 1: 2 Posicion 1: 1 x2 =2
Posiciéon 2:2+2x2=6 Posicion 2:2x3 =6
Posicion 3:6+2x3 =12 Posicion 3:3 x4 =12
Posicién 4:12+2x4=20 Posicion 4: 4 x5 =20
Posicién 5:20+2x5=30 Posicion 5: 5 x 6 =30
Entonces, a la Posicion 7 le corresponde Entonces, a la Posicion 7 le corresponde
42 +2 x 7 =56. 7 x 8 = 56.
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Problema inicial

Observa la siguiente secuencia:
1 2 3 4 5 6 7 8 9

a) ¢Cudl es la regla que se ha utilizado para generar la secuencia?

b) ¢ Cudles son los nimeros que corresponden a las posiciones 8 y 9?

c) éCudl seria el nimero correspondiente a la posicién 207? ¢y a la posiciéon 100?
d) ¢Cudl seria el nimero correspondiente a una posicidn cualquiera n?

.

Solucién
a) Al observar la secuencia se puede determinar que todos los nimeros son multiplos de 3, por lo que la
regla utilizada es multiplicar por 3 el nimero de posicién en la que se encuentra.

b) Por el resultado del literal a, en las posiciones 8 y 9 corresponden los nimeros 3(8) = 24 y 3(9) = 27.

c) Como el numero se obtiene multiplicando la posicidn por 3, entonces 3(20) = 60 es el nimero que
corresponde a la posicién 20 y 3(100) = 300 es el nimero que corresponde a la posicidn 100.

La sucesidon también pue-
de generarse sumando 3 al
nUmero anterior.

d) El nimero que corresponderad a la posicidn n es 3n.

Definicién
A una secuencia de niUmeros que sigue cierta regla también se le conoce como sucesion. En una sucesion,
sus elementos tienen un orden y habitualmente se denotan por a,, donde n representa la posicién que
ocupa dicho elemento. Por ejemplo, en la sucesién del Problema inicial, a, = 3, a, =6, a,= 21, a, = 3n.

A cada elemento de una sucesion se le llama término y al término que ocupa la n-ésima posicion (con n
un ndimero natural) se le lama término general. Por ejemplo, a, = 3n es el término general del Problema
inicial.

Una sucesion es finita si tiene una cantidad finita de elementos. Caso contrario, se dice que la sucesion es
infinita.

| ibi ., h d En algunas ocasiones no es posible
Al escribir una sucesion se hace en orden, a,, a,, a,, ..., @,, ..., encontrar el término general, en

donde los puntos suspensivos indican que la sucesion sigue. una forma simple, que describa
una sucesion.

Ejemplo

Determina el término general de la siguiente sucesién y calcula los términos 20, 41y 101.
-1,2,-3,4,-5, ..

Observa que la sucesidn va alternando signo en sus términos, y en cada posicidn impar su signo es negativo
y en cada posicion par, su signo es positivo. Nota que esto puede escribirse como:

. 1 sinespar
(-1)"= o
—1sin esimpar

J
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Ademas, los valores absolutos de los nimeros que componen la sucesién son todos consecutivos y coinciden
con su posicién dentro de la sucesion, por lo tanto, el término general es a, = (-1)" n.

Por lo tanto, los términos 20, 41y 101 son a,, = (-1)*°20=20, a¢,, =—41y q,,, =— 101.

ProblemasZ
1. Para cada sucesidn, encuentra el término general y los términos que se piden.
a)2,4,6,8,... icudleseltérmino 42? b)1,3,5,7,9,6 11, ... icudles el término 21?
c)1,4,916,25,... icudleseltérmino11? d) 1, 8, 27,64, 125, ... écudl es el término 8?
e)1l 1111 l... écudl es el término 9547 f)2,0,2,0,2,.. écualesel término 10?, ¢y el 55?

72737475’ 6

2. Enlista los primeros cinco términos de la sucesién que tiene término general a,, en cada uno de los
siguientes casos:

a)a,=3n+1 b)a,=4n-2 c)a,=-n+2 d)a,=n’-3

3. Observa el siguiente proceso: sea T, el nimero de elementos de la Figura 5, en la siguiente sucesion:

[ ]
[ [ N J
[} [ N J [ 2 X J
[ J [ N ] [ 3 N J [ 3 B X J
[ ] [ N J [ N N J o000 o000 .-
Figura1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5
¢ Se reordenan los elementos ¢ Se duplica la figura. ¢ Se unen las dos figuras iguales forman-
de la figura 5. do un rectdngulo de 5 x 6 elementos.
[ ] o0 00O [ o000 0O P0r|0tant0,
[ N J o000 [ N J o060 0O00O
L) eoo L) CICRCN I ) 2T5=5(6)-
o000 (N ] o000 o060 00O
o0 00O [ ] o0 00O o000 00

Generaliza el proceso anterior para determinar el término general T\ de la sucesién.

Una de las sucesiones mas famosas es la conocida Sucesién de Fibonacci.

Fibonacci fue un matematico italiano que nacid en Pisa, alrededor de 1175. Su nombre verdadero era Leo-
nardo de Pisa pero comunmente se le conocia como Fibonacci, nombre que representa la versidn corta de
Filius Bonaccio, que significa hijo de Bonaccio.

La sucesién de Fibonacci es de la siguiente forma:

a;=1
a,=1
Ay =Apat Apy

Los primeros términos de la sucesién de Fibonaccison: 1,1, 2, 3,5, 8, ...; es decir, los términos de la sucesion
de Fibonacci pueden determinarse sumando los dos términos anteriores.

Esta sucesion tuvo su primera aparicion cuando se planted el problema que involucraba la reproduccién de
un par de conejos, con la hipotesis que estos eran inmortales, se volvian adultos al cabo de un mes, y que de
cada pareja de conejos nacia una pareja de conejos (un macho y una hembra).

J
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Indicador de logro:

1.2 Determina el término general de una sucesion.

Se define una sucesion y la forma de representarla mediante una férmula. Se define ademas, el término de
una sucesion.

Propésito:

El Problema inicial tiene como objetivo identificar la regla general de una secuencia para luego definir el
término general y la forma de denotar una sucesion.

El Ejemplo tiene como objetivo utilizar la notacion definida en la Conclusién y calcular algunos términos
especificos de una sucesion utilizando su término general.

Solucién de problemas:

En cada una de las soluciones, n representa un numero natural.
1a) Se observa que 2 = 2(1), 4 = 2(2), 6 = 2(3), 8 = 2(4), por tanto, a, = 2n. Luego, a,, = 2(42) = 84.

1b) Se observa que la sucesion estd compuesta por todos los nimeros impares positivos. Todo numero im-
par positivo puede escribirse como 2n — 1, que tiene el valor de 1 cuando n = 1. Entonces a,= 2n — 1.
Luego, a,, = 2(21) — 1 = 41.

1c) La sucesidn estd compuesta por los cuadrados de los nimeros naturales: 1 =12,4 = 22,9 =32, ... Por tanto,
a,=n* Luego, a,, = 11> = 121.

1d) La sucesion esta compuesta por los cubos de los niUmeros naturales: 1 =13, 8 =23, 27 = 33,64 =43, ... Por
tanto, a, = n’. Luego, a, = 8° = 512.
1e) Se puede observar que la sucesion esta formada por fracciones, donde el numerador es siempre 1y los

denominadores son los nimeros naturales. Por tanto, a -1 Luego, Ao, = a5
: A 80, g, 954"

1f) Se observa que los términos de la sucesion son siempre 2 si la posicidn es impar, y siempre es 0 si la po-
sicidn es par. Hay dos formas de definir la sucesién: Entonces,

Forma 1. {2 sin esimpar Forma2.a,=1-(-1)"
a,=

0 sinespar
Luego, a,,=0Y a, = 2.
2a)a,=4,a,=7,a,=10,a,=13, a, = 16. 2b)a,=2,a,=6,a,=10,a,=14, a, = 18.
2c)a,=1,a,=0,a,=-1,a,=-2,a,=-3. 2d)a,=-2,a,=1,a,=6,a,=13, a, = 22.
3. Con los puntos de la Figura n, que tiene 7', elementos, se puede formar, al reordenarlos, un tridangulo

rectangulo cuyos catetos tienen n puntos cada uno.

Al duplicar el tridngulo, se tiene 27T, elementos. Al ubicar ambos triangulos rectangulos se obtiene un
rectangulo cuyos lados estan formados por ny n + 1 puntos. Pero el nimero de elementos del rectdangulo
es n(n + 1), entonces, 27, = n(n + 1).

n(n+1)

Por lo tanto, T, = 5
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Problema inicial ~
Observa la siguiente secuencia y responde:

o

Figura 1

Figura 2

Figura 3
Figura 4

a) Enlista el nimero de elementos de los primeros 10 términos de la sucesion.
b) ¢Cudl es la regla que se ha utilizado para generar la sucesion?
c) Sia untérmino se le resta su término anterior, ¢qué se puede observar si se hace en repetidas ocasiones?

L d) Si sumas los términos 1y 10, 2y 9, 3y 8 y asi sucesivamente, {qué sucede? )

Solucién
a) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.

Término A | QG | Q3 | Qg | G5 | Qg | A7 | Qg | Qg | Gy
Numero de elementos | 3 5 7 9 11 (13 | 15 | 17 | 19 | 21

b) Si se observan las figuras, se han ido afiadiendo dos cuadrados respecto a la figura anterior.
a,—a;=5-3=2
as—a,=11-9=2
ay—ag=19-17=2

c) Al tomar un término y restarle su anterior se puede observar que el resultado
siempre es el mismo cuando se hace varias veces. En este caso resulta ser 2.

d) Obsérvese que los términos 1y 10,2y 9,3y 8,4y 7,y 5y 6, a pares siempre estdn a una misma
distancia de los extremos. Puede observarse que al sumar términos que estdn a igual distancia de los
extremos, el resultado es siempre el mismo: 24.

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
1‘1+13=2‘4
9+15=24

7+17=24
5+19=24
3+21=24

Definicién
A la sucesion donde sus términos pueden obtenerse sumando un mismo nimero al término anterior se
llama sucesion aritmética.

Una sucesion aritmética tiene la propiedad que al restarle a un término su anterior siempre se obtendra el
mismo resultado. A este resultado se le llama diferencia.

Un detalle importante que hay que re-
saltar sobre las sucesiones aritméticas es

Otra de las propiedades de una sucesion aritmética finita es que que la diferencia puede ser un nimero
al sumar términos que estan a una misma distancia de los cualquiera, esto es, puede ser un nime-
extremos el resultado es el mismo. ro entero, racional, decimal o irracional.

b d

—

Identifica si cada sucesion es una sucesion aritmética. En caso de serlo, determina su diferencia.

a) 5, 11,17, 23,29, 35, ... b)-3,0,3,6,9,12, 15, ...
5 7 9 11
©)1,2,3,4,578,.. d233%455%, .

e) -4, -4, -4, -4, -4, —4, ... f)11,7,3,-1,-5,-9, ...

J
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Indicador de logro:

1.3 Determina si una sucesion es aritmética utilizando su definicion.

Se inicia la clase con el andlisis de una secuencia de figuras y el nUmero de elementos de cada una de ellas.
Se establece la definicidon de una sucesion aritmética y la diferencia de una sucesion de este tipo.

Solucién de problemas:

a) Se observaque 11-5=17-11=23-17=29-23 =35-29 =6. Como la diferencia obtenida es siempre
la misma, la sucesion es aritmética, donde su diferencia es 6.

b) Se observaque0—(-3)=3-0=6-3=9-6=12-9=15-12 = 3. Como la diferencia obtenida es siempre
la misma, la sucesion es aritmética, donde su diferencia es 3.

c) Se observa que 2 — 1 = 1, mientras que 7 — 5 = 2. Como ambas diferencias son distintas, la sucesién no es

aritmética.
5 5 7 7 9 9 11 1 . . .
d) Seobservaque=-2=3-==--3=4—--=--4=5->==-5== Como la diferencia obtenida es
2 272 272 272 2
siempre la misma, la sucesién es aritmética, donde su diferencia es = .

2

e) Al hacer la diferencia de cualesquiera dos términos consecutivos, se tiene que —4 — (-4) = 0. Por tanto, la
sucesion es aritmética con diferencia igual a 0.

f) Al realizar las restas se obtieneque 7-11=3-7=-1-3=-5—(-1) =-9 — (-5) =—4. Por tanto, la sucesién
es aritmética, con diferencia igual a —4.

@ Sugerencia metodolégica



1.4 Sucesiones aritméticas: término general*

Problema inicial
Encuentra el término general de la sucesion aritmética del Problema inicial de la clase 1.3. }

Solucién
Obsérvese primero que si a,_; €s un término cualquiera, a, es el término que le sigue. Como cada figura se
obtiene sumando dos cuadrados a la figura anterior, se tiene que

5=3+2, 7=5+2, 9=7+2, .. Quu=Qa,+2
a,=a,+2 az=aq,+2 a,=az+2
Se tiene entonces que
a2=a1+21 a3=a2+21 a4=a3+21 a5=a4+2r"'r an—2=an—3+21 an—lzan—2+21 anzan—1+2

Se necesita encontrar una formula en términos de la posicidn que ocupa en la sucesidn. Nétese entonces

que,
a, =0, +2

=an—2+(2+2)
=q,;+(2+2+2)
=q,,+(2+2+2+2)

Si se continlia de ese modo a”:a4+(2+2ntzi“+2):(a3+2)+(2+2;—i"+2)
=+ (2+2+ - +2)=(a, +2) + (2+ 2+ +2 4=n-(n-4).
(24244 2) = (4 2+ (2424 +2)
=@+ (2+2+--+2)=(a;+2)+(2+2+---+2
242+ +2)= (@ +2) + 242+ +2)
=a+(2+2+--+2)
—pn-1—
Se tiene entonces que a,, es igual al primer término mas n — 1 veces 2, es decir, el término general de la
sucesiones a, = a, + 2(n —1).

Conclusién
En una sucesion aritmética, si d es su diferencia, su término general estd dado por a, = a; + d(n —1).

Ejemplo
Calcula los términos 4, 12, 17 y 99 de la sucesién aritmética a,, = — 2 + 6(n — 1) y determina cual es el tér-
mino a, y su diferencia.

Para calcular los términos que se piden, se sustituye la n por la posicion del término. Asi,

a,=—2+6(4-1)=—2+6(3)=-2+18=16 a,=—2+6(12-1)=-2+6(11) =64
a,;=—-2+6(17-1)=-2+6(16) =94 Age=—2+6(99-1)=-2+6(98) =586

i . . En muchas ocasiones, el término general de una sucesion arit-
Ademas, a, = -2y su diferencia es d = 6. mética se presenta en la forma a, = a, — d + dn. Por ejemplo,
a, =—2+6(n —1) puede escribirse como a,, =— 8 + 6n.

b
Problemasu
1. Establece el término general de las sucesiones aritméticas de los problemas de la Clase 1.3.

2. Determina los términos 1, 7, 11, 20 y 100 de cada una de las siguientes sucesiones aritméticas:

a)a,=5+4(n-1) b)a,=-1+7(n-1) ca,=2-3(n-1)
d)a,=-4-(n-1) e)a,=3-(n-1) fla,=5-3(n-1)
gla,=7+3(n-1) h)a,=—-0.6+2(n - 1) )a,=-04-0.7(n-1)

\@ J
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Indicador de logro:

1.4 Establece el término general de una sucesion aritmética y lo utiliza para calcular algunos términos de
esta.

En esta clase se deduce el término general de una sucesidn aritmética mediante un caso particular. Luego
se generaliza para una diferencia d cualquiera. Ademas, se calculan algunos términos de sucesiones arit-
méticas utilizando su término general.

Propésito:

El Ejemplo tiene como objetivo utilizar el término general de una sucesidn aritmética para calcular algu-
nos términos de esta.

Con respecto a la seccidon de Problemas, el problema 1 es para establecer el término general de sucesio-
nes aritméticas, mientras que el problema 2 es para calcular términos especificos utilizando el término
general.

/

\_
Solucién de problemas:
la)a,=5+6(n—-1)=-1+6n 1b)a,=-3+3(n—-1)=—6+3n  1c) No es sucesion aritmética
1d)an=2+%(n—1)=%+%n le)a,=—-4 1f)a,=11-4(n-1)=15-4n

2a)a,=5+4(n-1): a,=5,a;,=29, a;; =45, a,, =81, a;50 =401
Zb) an = _1 + 7(n - 1): al = _1, (17 = 41, all = 69, azo = 132, (1100 = 692
ZC) an = 2 - 3(n - 1)' al = 2, a7 = _16, (111 =_28, azo =_55, aloo =_295

Zd) an=_4_ (n_ 1) a1 =_4, (17=—1O, (111 =_14, (120=—23, 61100:—103

1 111 19 37 197
2e)a,=5-(n-1) &=35,04="5,0u="7,00="7, Qoo =""5"

_ 1 . _ _ _5 __4 _
Zf)an—S—E(n—l). a1—5:a7—3:(111—?'(120—_?'@100—_28

13 _ 119 31 29 149
28)an-z+z(n_1)- a1—Z,a7-T,a11-T;azo—?'aloo- 2

2h)q,=-06+2(n-1): a,=-0.6,a,=11.4, a;; = 19.4, @y, = 37.4, Qyp = 197.4

Zi) Cln =- 0.4 - 0.7(n - 1): al = _0.4, a7 = _4.6, Clll = _7.4, azo = _13.7, aloo = _69.7
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1.5 Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 1*

Problema inicial

Resuelve cada literal.

a) éCuantovalelasumal+2+3+--+28+ 29+ 30? Busca una forma de calcularla sin sumar término a
término.

b) Si se tienen los nimeros 1, 2, 3, ..., n—3,n—2y n—1, {cuanto vale la suma de todos ellos?

c) éCuanto vale la suma S, de los primeros n términos de la sucesion a,, = a, + d(n — 1)?

d) En la sucesién aritmética a, = 1 + 2n, ¢cuanto vale la suma de los primeros 10 términos?

Solucién

Para el literal a, considera también

lasuma30+29+28+---+3+2+1.

a) Si se realiza la suma
14(2)+(3 )+ +(28/+29/+30

+30+29+28+ - +(3 /+( 2 /+(1
31+31+31+-+31+31+31 (1)

el resultado es el mismo. Enlasumal+2+3+...+28 + 29+ 30 hay 30 términos, por lo que en la suma
(1) se estd sumando 30 veces el nimero 31, por lo tanto es igual a 31(30).

Por otra parte, la suma en (1) se obtuvo sumando 1 +2 + 3 +--- + 28 + 29 + 30 dos veces, por lo que la
suma pedida es igual a @. Al simplificar, se obtiene

15
31(30) _ 31(30) _ _
> 7 31(15) = 465.

Porlotanto,1+2+3+...+28 + 29 + 30 = 465.

b) Si se utiliza la misma técnica utilizada en la parte a), se tendria

1 4 2 '+ 3 |+--+m-31+n-2)+n-1
+n-1+n-2+n-3+ -+ 3 |+ 2 |+ 1

n + n + n 4>+ n 4+ N o+ N e (2)

La suma en (2) tiene n — 1 términos, por lo que vale n(n — 1). Pero nuevamente, se ha sumado dos
vecesl+2+3+:- +n—-3+n-2+n-1,porloque

nn-1
1+2+3+-- +n—3+n—2+n—1=¥.
c) Se colocan los n términos en el nuevo orden
+d +d +d +d
7~ N N\ /N 7 N
S,= &z + a + @ +-t+ a, + a4 + a,
-d -d -d -d
7 N\ /N 7 N
Sp= Ayt Quy t Ayt G + +

2S,= (@, +ay) +(ay + @) + (A + @3) + -0+ + (a3 + @) +(a; + @) + (s + @)

En el dltimo rengldn, todas las parejas tienen el mismo valor a, + a, porque en cada suma el primer
sumando va aumentando por d y el segundo por —d.

Como hay n parejas se tiene 2S,, = n(a, + a,). Por lo tanto S,, = % n(a, + a,).

Si se sustituye a,, = a, + (n — 1)d, se tiene que S, = % nl2a, + (n —1)d].

67
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d) Se quieren sumar 10 términos de la sucesion a, = 1 + 2n, entonces se calcula el primer y décimo tér-
mino
a,=1+2(1)=3,

a,=1+2(10)=21.
Asi, la suma de los 10 primeros términos es:
S, =3 n(a, +a,) =3(10)(3 +21) = 5(24) = 120.
Definicion

n

La notacién Zai es una forma abreviada de escribir lasumaa;, +a, +a; + -+ a,, +a,; + a, Yy se lee “la
i=1

sumatoria de @, desde i igual 1 hasta i igual n”.

Bajo esta notacién, la suma de los n primeros términos de una sucesién aritmética esta dada por

n
S, = Zai = %n(a1 +a,) = %n[Za1 +d(n—1)]; con d ladiferencia de la sucesion.
=1

A esta suma se le conoce como suma parcial de una sucesion o serie, que en este caso se trata de una su-
EEENL ST [EI simbolo £ es una letra griega que corresponde a la letra mayuscula sigma. Cuando se]

utiliza para representar una suma se hace referencia a él como “el simbolo de sumatoria”.

Problemas.\;
1. Para cada caso, calcula lo que se pide.
a) La suma de los primeros 21 términos de la sucesion a,, = —6 + 6n.
b) La suma de los primeros 28 términos de la sucesiéon a, =11 — (n — 1).
c) La suma de los primeros 77 términos de la sucesion a, =—4 + 5(n — 1).
d) La suma de los primeros 33 términos de la sucesién a,, = 0.5 + 2(n — 1).

2. Dos flechas se encuentran dentro de un tridngulo y un pentagono de modo que apuntan a los vértices
de estos. A continuacién se muestran cuatro figuras de la secuencia en la que giran las flechas:

3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2
5 3 5 3 5 3 5 3
4 4 4 4

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Si las flechas siguen siempre el mismo movimiento, determina el nimero de figura en la cual las flechas
habran apuntado un mismo vértice por trigésima vez.

(o)

J
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Indicador de logro:

1.5 Calcula la suma parcial de una sucesién aritmética.

Luego de haber establecido el término general de una sucesidn aritmética, se deduce la férmula para calcu-
lar la suma parcial de esta.

Propésito:

Primero se calcula la suma de Gauss para los primeros 30 enteros positivos en a) y luego la suma de los pri-
meros n — 1 enteros positivos en b), esto ultimo para establecer la formula de la suma de Gauss.

Luego, en c) se calcula la suma de los primeros n términos de una sucesion aritmética cualquiera, esta parte
para establecer la férmula de la suma parcial, y por ultimo se calcula la suma parcial para una sucesién en
particular, mediante el uso de la férmula establecida en c).

J
Solucién de problemas:
1a) Para a, = —6 + 6n, se tiene que a, = 0y a,, = 120. Entonces, Hay que motivar al estudiante a hacer
21 1 1 simplificaciones antes de realizar multipli-
S, = Zai = 5(21)(611 +a,) = 5(21)(0 +120) = 21(60) = 1260. caciones. Por otra parte, estos problemas

i=1 no requieren del uso de la calculadora.

1b) Paraa,=11—-(n —1) se tiene que a, = 11y a,3 = —16. Entonces,

28
S = 0= %(28)(01 + Q) = %(2/8)(11 —16) = 14(-5) = -70.
=1

1c) Paraa, =—4 +5(n — 1) se tiene que a, =—4 vy a,, = 376. Entonces,

77
Sy = 2,0 =5(77)(as + ar) = 5 (77)(~4 + 376) = 3 (77)(372) = 77(186) = 14322.
=1

1d) Para a, =0.5 + 2(n — 1) se tiene que a, = 0.5 y a,; = 64.5. Entonces,
33
Si3= 3.0, = 5 (33)(@s + ass) = 3 (33)(0.5 + 64.5) = 2 (33)(65) = 1072.5.
=1

2. Se denota con un par ordenado los nimeros hacia los que apuntan ambas flechas, (a, b), donde a denota
el nimero al que apunta la flecha del triangulo y b denota el nimero al que apunta la flecha del pentago-
no. Se enlistan algunos elementos de la secuencia para identificar el patrén.

Fig. 1: [(1,1) | Fig.11: (3, 1) Los elementos encerrados son los que cumplen que ambas flechas
Fig.2: (3,3) | Fig. 12: (2, 3) han apuntado al mismo vértice. En la Figura 9, las flechas han apun-
Fig.3: (2,5) | Fig. 13: (1, 5) tado al mismo vértice en dos ocasiones; luego, de la Figura 10 a
-g. ' ’ .g. R la 24 hay 15 figuras, y ademas las flechas han apuntado al mismo
Fig. 4. (1,2) | Fig. 14: (3,2) vértice en dos ocasiones. Luego, en la Figura a, =9 + 15(n — 1), las
Fig.5: (3,4) | Fig.15: (2,4) flechas han apuntado 2n veces al mismo vértice.
Fig.6: (2,1) | Fig.16: |(1,1)
Fig. 7: (1,3) | Fig.17: (3, 3) P.or lo tanto, en la Figura. Qs Iaslﬂ(?chas habr_én apunttado por trigé-
Fig.8: (3,5) | Fig. 18: (2,5) sima vez (30 veces) al mismo vértice. Es decir, en la Figura
. . 9 +15(14) = 219.
Fig.9: |(2,2) | Fig.19: (1, 2)
Fig. 10: (1,4) | Fig.20: (3, 4)
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Problema inicial
¢Cudntos términos de la sucesion a, =5 + 2(n — 1) deben sumarse para obtener 1845?

Solucién .
Como la suma de los primeros n términos de una sucesién aritmética ess nl2a, + d(n —1)] se tiene que

a,=5y %n[2a1+d(n—1)]=%n[2(5)+2(n—1)] =%n[10+2(n—1)]=5n+n(n—1)=n2+4n= 1845.

Se ha obtenido una ecuaciéon de grado 2 donde la incdgnita es n. Como se desea saber cuantos términos
deben sumarse para obtener 1845, hay que determinar las soluciones de dicha ecuacidn.

Resolviendo,
n(n+4)=1845 = n?+4n—-1845=0 = (n+45)(n-41)=0.

De aqui se tiene que n = —45 o n = 41. Pero por ser n una posicidon de la sucesion, este no puede ser
negativo, por lo tanto, se deben sumar 41 términos de la sucesiéon a, =5 + 2(n — 1) para obtener 1845.

Conclusién
Para determinar el nimero de términos que deben sumarse de una sucesién aritmética para obtener un
resultado especifico, debe resolverse la ecuacion cuadratica que resulta de igualar la férmula de la suma
parcial con el total que se desea.

b d

1. Determina el nimero de términos que deben sumarse en cada sucesién aritmética para obtener el re-
sultado indicado.

a)a,=-1+(n-1); suma parcial 434 b) a, = 3 + 4(n — 1); suma parcial 1081
¢) a,=—3+3(n —1); suma parcial 270 d) a,=5-2(n—1); suma parcial — 391
n
e)a, =—4—-7(n - 1); suma parcial —129 f)Z[—100 +4(i—1)] =0 1081y 391 son
217 es multiplo de 7. = multiplos de 23.

2. ¢Cudntos términos de la sucesion aritmética 2, 8, 14, ... hay que sumar para obtener 1064?

-
Carl Friedrich Gauss fue un matematico, fisico, astrénomo y geodesta aleman, nacié el 30 de abril de 1777 y fallecio el

23 de febrero de 1855. Es considerado el principe de los matematicos y desde sus afios tempranos mostré extraordina-
rias pruebas de su habilidad mental. De nifio, después de haberle preguntado a varios miembros de su familia sobre la
pronunciacion de las letras del alfabeto, aprendio a leer por su cuenta.

Gauss ingreso a la escuela cuando alcanzé los 7 afios de edad, donde eventualmente se incorpord al curso de Aritmé-
tica, estudios en los cuales la mayoria de pupilos permanecian hasta los 15 afios, que era la edad en la que terminaban
sus estudios obligatorios. En dicho curso ocurrié un evento digno de mencionar, ya que fue de gran influencia para la
futura vida de Gauss: en una ocacién Bittner, el director de la escuela, quien también era su maestro de Aritmética, did
a la clase el ejercicio de escribir todos los nimeros del 1 al 100 y sumarlos. El problema apenas habia sido asignado,
cuando Gauss puso la tableta donde escribia sobre la mesa y dijo: jAqui estd!, mientras los demds pupilos auin estaban
calculando, multiplicando y sumando; en ese momento Blittner vio la tableta de Gauss y encontré escrito un solo nu-
mero, que era la respuesta correcta.

Gauss estaba en posicion de explicar al profesor como llegé a este resultado y dijo: “100+1=101, 99+2=101, 98+3=101,
etc., y asi tenemos tantos pares como hay en 100. Asi, la respuesta es 50 x 101, o 5050”.

Dunnington, G. W., Gray, J., Fritz-Egbert Dohse. Carl Friedrich Gauss:

Titan of Science. The Mathemathical Association of America.
. )
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Indicador de logro:

1.6 Calcula el nimero de términos que deben sumarse de una sucesién aritmética si se conoce la suma
parcial.

Luego de haber calculado la suma parcial de sucesiones aritméticas se hace el proceso inverso: conocien-
do la suma parcial de una sucesidn aritmética, se desea encontrar el nimero de términos que hay que
sumar para obtener dicha suma.

Solucién de problemas:
En este caso es preferible utilizar la formula S, = %n[ZOL1 +d(n - 1)].
la) Paraa,=-1+(n—1)se tiene que a, =1y d = 1. Entonces,
Inl2a;+d(n-1)]=3n2(-1) +(n-1)]=3n(n—3)=434 = n’-3n-868=0 = (n—31)(n+28)=0.
Entonces, n =31 o n =—28. Por lo tanto, hay que sumar 31 términos para obtener una suma de 434.
1b) Para a, = 3 + 4(n — 1) se tiene que a, = 3y d = 4. Entonces,
2n[2(3) +4(n-1)]=2n(4n +2)=1081 = 2n2+n-1081=0 = (2n+47)(n~-23)=0.

Entonces, n = —477 o n = 23. Por lo tanto, hay que sumar 23 términos para obtener una suma de 1081.

1c) Paraa,=—3+3(n —1) se tiene que a, =—3 y d = 3. Entonces,
1n[2(-3)+3(n-1)] =3n(3n-9) =270 = n?-3n-180=0 = (n+12)(n—15)=0.

Entonces, n =—12 o n = 15. Por lo tanto, hay que sumar 15 términos para obtener una suma de 270.

1d) Paraa,=5-2(n — 1) se tiene que a, =5y d = —2. Entonces,
2n[2(5)-2(n—-1)]=n(-n +6)=-391 = n?-6n-391=0 = (n+17)(n-23)=0.

Entonces, n =—17 o n = 23. Por lo tanto, hay que sumar 23 términos para obtener una suma de —391.

le) Paraa,=—4-7(n —1) se tiene que a, = -4y d =-7. Entonces,

2n[2(-4)-7(n-1)]=3n(-7n-1)=-129 = Tn?+n-258=0 = (7n+43)(n-6)=0.

Entonces, n = —% o n = 6. Por lo tanto, hay que sumar 6 términos para obtener una suma de —129.

1f) En este caso, la sucesioén estd dada por a,, =— 100 + 4(n — 1) se tiene que a, =—100y d = 4. Entonces,
21[2(~100) + 4(n - 1)] =3 n(~204 + 4n) =0 = 2n(n—51)=0.

Entonces, n =0 o0 n = 51. Por lo tanto, hay que sumar 51 términos para que la suma sea 0.

2. Se observa que la sucesidn es aritmética, cuyo primer término es a, = 2 y su diferencia es d = 6. Entonces,
%n[2(2) +6(n—-1)]=n(3n-1)=1064 =3n*-n-1064=0 = (3n+56)(n—-19)=0.

Entonces, n = ~2% 4 =19. Por lo tanto, hay que sumar 19 términos para que la suma sea 1064.

3
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1.7 Sucesiones aritméticas: problemas

Problema inicial
Determina la diferencia de una sucesion aritmética cuyo tercer término es 27 y cuyo quinto término es 35.
Calcula el primer término y el término general de la sucesion.

Solucién
Si a, es la sucesién aritmética con diferencia d entonces a, = a, + d(n—1).

De los datos, se tiene que a; = 27 y a5 = 35. Pero

as;=a,+d(3-1)=a,+2d =27,
as=a,+d(5-1)=a, +4d =35.

Luego,
as—a;=35-27=qa,+4d—-a,—2d =2d
= 8=2d
=>d=4

Sustituyendo d = 4 en la primera ecuacidon a, + 2(4) =27 = a,=27-8=19.
Entonces, el primer término y el término general de la sucesién son

a,=19ya,=19+4(n-1)=15+4n.

Conclusién
En ocasiones se conocen algunos datos de una sucesién aritmética, y para determinar el término general
de esta, se utiliza la definicién de sucesion aritmética y los datos conocidos.

Si se conocen dos términos de la sucesién aritmética, para determinar el término general se resuelve el
sistema de ecuaciones lineales que resulta de aplicar la definicion del término general en cada término
conocido.

<
Problemas /
1. El segundo término de una sucesion aritmética es 12 y el cuarto término es 22. Determina el término

general de la sucesion.

2. El quinto término de una sucesién aritmética es —11 y el décimo término es —26. Calcula el séptimo
término.

3. De una sucesion aritmética se sabe que a,=— 5y que a5 = 31. Calcula a,,.

4. El octavo término de una sucesidn aritmética es 8 y el vigésimo es 44. Determina el término general de
la sucesion.

5. Calcula la suma de los primeros 10 términos de la sucesion aritmética que tiene por séptimo término a
—25 y cuyo noveno término es —35.

6. Se tiene que as + ag + Q; + Ag + Qg + Q1o = 219 y @, = 34. Determina el término general a, de la sucesién
aritmética.

n
7. Dada la sucesion aritmética a, = 43, a, = 37, ..., icudl es el primer entero n tal que Zai <0?
i=1

J
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Indicador de logro:

1.7 Resuelve problemas sobre sucesiones aritméticas si se conocen algunos datos de estas.

La clase contiene una variedad de problemas que se resuelven mediante sucesiones aritméticas. El tipo de
problema mas habitual es el de calcular el término general si se conocen dos términos no consecutivos de

la sucesion.

Solucién de problemas:

1. De los datos, se tiene que a, =12y a, = 22. Se
obtiene el sistema de ecuaciones mostrado.

d = 5. Por lo tanto,

a,=7+5(n-1)=5n+2.

Al resolverlo se tieneque a, =7y a,+d=12
a,+3d=22

3. De los datos se obtiene el sistema de ecuaciones
mostrado; al resolverlo se tiene que @, =— 53y

d= 6 a1+8d=_5
Luego, a,, =—53 + 6(19) = 61.
a,+14d =31

2. De los datos, se tiene que as =—11y a,,=—26. Se

obtiene el sistema de ecuaciones mostrado.

y d = -3. Luego, el séptimo tér-

minoesa,=1-3(6) =-17.

Al resolverlo se tiene que @, =1 [ o + 4d =-11
al + 9d = _26

. De los datos se tiene que ag = 8 y a,, = 44. Se

obtiene el sistema de ecuaciones mostrado.
a,+7d=8

y d = 3. Por lo tanto, a,+19d =44

Al resolverlo se tiene que a, = -13 {
a,=-13+3(n-1)=3n-16.

el sistema de ecuaciones mostrado, que al resolverlo se obtiene que a, =5y d =-5.

5. Basta con calcular el primer término y la diferencia. Con los datos del problema se tiene { a, +6d=-25

Luego,

a,+8d=-35

Si0=5n[2a, +d(n - 1)] = 3(10)[2(5) - 5(10 - 1)] = ~175.

También se puede calcular la diferencia de forma mas sencilla.
Del séptimo término al noveno hay una distancia de 2d. Asi,
2d = as— a, =-35+ 25 =-10.

Entonces, d = 5.

. Por la propiedad de las sucesiones aritméticas, se tiene que as + @, = ag + a4 = @, + ag. Entonces,

Qs+ Qg+ A, + Qg+ Qg+ Q1o = 3(a; + ag) =219 = a,+ag =73.
Pero a, =34, porloque as=73—a,=73-34=39. Luego, d = az—a, =39 - 34 =5; ademas,
a7=a1+5(6) = a1=34_30=4.

Por lo tanto, a,=4 +5(n—-1) = 5n—1.

n
7. Primero se tiene que d = a, — a, = 37 — 43 = —6. Luego, Zai = n[2a,+(n-1)d] = %n(92 —-6n)<O0.
=1
Es decir, n(92 — 6n) < 0. De aqui se tiene que n < 0 o0 bien 92 —6n < 0. Pero n es un entero positivo, por

lo que n < 0 no es posible. Por lo tanto, 92 — 6n < 0, es decir, n > 9—62 = % =~ 15.3.

n
Por lo tanto, el primer entero que hace que Zai sea menor que cero es n = 16.

l
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Sucesiones geomeétricas

e N
2.1 Sucesiones geométricas: definicion*

Problema inicial ~
a) Si el area del cuadrado en la Figura 1 es 1, determina el drea sombreada si cada cuadrado se ha dividido
en cuatro cuadrados iguales.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) ¢Qué regla se puede establecer para encontrar el valor del drea sombreada en cada figura?

c) De acuerdo al literal b), enlista los 7 primeros términos de la sucesion.

d) Si se divide un término entre su anterior, ¢qué se observa? Realiza este procedimiento al menos tres
veces.

Solucién
a) Si el area sombreada en la Figura 1 es 1, al haberse dividido en cuatro partes iguales, el area sombreada
en la Figura 2 representa la cuarta parte respecto al area sombreada del cuadrado de la Figura 1, es decir,
el area sombreada es igual a %.

De igual forma, el area sombreada en la Figura 3 es la cuarta parte del cuadrado que estda sombreado en

la Figura 2, por lo que el area sombreada es % +4= %.

Continuando con el mismo andlisis, el drea sombreada en la Figura 4 es la cuarta parte del cuadrado que
esta sombreado en la Figura 3, es decir que el drea sombreada es % +4=z

b) Para encontrar el drea sombreada en una figura se puede dividir entre 4 el valor del 4drea sombreada de
la figura anterior.

c) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.

Término a | a | as | as | as | as | a
. 1 1 1 1 1 1
Valordeldrea | 1 | 7 | 70 | &7 | 756 | T024| 209

d) Al dividir un término entre su anterior se tiene

tq=t.q-1 tqo—t . 1 _1 R S |
Gra=g+l=yg @7+ % = 7096 ~ 1024 ~ 4 @5+ =256~ 64

Se puede observar entonces que siempre se obtiene el mismo resultado: %.

Conclusién
Una sucesion donde sus términos pueden obtenerse multiplicando por un mismo numero el término
anterior se llama sucesion geométrica.

Una sucesidn geométrica tiene la propiedad que al dividir un término entre su anterior, el resultado siempre
es el mismo. A este resultado se le llama razon.

b
Problemasw
Determina si las siguientes sucesiones son geométricas. En caso de serlo, especifica la razdén.

a)2,4,6,8,10,12, .. b)1,3,9,2781, ..
¢) 3,6, 12, -24, 48,96, ... d)-1,-2, -4, -6, -8, -10, ...

17
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2.1 Determina si una sucesion es geométrica utilizando su definicién.

Se inicia la clase con el analisis de una secuencia de figuras en las cuales se analiza el area sombreada de
cada una de ellas, relacionandola con el drea de la figura anterior. La sucesion de las areas resulta ser una
sucesion geométrica. Se establece la definicién de una sucesién geométrica y su razon.

Solucién de problemas:

3 . . .
a) Se observaque4+2=2,pero6+4= 5 # 2. Como la razén no es la misma en ambas, la sucesidén no es
geométrica.

b) Se observaque3+1=9+3=27+9=281+27=3.Como larazdn es siempre la misma, la sucesién es
geométrica, con razon igual a 3.

c) Se observa que -6 + 3 =12 + (-6) =—24 + 12 = 48 + (—24) = -96 + 48 = — 2. Como la razdén es siempre la
misma, la sucesién es geométrica, con razén igual a —2.

d) Se observa que —10 + (-8) = %, -8+ (-6) = %- Como la razén no es la misma, la sucesion no es geométrica.
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2.2 Sucesiones geométricas: término general*

Problema inicial
Encuentra el término general de la sucesidon geométrica de la clase 2.1. }

Solucién
Se sabe quesia,_; es el término n —1, a, es el siguiente término. Como cada término de la sucesion geomé-

trica se obtiene multiplicando por % el término anterior, se tiene que

1_1 1_1_1 1_1_1 =1
4 4X1, ‘1—6—1le; L6—4—le—6;---:an_4xan—1
a:ixa _I I
27 1 A3 =7 X A=y %03
Es decir,
_1 _1 _1 _1 _1 _1
aZ_Zxdll a3_zxd21 a4_ZxG/31 [RLY) an—Z_ZxGn—& an—l_ZxGn—Zr an_ZxG/n—l

Se desea encontrar una férmula que describa la sucesidén en términos de la posicidon que ocupa un elemento.
Noétese que,

-1 (1,1 (L1, 1 (1,111
an_4xan_l_(4x4)xan_2_(4x4x4)xan_3-(4x4x4x4)xan_4

Si se continlia de ese modo,

B O O U 4 (i, 1,1, ... 1 Y O U SV § B S O SR §
an—(4>(4)<4)< X4)Xa4—(4X4X4X X4)Xa3—(4X4X4X x4)xa2_(4x4x4x ><4)Xa1
—_— —_— —_—
n—4 n-3 n-2 n-1

Entonces, a, es igual al primer término multiplicado por el procliucto de n — 1 veces la razén %; es decir,
po
que el término general de la sucesién geométrica es a,, = al(%) ,donde a, = 1.

Conclusién
En una sucesidn geométrica, si r es su razon, su término general esta dado por a,, = a,;7" .

Problemas 4

o~

1. Establece el término general de las sucesiones geométricas del problema de la clase 2.1.

2. Observa el siguiente proceso:

Paso 1.Se divide un cuadrado de lado 1 en 9 Paso 2.De cada cuadrado que queda, se di-

partes iguales y se quita el del centro. vide en 9 partes iguales y se quita el cuadra-
do del centro de cada uno de ellos.

Si se sigue de ese modo, determina el va-
lor del area del cuadrado mas pequefio en
el que queda dividido el cuadrado inicial,
después de haber realizado el proceso n
veces. A esta figura se le conoce con el
nombre de Alfombra de Sierpinski.

© /

@ Sugerencia metodoldgica

Paso 3.Se realiza el mismo proceso
con los cuadrados que quedan, divi-
diéndolos en 9 partes iguales y qui-
tando el del medio.




Indicador de logro:

2.2 Encuentra el término general de una sucesidon geométrica.

En esta clase se deduce el término general de una sucesién geométrica mediante un caso particular. Luego,
se establece el término general para una razon r cualquiera.

Propésito:

La idea es utilizar la definicion de sucesidon geométrica (observe el primer parrafo de la Solucién), para luego
comenzar a hacer sustituciones sucesivas a partir del término n—ésimo hasta llegar a una relacion con el
término a, (observe el tercer y cuarto parrafo de la Solucién).

Solucién de problemas:
1a) No es sucesion geométrica 1b) a,=3"1

1c) 3(-2)"* 1d) No es sucesion geométrica

2. Se analiza el drea de cada cuadrado en cada paso.

Paso 1. Como el cuadrado tiene lado 1, su area es 1. Entonces, al dividirlo en 9 partes iguales, se obtienen

, . . , 1
9 areas iguales; es decir, el area de cada cuadrado es 3

Paso 2. Del paso 1, cada cuadrado tiene % de area. Entonces, al dividir uno de estos cuadrados en 9 partes
. . . 1,o.1_1_1
iguales se tiene que cada area vale g+ 9= 3%Xg 5
. 1 p s
Paso 3. Del paso 2, cada cuadrado tiene 5 de area. Entonces, al dividir uno de estos cuadrados en 9 par-
. . p 1 ., 1 1 1
tes iguales se tiene que cada drea vale 5+ 9= 5 X5
Paso 4. Siguiendo la misma idea de los pasos anteriores, al dividir uno de los cuadrados del paso 3 en 9
. . . 1 . 1 1 1
partes iguales se tiene que cada area vale 5 ¥ 9=Fxg= 5

. , 1 1\"*
En este punto se puede observar una secuencia. El area de cada cuadrado en cada paso es 9 = (g) , donde
n es el nimero de paso.
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2.3 Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 1

Problema inicial
1.SeaS=1+r+r*+r’+..+r3+r2+rv Calcula el valor de S —rS y determina otra expresion para S.

2. Calcula la suma de los primeros n términos de la sucesidon geométrica a,, = a,r" .
n-1

3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesidon geométrica a,, = (%)

Solucién
1.SetienequeS=1+r+r+ri+..+r2+r"2+r*!se multiplica por r toda la expresién y se obtiene
PS=r(l+r+r+r+ .+ 2+ 7"+ ) =1+ P2+ + 7P A T

S=1+7+rf+1+ .+ 1P+ + !
rS= PP TR e e
_rn

S-rs=1

Si se resta rS de S se obtiene

PorloqueS(1—-r)=1-r"Sir#1, se despejaSy se tiene que S = % = %

r—=1 . L e
———. Sir =1 la suma significa sumar n veces 1

Esdecin sir1, 1+r+r+ri+.  + 3+ 2+ = ——
porlo que S =n.
2. Al enlistar los primeros n términos de la sucesion
Qq, Q= TQy, Q3= 1Ay, Ay =134, ..., Qpy = T"3Qy, Q. = 77204, A, = 720y
Y calcularla suma
Q1+ e +ria, + A Ra e A Tl = o (1A P A PR LR Y

=a1(rn_1) sir#l.

r-1
Si r =1, entonces la suma es na,.

3. Utilizando el resultado de 2, como se quiere calcular la suma de los primeros 5 términos, n = 5, ademas

a,=1lyr= %, entonces la suma buscada es La fraccién compleja se calcula
S como
(;) _1 1023 a
4 1024 1023 , 3 _ 341 b_a.c_a, d_ad
1 = = = == —, —-b.d—bx == .
1 3 1024 ° 4 256 c ¢ be
=_1 > d
4 4

Conclusién
La suma parcial de una sucesidon geométrica a, = a,r" ", escrita con el simbolo de sumatoria, esta dada por

-1 .
F3
al(r_l) sirzl

=1 na, sir=1.
P *
roblemas £
1. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesién a,, = 15(2)* 1. Puede utilizarse la cal-
culadora cuando hay
2. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesién a,, = 3(-2)* . que efectuar potencias
grandes. También es
- P ‘2 4 4 4 recomendable dejar la
3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesiéon 4, ——, —, ——, ...
3’9" 27 respuesta expresada en
4. Calcula la suma 2 + (—%) +(1—18) + - hasta el término 5. Deja expresado con | fraccion y no aproximar.

exponentes.

173

J
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2.3 Calcula la suma parcial de una sucesién geométrica.

Luego de haber establecido el término general de una sucesién geométrica, se deduce la férmula para cal-
cular la suma parcial de esta.

Propésito:

Para deducir la formula de la suma parcial de una sucesién geométrica se calcula primero la suma de las
primeras n potencias de un nimero r. La técnica para calcular esta suma es la tradicional técnica de restarle
a la suma, la suma misma multiplicada por r; al realizar esta resta, se cancelan todos los términos excepto el
primero y el ultimo. Luego se calcula la suma parcial de una sucesién geométrica con término a, cualquiera
utilizando el resultado anterior. Finalmente, en el Ultimo numeral del Problema inicial se muestra la forma
de utilizar la férmula deducida en el numeral 2.

\_ /

Solucién de problemas:

1. Comor # 1, entonces

s.=Ya, = al(’”(’_‘ ! ) - 15(226_‘11) - 15(63) = 945.

2.Comor #1, entonces

S, = gai = al(r:_‘ll)= 3(‘:22)6_‘11)= 3(—%)=—63.

Ny o . 1
3. La sucesidn es geometrica con razon r = ey entonces,

S PRSI E NN

., P p 1
4. La sucesion es geométrica con razén r = —¢, entonces,

s,= Yo =22 =24 - 1)+ (1) 2(- 72 (- 29 -of120)- 4

Fe de errata: en la conclusion la suma se
debe expresar de la siguiente forma:

n
Sn = Z alri_1
i=1
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Problema inicial
B ¢ Cudntos términos de la sucesién geométrica cuyo primer término es % y razén —4 deben sumarse para

obtener 102.5?

Solucién

n
Se sabe que Z a; = %((__i)#): 102.5.
=1

Entonces 1(1-(-4) 1 .
3(T)=1_0 [1-(-4)"]=102.5
= 1-(-4)"=102.5(10) = 1025
= (-4)"=-1024 e (2)

Un primer analisis que puede hacerse es que, se tiene la potencia de un nimero negativo y este resulta ser
negativo, por lo tanto, n debe ser impar. Como n es impar, (— 4)"=— 4", por lo que resolver (1) es equiva-
lente a resolver 4" =1024.

Se escribe 1024 como potencia de 4: 1024 = 4°, Al sustituir se obtiene 4" = 45, Entonces n = 5.
Por lo tanto, deben sumarse los primeros 5 términos de la sucesién a,, = % (—4)™* para obtener 102.5.

Conclusién
Para determinar el nimero de términos que deben sumarse de una sucesion geométrica para obtener un

resultado especifico debe resolverse la ecuacidon exponencial que resulta de igualar la férmula de la suma
parcial con el total que se desea.

b d
L/~

B 1. Determina cuantos términos deben sumarse de cada sucesidn para obtener el resultado indicado

a)l, 2 4b.8,16,..., suma parcial 511 b) 2, 6, 18, 54, ..., suma parcial 2186

c) 4,-20, 100, - 500, ..., suma parcial -10416 d)a, =%(2"‘1), suma parcial %
2 v 364 o ) 16303

e)a,= 3 (=3)"?, suma parcial 3 f)a,= 3( 7) , suma parcial 2201

2. Determina los posibles valores que pueden obtenerse al calcular una suma parcial de la sucesién 1, -1,
1,-1,1, ...

3. A partir de un segmento de longitud 1 se construye la siguiente sucesion:

Paso 1. Se divide el segmento en tres partes iguales y se extrae el seg-
mento del medio. Se tienen dos segmentos de longitud 3

Paso 2. Luego se dividen los otros dos segmentos en tres partes iguales
y se extraen los segmentos del medio. Se tienen cuatro segmen-

!
tos de longitud 3.

Si se continla este proceso, responde:
a) En el paso n, écuantos segmentos se han extraido?
b) ¢Cudl es la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen en el paso 10?
Ec) ¢En qué paso la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen es menor a 0.1?

J
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Indicador de logro:

2.4 Determina el numero de términos que deben sumarse de una sucesién geométrica para obtener una
suma especifica.

Luego de haber calculado la suma parcial de sucesiones geométricas se hace el proceso inverso: conociendo
la suma parcial de una sucesién geométrica, se desea encontrar el nimero de términos que hay que sumar
para obtener dicha suma.

Solucién de problemas:

1a) La sucesion es geométrica con razén r =2 y a, = 1. Entonces,

2-1
Por lo tanto, hay que sumar 9 términos para obtener 511.

n
Zai=1(2"‘1)=511 = 2"-1=511 = 27=512 = 2"=2° = =0,
=1 -

1b) 2(3;_‘11)= 2186= 3"=2187= 3"=3"=> n=7 1) 4(‘_‘55)_—"11)=—10416 = (-5)"'=5' = n=6
Hay que sumar 7 términos para obtener 2 186. Hay que sumar 6 términos.
Hay que sumar 7 términos. Hay que sumar 6 términos.

N ) oL oa(2i) ) o (o8) 6303 (1) _,__2%01 .8 _ (_1)'___1 _ 1
1f)3((_7)_1)7(_7_1)"3<( 7) 1)( 7)"2401:>( 7) 1= 2401x7:>( 7) T~ 16807 7

=>n=5

2. Al sumar algunos términos: 1-1+1-1+1-1+---.Se van anulando los términos consecutivos, por lo que
la suma vale 0 si se suma un nimero par de términos y vale 1 si se suma un nimero impar de términos.

3a) Se busca relacionar el nimero de pasos con el nimero de segmentos extraidos y el nimero de segmen-
tos obtenidos.

En el Paso 1 se ha extraido un segmento y quedan 2 segmentos después de extraerlo.

En el Paso 2 se extraen 2 segmentos; estos dos segmentos, mas el segmento extraido en el paso anterior,
se tienen 3 segmentos extraidos. Luego, por cada segmento que se tenia del paso anterior se obtienen
dos segmentos nuevos; por tanto, se tienen 2 x 2 = 4 segmentos en el Paso 2.

En el Paso 3, el nimero de segmentos que se extraen es igual al nimero de segmentos que se tienen, es

decir, 4. Luego, el numero de segmentos extraidos hasta este paso es 3 + 4 (segmentos extraidos en el
paso anterior mas los segmentos extraidos en el paso actual).
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Al construir una tabla con estos datos, se observa lo siguiente:

Paso Segmentos extraidos Segmentos obtenidos
1 1=2° 2=21

2 |3=1+2'=1+2 2x2=4=2?

3 |7=3+4=1+2+2? 2x4=8=23

4 |15=7+8=1+21+22+23 2x8=16=2*

5 [31=15+16=1+2'+22+23+2% |2x16=32=2°

Entonces, los segmentos extraidos en el Paso n es igual a 1 + 2 + 22+ 23 + 2% + --- + 2", Esta suma es

. 2"=1 _ 5y _
igual a 51 =2"-1.

3b) Se sabe que los segmentos que se tienen en el Paso 1 tienen longitud de % Luego, los segmentos del

Paso 2 tienen longitud de % = % En el Paso 3, los segmentos tienen longitud de %+ 3= % Por tanto, en
el Paso 10, los segmentos tienen longitud de %

En cada paso, todos los segmentos tienen la misma longitud, por lo que la suma de las longitudes del
Paso 10 es igual al numero de segmentos que hay en dicho paso por la longitud de cada uno de ellos.

Es decir, L gw _ .
20 — = — El estudiante puede calcular esta cantidad,

310 - 310°
sin embargo, es preferible dejarlo indicado.

3c) De acuerdo a 3b), la suma de las longitudes de los segmentos del Paso n es igual a % Entonces,
2" IS A R BN E 1
?<0.1— T (3) <> (2) > 10.
Para calcular el valor de n se utiliza la funcion logaritmo base 10. f(x) = log x es creciente, por lo que

(%) >10 = Iog(%) > log 10
3
= nlog(i) >1
>n>1+ Iog(%) = 5.6788...

Es decir, n debe ser mayor que 5.6788... Por lo tanto, la suma de las longitudes de los segmentos serd
menor que 0.1 en el Paso 6.
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2.5 Sucesiones geométricas: problemas

Problema inicial

El tercer término de una sucesidn geométrica es 20 y el octavo término es —640. Determina el término
general de la sucesion.

Solucién
Si a, es el término general de la sucesidon geométrica y r su razdén entonces a,, = a, " .

Se sabe que a; = 20y a, = —640. Pero a; = a,r* = 20 y a, = a,r’ = —640. Si se divide a, entre q; se tiene
a5 _ ai’ s _ —640 _

=y =— —32

as a,r? 20

De r°> =—32 puede deducirse que r = -2, ya que (-2)° =—32.
Falta calcular el primer término de la sucesién, y para ello se toma a; o ag y se utiliza el hecho que r =-2.
a;=a,(-2)*=4a,=20 = a,=5.
Por lo tanto, a, = 5(-2)".
Conclusion
En ocasiones se conocen algunos datos de una sucesion geométrica, y para determinar el término general
de esta, se utiliza la definicidn de sucesién geométrica y los datos conocidos.
Si se conocen dos términos de la sucesidon geométrica, para determinar el término general se dividen am-

bos términos y se resuelve la ecuacidn que resulta. En este caso, la ecuacién es de la forma " = ¢, por lo que
hay que calcular un nimero r tal que al elevarlo a la potencia n resulte el nimero c.

<
Problemas.\ﬂ

1. El cuarto término de una sucesion geométrica es 1y el séptimo término es 3 Determina el término ge-
neral y el quinto término.

. L . - o 4 . L
2. El primer término de una sucesion geométrica es 3 y el tercer término es 3 Determina el término general
y el cuarto término. Hay dos posibles soluciones.

3. En una sucesidon geométrica, el quinto término es 48 y el octavo es 384. Determina el décimo segundo
término.

4. ¢Qué término de la sucesion geométrica 2, 6, 18, ... es 13122?

5. El segundo y quinto término de una sucesién geométrica son 10y 1250, respectivamente. ¢Es 31250 un
término de esta sucesién? Si es asi, équé término es?

6. Calcula la suma parcial de los primeros 6 términos de la sucesion geométrica cuyo tercer término es 28
y su sexto término es 224.

179

J
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Indicador de logro:

2.5 Resuelve problemas sobre sucesiones geométricas si se conocen algunos datos de estas.

Solucién de problemas:

1.

6
4 _ar o5

4 a
.Comoa,;=3ya;= 3 entonces = =r?=

.Comoa, =10y as=1250, entonces

+1 =% > r= % Luego, a,=a,r®* = 1= al@) = a, = 8. Entonces, a; = a,r*= 8(1—16) = %

00|~

a, a.r?

1 n-1 1 n—-4
Ademas, el término general es a,, = 8(5) = (3) .

w|N

+3 =%. Porlo tanto, r=#

-3

9
n-1 3
eSir= —%, entonces q,, = 3(—%) ya,= 3(—%) = —%

w|b

a;

w|N

eSir=2

n-1
3, entonces a,, = 3(%) yQa,= 3(

.Como a; =48 y ay = 384, entonces Lo = r>=384 +48 = 8. Por lo tanto, r = 2.

5

a -
Luego, como —= = r* = 16, entonces a,, = 16(384) = 6 144. En el problema 3, también puede resolverse
as calculando el término general primero y luego

calcular a,,.

. La sucesion es geométrica cuyo primer término es 2 y su razon es 3. Entonces,

a,=2(3)""=13122 = 3"'=6561=38=>n-1=8 = n=9.
Por lo tanto, 13122 es el noveno término.
9

> =p3=1250+ 10 = 125. Por lo tanto, r = 5.

Q,

Por otra parte, a, = a,(5), es decir, 10 = 5a,, por lo que a, = 2. Entonces,
a,=2(5)"=31250 = (5)"'=15625=55=>n-1=6 = n="7.

Por lo tanto, 31250 es el séptimo término de la sucesion.

.Como a; = 28y a¢ = 224, entonces Lo = 732224 +28=8. Por lo tanto, r = 2. Ademas, a; = 28 = a,(22), por

Qa
lo que @, = 7. Por lo tanto, :

S, = al(’:_‘ll)= 7(226_‘11)= 7(63) = 441.
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2.6 Practica lo aprendido ~

1.
2.
3.
4.

. o 1
. Calcula la suma de los primeros 12 términos de a, = — = +

8.

9.

Determina el término general de la sucesion 1, 4, 7, 10, ...

Calcula el término 30 de la sucesién aritmética que tiene primer término 2 y diferencia 3.
¢Cudl es el primer término de una sucesion aritmética a,, tal que a5, =29y d =-3?
Calcula la suma de los primeros 17 términos de @, =2 + %(n -1).

n.

Slw

2

.Calculalasuma5+9+13+---+401.

. ¢Cudntos términos deben sumarse de la sucesién -9, —6, -3, ... para obtener 667

éCuantos términos deben sumarse de la sucesion 26, 21, 16, ... para obtener 74?

Calcula el término 6 de la sucesion 3, 6, 12, 24, ...

10. El término 7 de una sucesiéon geométrica es 192 y su razén es 2. Calcula los primeros cuatro términos

de la sucesion.

11. En una sucesién geométrica se tiene que ag = 16, r = — 4. Determina el valor de a,,.
12. Calculalasuma3+6+12+ - +6144.

13. ¢ Cudntos términos hay que sumar de la sucesion a,, = 3(—2)"* para obtener 2049?

3277,

1024°

_ 14. ¢ Cuantos términos hay que sumar de la sucesién del problema 11 para obtener ——— )

2.7 Problemas de la unidad ~

1.

. El cuarto término de una sucesidn aritmética es 10 y el sexto término es 16. Determina una expresion

. El quinto término de una sucesién aritmética es 17 y su diferencia es 2. Determina la suma de los prime-

. Si el término 6 de una sucesion aritmética es 8 y el término 11 es —2, écudl es el primer término?, écual

. ¢Cuantos términos de la sucesion 2, 8, 14, ... hay que sumar para obtener 2907

. Una deuda puede ser pagada en 32 semanas pagando S5 la primera semana, $8 la segunda semana, $11

. Sean a y b las soluciones de la ecuacion x> — 3x + A = 0, y sean c y d las soluciones de la ecuacion

Los angulos internos de un tridngulo estan en sucesién aritmética con diferencia 10°. ¢ Cuanto mide cada
angulo?

para el término n-ésimo de la sucesién.
ros 11 términos de la sucesion.

es la diferencia?

la tercera, y asi sucesivamente. Hallar la cantidad de dinero que se debe.

x?—12x+ B = 0. Se sabe que a, b, ¢y d forman, en ese orden, una sucesién geométrica. Determina los
valores de Ay B. )

_/
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Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes a sucesiones aritméticas y geométricas.

Solucién de problemas:

1. Cada término puede obtenerse sumando 3 al término anterior. Entonces, la sucesion es aritmética con
diferencia 3 y primer término 1. Por lo tanto, a,=1+3(n—1)=3n - 2.

2. El término generales a, = 2 + 3(n — 1). Entonces a5, = 2 + 3(29) = 89.

3- (150 = al - 3(49) = 29 = al = 176.

4.a,=2yd= % Entonces,

Sy =3nl2a, +(n—1)d] = %(17)(4 + %(16)) =17(6) = 102.

5.a,= R d= %. Entonces,

s, bl 2] of2) 12

6. La serie es aritmética ya que sus términos pertenecen a una sucesion aritmética de primer término 5y
diferencia 4. Para calcular la suma falta conocer cuantos elementos se estan sumando. Entonces,

5+4(n—-1)=401 = n-1=99 = n = 100.
Por tanto, 5+ 9+ 13 + - + 401 = 2(100)(5 + 401) = 50(406) = 20300.

7. La sucesion es aritmética, con diferencia d = 3 y primer término a, = -9. Entonces,
%n[2a1+ (n—1)d] =%n[—18+ 3(n-1)]=66=>n(n-7)=44=>n>-7n-44=0=(n-11)(n+4)=0.

Entonces, n = 11 o n =—4. Por lo tanto, se deben sumar 11 términos para obtener 66.

8.a,=26-5(n—-1). Entonces,
%n[SZ -5(n-1)]=74= n(57-5n) = 148 = 5n2-57n + 148 = 0= (5n - 37)(n — 4) = 0.

37 37 , .
Entonces, n = Sons= 4. Pero < No es entero, por lo tanto, se deben sumar 4 términos para obtener 74.

9. La sucesion es geométrica con primer término 3 y razén 2. Por lo tanto, a,, = 3(2"~*). Luego, a, = 3(2°) = 96.

10. De los datos se tiene que a, = 192 = a,(2°); es decir, @, =3. Portanto,a,=3,a,=3%x2=6,a;=6x2 =12
va,=12x2=24.
En el problema 10 se ha utilizado la propiedad de las
sucesiones geométricas: un término puede obtenerse
rt*=(-4)* = a;, = (-4)*ags = (-4)%(16) =4096. multiplicando el término anterior por la razén.
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12. La suma es de la sucesidon geométrica del problema 9. Calculando qué término es 6 144

a,=3(2""1)=6144=3x2"=> n-1=11 > n=12.

_ r2_1\ L (22-1\ _ "
Luego,Slz—al(r_l)—3(2_1)—3(2 1),

Este resultado puede quedar expresado con el exponente, pero también puede calcularse utilizando
propiedades de diferencias de cuadrados:

3(212—1)=3(2°-1)(2°+ 1) = 3(23 - 1)(23 + 1)(2° + 1) = 3(8 — 1)(8 + 1)(64 + 1) = 3(7)(9)(65) = 12 285.

_ 12 _1) =
Por tanto, S, = 3(2* - 1) = 12285. Motivar al estudiante a que calcule 22— 1 sin utilizar la calcu-

ladora y sin desarrollar 2*2.

13.5, = 3((‘_22’%% 2049 (—2)"—1=-2049 = (—2)"=—-2048 = (=2)"=—2%= p = 11.

14. Hay que calcular a;:

__ 16 ___1
16384 1024

ag = Cll(—4)7 = 16 = al(_4)7 = Cll =

(-4) -1
1024~ 5

= (-4)"-1=-16385

=-3277

Luego, S, = —— ((‘4)"‘ 1) = 3277

1024\ -4-1

= (—4)"=-16384
= (—4)=-47
=3 n=7

Por lo tanto, hay que sumar 7 términos.
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Indicador de logro:

2.7 Resuelve problemas correspondientes a sucesiones aritméticas y geométricas.

Solucién de problemas:

1.

Sean a,, a, Y a, los tres angulos del triangulo. Entonces a, + a, + a; = 180°. Por otra parte, a,, a, y a; cum-
plen que a, =a, + 10°y a; = a, + 20°. Por lo tanto,

a,+a,+a;=180°= a, + (a, + 10°) + (a, + 20°) = 180° = 3a, + 30° = 180° = 3a, + 30° = 180° = 3a, = 150°.

Entonces, a; =50°, a, =60°y a; = 70°.

.a,=10ya;=16.Comoas—a,=16—-10=6 = 2d, entonces d = 3. Por otra parte, a, = a, + 3d, por lo que

a1=a4_3d=10_9=1.

Porlotanto,a,=1+3(n—1)=3n-2.

.Comoas=17yd =2, entonces a, = as—2(4) = 17 — 8 = 9. Entonces,

S..= 2 nl2a + (n - 1)d) = 2 (11)(18 + 2(10)) = 11(19) = 209.

.Comoas=8ya,; =—2,entonces a,;, —as=—2—-8=-10=q, + 10d — (a, + 5d) = 5d, entonces d = —2.

Luego, ag=a,+5d = a,=a,—5d=8+10=18.
Por lo tanto, el primer término es 18 y la diferencia es —2.

. La sucesion es aritmética, con primer término 2 y diferencia 6. Entonces,

S, =3nl2a, +d(n -1)] = %n(4 +6(n — 1)) =n(3n —1) =290.

Es decir, 3n?—n—290 = (3n + 29)(n — 10) = 0. Entonces, n = —2—39 o n =10. Por lo tanto, hay que sumar 10
términos para obtener 290.

. La sucesion 5, 8, 11, ... es una sucesién aritmética de diferencia 3. Para determinar el total de la deuda,

hay que calcular S;;, paraa, =5+ 3(n—1).
S5, =3(32)(10 +3(31)) = 16(103) = 1648.

Por tanto, la deuda es de 1,648 ddlares.

.Como a vy b son soluciones de x> —3x + A =0, entonces, (x—a)(x—b)=x*—(a+ b)x+ab =x>-3x+A. Es

decir, a + b =3 y ab = A. De igual forma se deduce para c y d: cumplen que ¢ + d =12 y c¢d = B. Por otra
parte, a, b, ¢y d forman una sucesidén geométrica; suponiendo que la razén de la sucesién es r, entonces,
b=ar,c=ar*yd-=ar.
Si se sustituye esto Ultimoena+ b =3y c+d =12 se obtiene lo siguiente:

a+b=3=>a+ar=3 = a(l+r)=3,

c+d=12 = ar*+ar’=12 = ar}(l1+r)=12.
De las ecuaciones se observa que a 2 0y r # —1, se puede dividir la segunda ecuacién entre la primera y

se tiene que

ar2(1+r)_£_ 2 _ _
i ) -3 =4 = r’=4=>r=%2.

eSir=2,entoncesdea(l+r)=3setienea=1.Entoncesb=ar=2,c=ar’=4yd=ar*=8.
Porlo tanto,A=ab=2yB=cd =32.

eSir=-2,entoncesde a(l+r)=3setienea=-3.Entoncesb=ar=6,c=ar’=-12yd =ar®=24.

Por lo tanto, A=ab=-18y B =cd =-288.
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Unidad 7. Métodos de conteo

Competencia de la unidad

Plantear estrategias para realizar conteos sobre diferentes situaciones del entorno, utilizando los
principios basicos de conteo, las permutaciones y combinaciones.

Relaciéon y desarrollo
Segundo aiio
de bachillerato

Unidad 7: Métodos de conteo

e Teoria de conjuntos

e Las permutaciones
e Las combinaciones

Unidad 8: Probabilidad

e Axiomas de Kolmogorov
e Probabilidad condicional
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Teoria de conjuntos
1 2. Operaciones con conjuntos
1. Teoria de conjuntos
1 3. Cardinalidad de conjuntos
1 4. Aplicaciones de la cardinalidad de conjuntos
1 1. Diagrama de arbol
1 2. Principio de la suma
1 3. Principio de la multiplicacién
1 4. Factorial de un numero
1 5. Permutaciones
1 6. Permutaciones y métodos de conteo
2. Las permutaciones
1 7. Permutaciones con repeticiéon
1 8. Permutaciones circulares
1 9. Configuraciones circulares
1 10. Permutaciones con objetos idénticos
1 11. Conteo por complemento
1 12. Practica lo aprendido
1 Prueba de las lecciones 1y 2
1 1. Combinaciones
3. Las combinaciones 1 2. Combinaciones y principios de conteo
1 3. Conteo de caminos
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1 4. Demostraciones utilizando conteo de caminos

1 5. Identidades combinatorias contando de 2 formas
1 6. Triangulo de Pascal

1 7. Binomio de Newton

1 8. Técnica de los separadores

1 9. Practica lo aprendido

2 10. Problemas de la unidad

1 Prueba de la leccion 3

27 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de la leccidn 3.

Puntos esenciales de cada leccion
Leccion 1: Teoria de conjuntos

Se establece una base tedrica no axiomatica de la teoria de conjuntos, en la cual se abordan algunas defi-
niciones y operaciones intuitivas acerca de los conjuntos y sus propiedades, enfocado principalmente a la
cardinalidad de conjuntos (que servird para el conteo de objetos), lo cual serd retomado en la unidad de
probabilidad, en donde se trabaja con conjuntos llamados eventos.

Leccion 2: Las permutaciones

Luego que se establecen las primeras nociones para realizar conteo de objetos, se puede formalizar un poco
mas las estrategias mas efectivas de conteo, iniciando con los principios basicos de la suma y la multiplica-
cion, los cuales seran utilizados en buena parte de las clases siguientes, profundizando en especial el uso
de las permutaciones en diferentes condiciones, desde las permutaciones lineales, circulares, en donde se
permite repeticion, en donde hay objetos idénticos, etc.; esta leccion tendrd mucha correspondencia con
la siguiente. Durante toda la leccidon se dara énfasis al analisis, planteamiento y resolucién de problemas,
pudiendo evaluarse una respuesta indicada con permutaciones (sin realizar el calculo exacto) como correcta
siempre y cuando todo el andlisis y los argumentos sean correctos.

Leccién 3: Las combinaciones

En esta leccion se definiran las combinaciones y se establecerd su diferencia respecto de las permutaciones,
esta leccion abarcara contenidos un poco mds complejos, que llegan hasta la demostracion de identidades
combinatorias, justificacion del patron del tridngulo de Pascal y deduccion del binomio de Newton, etc.; por
esta razén en algunas clases sera necesario una mayor intervencion por parte del docente. De igual manera
como en la leccidn 2, se puede valorar evaluar como correctas las respuestas indicadas con combinatorios,
puesto que lo esencial de esta unidad es el andlisis y resolucién correctas de los problemas.
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Definicién

Un conjunto es una coleccion de objetos que pueden ser nimeros, letras, personas, y practicamente cual-
quier tipo de cosas. Cada objeto del conjunto recibe el nombre de elemento. Si a es un elemento de A, se
denotapora €EAoA3a,yselee “apertenece a A” o “A contiene al elemento a”. La cantidad de elementos
que tiene un conjunto se conoce como cardinalidad del conjunto y dado un conjunto A se denota la cardi-
nalidad de A por n(A) (o en ocasiones como|A|). Un conjunto se denota encerrando entre “llaves” todos
los elementos del conjunto. Si los elementos estan expresados en forma de lista, se dice que el conjunto
esta expresado por extension, por ejemplo: A={1, 2,3, a, b, c}.

Si los elementos estan expresados por una regla o caracteristica de todos los elementos, se dice que el
conjunto esta expresado por comprension, por ejemplo: L

El conjunto se lee: los x tal que x es}

{x| x es un ndmero positivo menor que 6}. | un nimero positivo menor que 6.

Se entiende como el conjunto formado por los “x” tal que (o de modo que) dicho “x” cumple ser un nime-
ro positivo menor que 6.

@

Para representar graficamente un conjunto a menudo se utiliza un évalo
en cuyo interior se ubican todos los elementos del conjunto, esta repre-
sentacion se conoce como diagrama de Venn, por ejemplo el conjunto
B=1{1, 3, 6, 8} se puede representar en un diagrama de Venn asi:

Ejemplo 1
Determina la cardinalidad del conjunto A={2, 4, 6, 8, 10} y si es posible, expresa el conjunto por comprension.
La cardinalidad de A es: n(A) = 5.
Se puede expresar por comprension como: A = {x| x es un nimero positivo par no mayor que 10}.
También se puede expresar como A = {Los niUmeros positivos pares no mayores que 10}.

Ejemplo 2
Expresa los siguientes conjuntos por extension (si es posible) y determina la cardinalidad del conjunto.

Para denotar conjuntos cuyos elementos siguen
un patrén pero no terminan, se pueden utilizar
puntos suspensivos, como en el literal b, y en
este caso la cardinalidad del conjunto se denota
a)A={1,3,5,7}yn(A)=4. por infinito, c.

b)A={2,4,6,8,10,12,..}y n(A) = .

a) A = {Los numeros positivos impares menores a 8}
b) B = {x| x = 2n, para n en los nUmeros naturales}

Definicion
Un conjunto B es subconjunto de un conjunto A si se cumple que todo ele-
mento de B es elemento de A (Sia € Bentonces a €A), y se denota por
B c Ao A DB, que se lee “Bincluido en A” o “A incluye a B”.

Por ejemplo, siA=1{2, 3,5, 8,9}y B={2, 5}, entonces BC A.

El conjunto que no posee elementos se conoce como conjunto vacio, se denota por @, y se cumple que
n(@) = 0. Para todo conjunto A se cumple que @ C A.

El conjunto formado por todos los subconjuntos de un conjunto A se conoce como conjunto potencia de A.
SiA={a, b, c}, entonces el conjunto potencia de A es {@, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.

J
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Indicador de logro:

1.1 Define los conceptos sobre teoria de conjuntos y diagramas de Venn.

En este punto los estudiantes ya cuentan con los
conceptos matematicos necesarios sobre nume-
ros, algebra, geometria, funciones, y estadistica
descriptiva; Unicamente hace falta desarrollar una
parte de estadistica inferencial, y para ello es ne-
cesario abordar la teoria de conjuntos que brinda
las herramientas necesarias para estudiar los mé-
todos de conteo y posteriormente la probabilidad.

N

En esta clase se proveen todas las definiciones
sobre conjuntos y subconjuntos, por ello se di-
viden, en la primera Definicién se profundiza el
concepto de conjunto y sus caracteristicas; luego
se ejemplifican otra Definicién donde se trabaja
lo correspondiente al concepto de subconjunto y
sus caracteristicas.

En esta clase no hay problemas para resolver porque es muy conceptual (el objetivo es que comprendan y
recuerden las definiciones), y por ello se priorizan las definiciones, sin embargo, si los estudiantes compren-

den todos los conceptos rapidamente se puede considerar que resuelvan los siguientes problemas:

1.

. Expresa los siguientes conjuntos por comprension.

Expresa los siguientes conjuntos por extension (si es posible) y determina la cardinalidad del conjunto.

a) A = {Los niUmeros positivos pares menores que 10}
b) B={x | 0<x <13 con x nUmero natural}
c) C={y | y esdivisible por 3}

] Para ejemplificar los diagramas de
d)D={n|-5<n<7,connimparyn €Z}

Venn el docente puede retomar
algunos conjuntos de los planteados
en los problemas y representarlos con
a)A=1{5,7,9,11,13} diagramas de Venn.
b) B= {_81 _4/ OI 4r 8}

cc={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

d)D=1{2,3,5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, ...}

3. Escribe ©, D 0 = segun la relacidn de inclusidon que se cumple.
a) {31 7} - {11 31 51 7} b) {Or _4r 7r _1} - {_4} C) R R @ d) {} - (D e) {®} - @
4. Determina el conjunto potencia de A = {2, 4, -3, 0}, luego encuentra su cardinalidad.

Solucion de problemas:

1la)A={2,4,6,8}, n(A)=4
1c)C={..-9,-6,-3,0,3,6,9, ...}, n(C) =0

2a)A={n|4<n<14,connimparyn €7}
2c)C={x | xeZ}=Z

3a){3,7} < {1,3,5,7}
4,

1b)B={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}, n(B) = 12
1d)D={-3,-1,1, 3,5}, n(D) =5

2b)B={y | 9<y <9,y esdivisible por 4}
2d) D={p | p es un numero primo}

Para expresar un conjunto por comprension, pueden existir muchas
alternativas, en este caso el docente debe verificar si las soluciones de los

estudiantes son correctas, aunque no sea la que se esta presentando. el conjunto vacio.

3b){0,-4,7,-1} 2 {4} 3c)R 2 Q 3d){} = 0 3e){0}2>_ 0

Potencia de A = {9, {2}, {4}, {-3}, {0}, {2, 4}, {2, -3}, {2, 0}, {4, -3}, {4, 0}, {-3, 0}, {2, 4, -3}, {2, 4, 0}, {2, -3, O},

{4, -3, 0}, A}; y su cardinalidad es 16.

&

{@} es el conjunto formado por
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e N
1.2 Operaciones con conjuntos

Problema inicial N
Considerando los conjuntos A={2,4,5,7}yB={1, 3,4,5, 9}.

a) Determina el conjunto de los elementos que estan en A o en B.

b) Determina el conjunto de los elementos que estan tanto en A como en B.

c) Determina el conjunto de los elementos que estan en A pero no estan en B.

d) Considerando U ={1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10}. Determina el conjunto de los elementos que estan en U

pero no estan en A.
- J

Solucién
a) El conjunto es: {1, 2, 3,4, 5, 7, 9}. 6 A B g
b) El conjunto es: {4, 5}.
c) El conjunto es: {2, 7}.

d) El conjunto es: {1, 3, 6, 8,9, 10}. 10

Definicion
La operacion entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estdn en A o en B se conoce como unidn de conjuntos, se
denota AUB, y se lee “A unido B”.

La operacion entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estan tanto en A como en B se conoce como interseccion
de conjuntos, se denota AB, y se lee “A intersectado B”.

La operacion entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estdn en A pero no estan en B se conoce como diferencia
de conjuntos, y se denota A — B.

La operacion entre dos conjuntos Ay U que cumplen que A c Uy toma U
los elementos de U que no estan en A se conoce como complemento del A
conjunto A, y se denota A°. Al conjunto U a menudo se le conoce como

conjunto universo o simplemente universo.

Problemas.\:
1. Para cada literal, determina los conjuntos AUB, ANB, A—ByB—A.

a) A= {a; c, d/ e, fl g}r B= {b/ d» fl h} b) A= {_2/ 0/ 1/ 4r 7}1 B= {_2; 1/ 4}
c)A={a, b}, B={a, b, c d} d)A=1{2,3,4},8=156,7}

2. Para cada diagrama de Venn, determina los conjuntos A, B, AUB, A(\B, A—B, B—A, A°y B°.
a) U b) U ¢ u d) u

B 76 A g B
1(2 (3
4 e

®

- J
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Indicador de logro:

1.2 Determina la unién, interseccidn, diferencia y complemento de conjuntos.

Propésito:
Después que los estudiantes han asimilado la de- En el Problema inicial se espera que los estudian-
finicion de conjunto, su notacion y algunas otras tes realicen las operaciones partiendo del uso de
definiciones en torno a los conjuntos, en esta cla- conectivos légicos intuitivos como el “y” y el “0”,
se los estudiantes aprenderan sobre las operacio- gue estan relacionados con las operaciones entre

Knes mas importantes sobre conjuntos. Kconjuntos gue se definen en esta clase.

/

Solucién de problemas:
la)AUB={a,b,c,d, e f,g h};ANB={d, f;; A-B={a,c,e,g};; B-—A={b, h.

1b)AUB={-2,0,1,4,7}=A; ANB={-2,1,4}=B;A-B={0,7};B—A={}=0.
1c)AUB={a,b,c,d}=B;ANB={a,b}=A;A-B={}=0; B-—A={c, d}.

1d)AUB=1{2,3,4,5,6,7}=A; ANB={}=0; A-B=1{2,3,4}=A;B-A={5,6, 7} =B.

za)A= {11 2; 31 7}1 B= {11 3; 4: 6I 8}1 AUB = {11 2I 31 41 61 71 8}1 AnB = {11 3}1 A-B= {21 7}1 B-A= {41 6; 8}1
Ac= {41 51 61 8; 9} y B = {2; 5; 71 9}

2b)A={a,b,c,e,g},B={a e g}, AUB={a,b,c,e,g}=A ANB={a, e g}= B,A-B=1{b,c},B-A={}=0,
Ac={d, ftyB ={b,c, d, f}.

2c)A=1{3,57},8B=1{2,3,4,57},AUB=1{2,3,4,57}=B,ANB=1{3,5,7}=A, A-B={}=0,B-A={2,4},
A°={1,2,4,6}yB ={1,6}

Zd)A:{al d}r Bz{bl C, f}r AUB:{aI bl C, dl f}l AnB:{}=®IA_B={aI d}l B_Az{b, Crf}r Ac:{b' C € fl g}
yB°={ad, e g}
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Problema inicial -
Considerando los conjuntos Ay B representados por el diagrama de Venn de la derecha, resuelve:
a) éCudntos elementos tiene A? U

b) ¢ Cuantos elementos tiene B?

A B
c) éCuantos elementos tiene ANB? s
d) éCudntos elementos tiene AUB?
7

e) éCudantos elementos tiene A°?
N\ J

Solucién
El conjunto universoes: U={1, 2, 3,4,5, 6, 7}.

a) Identificando el conjunto A = {1, 2, 3}, entonces el nimero de elementos de A sera: n(A) = 3.

b) Identificando el conjunto B = {1, 3, 4, 6}, entonces el nimero de elementos de B serd: n(B) = 4.

c) Identificando el conjunto ANB = {1, 3}, entonces el nimero de elementos de ANB sera: n(ANB) = 2.

d) Identificando el conjunto AUB ={1, 2, 3, 4, 6}, entonces el nimero de elementos de AUB sera:
n(AUB) = 5.

e) Identificando el conjunto A= {4, 5, 6, 7}, entonces el nimero de elementos de A° sera: n(A°) = 4.

En general
Considerando los conjuntos A y B de modo que n(A) = a,
n(B) = by n(ANB) = ¢, entonces se cumple que U
n(AUB)=(a-c)+(b—c)+c
=a+b-c.

c elenr)entos

A

Y esto es equivalente a tener:
n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB).

17
(a — c) elementos (b — ¢) elementos

De forma parecida analizando A° como los elementos de U U
que no estan en A se puede concluir que

n(A°) = n(U) — n(A).

En general, para los conjuntos U, A y B se cumple que Ac
n(AUB) = n(A) + n(B) - n(ANB),
n(A¢) = n(U) - n(A).

b 2
~

1. Considerando el diagrama de Venn de la derecha, resuelve los literales.
a) n(AUB) b) n(U) c) n(A°) d) n(B) Ul a B
e) nl(AUBY]  f)n(ANBY)  g) n[(ANB)]  h) n(AUBY) °

Utilizando diagramas de Venn puedes comprobar que (AUB)c = A°NB°y (ANB)c = A<UB-.
Estas propiedades se conocen como identidades de De Morgan.

2. Considerando los conjuntos U, A y B en los que se cumple que n(U)=60, n(A) =35, n(B)=21y
n(ANB) = 14, determina:

a) n(AUB) b) n(A°) c) n(B9) d) n[(AUB)9] e) n[(ANB)9] f) n(A-B) g) n(ANB°)

J
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Indicador de logro:

1.3 Calcula la cardinalidad de conjuntos y de sus operaciones.

Propésito:
Una vez teniendo las operaciones sobre conjun- El uso de la notacién n(A) tiene la intencién de
tos, es posible analizar resultados sobre la cardi- no confundir a los estudiantes con la notacién de
nalidad de conjuntos definida por las operaciones valor absoluto, el contenido de esta clase tiene re-
con conjuntos, en esta parte se da un énfasis es- lacion con la unidad de probabilidad, por lo cual

ercial a la unién de conjuntos. Kesta notacién serd retomada en esa unidad.

J J

Solucién de problemas:

Para este problema es mejor que los estudiantes primero calculen n(A) = 4, n(B) =4 y n(ANB) = 1, para
luego aplicar el resultado de la parte En general:

1a) n(AUB) = n(A) + n(B)— n(ANB)=4+4-1=7 1b) n(U)=8

Ic) n(A°)=n(U)-n(A)=8-4=4 1d) n(B°)=n(U)-n(B)=8-4=4
le) n[(AUB)] = n(U)-n(AUB)=8-7=1 1f) n(A°NB) =1
1g) n[(ANB)‘] = n(U)-n(ANB)=8-1=7 1h) n(A°UB®) = n(A°) + n(B°) — n(A°NB)=4+4-1=7

En este problema el docente debe invitar a los estudiantes a que
apliquen los resultados de la conclusidn, y no cuenten todos los
elementos de los conjuntos a partir del diagrama de Venn. Unicamente
el literal f es necesario hacerlo de esta manera.

2a) n(AUB) = n(A) + n(B)— n(ANB)=35+21-14=42 2b) n(A°) = n(U) - n(A) =60—-35=25
2¢) n(B°) = n(U) - n(B) = 60 — 21 = 39 2d) n[(AUB)] = n(U) — n(AUB) = 60 — 42 = 18
2e) n[(ANB)] = n(U) - n(ANB) = 60 — 14 = 46 2f) n(A—B) = n(A) — n(ANB) =35 - 14 = 21

2g) Calculando n(AUB®) = n(B) + n(ANB) =39 + 14 = 53,
luego n(ANB*) = n(A) + n(B¢) — n(AUB) = 35 + 39 — 53 = 21.

Para las soluciones de 2f) y 2g) el docente puede recomendar hacer un diagrama de Venn y comprobar
por qué es necesario hacer el calculo de la manera planteada. Ademas, en 2g) se puede concluir que
n(ANB°) = n(A) + n(B) — n(AUB) = n(A) + n(B°) — [n(B°) + n(ANB)]= n(A) — n(ANB) =35—14 = 21.

Si el docente considera conveniente puede mostrar mediante diagramas
de Venn las leyes de De Morgan:

(AUB): = Acn\Be (ANB)° = AcUBs

De lo cual se puede comprobar el hecho de que la solucién de le) sea
igual a la de 1f), y la solucidn de 1g) sea igual a la de 1h).
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Problema inicial
Considerando los nimeros naturales del 1 al 100, resuelve:

a) ¢Cuantos multiplos de 3 hay? b) ¢Cudntos que no son multiplos de 3 hay?
c) éCuantos multiplos tanto de 3 como de 5 hay? d) ¢ Cuantos multiplos de 3 o de 5 hay?
Solucién

Considerando U como el conjunto de los nimeros naturales del 1 al 100. Denotando como A al conjunto de
los numeros en U que son multiplos de 3 y como B al conjunto de los miultiplos de 5 que estan en U.

A =1{3(1), 3(2), 3(3), ..., 3(31), 3(32), 3(33)}

B =1{5(1), 5(2), 5(3), ..., 5(18), 5(19), 5(20)}

a) La cantidad de multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la cardinalidad del conjunto A, es decir, n(A) = 33.
U

b) La cantidad de niumeros que no son multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la
cardinalidad del complemento de A, es decir:
n(A°) = n(U) — n(A) =100 -33 = 67.

¢) El conjunto formado por los multiplos de 3y de 5 es el mismo conjunto que el U
de los multiplos de 15 que hay entre 1y 100. —
Los multiplos comunes de 3y 5 son

ANB ={15(1), 15(2), 15(3), 15(4), 15(5), 15(6)}. | Ios multiplos del minimo comun
Entonces n(Aﬂ B) = 6. multiplo de ellos, es decir, 15.

C

- &

d) El conjunto formado por los multiplos de 3 o de 5 estd dado por el conjunto AUB.
n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB) = 33 + 20 — 6 = 47.

Conclusién
La teoria de conjuntos puede resultar muy Util para realizar conteo de situaciones que se modelan a partir
de conjuntos.

b3

~

1. Determina cuantos numeros del 1 al 100 no son multiplos de 3 ni de 5. Luego realiza el diagrama de Venn
que representa dicha situacién.

2. Considerando los numeros naturales del 1 al 100, resuelve:

a) ¢Cuantos multiplos de 2 hay? b) ¢ Cuantos que no son multiplos de 3 hay?

c¢) éCuantos multiplos de 2 y de 3 hay? d) éCudntos multiplos de 2 o de 3 hay?

e) éCuantos numeros que no son multiplos de 2 ni de

3 hay?

3. La tabla muestra la cardinalidad de la interseccién de los conjuntos A A Total

de la fila y de la columna. Considerando los conjuntos Ay B, llena

) . B 42 56
la tabla con la informacién que falta:
B¢ 10
Total 76 100

J
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Indicador de logro:

1.4 Resuelve problemas aplicando las propiedades de la cardinalidad de las operaciones con conjuntos.

Para finalizar la leccién sobre teoria de conjuntos,
se pueden comenzar a introducir problemas de
conteo que se solucionen a partir de las propie-
dades de la cardinalidad de conjuntos.

N\

J

Solucién de problemas:

1. Utilizando los resultados del Problema inicial, y analizando que los
numeros del 1 al 100 que no son multiplos de 3 ni de 5 equivale a
determinar n[(AUB)‘] = n(U) — n(AUB) = 100 — 47 = 53.

N\

En el Problema inicial se espera que los estudian-
tes resuelvan utilizando conceptos de conjuntos,
en los Problemas se continda con la misma situa-
cion del Problema inicial, y siempre son dos nu-
meros primos para facilitar el calculo del mecm.

J

U

(0 J

2a) Considerando U como el conjunto de los nimeros naturales del 1 al 100. Denotando como A al conjunto
de los numeros en U que son multiplos de 2 y como B al conjunto de los multiplos de 3 que estan en U.

A=1{2(1), 2(2), 2(3), ..., 2(48), 2(49), 2(50)}
B ={3(1), 3(2), 3(3), ..., 3(31), 3(32), 3(33)}

La cantidad de multiplos de 2 entre 1y 100 es igual a la cardinalidad del conjunto A, es decir, n(A) = 50.

2b) La cantidad de numeros que no son multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la cardinalidad del complemento

de B, es decir:

n(B) = n(U) - n(B) = 100 — 33 = 67.

2c) El conjunto formado por los multiplos de 2 y de 3 es el mismo conjunto que el de los multiplos de 6 que

hay entre 1y 100.
ANB ={6(1), 6(2), 6(3), ..., 6(14), 6(15), 6(16)}.
Entonces n(ANB) = 16.

Para determinar la cantidad de multiplos de un nimero,
que hay entre 1 y 100, se puede dividir 100 por dicho
nuimero (del que se desea saber la cantidad de multiplos)
y la cantidad de multiplos sera el cociente de la division
efectuada.

2d) El conjunto formado por los multiplos de 2 o de 3 estd dado por el conjunto AUB.

n(AUB) = n(A) + n(B) - n(ANB) =50 + 33 — 16 = 67.

2e) n[(AUB)] = n(U) - n(AUB) = 100 — 67 = 33.

3. Para encontrar el valor de la casilla que esta en la segunda columna de
la primera fila, se calcula n(A°NB) = n(B) — n(ANB) =56 — 42 = 14.

Para encontrar el valor de la casilla que esta en la primera columna de
la segunda fila, se calcula n(ANB°) = n(A) — n(ANB) =76 — 42 = 34,

Para encontrar el valor de la casilla que estd en la tercera columna de la
segunda fila, se calcula n(B) = n(ANB°) + n(A°NB) = 34 + 10 = 44.

Para encontrar el valor de la casilla que esta en la segunda columna de Be
la tercera fila, se calcula n(A°) = n(A°N\B) + n(A°\B°) =14 + 10 = 24, o

&

bien, n(A°) = n(U) — n(A) = 100 — 76.

En el problema 3 se pretende que
los estudiantes conozcan y trabajen
con las tablas de doble entrada, lo
cual serd de utilidad en la siguiente
unidad; si los estudiantes no logran
llegar a este problema, solamente
habria que abordar este concepto
en la siguiente unidad durante la
clase de probabilidad condicional.

A Ac Total
B 42 14 56
34 10 44

Total 76 24 100
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Las permutaciones

2.1 Diagrama de arbol

Problema inicial

Hay 4 tarjetas numeradas de la siguiente manera , , , ; determina de cudntas formas se pueden
colocar tres de ellas en una fila.

Solucién
Analizando la posicién de las tarjetas como muestra el <
diagrama de la derecha.

1
A partir de él se puede observar que cada camino que se <
pueda tomar es una forma en que se pueden colocar las
tres cartas, y estas se pueden contar a partir de la Ultima <

columna de tarjetas numeradas.

Por lo tanto hay 12 formas. < < .
—

—

B
—

Definicion

El diagrama en donde se listan todas las posibilidades de un suceso por casos y se representa por lineas

rectas se conoce como diagrama de arbol, el diagrama de la solucién es un ejemplo de diagrama de arbol.

En los eventos sobre extraccidn de objetos, se dice que es con reemplazo cuando al extraer un objeto este
se devuelve al grupo de extraccidn, y sin reemplazo cuando el objeto no se devuelve.

<
Problemasv
1. Utiliza un diagrama de arbol para determinar de cudntas formas se pueden extraer sin reemplazo 3 boli-
tas de color rojo, amarillo y verde (una de cada color) de una bolsa, si se extrae una bolita a la vez.

2. Utiliza un diagrama de arbol para calcular cuantas formas hay para repartir 4 dulces de diferente sabor
entre 4 personas, si ninguna puede quedar sin dulces.

3. Maria tiene 2 pantalones, 1 falda, 2 blusas y 3 pares de zapatos, todos diferentes. Utiliza diagrama de
arbol para determinar cuantas formas diferentes tiene Maria para vestirse.

4. Utiliza un diagrama de 4rbol para calcular el total de maneras que hay para extraer 2 cartas con reempla-
zo de entre 5 cartas diferentes.

5. Se lanzan tres dados diferentes. Determina el nimero de casos donde la suma sea 5.

En el primer dado solo puede caer 1, 2 o0 3, sino
ya no podria sumar 5.

@ )
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Indicador de logro:

2.1 Utiliza el diagrama de arbol para resolver situaciones sobre conteo.

\_

Habiendo estudiado los conceptos fundamenta-
les sobre teoria de conjuntos, y habiéndola utili-
zado como una herramienta para resolver proble-
mas de conteo, en esta leccidn se introducen las
herramientas basicas de conteo hasta el concepto
de permutaciones.

/

Solucion de problemas:

Propésito:

En esta clase se pretende iniciar con una herra-

mienta intuitiva como el diagrama de arbol para

la resolucién de problemas de conteo, luego se

necesitard una herramienta mas eficiente para

problemas que impliquen nimeros mas grandes.

En los Problemas, el criterio de dificultad es la for-
\_Mmaque tendrd el diagrama de arbol en cada uno.

1. En la primera extraccién puede sacarse cualquiera de las 3 bolitas, luego R < —V
cualquiera de las 2 bolitas que quedaron y finalmente la bolita restante. vV —

De modo que la extraccion se puede realizar de 6 formas diferentes.

RAV, RVA, ARV, AVR, VRA, V

R.

2. P> P3 — P4 3. 71 4. C1 5. 1—3
o CE o als pde
PLT P3Sipy — P2 P1 71 ca 3—1
B2 < Z2 C5 1—2
P4
<P3 - P2 73 c1 2
Z1 c2
P1 1
<P4—P3 Bl<22 C2<C3 3 1—1
Z3 ca
P2 P3 <P4 _ P1 P2 71 cs Hay 6 formas dife-
P1 — P3 B2 < 72 c1 rentes de obtener
P4 P3 — P1 73 C2 5 al tirar 3 dados.
P1 P2 — P4 71 C3 C3
P4 — P2 B1 < 72 Cc4
P1 — P4 Z3 C5
P3 P2
P4 — P1 F 71 c1
B2 < 72 C2
P4
<P2 — P1 Z3 c4 < C3
C4
P1 <p3 — P2 Hay 18 formas diferentes cs5
b4 b P1 — P3 en fque puede vestirse c1
P3 — P1 Maria. c2
p3 .~ P1—P2 C5 & 3
P2 — P1 ca
C5

Hay 24 formas diferentes de
repartir los dulces.

Hay 25 formas diferentes
de extraer las cartas.

@ Sugerencia metodolégica



Problema inicial
¢De cudntas maneras se puede viajar de Santa Ana a La
Unidn, si pasando por San Salvador hay 5 caminos diferen-
tes y pasando por Chalatenango hay 3 formas diferentes?
Considera que ninglin camino pasa por ambos lugares.

Solucién
Para viajar de Santa Ana a La Unidn hay 2 opciones: pasar por San Salvador o bien pasar por Chalatenango,
y ninguna ruta pasa por ambos lugares a la vez. De forma que para saber el total de maneras que hay para
ir de Santa Ana a La Uniénes5+3=8.

Conclusién
Si un evento o condicion A puede ocurrir de @ maneras, un evento o condicion B puede ocurrir de b mane-
ras, y ambos eventos no ocurren al mismo tiempo, entonces el total de maneras en que puede ocurrir el
evento A o B (es decir uno de los dos) es a + b. Este resultado se conoce como principio de la suma.

Ejemplo
En una zapateria tienen 4 tipos de sandalias, 2 tipos de zapatillas y 3 tipos de botas, écuantos tipos de za-
patos diferentes ofrece la zapateria?

La zapateria ofrece 3 tipos de zapatos: sandalias, de las cuales hay 4 tipos diferentes; zapatillas, de las cuales
hay 2 tipos diferentes; y botas, de las cuales hay 3 tipos de botas diferentes.

Asi se cumple que la zapateria ofrece 4 + 2 + 3 = 9 tipos de zapatos diferentes.

<
1. En una zona de comedores hay 3 locales en donde se puede comprar, si el primero tiene 4 opciones de
comida, el segundo 5 y el tercero 7, determina de cudntas formas se puede comprar comida en alguno

de los locales.

2. Maria tiene 4 centros escolares para realizar sus horas sociales, en el primer centro escolar tiene 2 opcio-
nes, en el segundo tiene 3 opciones, en el tercero tiene 4 opciones y en el cuarto solamente una opcion
para realizar las horas sociales. Determina cudntas opciones tiene en total Maria para realizar sus horas
sociales.

3. Si se lanzan 2 dados al mismo tiempo, de cudantas maneras la suma de los puntos es 7 0 4.

4. En la situacién del problema 3, determina cuantas maneras hay para que la diferencia de los puntos sea
203.

J
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Indicador de logro:

2.2 Aplica el principio de la suma para resolver problemas sobre conteo.

Propésito:
Luego de haber introducido el diagrama de arbol En el Ejemplo y en los Problemas se espera que el
como otra herramienta para resolver problemas estudiante identifique facilmente las condiciones
de conteo, se estudiara uno de los principios ba- para aplicar el principio de la suma, ademas en los
sicos de conteo, conocido como principio de la problemas 3 y 4 es necesario que los estudiantes
suma. apliquen lo aprendido sobre el diagrama de arbol.
\_ VRN phq p g .

Solucién de problemas:

1. Puesto que no puede comprar comida en dos locales, los eventos pueden ser, comprar en el local 1 (4
opciones), comprar en el local 2 (hay 5 opciones) o comprar en el local 3 (hay 7 opciones), por lo tanto,
aplicando el principio de la suma, el total de formas en que se puede comprar comida en alguno de los
localeses: 4+5+7=16.

2. De manera analoga al problema anterior, Maria no puede hacer las horas sociales en dos centros escola-
res a la vez, por lo tanto, aplicando el principio de la suma, el total de formas que tiene Maria para realizar
sus horas socialeses: 2+3 +4 + 1 = 10.

3. Puesto que al lanzar 2 dados al mismo tiempo no puede caer 7 y 4 a la misma vez, se pueden identificar
los eventos: cae 7 o cae 4; y analizando cada caso:

Para que caiga 7 Para que caiga 4

Dadol  Dado?2 Dadol  Dado2 Entonces, hay 6 opciones para que caiga 7,y 3
1 6 1 3 para que caiga 4, por lo tanto, por el principio
2 5 2 2 de la suma, el total de maneras para que al
3 4 3 1 lanzar 2 dados caiga 704 es: 6+3=9.
4 3
5 2
6 1

4. Puesto que al lanzar 2 dados la diferencia no puede ser 2 y 3 al mismo tiempo, se pueden identificar los
eventos, la diferencia es 2 o la diferencia es 3; y analizando cada caso:

Diferencia 2 Diferencia 3
Dado 1 Dado 2 Dado 1 Dado 2 Entonces, hay 8 opciones para que la diferen-
1 3 1 4 cia sea 2, y 6 para que la diferencia sea 3, por
2 4 5 5 lo tanto, por el principio de la suma, el total
1 de maneras para que al lanzar 2 la diferencia
3
<§ 3 6 sea203es:8+6=14.
4 1
4 < 6 . )
5 3
6 4 6 3
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Problema inicial

¢De cuantas maneras se puede viajar de Ahuachapan a San
Miguel pasando por Cuscatlan, si para llegar de Ahuachapan
a Cuscatlan hay 3 formas diferentes de llegar a, by ¢, y para
llegar de Cuscatlan a San Miguel hay 4 formas diferentes
parallegard, e, fyg?

-

Solucién Ahcuacha’ldplan guscl\zjlt'lan T
Para salir de Ahuachapan a Cuscatlan existen 3 formas dife- a Luscatian an dlgue
rentes, y por cada una de ellas al llegar a Cuscatlan hay 4 for- a <e
mas diferentes de llegar a San Miguel, entonces el total de ;,
maneras para llegar de Ahuachapan a San Miguel pasando por d
Cuscatlan es 3 x 4 = 12 maneras diferentes. b <$
Las 12 maneras son: ad, ae, af, ag, bd, be, bf, bg, cd, ce, cfy cg. g

C <$

Conclusién g
Si un evento o condicion A puede ocurrir de @ maneras, y para cada una de estas maneras un evento o
condicién B puede ocurrir de b maneras, entonces el total de formas en que puede ocurrir el evento Ay el
evento B (es decir los dos) es ab. Este resultado se conoce como principio de la multiplicacién.

Es posible que para resolver algunos problemas sea necesario aplicar tanto el principio de la suma como el
principio de la multiplicacidn.

Ejemplo
José quiere repartir una manzana, una pera y una naranja a sus Manzana Pera Naranja
dos hermanos. Determina de cudntas maneras puede repartir h1
las frutas si incluso puede darse el caso que le dé a un hermano h1< h2
todo y al otro nada. h1 < h1

h2<_
Tomando como referencia la fruta, para cada una de estas, la h2
manzana tiene 2 posibilidades: que se dé al hermano 1 o al her- h1< hl
mano 2; luego, la pera también tiene 2 posibilidades, y la naranja h2 < h2
igualmente tiene 2 posibilidades, entonces José puede repartir h2<h1
la fruta de 2 x 2 x 2 = 8 maneras diferentes. h2

b

—

1. Determina de cuantas maneras se puede formar una pareja de un nifio y una nifia de entre 4 nifios y 3
nifas.

2. En un comedor hay 3 tipos de platos fuertes, 2 tipos de arroz y 3 tipos de ensalada. Determina de cudntas
maneras se puede formar un almuerzo escogiendo entre un plato fuerte, un tipo de arroz y una ensalada.

3. Determina de cuantas maneras se pueden repartir una pera y un mango entre 3 personas diferentes.
Considera que no se pueden dar ambas frutas a una sola persona.

4. Maria tiene 4 calzonetas y 3 camisetas para baloncesto, y tiene 5 calzonetas y 4 camisetas para futbol.
¢De cuantas maneras puede vestirse Maria para jugar baloncesto o futbol?

J
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Indicador de logro:

2.3 Aplica el principio de la multiplicacion para resolver problemas sobre conteo.

Otro contenido basico para resolver problemas
sobre conteo es el principio de la multiplicacion,
el cual se puede abordar directamente a partir del
diagrama de arbol.

N

/

Solucién de problemas:

En el Ejemplo se presenta el diagrama de arbol
para que sirva de apoyo para los estudiantes, sin
embargo, en la resolucién de los Problemas no
es necesario que los estudiantes realicen dicho
diagrama, es suficiente con que identifiquen las
condiciones y apliquen el principio de la multipli-
\cacién directamente. Y.

1. El evento “ser nifio” puede ocurrir de 4 maneras, y por cada uno de ellos hay 3 nifias con las que se puede

hacer la pareja, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de maneras de formar una pareja
con estas condiciones es: 4 x 3 = 12.

. Puesto que hay 3 tipos de platos fuertes, y por cada uno de ellos se puede escoger entre 2 tipos de arroz, lo
cual, por el principio de la multiplicacion, se puede calcular que hay 3 x 2 = 6 posibles maneras de escoger
un plato fuerte y un tipo de arroz; luego por cada posible combinacion de plato fuerte y arroz hay 3 tipos
de ensalada, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de maneras en que se puede formar
un almuerzo escogiendo entre un plato fuerte, un tipo de arroz y una ensalada es 6 x 3 = 18.

Para este problema también pueden considerarse validas las soluciones en donde se multiplican de una sola
vez las tres cantidades: 3 x 2 x 3 =18.

Se presenta la otra forma porque formalmente en la clase el principio de la multiplicacion esta definido
Unicamente para 2 eventos, sin embargo, los estudiantes pueden analizar inductivamente que dicho resultado
se cumple para n eventos, con 7 finito.

. Considerando que se reparte primero la pera, esta tendra 3 posibilidades (cualquiera de las 3 personas),
luego, por cada una de ellas, el mango tendra 2 posibilidades (las 2 personas a las que no se les da la pera),

por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de maneras para repartir una pera y un mango
entre 3 personas es: 3x2 =6.

. Primero hay que notar que Maria no puede ir vestida para jugar baloncesto y futbol al mismo tiempo,

entonces se tiene los casos: “vestida para jugar baloncesto” y “vestida para jugar futbol”, luego analizando
cada caso:

Vestida para jugar baloncesto Vestida para jugar futbol

Tiene 4 calzonetas para baloncesto y por cada una Tiene 5 calzonetas para futbol y por cada una de
de ellas puede usar cualquiera de las 3 camisetas ellas puede usar cualquiera de las 4 camisetas para
para baloncesto que tiene, entonces, aplicando futbol que tiene, entonces, aplicando el principio de
el principio de la multiplicacién, puede vestirse la multiplicacidn, puede vestirse de 5 x 4 maneras
de 4 x 3 maneras para jugar baloncesto. para jugar futbol.

Por lo tanto, aplicando el principio de la suma a estos casos, se tiene que el total de maneras en que se
puede vestir Maria para jugar baloncesto o futbol es: (4 x 3) + (5 x4) =12 + 20 = 32.
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4 N
2.4 Factorial de un nimero

Problema inicial
Determina de cudntas maneras es posible ordenar 4 personas en una fila. }
Solucmn_ L, : A Puestol Puesto2 Puesto3 Puesto4
En la primera posicion de la fila puede colocarse cualquiera de
L P3 P4
las 4 personas, entonces hay 4 posibilidades. P2— py — p3
P2 — P4
» _ _ P1 R p—
Luego, en la segunda posicién de la fila ya solo se tienen 3 per- pg<—_ P2 ——P3
P3 —— P2

sonas (porque en la primera posicion ya quedd una) entonces

P3 — P4
hay 3 posibilidades. Pl——p7 — p3
P2 P3—_ lel — 541‘

Andlogamente, para la tercera posicidn solo hay 2 posibilidades P4<—_ P1 —P3
y para la ultima posicién solo habra 1 posibilidad. P3 P1

P2 — P4
P1 < 4 —— P2
Por lo tanto, por principio de la multiplicacién, el total de mane- P3 P2 —— Eéll — P4

—P1

ras de arreglar 4 personas en una fila es: P4 Pl ——P2
4x3x2x1=24. Eg—gg

PL=<—p3 —p2

Hay 24 maneras diferentes para ordenar 4 personas en una fila. P4 P2 —— B% —_— B%
Pl —— P2

P3—— 5 b1

Definicién
Para un nimero natural n, se define el factorial de n como el producto de los nimeros consecutivos desde
1 hasta n. Se denota el factorial de n por n!, y se lee “n factorial”. Entonces:

nl=nx(n-1)x(n—-2)x--x3x2x1. [Observaquen!=n><(n—1)!]
Ejemplo
Calcula o simplifica el resultado de las operaciones con factorial. ‘
) 2018!
a) 3! b) 6! + 4l c) 4!-31 d) Sots
| = 6! _6x5x4 -3 = 1) — 31
31=3x2x1 2= 4! 3._(4I><3.) 3! 20181 _ 6 x 20171
=6 -30 =3!(4-1) 2018 ~ 2018
= 6(3) =2017!
=18
Problemas. 4 Primero calcula lo que esta entre
1. Calcula el resultado de las operaciones con factorial. parentesis.
a) 4! b) 5! c)(5-3)! d)6!—-4!
e) (2 +3)! f) 4!+ 3! g) 4! x 3! h) (2 x 3)!
2. Calcula o simplifica las siguientes expresiones con factoriales.
5! 6 4! 2019! 7! 7! 9!
a) 3 b) (3)! <)% ) S0t &) 7=2n ) 27— &) 3iEnan
3. Determina el valor de x.
a) x!=110(x - 2)! b) 12x! +5(x + 1)1 = (x + 2)!

4. Determina de cudntas maneras se pueden arreglar las letras de la palabra ARBOL.

159

- J
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Indicador de logro:

2.4 Calcula el resultado de expresiones con factoriales.

Luego de tener las herramientas bdsicas para resolver problemas de conteo, se tomara un poco de tiempo
para introducir la notacién y definicién del factorial de un nimero, el cual serd retomado posteriormente
para expresar las permutaciones y combinaciones.

Propésito:

En esta clase se espera que los estudiantes practiquen la parte operativa de los factoriales (para evitar al
maximo el uso de la calculadora) y puedan realizar algunas simplificaciones utilizando la definicién del fac-
torial de un numero. Las expresiones del problema 2 estan relacionadas con diferentes tipos de permutacio-
nes y combinaciones, para que en las clases correspondientes, se profundice mas en el analisis y resolucion
de los problemas que en el calculo del resultado final.

w
Solucién de problemas:
1la)4!=4x3x2x1=24 1b)5!=5x41=5x24=120 1c) (5-3)!=21=2x1=2
1d) 6! -4!1=720-24 =696 le) (2+3)!=51=120 1f) 41 +31=24+6=30
1g)4!x31=24x6=144 1h) (2 x3)!=61=720

Se recomienda que los estudiantes no utilicen calculadora para estos problemas. La intencién es que analicen que en
general no se cumple que la suma, resta y multiplicacién de factoriales da como resultado el factorial de la suma, resta
y multiplicacién.

4] _ 4xBZxZx1

5! _ 5x4x3f _ (E)I =21= il =
2a) TR =20 2b) 3)! 21=2 2¢) e = 5 =4
2019! _ 2019x2018! _ 7! 7! 7x6x57 7! 7!'42 42
2 = - 2 1 I _ = —_ = = = _ =7 = = =
d) 2019 2019 018 2e) (7-2)! 5! 5 42 2f) 27-2) 2157, 2 21
2g) 9! _ 9xg’x7x6x5x,4rf = 1260 El docente debe orientar a los estudiantes a utilizar la
& EN 2(8)(4) - definicién del factorial para simplificar y facilitar los célculos
111 en cada problema, para el literal g), no es necesario

calculadora, solamente deben hacerse las multiplicaciones
en un orden adecuado, primero 4 x5 =20, luego 9 x 7 =63 y
finalmente 63 x 20 = 1260.

3a) x! =110(x - 2)! = x(x — 1)(x—=2)! = 110(x=2)! > x> —x-110=0=> (x—11)(x +10)=0=>x=1lox
= —10, pero para que la definicién de la clase tenga sentido, x debe ser positivo, por lo tanto, la Unica
solucién de la ecuacion es x = 11.

3b) 12x! + 5(x+ 1) = (x +2)! > 122t + 5(x + )t = (x + 2)(x + 1)a1 = 12 +5x+5=x2+3x +2 =
x*—2x-15=0= (x—5)(x+3)=0=>x=50x=-3, pero para que la definicion de la clase tenga sentido,
x debe ser positivo, por lo tanto, la Unica solucién de la ecuacién es x = 5.

4. Puesto que las letras de la palabra ARBOL son todas diferentes entre si, de manera analoga al Problema
inicial, el primer puesto tendra 5 opciones, el segundo puesto tendra 4 (quitando la que quedd en el
primer puesto), y asi sucesivamente se tendrd que hay 5! = 120 maneras de arreglar las letras de la

palabra ARBOL.
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Problema inicial
Determina la cantidad de maneras en que se puede colocar 3 vocales diferentes en una fila.

Solucién
Se pueden considerar los 3 puestos de la siguiente manera.

Primero Segundo Tercero
Para elegir la vocal que estard en el primer puesto hay 5 posibilidades (cualquiera de las 5 vocales, a, €, i, 0, u).

5

Primero Segundo Tercero
Luego para el segundo y tercer puesto quedaran Unicamente 4 y 3 posibilidades respectivamente.

5 . 4 . 3

Primero Segundo Tercero
Por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de maneras de colocar 3 de las 5 vocales en una fila
es:5x4x3=60.

Conclusién
Una secuencia ordenada de objetos donde el orden importa se conoce como permutacion.

El total de permutaciones que se pueden realizar tomando r de n (0 < r < n) esta dado por:

nx(n-1)x(n-2)x... x(n—(r—l))=(n+!r)! [ObservaquenPO:(n'_l—!o)!:l. ]
Este total se denota por nPr, y se lee “n permuto r”, es decir
= - - “(r—1))= "
nPr—ﬁx (n=1)x(n=2)x - x(n=(r-1)) R

—r

r factores

El total de maneras de ordenar n objetos diferentes es n!, por otro lado, con la férmula de permutaciones se tiene
n!

que nPn = o

n!
=4 yesto debe ser n!, por lo tanto se cumple que 0! = 1.

Ejemplo
¢Cudantos numeros de 3 cifras se pueden formar con los digitos del 1 al 9, si no se repite
ningun digito?
Al tomar 3 cifras, es importante el orden entre ellas (forman nimeros diferentes),
entonces considerando la permutacién tomando 3 de 9 objetos, 9P3 =9 x 8 x 7 = 504,
Por lo tanto, se pueden formar 504 nimeros. 3 factores

b 2

1. ¢Cudntos numeros de 2 cifras sin repetir se pueden formar con los digitos del 1 al 5?

2. ¢De cudntas maneras se pueden repartir 3 caramelos de diferente sabor para 6 estudiantes, consideran-
do que ningun estudiante recibe mas de un caramelo?

3. Calcula la cantidad de maneras en que se puede elegir un presidente, un vicepresidente y un tesorero de
un grupo de 6 personas.

4. Determina la cantidad de maneras que hay para sentar 5 personas en 3 asientos.

5. é¢De cuantas maneras se pueden arreglar 5 personas en una fila, si una persona especifica de ellas debe
estar al inicio?

J
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Indicador de logro:

2.5 Utiliza las permutaciones para resolver problemas sobre conteo.

Luego que ya se han visto las herramientas y estrategias bdasicas para resolver problemas sobre conteo, se
introduce la definicion formal de permutacién, el énfasis principal de esta clase no debe ser el calculo, sino
la comprensién, modelacidn y solucidn de los problemas utilizando las permutaciones.

Propésito:

En algunos libros de matemadtica, normalmente se hace la diferencia entre permutaciones y variaciones, las
primeras como ordenamientos de todos los objetos de los que se dispone y las segundas como ordenamien-
tos de una parte de estos objetos, sin embargo, en el libro de texto no se hace la diferencia para no introducir
demasiadas definiciones que puedan confundir al estudiante, ademas de que no genera ningun problema
definir las permutaciones como se hace en el libro de texto; esto se hace con el objetivo de enfatizar la reso-
lucion de los problemas, y que la notacidn o el célculo no sean una dificultad extra para ello. D

Solucién de problemas:

1. Se pueden considerar los dos puestos como se hizo en la Solucién del
Problema inicial, es una permutacidon tomando 2 de 5 objetos, el primero S x 4
tendra 5 opciones (cualquiera de los 5 digitos) y el segundo 4 (puesto que Primero Segundo

no se pueden repetir). Por lo tanto, se pueden formar 5P2 = 20 nimeros de
2 cifras sin repetir con los digitos del 1 al 5.

2. En este problema hay que tener cuidado entre cudles son los espacios en blanco y cudles son los objetos
gue se colocaran, si se consideran los estudiantes como los espacios y se quieren colocar los caramelos
como objetos, se vuelve un problema un poco mas complicado que si se consideran los caramelos como
los espacios y los estudiantes como los objetos, es una permutacién tomando 3 de 6 objetos, para
este ultimo caso el primer caramelo tendria 6 opciones (ser dado a cualquiera de los 6 estudiantes), el
segundo caramelo tendria 5 opciones (puesto que ningun estudiante recibe mas de un caramelo, se saca
el estudiante que recibe el primero), y finalmente el tercer caramelo tendria 4 opciones, por lo tanto, el

total de maneras de repartir los 3 caramelos entre los 6 estudiantes es 6P3 = 120.

3. Dado que los 3 puestos son diferentes, es una permutacién tomando 3 de 6 objetos, para el presidente se
tienen 6 opciones, para el vicepresidente 5 y para el tesorero se tienen 4, por lo tanto, el total de maneras

en que se pueden elegir los puestos de un grupo de 6 personas es 6P3 = 120.

4. Considerando los asientos como los espacios en blanco, es una permutacion
tomando 3 de 5 objetos, en el primer asiento puede ir cualquiera de las S x 4 3
5 personas, luego el otro espacio tendra 4 opciones, y el Ultimo espacio Asiento 1 Asiento 2 Asiento 3
tendra 3 opciones, por lo tanto, la cantidad de maneras que hay para sentar

a 5 personas en 3 asientos es 5P3 = 60.

5. Dado que hay una persona especifica que debe estar al inicio, se coloca dicha persona y luego se arreglan
las demas, lo cual se puede hacer de 4!, por lo tanto, las 5 personas bajo estas condiciones se pueden
arreglar de 4! = 24.

8 1 4 3 2 1

X X X X

Lu&l Lugar2 Lugar3 Lugar4 Lugar5
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Problema inicial
Determina cuantas formas hay para ordenar 3 nifios y 4 nifias en fila, si todos los nifios deben estar juntos. }

Solucién
Se puede considerar los nifios como un solo bloque y luego arreglar inicamente 5 objetos en fila (las 4 nifas
y el bloque de nifios).

Nifia Nifia Nifia - Nifia
Nifios
Se pueden ordenar los 5 elementos (las 4 nifias y el bloque de los nifios) de 5! maneras, y luego, se puede
ordenar el bloque de los nifios de 3! maneras.

5 4 3 2 1

Nifia Nifia Nifia 3 2 1 Nifia

Y aplicando el principio de la multiplicacién, se tiene que el total de maneras que hay para ordenar 3 nifios
y 4 niflas de modo que los 3 nifios estén juntos es 5! x 3! = 720.

Conclusién
En permutaciones es comun utilizar la estrategia de considerar un conjunto de elementos que deben ir
juntos como un solo objeto, y ordenar tanto los elementos del bloque como todos los objetos, aplicando
el principio de la multiplicacidn.

Ejemplo
Determina de cudntas maneras se pueden ordenar 3 hombres y 4 mujeres en fila, de tal manera que los
hombres no estén a la par (uno a la par de otro).

Las maneras de colocar las 4 mujeres en una fila se puede hacer de 4! maneras. Entonces los hombres
pueden estar en cualquiera de los espacios que se marcan en la figura de abajo.

Mujer Mujer Mujer Mujer

Entonces los hombre se pueden arreglar separados de 5P3 maneras. Aplicando el principio de la multipli-
cacion, el total de formas para arreglar 3 hombres y 4 mujeres de modo que los hombres no estan uno a la
par de otro es 4! x 5P3 = 24 x 60 = 1440.

b3

1. Determina cuantas formas hay para ordenar 4 hombres y 3 mujeres, si los 4 hombres deben estar juntos

siempre.
B 2. se tiene 9 libros de historia y 6 de matemadtica (todos distintos), écudntas formas hay para ordenar 5

libros en un estante si se debe cumplir que estos 5 libros son de una misma materia?

3. ¢Cuantas cadenas de 6 letras diferentes se pueden formar si las primeras 2 deben ser vocales y las ulti-
mas 4 consonantes utilizando las letras de la “a” a la “j”?

4. ¢De cuantas maneras se pueden ordenar en una fila 4 hombres y 4 mujeres, si estos deben ir intercala-
dos?

5. ¢De cuantas maneras se pueden sentar 4 estudiantes en 6 sillas colocadas en una fila, si dos especificos
de ellos siempre se sientan juntos (sin dejar sillas vacias de por medio)?

J
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Indicador de logro:

2.6 Integra las permutaciones con los principios de la suma y la multiplicacién para resolver problemas

sobre conteo.

Luego de utilizar el concepto de permutacion para
resolver problemas sobre conteo, en esta clase se
resolveran problemas en los que se tengan que
idear estrategias para modelar situaciones mas
complejas, ademas en algunos problemas serd
necesario aplicar los principios de la suma y mul-

En los Problemas se utilizard la estrategia de con-
siderar un conjunto de objetos como un solo ele-
mento de otro conjunto, y se contaran las permu-
taciones tanto en el conjunto mas pequefio como
en el mas grande, para ello serd necesario aplicar
el principio de la multiplicacién, en otros proble-

\tlpllcaaon. )\ _mas también se aplicara el principio de la suma. Y.

Solucion de problemas:

1. Analizando de manera andloga a como se resolvié el Problema inicial, considerando los 4 hombres juntos
se pueden ordenar de 4! maneras, y luego considerando el conjunto de los 4 hombres como un solo ele-
mento y agregando las 3 mujeres, esto se puede ordenar de (1 + 3)! = 4! maneras; por lo tanto, aplicando
el principio de la multiplicacion, el total de formas para ordenar 4 hombres y 3 mujeres, si los 4 hombres
deben estar juntos siempre es 4! x 41 = 24 x 24 = 576.

4 3 2 1
X X X

4x3x2x1

Hombres

2. Para este problema se pueden dar dos casos que no pueden suceder al mismo tiempo, pueden ser libros
de historia o de matematica; si se colocaran 5 de los 9 libros de historia en el estante, esto se puede hacer

En algunos problemas el calculo exacto requiere calcula-
dora, pero puede considerarse correcto si el estudiante
deja indicados los factoriales y las permutaciones.

Mujer Mujer Mujer

de 9P5 = 15120 maneras diferentes, por otro lado, si se colocaran 5 de los 6 libros de matemética en el

estante, esto se puede hacer de 6P5 = 720 maneras diferentes; por lo tanto, aplicando el principio de la
suma, el total de formas que hay para ordenar 5 libros en el estante bajo las condiciones del problemas es

9Ps5 + 6P5 = 15120 + 720 = 15 840.

“w:n

3. Para las primeras dos posiciones se tienen 3 vocales entre la “a” y la “j”, es decir hay 3P2 = 6 formas de

o:n

ordenar la dos vocales que se requieren; ademas entre la “a” y la “j” hay 7 consonantes, entonces hay 7P4
= 840 maneras de ordenar las uUltimas cuatro posiciones; por lo tanto, aplicando el principio de la multipli-

cacién, el total de cadenas que se pueden formar es 3P2 x 7P4 = 6 x 840 = 5 040.

4. Para cumplir las condiciones del problema se pueden dar dos casos, la fila puede comenzar con un hombre
0 con una mujer, para el primer caso los hombres se pueden ordenar de 4! maneras y las mujeres de 4!
maneras, luego por el principio de la multiplicacion se tiene que el primer caso tiene 4! x 4] maneras de
suceder; y el segundo caso se analiza de manera andloga y puede darse también de 4! x 4! maneras; por lo
tanto por el principio de la suma el total de maneras para ordenar intercaladamente 4 hombre y 4 mujeres
es (4! x 41) + (4! x 41) = 2(4! x 41) = 2(24 x 24) = 1152.

5. Este problema es parecido al Problema inicial, y se pueden considerar los dos estudiantes que desean es-
tar juntos como una sola persona, entre ellos se pueden ordenar de 2! maneras, y ahora habria que sentar
(2 + 1) estudiantes, pero también hay que quitar una silla, porque se esta considerando dos estudiantes
como uno solo, luego el problema se reduce a sentar 3 estudiantes en 5 sillas, y esto puede suceder de

5P3 maneras, finalmente por el principio de la multiplicacién el total de maneras para sentar los 4 estu-

diantes en las 6 sillas bajo las condiciones del problema es 2! x 5P3 =2 x 60 = 120.
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Problema inicial
¢Cuantos numeros de 5 cifras se pueden formar con los digitos 2, 4 y 5, si en el nimero se admiten digitos
repetidos?

Solucién
Considerando los 5 espacios de las cifras del nimero:

DM UM C D U
Entonces comenzando con las unidades, habran 3 opciones (cualquiera de los nimeros 2, 4 0 5).
3
DM UM C D U
Luego, para las decenas también habran 3 opciones (dado que en el nimero se admiten digitos repetidos).
3 3
DM UM C D U

Y andlogamente para centenas, unidades y decenas de millar también habran 3 opciones para cada uno.
3 3 3 3 3
X X X X
DM uM C D u
Por lo tanto, se pueden formar 3° = 241 nimeros de 5 cifras con los digitos 2, 4 y 5 admitiendo repeticidn.

Conclusién
El total de formas que hay para formar cadenas de longitud r con n elementos que se pueden repetir en la
cadenaes: n'".

Ejemplo
¢Cuantos subconjuntos se pueden formar de un conjunto con n elementos?

Tomando cada elemento del conjunto y considerando que para formar un subconjunto dicho elemento
solo tiene dos opciones: estar en el subconjunto o no estar. Asi para cada elemento de los n del conjunto

se cumple que
Este resultado significa que la cardi-
L X L X ... X L X L nalidad del conjunto potencia de un

Elemento1l Elemento 2 Elementon—1 Elementon |conjunto de cardinalidad n es 2.

Por lo tanto, el total de subconjuntos que se pueden formar de un conjunto con n elementos es 2"

v
1. Determina cuantas formas hay para colocar 3 letras en una fila utilizando a, b, c y d; considera que las
letras se pueden repetir.

2. El cédigo binario es una forma de representacién numérica alternativa al sistema decimal, y es muy
utilizado en el ambiente computacional porque solo utiliza dos digitos o caracteres, el 0y el 1 que se
conocen como bits y resultan faciles de almacenar en una computadora. Determina cuantos nimeros de
7 cifras se pueden representar en cédigo binario.

3. Determina cudntos subconjuntos de A = {a, b, c, d, e, f} se pueden formar.
& 4. El nimero de la placa de un vehiculo estd conformada por 2 letras, que ocupan las primeras 2 posiciones,

y 4 numeros. Si en una placa se pueden repetir tanto letras como nimeros, y se pueden usar las letras A,
B, C, D, Ey los nimeros del 1 al 9, determina cudntas placas se pueden elaborar con estas condiciones.

J
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Indicador de logro:

2.7 Resuelve problemas sobre conteo aplicando permutaciones con repeticion.

Propésito:
Luego de haber combinado algunas herramientas En las soluciones a los Problemas, los estudian-
como los principios de la suma y de la multiplica- tes deben modelar una situacién a partir de los
cion y las permutaciones, ahora se puede intro- conceptos sobre permutaciones, para resolverlos
ducir otro tipo de permutaciones, en las cuales se matematicamente y luego interpretar la respues-
permite luego de haber colocado un objeto vol- ta obtenida para dar solucién al problema origi-
KverIo a colocar de nuevo. ) KnaI. )

Solucién de problemas:

1. Puesto que las letras se pueden repetir es una permutacién con repeticion, y se colocan 3 de 4 objetos,
para la primera posicion se tendran 4 opciones, para la segunda posicion también habran 4 opciones y
para la tercera de igual manera 4 opciones, por lo tanto el total de formas que hay para colocar 3 de las 4
letras en una fila es 4° = 64.

4 4 4

X X
Posicion1  Posicidon 2 Posicidon 3

2. Para el numero que ird en la primera cifra solamente habran 2 opciones (0 y 1 por estar en binario), la
segunda cifra de manera analoga tendra 2 opciones, y asi sucesivamente hasta llegar a la séptima cifra,
la cual también tendra 2 opciones, por lo tanto, es una permutacidon con repeticidn, y se colocan 7 de 2
objetos, el total de numeros de 7 cifras que se pueden representar en codigo binario es 27 = 128.

2 2 2 2 2 2 2
X X X X X X
Cifral Cifra2 Cifra3 Cifra4 Cifra5 Cifra6 Cifra7

3. Para este problema se puede utilizar el resultado visto en el Ejemplo, o bien analizar de la misma manera,
gue cada elemento de este conjunto tiene dos opciones al formar un subconjunto (estar o no estar), y
puesto que son 6 elementos, el total de subconjuntos del conjunto A es 2° = 64.

4. Considerando que el problema menciona que las letras y los nimeros se pueden repetir, para los espa-
cios de las 2 letras hay 5 opciones, esto se puede hacer de 5> maneras; ademas para los espacios de los 4
numeros se tienen 9 opciones (los niumeros del 1 al 9), y esto se puede hacer de 9* maneras; por lo tanto,
utilizando el principio de la multiplicacion se tiene que el total de placas que se pueden elaborar con las
condiciones del problema son 52 x 9% = 25 x 6561 = 164 025.

5 5 9 9 9 9

X X X X X
Letra Letra Numero Numero Numero Numero

En el ultimo problema el cdlculo exacto requiere uso de
calculadora, pero puede considerarse correcto si el estu-
diante deja indicadas las potencias.
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Problema inicial
Determina de cuantas maneras se pueden sentar 4 personas en una mesa redonda. Se considera el mismo
arreglo cuando al girar un arreglo coincide con otro.

Solucién
En este caso, considerando un arreglo particular, por ejemplo:
P2 P1 P1 P4 P4 P3 P3 P2
P3 P4 P2 P3 P1 P2 P4 P1

Dado que la mesa es redonda, los cuatro arreglos de arriba son equivalentes, es decir, solo cuentan por 1.

Entonces el mismo arreglo se puede rotar 4 veces (una vez por cada silla), entonces si consideramos arreglar
a todas las personas como si fuera una fila, esto se puede hacer de 4! maneras, pero haciendo esto se
estaria contando 4 veces cada ordenamiento, entonces el total de maneras en que se pueden sentar 4
personas en una mesa redonda es: 47! =3l = 6 maneras.

En general
El total de permutaciones que se pueden realizar orgenando r de n objetos de manera circular esta dado
por: UL

r

En particular, el total de permutaciones de n objetos de manera circular esta dado por:

%!=(n—1)!

Ejemplo
Determina de cuantas formas se pueden ordenar 4 de 6 personas en una mesa redonda.

El total de formas en que se pueden ordenar 4 de 6 personas en una fila es 6P4.

Dado que es un arreglo en una mesa redonda, en el total anterior se estaria contando 4 veces cada arreglo,

por lo tanto, el total de formas que hay para ordenar 4 de 6 personas en una mesa redonda es 54& =90.

b
L~

1. ¢De cuantas maneras se pueden subir 7 nifios a un carrusel con 7 caballitos todos idénticos?

2. En una mesa redonda hay 5 sillas y 7 personas (2 quedan paradas), determina de cuantas maneras se
pueden sentar.

3. Cinco amigos juegan en una mesa redonda, determina de cuantas maneras se pueden ubicar, si 2 de ellos
siempre quieren estar a la par.
Puedes utilizar el método visto en la clase 2.6.

4. Cuatro bailarines y cuatro bailarinas interpretan una danza en donde forman un circulo y se toman todos
por las manos. ¢De cuantas formas pueden ubicarse los bailarines si en la danza deben aparecer alterna-
damente un hombre y una mujer?

5. Determina de cudntas formas pueden sentarse 4 parejas de novios si la pareja de cada persona debe
estar justo en la posicidn de enfrente de la que se ubique.

J
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Indicador de logro:

2.8 Usa las permutaciones circulares para resolver problemas sobre conteo.

Propésito:
Una vez abordados los problemas de conteo Para analizar los problemas sobre permutaciones
correspondientes a ordenar objetos de mane- circulares, el procedimiento mas eficiente es or-
ra lineal, se puede hacer el abordaje de las per- denar de manera lineal y descontar los ordena-
mutaciones circulares, teniendo como punto de mientos que estarian repetidos al ordenar de ma-
kpart‘ida las clases anteriores. ) Knera circular. y

Solucién de problemas:

1. Es una permutacion circular. Ordendandolos en fila habrian 7! maneras de hacerlo, y al considerar el arreglo
de manera circular, cada arreglo circular se estaria contando 7 veces mas en el arreglo en fila, por lo tanto,
el total de maneras en que se pueden subir los 7 nifios al carrusel de 7 asientos es 7 =6!=720.

Se recomienda que en la solucién analicen el problema como se hizo en la Solucién del Problema inicial, y que no
solo apliquen la férmula, en especial si no se recuerdan de la férmula.

2. Considerando el caso de sentar las personas en 5 sillas en fila, la primera silla tendria 7 opciones, la

segunda 6, y asi sucesivamente, se tiene que las personas se podrian sentar de 7P5 maneras, luego al

colocar en forma circular se estaria contando cada arreglo 5 veces mas, por lo tanto, el total de maneras

en que se pueden sentar 7 personas en una mesa redonda con 5 sillas quedando dos paradas es 7Ps ,
1 5

que se puede calcular —7 %5 "g" 4x3  — 504,
1

3. Si estuvieran en fila se podrian ordenar de 4! x 2! (la pista remite al problema que se resolvié consideran-
do las personas que querian estar juntas como una sola persona), Unicamente hay que tener cuidado al
considerar los arreglos circulares, puesto que para la resolucién se ha trabajado como si fueran 4 perso-
nas, entonces se estaria contando 4 veces cada arreglo, por lo tanto, los amigos se pueden ubicar en la
mesa redonda de 4!:2! =3Ix2=6x2=12.

En este problema seria un error dividir por 5 (porque inicialmente eran 5 personas), puesto que al ser contado como una
sola persona se estan quitando esas rotaciones, puede mencionarse que se analice el diagrama hecho en la clase 2.6 en
el caso de ser circular.

4. Si se considera ordenar en fila, es un problema equivalente a colocar intercalados 4 hombres y 4 mujeres
en una fila, el cual fue resuelto en el problema 4 de la clase 2.6, y cuya respuesta es 2(4! x 41), luego al
colocarlos en forma circular se estarian contando 8 veces cada arreglo, por lo tanto, el total de formas en
gue se pueden ubicar los bailarines es 2(4!8—”‘!) =3Ix4l=6x24 =144,

5. Si se arreglaran en una fila, significa que basta ordenar 4 personas (una de cada pareja) y los demas
puestos quedaran determinados, luego estas 4 personas se pueden ordenar de 4! maneras, y conside-
rando que cada una de las 4 se pueden alternar con su parejas, el total de manera de ubicar las perso-
nas en fila seria 4! x 21 x 21 x 21 x 21, y al ubicarlo de manera circular, se estaria contando 8 veces cada
arreglo, por lo tanto, el total de formas en que pueden sentarse las 4 parejas en la mesa circular es

41 x21x 21 x 21 x 2
8

=41x21=148.
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Problema inicial
Determina de cuantas maneras se pueden sentar 7 personas en una mesa redonda, si una persona se sienta
en el centro y las otras 6 alrededor.

Solucién
Considerando el siguiente esquema de la situacion.

En este caso dependiendo de la persona que esté en el centro se considerara un arreglo (o caso) diferente,
y luego por cada persona que esté en el centro se ubican 6 personas en forma circular, es decir, el total de
maneras para sentar 7 personas con esta condicién es: 7 x (6 —1)! =7 x 5! =7 x 120 = 840.

Conclusién
Para contar las maneras en que se pueden ordenar objetos de forma circular puedes considerar 2 estrate-
gias:

1) Ordenar los objetos en fila y determinar cudntas rotaciones se estarian contando de mas.
2) Colocar un elemento que sirva de referencia y arreglar los demas en torno a él.

b3

~

B2 1. Para discutir sobre “La mejora de los aprendizajes de matematica en El Salvador” se retinen 12 personas
en una mesa redonda, 3 japoneses, el Ministro de Educacién de El Salvador y el Director Nacional de
Educacion Media, el resto son especialistas en Educacién matematica. Determina de cudntas maneras
se pueden sentar si:

a) No importa el orden.
b) Los 3 japoneses siempre estan juntos, y el Director Nacional siempre esta a la izquierda del Ministro.

B 2. ;i De cuantas maneras se pueden sentar 6 personas en 9 sillas de una mesa redonda?

3. Se coloca una familia de 6 personas en una mesa redonda, determina de cuantas formas se pueden sen-
tar si el padre y la madre se sientan frente a frente.

B 4. En un congreso sobre “Educacion y prevencién de enfermedades de transmision .
sexual en adolescentes”, asisten 8 personas que se sientan en dos ruedas, de 4
asientos cada una como lo muestra la figura. Determina de cuantas maneras se
pueden sentar las 8 personas en los 8 asientos.

5. Determina de cudntas formas se puede colorear un cubo con 6 colores diferentes. Si se considera que si
al rotar el cubo los colores coinciden con otra coloracidn, entonces la coloracidon es la misma.

J

@ Sugerencia metodolégica




Indicador de logro:

2.9 Establece una estrategia para resolver problemas sobre configuraciones circulares.

Después de introducir las estrategias para hacer Esta clase se ha titulado como configuraciones
conteos en arreglos circulares, ahora se presenta circulares, porque son problemas (sobre variacio-
una clase en donde es necesario plantear estrate- nes) que requieren el uso de estrategias un poco
gias mas complejas para contar los arreglos circu- mas creativas respecto de los problemas de la cla-
lares, esta clase tiene asterisco, por lo que necesi- se anterior.

\ta mayor apoyo por parte del docente. AN y

Solucién de problemas:
1a) Puesto que son 12 personas en total, las personas se pueden ubicar de (12 —-1)!=11!=39916 800.

1b) Al ordenar en fila, equivale a considerar a los japoneses como una sola persona, entre ellos se pueden
ordenar de 3! maneras, y también considerar al Ministro de Educacién de El Salvador y al Director Nacio-
nal de Educacién Media como una sola persona, pero entre ellos no pueden cambiar de lugar puesto que
el Director Nacional siempre estd a la izquierda del Ministro, luego el total de maneras en que se podrian
sentar si estuvieran en fila seria 9! x 31; ahora considerando el arreglo circular se estaria contando cada
orden 9 veces (recordar el problema 3 de la clase 2.8), por lo tanto, el total de maneras en que se pueden
sentar las 12 personas es Ax3l_ 8! x31=40320x6=241920.

2. Si fueran 9 sillas en fila, las 6 personas se pueden sentar de 9P6 maneras, luego puesto que en forma cir-
cular se estaria contando 9 veces cada arreglo, por lo tanto, el total de maneras en que se pueden sentar

las 6 personas es % =8P5=6720.

3. Este problema es similar a cuando dos personas quieren estar juntas, es decir, en ese caso la posicion de
la otra persona esta determinada por la posicion de la primera, en este problema es similar, la diferencia
es que la posicidon que determina es 2 puestos después de la posicion de la primera persona, y se puede
analizar de manera analoga, por lo cual, si se considera una fila se podria ordenar de 5! x 21 maneras, y
en los arreglos circulares se estarian contando 5 veces mas cada arreglo, por lo tanto, el total de formas
en que se puede sentar la familia es Ax2L - 41%21=48.

4. Considerando sentar las 8 personas en una fila, esto se puede hacer de 8! maneras, luego en el arreglo
circular interior (o exterior, depende cual se tome de referencia) se estaria contando cada arreglo 4 ve-
ces, y el total de formas en que se pueden ubicar las demas personas no seria una permutacion circular,
puesto que ya tendrian una referencia respecto las personas que estan sentadas al interior, por lo que es
equivalente a sentarse en una fila, por lo tanto, las 8 personas se pueden sentar de 87! =2x7!=10080.

5. En este problema se puede comenzar contando las formas en que se pueden colorear las caras laterales
del cubo, puesto que son 4 y se tienen 6 colores, esto se puede hacer de 64& maneras, ahora falta ana-
lizar qué sucede con las caras y los colores restantes, y hay que notar que no es relevante cdmo colorear
las caras restantes, puesto que al rotar y dejar la cara de abajo y arriba en las laterales se estarian con-

tando dichas coloraciones, por lo tanto, el total de maneras en que se puede colorear el cubo es 6%.
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Problema inicial
En el juego de boliche las bolas salen en fila y todas tienen el mismo tamafio y el mismo peso, determina
todas las posibilidades de orden en que pueden salir 7 bolas de boliche si 2 son azules, 3 verdes y el resto
negras.

Solucién
Se puede considerar que el total de formas de ordenar las bolas es x.

Si las bolas fueran diferentes, el total de maneras en que se pueden ordenar 7 bolas diferentes es 7!

Ademds, cada caso en que podrian salir A1A2V1V2V3N1N2 W
las bolas tendria 2!3!12! formas diferentes 0000000 AAVVVNN,
de ordenarse (si fueran diferentes), como AAVVVNN A1A2V2V1V3N1N2 b 213121
lo muestra la figura de la derecha. :
A2A1V3V2V1N2N1
Entonces se cumple que 7! = x(213121) . } 71
A1V1A2V2V3N1N2
Por lo tanto, el total de formas (x) para 0000000 AVAVV.NN,
ordenar 2 bolas azules, 3 verdes y 2 AVAVVNN A1V2A2V1V3N1N2 213121
negras es: . ' :
R TETE TR R A2V3A1V2V1N2N1

J

" X casos

En general
El total de permutaciones que se pueden realizar con n objetos si r, son de un tipo (todos idénticos), r, de
otro tipo (todos idénticos también), hasta r, de otro tipo, y cumplen que r, +r, + -+ + r, = n estd dado por:

n! . . .
ol—oT Este resultado se conoce como multicombinatorio, por-
rirt.r! I L

172 k que se puede demostrar utilizando combinaciones.

—

Ejemplo

En el juego de ajedrez hay 16 piezas de color negro y 16 piezas de color blanco. Para cada color hay 2 torres,
2 caballos, 2 alfiles, 1 rey, 1 reina y 8 peones. Determina de cuantas maneras se pueden ordenar en fila 2

torres, 2 caballos, 2 alfiles, el rey y la reina de color blanco. . . . o
Considera que las piezas del mismo tipo tienen

forma idéntica.

En total hay 8 piezas, y hay 2 torres idénticas, 2 caballos idénticos, 2 alfiles idénticos, entonces el total de
formas que hay para ordenar estas piezas en fila es:
. — oo =7!=5040.
1. ¢ De cuantas maneras se pueden arreglar las letras de la palabra PATRIA?
2. Un barco manda sefales utilizando banderas de colores. Si el barco tiene 3 banderas amarillas, 2 blancas
y se colocan todas las banderas en fila para realizar una sefial, icudntas sefiales diferentes se pueden
hacer?

[ 3. Para formar una comisién de jovenes que participara en un evento organizado por el Centro de Capa-
citacion y Promocién de la Democracia (CECADE) se deben elegir 1 jefe representante, 2 suplentes y 4
delegados acompafantes. Determina de cuantas maneras se puede escoger la comisidén de un grupo de
10 jovenes.

[ 4. Determina de cuantas maneras se pueden arreglar las 16 piezas negras del ajedrez, si se ubican de ma-
nera circular.

J
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Indicador de logro:

2.10 Determina la solucién de problemas sobre conteo donde se involucren objetos repetidos.

El dltimo tipo de permutaciones que falta analizar
son las permutaciones con objetos repetidos, se
han dejado por Ultimo dada su complejidad y por-
qgué el analisis que se lleva para resolver este tipo
de problemas es muy semejante al razonamiento
de las combinaciones de la préxima leccién.

Propésito:

El énfasis de las permutaciones es ordenar los
objetos que estan repetidos, por el contrario en
combinaciones el énfasis es escoger los espacios
en donde irdn los objetos repetidos, esta clase
tiene asterisco porque se considera que la forma
mas comprensible de solucionar el Problema ini-

cial es por medio de ecuaciones, y es probable
Kque necesite mayor apoyo por parte del docente.

\_ /

Solucién de problemas:

/

1. Puesto que en total son 6 elementos y se repite 2 veces la letra A, el total de maneras en que se puede
arreglar la palabra PATRIA es % =6x5x4x3=360.

2. El barco tiene en total 5 banderas, y hay 3 amarillas repetidas y 2 blancas repetidas, por lo tanto, el total de
sefiales diferentes que se pueden hacer es % =10.

3. Si fueran 7 puestos diferentes, la comisidn se podria escoger de 10P7 maneras, sin embargo, hay 2 suplen-
tes repetidos, y 4 delegados repetidos, por lo tanto el total de maneras en que se puede formar la comision

es 10P7 _ 15600,
2141

4. Si las piezas se ubicaran en fila, serian 16 piezas en total 1 rey, 1 reina y habrian 2 torres repelt'idas, 2 caballos
repetidos, 2 alfiles repetidos y 8 peones repetidos, entonces se podrian ordenar de m maneras, y

considerando que estan en un arreglo circular, se tendria que dividir por 16 (la cantidad de veces que se
esta contando de mas cada arreglo debido a la rotacion), por lo tanto, el total de maneras de ubicar las 16

. . . 16!
piezas negras del ajedrez de manera circular es Tex 2 x2I 2 X8l = 4054 050.

En el problema 4 se divide por 16 debido a que existe al menos una pieza que es Unica (el rey o la reina).

En los ultimos 2 problemas el calculo exacto requiere calculadora, pero puede considerarse correcto si el estudiante deja
indicado, es preferible enfatizar en el analisis de la situacion que en el resultado numérico especifico de cada situacion.
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Problema inicial
En una fabrica se cuenta con 6 ventiladores; debido a que siempre se necesita que el lugar se mantenga

fresco, al menos un ventilador se mantiene encendido. Determina cudntas formas hay para satisfacer esta
condicion.

Solucién
Todos los posibles casos que se pueden dar son, que solo un ventilador esté encendido, que 2 de los 6
ventiladores estén encendidos, y asi sucesivamente hasta el caso que los 6 ventiladores estén encendidos.

Para contar todas las formas posibles en que estara al menos un ventilador encendido, se pueden contar
todas las maneras en que se pueden encontrar los ventiladores, es decir, como cada ventilador tiene 2

opciones (estar apagado o encendido), todas las posibles maneras en que se pueden encontrar los venti-
ladores son 28,

Y el Unico caso que no cumple es cuando todos los ventiladores estan apagados, es decir 1 caso. Por lo tan-
to, el total de maneras en que al menos un ventilador esta encendido es: 26— 1 = 63.

Conclusién
En ocasiones, la cantidad de casos que se pueden dar para que un evento o condicién A suceda son dema-
siados y se vuelve dificil contarlos. Sin embargo, en ocasiones puede ser mas facil contar lo que no se pide,
es decir, el complemento de lo que se quiere, y restdrselo al total de maneras de ordenar todos los objetos
sin condiciones. Denotando el conjunto de todos los casos posibles por U se tiene que
A c Uy n(U) es finito, entonces n(A) = n(U) — n(A°)

Ejemplo

Determina cuantas formas hay para ordenar 3 nifias y 3 nifios si no pueden estar las 3 nifias juntas.
Contando los casos en que las 3 nifias estan siempre juntas, esto se puede hacer de 4! x 3! maneras.
Y los 3 nifios y 3 nifias (6 en total) se pueden ordenar de 6! maneras.

Entonces, restandole al total de maneras de ordenar los 6 nifios las formas en que las 3 nifias siempre estan
juntas da como resultado 6! — 3! x 4! =41(30 - 3!) = (4 x 3 x 2 x 1)(30 — 6) = 576. Por lo tanto, se pueden
ordenar de 576 formas diferentes.

<

1. Determina cuantos numeros de 7 cifras se pueden formar en cédigo binario (utilizando los digitos 0 y 1)
de modo que la multiplicacién de todos los digitos del nUmero sea cero.

2. Se colocan 4 cifras del 1 al 4 en una fila, permitiendo repetir las cifras. Determina el numero de filas que
tienen al menos dos cifras iguales.

3. Hay 4 nifias y 2 nifios, determina de cuantas maneras se pueden colocar los 6 en una fila, de modo que
los nifios no estén juntos.

B 4. En el juego de ajedrez la torre puede atacar a otra pieza que se encuentra
en linea recta en un tablero de 8 x 8, como lo muestra la figura. Determina
de cudntas maneras se pueden ubicar 2 torres para que no se ataquen si:

\

a) Una torre es negray la otra blanca.  Para el literal b considera que las torres '
b) Ambas torres son del mismo color.  del mismo color si se pueden atacar.

j—

| I

{ \
T\
|

|
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Indicador de logro:

2.11 Aplica el conteo por el complemento para resolver problemas sobre conteo.

Una vez establecidos los diferentes tipos de per- A lo largo de todas las clases anteriores el estu-
mutaciones que pueden haber, se analizara una diante ha estado habituado a contar directamen-
estrategia muy util para hacer conteos, como lo te lo que pide el problema, sin embargo en esta
es el conteo por el complemento, lo cual también clase la intencidén es que el estudiante cuente lo
Kseré util en la unidad de probabilidad. ) Kque no se le pide y se lo reste al total. )

Solucién de problemas:

1. Para que la multiplicacion de todos los digitos sea 0, pueden darse muchos casos, que sea uno, dos, tres,
cuatro, cinco, seis o siete ceros, sin embargo, para que la multiplicacién no sea cero solamente hay un
caso (que sean todos unos), entonces, si al total de cadenas de 7 cifras binarias se le resta la cadena cuya
multiplicacién de los digitos es diferente de cero, por lo tanto, el total de nimeros de 7 cifras en cédigo
binario cuya multiplicacion da ceroes 27-1=128-1=127.

La cantidad de cadenas de 7 cifras que se pueden formar en cédi-
go binario fue calculada en el problema 2 de la clase 2.7.

2. Puesto que el total de filas de 4 cifras con las condiciones del problema seria 44, si a este total se le resta
el nimero de filas que no tienen cifras iguales, lo cual se puede lograr de 4! maneras, se tendra que, por
lo tanto, el total de filas de 4 cifras formadas con los digitos del 1 al 4 y tienen al menos dos cifras iguales
es 4*—41=256-24=232.

3. El total de formas de ordenar las 4 nifias y los 2 nifios es 6!, si a este total se le resta el nUmero de formas
en que los nifios estan todos juntos, dara como resultado el total de maneras en que se puede colocar los
6 en una fila de modo que los nifios no estan juntos, y puesto que hay 5! x 2! maneras en que los nifios
aparecen juntos en la fila (utilizando la estrategia de ver el conjunto de los nifios como una sola persona),
se tiene que el total de maneras de colocarlos en la fila con las condiciones del problema es 6! — 5! x 2! =
720 - 240 = 480.

43) Puesto que es un tablero de 8 x 8, si se considera que la primera torre tiene 64 lugares en donde se
puede poner, y la segunda tendra 63, el total de maneras en que se puede colocar dos torres diferentes

en el tablero es 64P2, ahora si a este total se resta la cantidad de formas que hay para que las torres se
ataquen, da como resultado la cantidad de formas que hay para que no se ataquen, pero para que am-
bas se ataquen la primera torre tendrd 64 opciones, sin embargo la segunda torre, independientemente
de donde se coloque la primera, siempre tendra 14 opciones (utilizar la ilustracién), entonces hay 64 x
14 maneras de ubicar las torres para que se ataquen, por lo tanto el total de maneras de ubicar 2 torres

diferentes para que no se ataquen es 64P2 — 64 x 14 = 3136, o bien considerar los 64 lugares para poner
la primera y (64 — 15) lugares para poner la segunda, que es 64(64 —15) = 3136.

4b) En a), puesto que las torres son diferentes, se contarian dos casos
cuando se toman dos casillas para las torres (intercambiando posicio-
nes), sin embargo, puesto que para este literal las torres se consideran
idénticas, se estaria contando dos veces cada caso, por lo tanto, si las

torres son idénticas el total es 64P2 '264 x14 _ 31236 =1568.
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2.12 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando estrategias de conteo de permutaciones.

1. En un congreso sobre “Oportunidades para jévenes con discapacidad” participan 10 personas que
hablan espafiol, 15 que hablan inglés, 14 que hablan francés, y entre ellas 5 hablan espafiol e inglés,
7 hablan inglés y francés, 4 hablan espafiol y francés, y hay 2 personas que hablan los tres idiomas.
Determina cuantas personas asistieron al congreso.

A
2. En la figura se muestra un hexagono regular cuyo lado mide 1 cm. Deter-
mina de cudntas maneras se puede unir el punto A con el punto B usando
3 segmentos de longitud 1 cm.
B

3. En una competencia de atletismo participan 3 personas. ¢ De cudantas maneras diferentes pueden lle-
gar los atletas, si pueden haber incluso empates triples?

4. Determina el valor de x en la ecuacién x! = 72(x - 2)!

5. Hay 4 nifios y 5 nifias, y se colocan 4 de ellos en una fila de modo que en cada extremo hay un nifio
y en las posiciones centrales hay nifias. Determina de cudntas maneras se puede formar la fila de 4
personas.

6. Hay 7 tarjetas numeradas del 0 al 6, de ellas se sacan 4 y se colocan en fila, determina cuantos nume-
ros multiplos de 5 se pueden formar al tomar las tarjetas como digitos del nimero, considerando que

el primer digito de izquierda a derecha no puede ser cero. GO U0 6 TDCRE,

el valor de las unidades debe ser 0 o 5.

7. Determina cuantas formas hay para repartir 10 dulces de diferente sabor entre 3 nifios, si puede darse
el caso que se den todos los dulces a un solo nifio.

8. En una clase hay 4 grupos formados por 3 nifios y 2 nifias cada uno, determina cuantas maneras hay
para ubicar cada grupo en filas de asientos diferentes si ademas tanto los nifios como las nifias de cada
grupo deben estar siempre juntos.

9. ¢ De cudntas formas se pueden ubicar en un estante 3 libros de 7° grado (iguales), 6 libros de 8° (igua-
les) y 4 de 9° (iguales), si los de 8° deben estar todos juntos?

10. Determina de cuantas formas se pueden ubicar circularmente 7 personas si:

a) Dos de ellas estan juntas.
b) Dos de ellas no estan a la par.

&

J
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Indicador de logro:

2.12 Resuelve problemas correspondientes a las permutaciones.

Solucién de problemas:

1. Considerando los conjuntos A = {p | p es una persona que habla espafiol}, B = {p | p es una persona que
habla inglés}, C = {p | p es una persona que habla francés}, para resolver este problema seria necesario
calcular la cardinalidad de la unién de los conjunto A, By C, y para ello se puede utilizar un diagrama de
Venn como el que se muestra en la figura.

n(AUBUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(ANB) — n(BNC) — n(CNA) + n(ANBNC). A B
Y del problema se puede extraer la siguiente informacion:

n(A) = 10, n(B) = 15, n(C) = 14, n(ANB) =5, n(BNC) =7, n(CNA) =4y
n(ANBNC) = 2, luego:

n(AUBUC)=10+15+14-5-7—-4+2 =25, C
Por lo tanto, al evento asistieron 25 personas en total.

2. Dado que es un hexagono regular, los triangulos que se forman son equilateros. Ahora, A

estando en el punto A hay 3 opciones, luego llegando a cualquiera de los puntos anaran- C E
jados (C, Dy E), se tienen 2 opciones en cada punto (puesto que del centro del hexagono D

no se puede ir directo al punto B, porque deben ser 3 segmentos de longitud 1) y final-
mente solamente hay una opcion, por lo tanto el total de maneras para unir el punto A
y el B usando 3 segmentoses3x2 x1=6. B

3. Caso 1: Llegan todos juntos, lo cual puede suceder de 1 manera.
Caso 2: LLegan dos en primer lugar y uno en segundo, lo cual puede suceder de %: maneras.

i ! .
Caso 3: LLega uno en primer lugar y dos en segundo, lo cual puede suceder de % maneras también.

Caso 4: Los 3 llegan en puestos diferentes, lo cual puede suceder de 3! maneras.

Por lo tanto, aplicando el principio de la suma, el total de maneras diferentes en que pueden llegar los
| |
atIetasesl+%+%+3!=1+3+3+6=13.
4.x!=72(x-2)! > x(x—1)(x~2N1 =72(x=21 > x> -x—-72=0=> (x—9)(x +8) =0=>x=9.
5. Los nifios de los extremos se pueden colocar de 4P2 maneras, vy las nifias en las posiciones centrales de

5P2 maneras, por lo tanto, por el principio de la multiplicacion el total de maneras es 4P2 x 5P2 = 240.

6. El Ultimo digito tiene 2 opciones (0 0 5), si es 0, los restantes 3 se pueden ordenar de 6P3 maneras, y si es
5, los restantes 3 se pueden ordenar de 5 x 5P2, por lo tanto el total es 6P3 + 5 x 5P2 = 220.
7. Cada dulce tiene 3 opciones (cualquiera de los 3 nifios), por lo tanto el total de formas es 3'° = 59 049.

8. Los estudiantes de cada fila se pueden ordenar de 3! x 2! x 2! maneras, y los grupos se puede ordenar de
4! maneras, por lo tanto, el total de maneras es 4! x (3! x 21 x 21) =24 x 24 = 576.

(-}

. Sifueran todos diferentes y considerando los de 8° como un solo objeto, se podrian ordenar de 8! maneras,
|
puesto que hay objetos repetidos el total es % =280.
10a) Si se ordenaran en fila se podria hacer de 2! x 6!, pero se estaria contando 6 veces cada caso, por lo

tanto, el total de formas es % =2x 120 = 240.

10b) Utilizando el complemento, se sabe que las 7 personas se pueden sentar de (7 — 1)! maneras, si a esto
se le resta lo calculado en el literal anterior resulta que el total es 6! —2 x 51 =4 x 5! = 480.
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Problema inicial
Determina de cuantas formas se pueden seleccionar 3 letras del siguiente conjunto {a, b, c, d, e}. }
Solucién
Tomando x como el total de formas de seleccionar 3 letras del abg )
conjunto {a, b, ¢, d, e}. ac
fa, b, c} &P 131
ca
Dado que en una seleccién de 3 letras no importa en que orden cgb
se haga, entonces cada seleccién multiplicada por 3! dara como : ; a p
resultado todas las formas de ordenar 3 de las 5 letras, es decir, bg?: } 5F3
x(31) = 5P3. cbe | 3
{b, c, e} c%b v 31
. : ebc
Por lo tanto, el total de formas que hay para seleccionar 3 letras ech
; . X Casos o
del conjunto {a, b, ¢, d, e} es: = 5;3 -10. : J

Conclusién
Una seleccion de objetos donde el orden no importa se conoce como combinacion.

Una combinacién a menudo esta relacionada con la forma de escoger un grupo de objetos, porque en este
sentido no importa el orden, sino el conjunto final de objetos que se elija.

El nimero total de combinaciones que se pueden realizar escogiendo r objetos entre un conjunto de n
objetos, con 0 < r<n estd dado por: nPr

rl
Este nimero total de combinaciones se denota por nCr, y se lee “n combino r”, es decir:

_nPr _nn-1)-(n-r+1) __ nl Observa que nCo= —% =1,
nCr = = = = axt o [ ‘ oyt

= -

|
Observa que nC(n - r) = ——= nCry es equivalente de n objetos
distintos escoger r que se sacan o escoger n —r que se dejan.

Ejemplo
En una bolsa hay 3 pelotas rojas (iguales) y 4 pelotas verdes (iguales), determina de cuantas formas se pue-
den ordenar en una fila las 7 pelotas.

Se puede considerar que se tienen 7 espacios en la fila, entonces sera suficiente escoger en cudles espacios
iran las bolas rojas (las bolas azules irdn en los espacios restantes), y esto se puede hacer de 7C3:

_ 7x6x5 _
7C3 T 3x2x1 =35

Por lo tanto, las 7 pelotas se pueden ordenar de 35 formas diferentes.

Este problema se puede resolver utilizando permutaciones o combinaciones,
dependiendo si se toma de referencia los objetos o los espacios de los objetos.

<
1. ¢Cuantos licuados diferentes se pueden hacer combinando 2 frutas que pueden ser fresa, meldn, zapote,
guayaba, papaya y mango? ¢ Cuantos con 3 frutas?

2. Se tienen 5 puntos en el plano cartesiano de modo que no hay 3 de ellos alineados. Determina cuantos
segmentos de recta que unan 2 de dichos puntos se pueden trazar.

3. Se tiene el conjunto {1, 2, 3, 4, 5}. ¢ Cudntos de sus subconjuntos tienen solo un nimero? ¢ Cuantos dos
numeros? ¢ Cudntos tres numeros? ¢ Cuantos cuatro nimeros? éCinco numeros? ¢Y ningln nimero?

J
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Indicador de logro:

3.1 Utiliza las combinaciones para resolver problemas sobre conteo.

Posibles dificultades:

En esta clase se da la definicidon de las combina- Siempre causa dificultad que los estudiantes lo-
ciones, partiendo de la idea de escoger elementos gren identificar la diferencia entre combinaciones
de un conjunto dado, el abordaje que se conside- y permutaciones, se recomienda que siempre se
ra mas comprensible es por medio de ecuaciones. aclare que la idea principal de las permutaciones
Esta clase tiene asterisco, debido a la complejidad es ordenar y la de las combinaciones es escoger,
de la Solucién, por lo cual requiere mayor apoyo por lo que en las permutaciones el orden es im-
KdeI docente. y. Kportante y en las combinaciones no. Y.

Solucién de problemas:

Se recomienda que los estudiantes prioricen el analisis de los problemas que el calculo de los combinatorios, la solucién
de un problema puede considerarse correcta si se dejan indicados los combinatorios, si el tiempo es suficiente se puede
pedir que apliquen la férmula para calcular el valor numérico.

6x5

1. Puesto que hay 6 frutas diferentes de las cuales hay que escoger 2, se puede hacer de 6C2 = Ty 15
maneras. Y combinando 3 frutas se pueden hacer 6C3 = % = 20.

2. Para trazar una linea es necesario al menos 2 puntos, y puesto que no existen 3 puntos alineados, basta
con combinar 2 de los 5 puntos del plano, por lo tanto, el total de segmentos de recta que se pueden tra-

5x4
zares 5C2 = 1 = 10.

3. El conjunto tiene 5 elementos, y formar subconjuntos de un solo nimero equivale al total de maneras
que hay para tomar 1 elemento de los 5 del conjunto, por lo tanto, hay 5C1 = 5 subconjuntos con un solo
namero.

Andlogamente para subconjuntos de dos numeros, equivale al total de maneras que hay para tomar 2
elementos de los 5, es decir 5C2 = 10 subconjuntos con dos nimeros.

De igual modo para subconjuntos con tres, cuatro y cinco nimeros seran 5C3 =10, 5C4 =5y 5C5 = 1 sub-
conjuntos con tres, cuatro y cinco numeros respectivamente. Y para los subconjuntos con ningin nimero

(subconjunto vacio) equivale a escoger 0 de los 5 elementos, es decir, 5C0 = 1.

El problema 3 y el Ejemplo de la clase 2.8 ayudaran a realizar la demostracion de la identidad

combinatoria nC0 + nC1+nC2+ -+ nC(n -2) + nC(n - 1) + nCn = 2.
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Problema inicial
Se dispone de un grupo de 5 mujeres y 3 hombres, resuelve:
a) ¢Cuantas formas hay para escoger 2 personas, si ambas tienen que ser del mismo sexo?
b) ¢ Cuantas formas hay para escoger 4 personas, de modo que sean 2 hombres y 2 mujeres?

Solucién
a) Para esta situacion se pueden dar 2 casos:
Caso 1: pueden ser 2 mujeres, estas se pueden elegir de 5C2 maneras diferentes.
Caso 2: pueden ser 2 hombre, estos se pueden elegir de 3C2 maneras diferentes.

Por lo tanto, por el principio de la suma, el total de formas para escoger 2 personas, ambas del mismo
sexo es: 5C2+3C2=10+3=13.

b) Primero se pueden elegir las mujeres de 5C2 maneras. Luego por cada forma de escoger las mujeres hay
3C2 maneras para escoger los hombres.

Por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de formas para escoger 4 personas (2 de un sexo
y 2 de otro sexo) es: 5C2 x 3C2 = 10 x 3 = 30.

Conclusién
En algunas situaciones sera necesario aplicar los principios de suma y multiplicacidn a las combinaciones
para contar todos los casos. Ademas, en las permutaciones puede analizarse cémo escoger los objetos que
se ordenardn para luego ordenarlos.

Ejemplo

Se tienen 7 libros de matematica (todos diferentes) y 5 sobre derechos de la nifiez y la adolescencia (todos
diferentes). Determina de cuantas formas se pueden ordenar 3 libros de matematica y 2 sobre derechos de
la nifiez y la adolescencia en un estante.

Se pueden elegir primero los 3 libros de matemética, esto se puede hacer de 7C3 formas, y luego se eligen
los 2 libros sobre derechos de la nifiez y la adolescencia, esto se puede hacer de 5C2 formas.

Finalmente los libros se pueden ordenar de 5! formas. Por lo tanto, aplicando el principio de la multiplica-
cion, el total de maneras para ordenar todos los libros es: 7C3 x 5C2 x 51 = 35 x 10 x 120 = 42 000.

<

—

1. Determina cuantas formas hay para ubicar 2 nifios y 3 nifias en una fila, escogienddlos de un grupo de 3
nifios y 4 nifas.

2. De un grupo de 6 hombres y 4 mujeres se desea formar una comisién de tres personas, determina cuan-
tas comisiones distintas se pueden formar si:

a) No hay restricciones. b) Debe haber solo hombres o solo mujeres.
c) Debe haber dos hombres y una mujer. d) Debe haber al menos una mujer.

J
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Indicador de logro:

3.2 Integra las combinaciones con los principios de la suma y la multiplicacién para resolver problemas
sobre conteo.

Luego de utilizar el concepto de combinacion para Para esta clase puede haber diversidad de proble-
resolver problemas sobre conteo, en esta clase se mas, por ello se propone un Ejemplo en donde se
resolveran problemas en los que se tengan que presente otra forma de razonar de manera combi-
idear estrategias para modelar situaciones mas natoria, los Problemas tienen mucha correspon-
complejas, en las que serd necesario aplicar los dencia con los resueltos durante la clase.

Kprincipios de la suma y multiplicacion.

/AN J

Solucién de problemas:

1. De manera parecida al Ejemplo de los libros, para seleccionar 2 de los 3 nifios se puede hacer de 3C2
maneras, y para seleccionar 3 de las 4 nifias se puede hacer de 4C3 maneras, luego una vez seleccionados
se deben ordenar los 5 ninos, y esto se puede hacer de 5! maneras, por lo tanto, aplicando el principio de
la multiplicacidn, el total de formas en que se pueden ubicar los 2 nifios y 3 nifias con las condiciones del
problema es 3C2 x 4C3 x 51 =3 x 4 x 120 = 1440.

2a) Puesto que son 10 personas en total, basta con seleccionar 3 de estas 10 personas, por lo tanto, si no hay
restricciones, la comisién se puede formar de 10C3 = 120 maneras.

2b) Hay dos casos, para que sean solo hombres basta con seleccionar los 3 integrantes de entre los 6 hombre,
es decir, 6C3; y para que sean solo mujeres es necesario solamente seleccionar las 3 integrantes de entre
las 4 mujeres, es decir, 4C3, por lo tanto, como los dos casos no pueden ocurrir al mismo tiempo, por el
principio de la suma se tiene que el total de maneras de formar la comisién es 6C3 +4C3 = 20 + 4 = 24.

2¢) Los dos hombres se pueden seleccionar de 6C2 maneras y la mujer se puede seleccionar de 4C1 maneras,
por lo tanto, por el principio de la multiplicacidn, el total de maneras para formar la comision es 6C2 x
4C1=15x 4 = 60.

2d) Para este literal se puede utilizar el conteo por el complemento, pues para que haya el menos una
mujer hay 3 casos (que haya 1, 2 o 3 mujeres) pero si se tiene el total de maneras que hay para formar
la comisidn (calculado en el literal a de este problema) y se le resta cuando la comisién esta conformada
solo por hombres (calculado en el literal c de este problema), se tendra lo deseado, por lo tanto, el total
de maneras para formar la comisién es 10C3 - 6C3 = 120 - 20 = 100.

También se podria considerar valido contar los tres casos y aplicar el principio de la suma, y
el resultado es exactamente el mismo (4C1 x 6C2 + 4C2 x 6C1 + 4C3 = 60 + 36 + 4 = 100).
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Problema inicial

La cuadricula de la derecha representa las calles de Sonsonate por B
las que se puede conducir, determina de cuantas formas puede ir
una persona desde el punto A al punto B por el camino mas corto.
A
Solucién
Para que un camino sea de longitud minima debe moverse Unica- B

mente hacia la derecha y hacia arriba (sino se estaria regresando),

entonces el problema se resume a hacer una cadenade 6 + 4 = 10

pasos, de los cudles 4 son verticales y 6 son horizontales. A

Para ello, basta con escoger donde irdn los 6 pasos hacia la derecha, y esto se puede hacer de 10C6 formas.

Por lo tanto, el total de caminos mas cortos para llegar del punto A al punto B es: 10C6 = 210.

COncIusic’m

En una cuadricula de n x r celdas, para determinar el total

de caminos mas cortos que van del punto A al punto B se

pueden usar combinaciones, y el total serd igual a: (n + r)Cr.

Esta construccién por caminos puede ser muy util para la

—u

demostracion de algunas identidades combinatorias. A y'-

Ejemplo

Determina de cudntas formas se puede ir desde el punto A hasta el

punto B por el camino mas corto si se debe pasar por el punto C.

Para llegar de A a C se tienen que dar 4 pasos horizontales y 3 ver-

ticales, entonces hay un total de 7C4 caminos de longitud minima.

Luego para llegar de C a B hay 6C4 caminos de longitud minima. A

Por lo tanto, aplicando el principio de la multiplicacidn, el total de caminos de longitud minima que van de

A hacia B pasando por C son 7C4 x 6C4 = 35 x 15 = 525.

bl

B Para la siguiente cuadricula, determina cuantos caminos de longitud minima hay que

a) Llevan de A a B.

b) Llevan de A a B pasando por M.

c) Llevan de A a B pasando por N.

d) Llevan de A a B pasando por My N.

e) Llevan de A a B pasando por Mo N.
f) Llevan de A a By no pasan por M ni por N. A

g) Llevan de A a B pasando por P.

J
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Indicador de logro:

3.3 Determina la cantidad de caminos de longitud minima para ir de un punto A a un punto B dentro de
una cuadricula.

Ahora que ya se conoce el concepto de combina- En esta clase se pretende afianzar el concepto de
cion, se pueden comenzar a introducir algunas combinacion, y el uso de los principios de sumay
aplicaciones de las combinaciones a diferentes multiplicacién en un contexto un poco mas grafi-
contextos, uno de ellos es el conteo de caminos coy que puede ser un modelamiento de las calles
de longitud minima en una cuadricula. y avenidas de una pais, las cuales idealmente de-
\_ ) \ben constituirse en forma de cuadricula. y

Solucién de problemas:

a) Puesto que se deben hacer 7 pasos horizontales y 5 verticales, en total se deben hacer 12 pasos, y
seleccionando en cuéles de los 12 pasos se haran los horizontales, se tiene que hay 12C7 = 792 caminos
que llevan de A a B.

b) Para llegar de A a M hay (3 + 2)C3 maneras, y por cada una de ellas hay (4 + 3)C4 maneras para llegar de
M a B, por lo tanto, por el principio de la multiplicacidn, el total de caminos que llevan de A a B pasando
por M es 5C3 x 7C4 = 10 x 35 = 350.

c) Para llegar de A a N hay (5 + 3)C5 maneras, y por cada una de ellas hay (2 + 2)C2 maneras para llegar de
N a B, por lo tanto por el principio de la multiplicacién, el total de caminos que llevan de A a B pasando
por N es 8C5 x 4C2 = 56 x 6 = 336.

d) Para llegar de A a M hay (3 + 2)C3 maneras, y por cada una de ellas hay (2 + 1)C2 maneras de llegar de
M a N, y por cada una de ellas hay (2 + 2)C2 maneras de llegar de N a B, por lo tanto, por el principio
de la multiplicacién, el total de caminos que llevan de A a B pasando por M y N a la misma vez es
5C3x3C2x4C2=10x3x6=180.

e) Del literal b se sabe cuantos caminos de A a B pasan por M vy del literal c se tienen los que pasan
por N, sin embargo se estaria contando dos veces los que pasan por My N a la misma vez (una
cuando se cuentan los caminos de M a B en el literal b y otra cuando se cuentan los caminos
de A a N en el literal c), por lo tanto, el total de caminos que llevan de A a B y pasan por M o N es
(5C3 x 7C4) + (8C5 x 4C2) — (5C3 x 3C2 x 4C2) = 350 + 336 — 180 = 506.

El andlisis de este literal es analogo al resultado que se tiene para conjuntos n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB),
y también se puede resolver utilizando conjuntos.

f) Puesto que ya se tiene el total de caminos de A a B del literal a, y se tiene también el total de caminos
de A a B que pasan por M o N, se puede utilizar el conteo por el complemento, por lo tanto, el total de
caminos de A a B que no pasan ni por M ni por N es 12C7 - 506 = 792 — 506 = 286.

g) Para asegurar pasar por P, es necesario llegar al punto X y luego partir B
del punto Y, puesto que para llegar de A a X hay (4 + 2)C4 caminos Y
y para llegar de Y a B hay (3 + 2)C3 caminos, por el principio de la P?
multiplicacidn se tendra que el total de caminos de A a B pasando por X
P es 6C4 x5C3 =15 x 10 = 150. A
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Problema inicial
Demuestra utilizando un argumento por caminos, la propiedad recursiva de Pascal:
(n+1)C(r+1)=nCr+nCir+1)connzr

Solucién
Considerando una cuadricula de dimensién (n —r) x (r + 1), y considerando que para llegar del punto A al
punto B solo hay dos casos, pasando por el punto D o pasando por el punto E.

El total de maneras para llegar de A hasta B es (n + 1)C(r + 1), debidoaque (n—7) + (r+ 1) =n + 1.

Ademas, para llegar al punto D hay nCr maneras,

debidoaque(n—-r)+r=n. D B |

Elz

Y para llegar al punto E hay nC(r + 1) maneras, debi- #

doaque(n—-r-1)+(r+1)=n. ]’
A r+1 '

Por lo tanto, (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1).

Conclusién
Para demostrar algunas identidades combinatorias se puede utilizar el conteo de caminos, para ello hay
que crear una cuadricula que se adecue a la situacidn y luego contar los caminos de dos maneras diferentes.

Ejemplo

Demuestra la identidad utilizando un argumento por caminos:
(nC0)2 + (nC1)2+ - + [nC(n - 1)]> + (nCn)? = 2nCn

Considerando una cuadricula de n x n, entonces el total de caminos de p,

longitud minima que hay para llegar de A hasta B es 2nCn. p. | B
|

Y también se pueden contar estos caminos en casos, un caso (que pase por n

el punto p,) seria que en los primeros n pasos no hay pasos horizontales, P J

entonces en los siguientes n pasos no hay pasos verticales, esto se puede

hacer de (nC0)(nC0) maneras. A ‘ D,

n

Otro caso (que pase por el punto p,) es dar un paso horizontal en los primeros n y entonces solo se podria
dar un paso vertical en los Ultimos n pasos, esto se puede hacer de (nC1)(nC1) maneras. Asi sucesivamente
hasta llegar al caso (que pase por el punto p ) que en los primero n pasos todos sean horizontales y los
Ultimos n pasos sean todos verticales, esto se puede hacer de (nCn)(nCn) maneras.

Por lo tanto, (nC0)? + (nC1)2 + -+ + [nC(n — 1)]2 + (nCn)? = (2n)Cn.

bl
—

Demuestra la siguiente identidad utilizando un argumento por caminos en la figura de abajo:

nCr=2C0[(n-2)Cr] +2C1[(n-2)C(r-1)1+2C2[(n-2)C(r-2)]. : B“

b T T tny
o1 }
P,

J
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Indicador de logro:

3.4 Demuestra identidades combinatorias utilizando conteo de caminos.

Posibles dificultades:

Luego de utilizar las combinaciones para realizar Identificar las dimensiones de la cuadricula ade-
el conteo de caminos de longitud minima en una cuada para cada identidad es lo que resulta mas
cuadricula, se utilizard este recurso para realizar dificil, es por ello que esta clase tiene asterisco,
algunas demostraciones de identidades combina- porgue puede ser necesario que el docente deba
torias. ) Kdar mayor apoyo a sus estudiantes en ese sentido.

Solucién de problemas:

La cuadricula tiene r columnasy (n — r) filas, entonces se tendra que el total de caminos de A a B utilizando

este andlisis es (r + n — r)Cr = nCr.

Por otro lado, para ir de A a B hay 3 opciones, pasar por p, por p, 0 por p,
y no ocurre simultdneamente dos de estos 3 casos; para el primer caso hay
2C0 x (n - 2)Cr caminos para ir de A a B pasando por p,, para el segundo caso
hay 2C1 x (n - 2)C(r — 1) caminos para ir de A a B pasando por p,, y finalmente
para el tercer caso hay 2C2 x (n — 2)C(r - 2) caminos de A a B pasando por p,,
entonces, aplicando el principio de la suma se tiene que el total de caminos para
irde AaBes2Co(n-2)Cr+2C1[(n-2)C(r-1)] +2C2[(n - 2)C(r-2)].

ve)

P,

1

T ey
ol }
P,

Por lo tanto, puesto que se ha contado lo mismo de dos maneras diferentes, se ha demostrado la identidad

del problema: nCr = 2Co(n - 2)Cr + 2C1[(n - 2)C(r - 1)] + 2C2[(n - 2)C(r - 2)].

En este problema hay que evaluar principalmente la forma de redactar los argumentos por parte de los

estudiantes.
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3.5 Identidades combinatorias contando de 2 formas*
Problema inicial
Utiliza un argumento por conjuntos para demostrar la siguiente identidad combinatoria.
nCo+nC1+nC2+--+nCn-2)+nCn-1)+nCn=2»
Solucién
Contando la cantidad de subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de n elementos. Contando
de 2 maneras distintas.
Forma 1: Contando las posibilidades que tiene cada elemento.
Cada elemento tiene 2 posibilidades, estar o no estar en el subconjunto; por lo tanto el total de
subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de cardinalidad n es: 2".
2 2 2 2
X X - X X
Elemento1 Elemento 2 Elementon—-1 Elementon
Forma 2: Contando las posibilidades que tiene cada subconjunto.
La cantidad de subconjuntos con cero elementos son: nCO0.
La cantidad de subconjuntos con un elemento son: nC1.
La cantidad de subconjuntos con dos elementos son: nC2.
Y asi sucesivamente hasta llegar a la cantidad de subconjuntos que tienen n elementos.
Por lo tanto el total de subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de cardinalidad » es:
nCo+nC1+nC2+--+nCn-2)+nCn-1)+nCn
Y como se conté lo mismo, se debe cumplir que: nCO + nC1+nC2 +--- + nC(n -2) + nC(n — 1) + nCn = 2n.
Conclusién
Para demostrar identidades combinatorias se puede contar alguna situacion de dos formas distintas, este
método se conoce como comparacion.
<
Problemasv
Demuestra las siguientes identidades utilizando un argumento por conjuntos.
a) nCr=nC(n-r).
b) (n+1)C(r+1)=nCr+nC(r+1),conn=>r+1.
c) nCr=2Co(n-2)Cr+2C1[(n-2)C(r-1)1+2C2[(n-2)C(r-2)],conn=>r+2,r>2.
d) (n + m)Cr = nCo(mCr) + nC1[mC(r-1)] + --- + nC(r - 1)(mC1) + nCr(mCo0), con (m > r)y (n > r).
Para b), considerar un conjunto A con n + 1 elementos del cual se sacan r + 1 elementos, y
gue para un elemento particular de A hay dos opciones: estar o no estar en la extraccién.
Para c), considerar un conjunto A con n elementos que se puede dividir en dos conjuntos,
uno con 2 elementos y otro con n — 2 elementos, y se sacan r elementos de A.
Para d), razonar de manera similar al literal anterior.
a J
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Indicador de logro:

3.5 Realiza demostraciones sobre identidades combinatorias planteando dos formas de contar una si-

tuacidn especifica.

El contenido sobre teoria de conjuntos visto en la
leccion 1 de esta unidad, es otra herramienta que
se puede utilizar para realizar demostraciones de
identidades combinatorias.

\_

J

Solucién de problemas:

Posibles dificultades:

En esta clase lo complicado es identificar la si-
tuacion en la que hay que involucrar los conjun-
tos, puede ser formar subconjuntos, encontrar el
complemento, etc., por esta razon la clase tiene
asterisco, y puede requerir mayor apoyo por par-
te del docente.

a) Teniendo un conjunto con n elementos, para formar un subconjuto de r elementos hay nCr maneras
diferentes de escoger los elementos que estaran en el subconjunto; y por otro lado también hay

nC(n — r) maneras de escoger los elementos que no estaran en el subconjunto, y tanto uno como otro
caso representan la misma situacion, se puede concluir que nCr = nC(n - r).

b) Teniendo un conjunto con n + 1 elementos, para formar un subconjuto de r + 1 elementos hay (n + 1)

C(r + 1) maneras diferentes de escoger los elementos que estaran en el subconjunto; y por otro lado
también considerando un elemento particular, al formar el subconjunto hay dos casos que no ocurren

simultdneamente: si dicho elemento esta en el subconjunto, solamente falta escoger r elementos de un
total de n elementos, y esto se puede hacer de nCr maneras; y el otro caso es si el elemento particular
no esta en el subconjunto, habria que escoger r + 1 elementos de un total de n elementos, y esto se
puede hacer de nC(r + 1) maneras, entonces por el principio de la suma se tiene que el total de maneras
para formar el subconjunto es nCr + nC(r + 1). Por lo tanto, dado que se estaba contando lo mismo se
cumple que (n +1)C(r+ 1) =nCr + nC(r +1), conn=r +1.

c) Se analiza de manera parecida al literal anterior, solamente que ahora se consideran 2 elementos (no
solo uno), entonces para formar un subconjunto de r elementos de un conjunto con n elementos se
puede hacer de nCr maneras; por otro lado considerando los dos elementos, se tienen 3 casos que no
ocurren simultdneamente, que los dos no sean parte del subconjunto y el total de elementos del sub-
conjunto se tomen de los restantes (n — 2) elementos del conjunto, esto se puede hacer de 2C0 x (1 — 2)
Cr; que uno de los dos sea parte del conjunto y los demas elementos del subconjunto se tomen de los
restantes (n — 2) elementos del conjunto, esto se puede hacer de 2C1 x [(n - 2)C(r — 1)]; finalmente el
ultimo caso es que ambos elementos sean parte del subconjunto, y los demas se tomen de los restantes
(n —2) elementos del conjunto, esto se puede hacer de 2C2 x [(r — 2)C(r - 2)]; luego por el principio de
la suma, se tiene que el total de subconjuntos es 2C0o[(n = 2)Cr] + 2C1[(n - 2)C(r - 1)] + 2C2[(n - 2)
C(r - 2)]. Por lo tanto, dado que se estaba contando lo mismo nCr = 2C0[(n — 2)Cr] + 2C1[(n - 2)C(r

-1)]+2C2[(n-2)C(r-2)].

d) Este es el caso mas general, dividir el conjunto en dos partes, una con n elementos y otra con
m elementos, y para formar un subconjunto con r elementos se pueden tomar 0 elementos
de entre los n y r de entre los m, 1 de entre los n y r — 1 de entre los m, y asi sucesivamente
hasta considerar r de entre los n y 0 de entre los m, y de igual manera se puede concluir que

(n + m)Cr = nCo(mCr) + nC1[mC(r-1)] + --- + nC(r - 1)(mC1) + nCr(mCo).
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Problema inicial ~
Realiza las siguientes actividades:
a) Elabora una tabla y coloca en las filas valores de n desde 0 hasta 5, y en las columnas valores de r
desde 0 hasta 5 también. En cada celda (que sea posible) calcula el valor del combinatorio nCr.
b) Ordena los valores de los combinatorios en forma triangular, desde el valor de n = 0 hasta n = 5.
c) Determina el patrén que sigue una fila a partir de la que le antecede y a partir de él deduce los valores
de la sexta fila del tridngulo sin calcular directamente los combinatorios.

. J
Solucién
a) En la primera fila solo se puede calcular un combinatorio, 0CO = 1; rTol1l21314]s
en la segunda fila solo se pueden calcular 2 combinatorios, 1C0 y n
1C1; en la tercera fila solo se pueden calcular 3 combinatorios, 2Co, 0|1
2C1y 2C2. Asi sucesivamente se calculan los valores de la tabla. 11111
b) Ordenando los combinatorios de la tabla en forma triangular: 211121
n=0 1 311131311
n=1 11 4l1lal6|al1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1 511]5|10(10{5 |1
n=4 1 46 41
n=5 1 51010 5 1
¢) Analizando el tridngulo formado, los costados siempre seran unos, n =0 1
puesto que alli queda el valor de nC0 (= 1) y nCn (= 1), y al parecerel n=1 O+D
numero que queda por debajo y en medio de dos nimeros, eslasuma 5 =2 12 1
de los dos nimeros que estan por encima de él. Por ejemplo, 2 estd pn =3 1 3 3 1
por debajode 1y 1,y se cumple que 1 +1=2; de maneraanalogal0 5 =4 1 4 6+@ 1
estd debajo de 6y 4,y se cumple que 6 +4 = 10. Siguiendo este patron, n=5 1 5 1040 5 1
los valores de la fila 6 serian: 1, 1+5,5+10,10+10,10+5,5+1y1l. n=6 1 6 15 20 15 6 1

Conclusién
El tridngulo construido por los combinatorios se llama oCo
triangulo de Pascal. El patrén deducido en el Problema 1Co 1Ca1
inicial puede ser probado matematicamente utilizando la 2Co 2C1 2C2
propiedad recursiva de Pascal que se demostré en la clase 3Co 3C1 3C2 3C3
anterior, (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1). 4Co 4C1 4C2 4C3 4aCa

5Co 5C1 5C2 s5C3 5C4 s5Cs
§Co 6C1 6C2 6C3 6Ca 6Cs 6C§

b
~

1. Determina los valores de la séptima y octava fila del tridngulo de Pascal sin calcular los combinatorios.

2.Ala 'd.erecha s’e muestran dos filas del tridngulo de’Pasca.I. 1 /5 10 10 /5 1
Justifica el célculo que genera el segundo renglén apli- N AT TATATE
cando que (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1). 1 6152015 6 1

J
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Indicador de logro:

3.6 Establece la relacién que existe entre los combinatorios en el triangulo de Pascal.

Propésito:
Luego de haber visto las aplicaciones de las com- En la clase se pretende identificar y establecer
binaciones para demostrar identidades, ahora se el patrén del tridngulo de Pascal a partir del Pro-
puede analizar el patron que determinan las com- blema inicial, y en los Problemas se espera poder
binaciones en el tridngulo de Pascal. justificar correctamente dicho patron, a partir del
uso de la identidad de Pascal demostrada en la
clase 3.5.
\_ AN v

Solucién de problemas:

1. Siguiendo el patrdn del triangulo, del Problema inicial que se tiene hasta la fila 6, luego a partir de ella se
puede calcular las filas 7 y 8:

1
1+1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6+4 1
1 51010 5 1

1) 6)192015®) @)
) 7)2135852D (7) )
D ® 286706628 ® @

SIS|SIS[S|SS|s=S
I
0N |hWN|RO

2. Identificando que el valor de n en el combinatorio nCr, representa la fila correspondiente en el tridngulo
de Pascal, entonces la identidad (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1) se puede interpretar como si el
elemento en la fila siguiente (la cual seria n + 1) en la posicidén r contando de izquierda a derecha es igual
ala suma de los elementos r y r + 1 de la fila anterior, los cuales son los que quedan arriba del elemento
(n + 1)C(r + 1), con lo que se justifica por qué en la construccion del tridngulo de Pascal, es suficiente
sumar los elementos contiguos de la fila anterior de manera recursiva para conocer la siguiente fila.

@ Sugerencia metodolégica



Problema inicial
Considerando el desarrollo del producto (x + y)°, determina el coeficiente que acompafia a la parte literal
x%y3,

Solucién
El desarrollo de la expresion (x + y)® se puede expresar a partir de (x + y)° = (x + y)(x + ¥)(x + y)(x + ¥)(x + y).

Para desarrollar (x + y)(x + y)(x + y)(x + y)(x + ¥) se toma x 0 y de cada paréntesis y se multiplican, luego se
simplifican términos semejantes. El coeficiente de x?y® es igual al nimero de casos en que se toman tres y
de entre los 5 paréntesis, es decir 5C3 = 10.

Por lo tanto, el coeficiente que acompafia la parte literal x*y* en el desarrollo del producto (x + y)° es:
5C3 = 10.

Teorema
En general considerando el desarrollo de (x + y)*, el coeficiente que acompafia a la parte literal x"~"y", con

0<r<nes:nCr.

Por lo tanto, se cumple el siguiente resultado para desarrollar (x + y)™
(x+y) = (nCo)x" + (nC1)x" 1y + (nC2)x"~2y2 + -+« + [nC(n - 2)]x%y" 2 + [nC(n - 1)]xy" ! + (nCn)y~.

Y se puede expresar utilizando sumatorio de la siguiente manera:

(x+y)= ZO (nCr)xn-ryr.

Este resultado se conoce como binomio de Newton, y ademas puede ser utilizado para demostrar algunas
propiedades o identidades de los combinatorios que no son tan obvias utilizando conteo.

Ejemplo

Demuestra la siguiente identidad combinatoria: nC0 + nC1 + nC2 + - + nC(n = 2) + nC(n - 1) + nCn = 2n.
Utilizando el binomio de Newton y ddndole los valores numéricos parax=1yy=1.
(1+1)"=(nCo)1" + (nC1)1"11 + (nC2)17 212 + --- + [nC(n - 2)]121" 2 + [nC(n - 1)]1*1"* + (nCn)1"

2" =nCo+nC1+nC2+--+nCn-2)+nCn-1)+nCn.

b
~

1. Determina el coeficiente de x” en el desarrollo del binomio (1 — x)*°.

2. Determina el coeficiente de x2y® en el desarrollo del binomio (x + 3y%)*.

9
3. Determina el coeficiente del término que no contiene x en el desarrollo del binomio (x2 + 7) .

4. Demuestra: ¥ 3'(nCr) = 4.
e Puedes aplicar un método similar al del
ejemplo.

J
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Indicador de logro:

3.7 Aplica el binomio de Newton para determinar el coeficiente de un término en el desarrollo de un bino-

mio.
Propésito:
El desarrollo de las potencias de un binomio ha La deduccién de la férmula del binomio de New-
sido desarrollado en los contenidos sobre alge- ton puede conllevar un analisis complejo, por lo
bra, en su momento hasta potencias al cubo, sin que la clase tiene asterisco, lo cual significa que
embargo, las combinaciones representan una he- podria necesitar mas apoyo por parte del docen-
rramienta muy util para el desarrollo de las po- te, la aplicacién de dicha férmula puede ir desde
tencias n-ésimas de un binomio, resultado cono- binomios sencillos hasta algunos mas complejos.
Kcido como binomio de Newton. D AN y.

Solucién de problemas:
1. Del problema se sabe que n =10, y calculando el valor de r:

a’ =17 x" = &7, por lo tanto r = 7, entonces el coeficiente es 10C7 x 1977 x (1) = —=120.
2. Del problema se sabe que n =4, y calculando el valor de r:

x2y® = x*~"(y3)" = x*~"y%", por lo tanto r = 2, entonces el coeficiente es 4C2 x 1°-2x (3)2=6 x 9 = 54.
3. Del problema se sabe que n =9, y calculando el valor de r:

X0 = (x?)°"" (%) = x18-2rx 7 = x18-3 por o tanto r = 6, entonces el coeficiente es 9C6 x 1°-6 x 16 = 84.

Si los estudiantes no saben cémo iniciar este problema, se puede dar la pista de que el término que no con-
tiene x se da cuando su exponente es 0.

4. Considerando la expresién del binomio de Newton, y sustituyendox =1y y = 3:
(1+3)"=(nCo)1" + (nC1)1"-13 + (nC2)17"-232 + --- + [nC(n - 2)]2123"-2 + [nC(n - 1)]123" -1 + (nCn)3"
4" =nCo+ (nC1x3)+ (nC2x3%) + -+ (nC(n-2)x3"2) + (nC(n —1) x 37~ + (nCn x 37)

Por lo tanto, "23’(nCr) =4",
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3.8 Técnica de los separadores*

Problema inicial
José quiere comprar 5 dulces en la tienda y le dan a escoger 3 sabores diferentes, fresa, mango y uva. éDe
cuantas formas puede escoger José los 5 dulces que desea comprar, si incluso podria comprarlos todos de
un mismo sabor?

Solucién
Se pueden escoger los sabores en orden, fresa, mango y uva, y se pone una | (separador) entre los grupos
de diferente sabor. Por ejemplo:

ooG DT GEePY
pooDD 600001 HOITPY

Entonces una fila de 5 bolitas (O) y 2 separadores (|), corresponde a una Unica combinacién de sabores
de dulces, por lo tanto, el problema se reduce a contar el total de maneras que hay de ordenar 5 bolitas
idénticas y 2 separadores idénticos. Y esto se puede hacer escogiendo los 2 lugares de entre los 7 que pue-
den ocupar los separadores, es decir de 7C2 maneras (o bien escogiendo los lugares de las bolitas de 7C5

000010

El total de formas en que se pueden escoger 5 dulces de entre 3 sabores es 7C2 = 21.
En general
El total de formas para escoger r objetos de n tipos diferentes entre si, si los objetos de un tipo son idénticos

entre si, se puede hacer agregando n — 1 separadores y el total estaria dado por:

(n+r-1)Cr.

<
Problemas,%

1. Determina cuantas formas hay para pedir 6 pupusas escogiendo entre queso, frijol con queso, revueltas
y queso con loroco, si:
a) No hay restricciones.
b) Debe pedirse al menos 1 de cada clase.
c) Se deben pedir al menos 3 revueltas.
d) Deben pedirse 2 de queso y a lo sumo 2 revueltas.

Puedes asegurar una de cada clase y luego
pedir las otras 2 de cualquier clase.

2. Determina todas las soluciones de la ecuacién X, +X,+x,+x,=8,si:
a) Son enteros no negativos.
b) Son enteros positivos.

Puedes analizar de manera parecida al
problema 1 literal b.

i

J
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Indicador de logro:

3.8 Utiliza separadores para resolver problemas de conteo que requieran escoger grupos de objetos idén-

ticos.
Propésito:
La ultima clase de esta leccidn es en la aplicacién El Problema inicial puede resolverse de manera
de las combinaciones en el modelamiento de una analitica, sin embargo conlleva una gran dificul-
técnica llamada separadores, la cual es util para tad, poder plantear la Solucién utilizando separa-
determinar las posibles particiones de un total, dores facilita su comprensidn, pero para alcanzar
en donde cada particidn tiene objetos idénticos. esta idea puede ser necesaria la intervencion del
docente, por ello esta clase tiene asterisco.

Solucién de problemas:

1a) Puesto que son 6 objetos y hay 4 clases diferentes, entonces se pueden colocar (4 — 1) separadores, y
por lo tanto, el total de formas que hay para pedir las 6 pupusas es (6 + 3)C6 = 9Cé6 = 84.

1b) Quitando 4 pupusas (una de cada tipo) de las 6 que habria que pedir, faltaria escoger 2 pupusas de entre
las 4 clases diferentes, y colocando 3 separadores se tiene que el total de formas de pedir las pupusas
es (2 +3)C2=5C2=10.

1c) Quitando 3 pupusas (asegurando las 3 revueltas) de las 6 que habria que pedir, faltaria escoger 3 pupusas
de entre las 4 clases diferentes, y colocando 3 separadores se tiene que el total de formas de pedir las
pupusas es (3 + 3)C2 =6C2 =15.

1d) Primero se debe calcular el total de maneras de pedir las pupusas asegurando 2 de queso, entonces
se tendrian que quitar 2 pupusas del total, y ademds hay que quitar un separador, puesto que ya no se
podrian pedir mas pupusas de queso, por lo que el total de maneras de pedir 2 pupusas de queso y otras
4 de otro tipo es (4 + 2)C4 = 6C4 maneras; por otro lado, si a este total se le resta cuando se compran
al menos 3 revueltas, lo cual se puede calcular quitando 5 pupusas (2 de queso y 3 revueltas) del total,
y se tendria que se puede hacer de (1 + 2)C1 = 3C1 maneras. Finalmente, utilizando el conteo por el
complemento, si al total de maneras de pedir 2 pupusas de queso se le resta el de pedir 2 pupusas de
gueso y al menos 3 revueltas, da como resultado el total de maneras de pedir 2 pupusas de quesoy a lo
sumo 2 revueltas, se tiene que el total es 6C4 —3C1=15-3 = 12.

2a) Si los objetos se consideran unos, y los separadores determinan cudntos unos le corresponde a cada
variable (x,, x,, x, x,), entonces se puede considerar 8 objetos (8 unos), y (4 — 1) separadores (4 variables
o clases diferentes de objetos), por lo tanto, el total de soluciones de la ecuacidn con enteros no negativos
(el valor de las variables puede ser cero, que sucede cuando los separadores quedan juntos) es (8 + 3)
C8=11C8 = 165.

2b) En este caso solo es necesario asegurar un objeto (un uno) de cada clase (a cada variable), entonces,

qguitando 4 objetos, quedan 4 objetos y agregando 3 separadores, se tiene que por lo tanto, el total de
soluciones de la ecuacion es (4 + 3)C4 = 7C4 = 35.
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3.9 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando estrategias de conteo de combinaciones.

1. Se tienen 3 cartas iguales, y se dispone de 5 sobres de diferente color. Determina de cudntas formas se
pueden colocar las cartas en los sobres.

2. Determina cudntos tridngulos se pueden formar uniendo tres vértices de un hexagono.
3. ¢Cudntas cadenas binarias (de ceros y unos) de longitud 8 tienen como maximo 3 unos?

4. Se tiene 6 nifias y 3 nifios, determina de cudntas formas se pueden ordenar si los 3 nifios no pueden estar
uno a la par de otro (siempre tienen que estar separados por al menos una nifia).

5. Determina cudntos caminos de longitud minima hay para llegar de A hasta B en la siguiente figura.

A

-

6. Resuelve:

n
a) En el binomio de Newton (x +y)" = Z (nCr)x"~7y", sustituye x = 1y y = -1, para demostrar la relacién
r=0

Y (-1)'nCr=o0.
r=0

2020

b) Encuentra el valor de Z (-1)"(2020Cr) utilizando la relacién del literal a.
r=2

7. Un grupo de 7 amigos quiere comprar paletas en una heladeria, si en la heladeria hay 7 sabores dife-
rentes de paletas, determina de cuantas formas se puede comprar una paleta para cada integrante del
grupo de amigos.

_/
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Indicador de logro:

3.9 Resuelve problemas correspondientes a las combinaciones.

Solucion de problemas:

1.

Es suficiente determinar el total de maneras de escoger los 3 sobres en donde se van a colocar las cartas,
y para ello se cuenta con 5 sobres de los cuales se van a escoger 3, por lo tanto, el total de formas es
5C3 = 10.

. Puesto que en un hexagono nunca hay 3 vértices alineados (ya no seria hexagono), es suficiente con esco-

ger 3 puntos de entre los 6 vértices, por lo tanto, esto se puede hacer de 6C3 = 20 maneras.

. Para este problema se pueden dar 4 casos, haber 0, 1, 2 o0 3 unos, y para ello basta identificar en cudles

de las 8 posiciones iran los unos; para el caso de 0 unos hay 8C0 maneras; para el caso de 1 uno hay 8C1
maneras; para el caso de 2 unos hay 8C2 maneras y finalmente para el caso de 3 unos hay 8C3 maneras.
Por lo tanto, por el principio de la suma, se tiene que el total de cadenas binarias con las condiciones del
problema es 8C0 + 8C1 +8C2 +8C3=1+8+28+56=93.

. Ordenando primero las nifas, pues ellas no tienen ninguna restriccion, esto se puede hacer de 6! mane-

ras, luego una vez colocadas 6 nifias, los nifios tiene 7 opciones al principio, al final, o entre los espacios
gue se forman entre nifia y nifa, luego para que estén separados, basta colocar 3 nifios en esos 7 puestos,

y esto se puede hacer de 7P3 maneras, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de for-
mas para ordenar los nifios con las condiciones del problema es 6! x 7P3 = 720 x 210 = 151 200.

Nifia Nifa Nifa Nifa Nifa Nifia
Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4 Lugar 5 Lugar 6 Lugar 7

. Es suficiente calcular la cantidad de caminos que hay de A a C,

luego de C a Dy finalmente de D a B. Entonces el total de caminos A
de AaCes (2 +3)C2, el total de caminosde CaDes (3 +3)C3yel
total de caminos de D a B es (4 + 2)C4, por lo tanto, por el principio C
de la multiplicacién, el total de caminos de longitud minima para ir
deAaBes5C2x6C3x6C4=10x 20 x 15 = 3000. D

6a) Considerando la expresién del binomio de Newton, y sustituyendox =1y y=-1:

(1+-1)"=(nCo)1" + (nC1)1"~(-1) + (nC2)1" (1) + - + [nC(n - 1)]1%(-1)""* + (nCn)(-1)"
0=nCo+[nC1x(-1)]+(nC2x1)+-+[nC(n-1)x(-1)"" + [nCn x (-1)7]

Por lo tanto, i:(—l)rnCr =0.

6b) Considerando n = 2020 en la formula de 6a), se tiene que:

020

3(-1)2020Cr = (-1)°2020C0 + (-1)*2020C1 + i(—1)’(2 020Cr) =0

Por lo tanto, 3(~1)(2020Cr) =2020 -1 =2019.

7. Puesto que se van a comprar 7 objetos y pueden ser de 7 clases diferentes, se pueden agregar (7 — 1)

separadores, entonces el total de formas para comprar las paletas es (7 + 6)C7 = 13C7 = 1 716.
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3.10 Problemas de la unidad ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mds adecuada.

1. Determina cuantos paralelogramos hay en la figura de la [ [ [ [
derecha. Las lineas horizontales y oblicuas son paralelas / / / /

respectivamente. / / / /
/ / / /

2. Considerando el siguiente arreglo de puntos sobre el tablero de la figura.

Determina el nimero de formas en que se pueden seleccionar 3 puntos de modo que sean los vértices
de un tridngulo rectangulo cuyos catetos sean paralelos a los lados de la cuadricula.

3. De un grupo de 8 estudiantes se haran 4 grupos de 2 estudiantes. Determina cuantos grupos se pueden
formar si:

a) Cada grupo hablara sobre un tema distinto que puede ser: equidad de género, democracia, medio
ambiente o educacidn integral de la sexualidad.

b) Todos los grupos deben discutir sobre la inclusividad.

B 4. Determina de cudntas maneras se pueden agrupar 9 personas en 3 grupos, cuando el nimero de perso-
nas de cada grupo es:

a)2,3y4. b)3,3y3. €)2,2yS5.

. n! . . . .
5. Demuestra la férmula T Vistaen la clase 2.10 aplicando combinaciones.
rl

lrl
FEEALED

[(n - 2)C(r - 2)] aplicando la férmula pCq = # .

n(n —1) '
)q!

6. Demuestra la igualdad nCr = 22—
r(r-1)

202
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Indicador de logro:

3.10 Resuelve problemas correspondientes a los métodos de conteo.

Solucién de problemas:

1. Para formar un paralelogramo se necesitan 2 lineas paralelas en posicidén oblicua, y 2 lineas paralelas en
posicidn horizontal, es decir, equivale a seleccionar 2 de las 4 lineas oblicuas y 2 de las 3 lineas horizon-
tales, y esto se puede hacer de 4C2 y 3C2 maneras respectivamente, por lo tanto, por el principio de la
multiplicacidn, el total de paralelogramos que se pueden formar es 4C2 x3C2 =6 x 3 = 18.

2. Puesto que a partir de un rectangulo se pueden formar 4 triangulos rectangulos, entonces se puede contar
primero el total de rectangulos que se pueden formar con los puntos, que es 5C2 x 5C2 (se necesitan 2
de los 5 puntos verticales, y 2 de los 5 puntos horizontales), por lo tanto, el total de triangulos rectangulos
que se pueden formar con la cuadricula es 5C2 x 5C2 x 4 = 400.

3a) La cantidad de maneras que hay para distribuir los estudiantes en los grupos es 8C2 para el primer tema,
luego 6C2 para el segundo, 4C2 para el tercero y 2C2 para el cuarto, luego, el total de maneras de repar-
tir los temas es 8C2 x 6C2 x 4C2 x 2C2 =28 x 15 x 6 x 1 =2520.

3b) Esta situacion es equivalente a solamente formar los grupos sin ordenarlos, puesto que no hay diferencia
en distribuir los temas, cada arreglo del literal anterior se estaria contando 4! veces, por lo tanto, si el
tema es sobre inclusividad, el total de grupos que se pueden formar para hablar sobre la inclusividad es
8C2x6C2%x4C2x2C2+41=28x15x6x1+24=105.

4a) De entre las 9 personas se escogen las que integraran el grupo de 2 de 9C2 maneras, y quedan 7 per-
sonas, de entre ellas se escogen las que integraran el grupo de 3 de 7C3 maneras, y quedan 4 personas
que son las que integraran el Gltimo grupo, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de
maneras de formar los grupos es 9C2 x 7C3 x 4C4 =36 x 35 x 1 = 1 260.

4b) De manera anéaloga a 4a), hay 9C3 x 6C3 x 3C3 =84 x 20 x 1 = 1680 grupos, sin embargo, en este caso
los 3 grupos son similares (puesto que estan integrados de 3 personas cada uno), entonces se estaria
contando 3! veces cada arreglo, por lo tanto, hay 1680 + 3! = 280 maneras de formar los grupos.

4c) Utilizando un razonamiento similar al literal anterior, para este caso, el total de maneras de formar los
grupos es 9C2 x 7C2 x 5C5 + 21=36x 21 x 1 + 2 = 378.

5. Considerando que los n espacios estan vacios, para los primeros r, objetos idénticos se tienen nCr1 mane-
ras de escoger los lugares en los que iran, luego para los siguientes r, objetos idénticos se tienen (n
- rl)Cr2 maneras de escoger los lugares en los que iran, y asi sucesivamente hasta llegar al ultimo grupo
de objetos idénticos; luego aplicando el principio de la multiplicacion se tendra el total de maneras de

ordenar los objetos es nCr, x (n —=r,)Cr,x ... x(n—=r,—r,—...—1,_,)Cr, = #lrl
Al
_ n! _ nn-1)!  _n (n=1)! _n _ _
6.nCr = = m=nlrr=01 . 7 Mn-0=--1Nr-1)! 1 [(n-1)C(r-2)).
Ahora aplicando el resultado anterior a [(n — 1)C(r—1)] = '::11 [(n -—1)C(r-1)], luego

nCr=2[(n-1)C(r-1)] = wr =11, Clr-2)].

r(r-1)
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3.11 Problemas de la unidad N

Resuelve los siguientes problemas utilizando la estrategia de conteo que consideres mds adecuada.

1. Se pintan los 5 cuadrados de la figura con los colores rojo, verde
y azul; de modo que dos contiguos (a la par uno del otro) tengan
diferentes colores, y no se requiere utilizar todos los colores. De-
termina de cuantas formas se pueden pintar en cada caso:

a) Sin restriccién b) Simétricamente c) Solo verde y azul

2. Determina el nimero de filas compuestas por las cifras: 1, 2, 3, 4 y 5 no repetidas y de modo que en los
dos extremos hay nimeros impares.

3. En un pais que tiene varios aeropuertos, una aerolinea ofrece vuelos que conectan cualesquiera dos
aeropuertos de dicho pais. Si se sabe que la aerolinea realiza 42 vuelos diferentes (que conectan 2 aero-
puertos diferentes en cada vuelo), determina cuantos aeropuertos tiene dicho pais tomando en cuenta
gue el viaje que conecta un aeropuerto A con un aeropuerto B se considera diferente al viaje que conec-
ta al aeropuerto B con el aeropuerto A.

4. Una rana se ubica en el escalén 10 de unas gradas, la rana se mueve un escalén por salto (hacia arriba o
hacia abajo). ¢ Cuantas formas existen para que la rana en su décimo salto quede en el escalon 14?

5. Determina de cudntas formas se puede ir por la ruta mas corta en Q B
las condiciones siguientes: | T

a) De A a B pasando por P.

b) De A a B pasando por Q.

c) De AaB.

6. Demuestra que 15C0 + 16C1 + 17C2 + 18C3 = 19C3.

Puedes sustituir el primer término 15C0 (= 1) por 16C0 (= 1), y luego
aplicar la formula qu +pC(q +1)=(p + 1)C(q + 1) repetidamente.

J
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Indicador de logro:

3.11 Resuelve problemas correspondientes a los métodos de conteo.

Solucién de problemas:

1a) A la primera casilla se le puede dar cualquiera de los tres colores, luego a la segunda, puesto que
debe ser de un color diferente a la primera, se le puede dar cualquiera de los 2 colores restantes, para
la tercera no se le puede dar el color de la segunda pero ya se puede volver a utilizar el de la prime-
ra, por lo que también tendrd 2 opciones, y asi en las casillas sucesivas habran siempre 2 opciones
para los colores, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de maneras para pintarlo es
3x2x2x2x2=48.

1b) De manera analoga al literal 1a, la primera casilla tendrd 3 opciones, pero la ultima casilla queda de-
terminada por dicho color, la segunda casilla tendra 2 opciones y determina el color de la cuarta casilla
también, y la tercera casilla tendrd 2 opciones, por lo tanto, el total de maneras de pintarlo simétrica-
mentees3 x2x2=12.

1c) Tomando solo dos colores, la primera casilla tendra 2 opciones, la segunda solamente el color alter-
nativo, la tercera tendra el color alternativo a la segunda, y asi sucesivamente, solamente habran dos
opciones 2 x1x1=2,

1a) 1b) 1c)
3121212 2 312(211|1 2 |11(111|1

2. Se cuenta con 3 numeros impares, entonces el primer extremo tendra
3 opciones y el otro tendra 2 opciones, luego para las posicionescen- 3 3 2 1 2
trales habran 3, 2 y 1 opcién respectivamente, por lo tanto utilizando el
principio de la multiplicacién, el total de filas es 3P2 x 3! = 36.

3. Tomando como n la cantidad de aeropuertos, el total de viajes que se pueden hacer con n aeropuer-
tos es nP2 (para iniciar el viaje hay n opciones, y para completarlo n — 1 hay opciones), y esto debe
ser igual a 42, luego trabajando la expresién nP2 = (n—.2)! =nn-1=42=n*-n-42=0

= (n—-7)(n+6)=0=n=7, por lo tanto, la ciudad tiene 7 aeropuertos.

4. La rana debe subir 4 escalones, si da x saltos hacia arriba y y saltos hacia abajo, se debe cumplir el siste-
ma de ecuaciones:

x+y=10 De donde se puede determinar que x =7,y = 3, entonces se dan 7 saltos hacia arribay 3
x-=y=4 hacia abajo, por lo tanto, el total de formas en que puede llegar la rana hasta el escalén

14 es 10C3 = 120.

5a) El total de caminos de Aa P es (4 + 4)C4, y para llegar de P a B hay (2 + 1)C2 caminos, por lo tanto, por
el principio de la multiplicacién, se tendra que el total de caminos es 8C4 x 3C2 = 70 x 3 = 210.

5b) De manera analoga al literal 5a, se tendra que el total de caminos es 8C3 x 3C3 =56 x 1 = 56.

5c) Para llegar de A a B solo hay dos casos, pasando por P o pasando por Q, y ambos casos no curren simul-
tdneamente, por lo tanto, por el principio de la suma, se tiene que el total de caminos es la suma de los
resultados de los literales 5a y 5b, es decir, 210 + 56 = 266.

6.15C0+16C1+17C2+18C3=16Co0+16C1+17C2+18C3=17C1+17C2 +18C3=18C2 + 18C3=19C3
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Unidad 8. Probabilidad

Competencia de la unidad

Aplicar los conceptos basicos sobre probabilidad, resolviendo problemas del entorno y calculando

probabilidades para tomar decisiones acertadas y oportunas en situaciones especificas de la vida
cotidiana.

Relaciéon y desarrollo
Segundo aiio
de bachillerato

Unidad 7: Métodos de conteo

e Teoria de conjuntos
e Las permutaciones
e Las combinaciones

Unidad 8: Probabilidad

e Axiomas de Kolmogorov
e Probabilidad condicional
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Actividad introductoria
1 2. Probabilidad
1 3. Interseccion y regla de adicién para probabilidad
1. Axiomas de Kolmogdrov 1 4. Aplicacién de la regla de adicién de probabilidad
1 5. Axiomas de probabilidad (tedrica)
1 6. Probabilidad del complemento
1 7. Practica lo aprendido
1 1. Probabilidad condicional
1 2. Variantes de la probabilidad condicional
1 3. Aplicacidn de la probabilidad condicional
1 4. Problemas con probabilidad condicional
2. Probabilidad condicional 1 5. Experimentos independientes
1 6. Probabilidad de experimentos independientes, parte 1
1 7. Probabilidad de experimentos independientes, parte 2
1 8. Practica lo aprendido
2 9. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 8
2 Prueba del cuarto periodo

17 horas clase + prueba de la unidad 8 + prueba del cuarto periodo
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Puntos esenciales de cada leccidn

Leccion 1: Axiomas de Kolmogorov

Se introduce la necesidad del uso de las probabilidades, y su motivante histdrica, pasando por los enfoques
de probabilidad frecuentista y clasica, hasta llegar a establecer la axiomatica que fundamente todos los
enfoques anteriores y permita construir y argumentar formalmente los resultados mas relevantes de la
teoria de probabilidad.

Leccién 2: Probabilidad condicional

Una vez establecidos los axiomas de probabilidad, se puede continuar abordando el concepto de proba-
bilidad condicional, a partir del cual se pueden trabajar diferentes variables de problemas, hasta poder
utilizar de manera intuitiva los resultados sobre el teorema de probabilidad total y el teorema de Bayes.
Esta leccion concluye la parte de la estadistica inferencial que permite realizar predicciones con cierto
grado de certeza, para asegurar la toma de decisiones pertinentes segun las condiciones de un fendmeno
determinado.
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1.1 Actividad introductoria

- Una moneda, un lapicero, un juego de naipes.

- Dibuja en tu cuaderno una tabla con 3 filas y 11 columnas, en la primera columna
coloca los titulos, prediccion y resultado, y en la primera fila los nimeros del 1 al 10.

- Coloca en la segunda fila los resultados que podrias predecir al tirar una moneda, si en el primer lanza-
miento crees que caera cara coloca “Ca” abajo del numero 1, sino coloca “Co”. Observa el ejemploy llena
la fila de predicciones en tu cuaderno; como lo muestra el ejemplo:

Lanzamiento| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Prediccién | Ca
Resultado

- Ahora realiza 10 lanzamientos con la moneda y llena la fila de resultados. Luego responde:

a) Analiza si es mas factible que en 10 lanzamientos de la moneda se obtengan 10 caras, o que en 10
lanzamientos se obtengan 6 caras y 4 coronas.

b) éCudles son todos los posibles resultados que se podian obtener al lanzar una moneda?

¢) éCuantas veces se obtuvo cara como resultado al lanzar la moneda 10 veces? ¢ Cuantas veces se obtu-
Vo corona?

d) Divide la cantidad de caras obtenidas en los resultados entre 10 (frecuencia relativa).

Al lanzar una moneda no se puede saber con certeza el resultado que se obtendra, sin embargo, puede
existir una forma de tener un parametro sobre los resultados que son mas certeros y los que no. La rama de
la matematica que estudia la forma de representar con nimeros la mayor o menor certeza de la ocurrencia
de un resultado para realizar predicciones se conoce como: probabilidad.

Un proceso que genera un conjunto de datos (o resultados, como el hecho de lanzar una moneda) se
conoce como experimento. El conjunto de los posibles resultados que se pueden obtener al realizar un
experimento se conoce como espacio muestral. Un elemento del espacio muestral se conoce como evento
simple y cualquier subconjunto del espacio muestral se conoce como evento.

El valor obtenido dividiendo la cantidad de veces que se obtiene un resultado especifico entre el total de
veces que se realiza un experimento (frecuencia relativa) se conoce como: probabilidad experimental.

(A) = NUmero de veces que sucede un evento A
¢ Total de veces que se realiza un experimento

Utilizando el juego de naipes (baraja), realiza una prediccion respecto al color que se puede obtener en
cada carta, al sacar 10 cartas (después de sacar una carta, no se devuelve). Luego realiza el experimento y
escribe los resultados en una tabla, asi como lo hiciste en la actividad:

a) ¢Cudl es el espacio muestral del experimento del color que tiene una carta extraida de la baraja?

b) Ejemplifica al menos 5 eventos simples que pueden ocurrir en el experimento de extraer 10 cartas y
ver su color.

c) Basado en los resultados obtenidos, calcula la probabilidad experimental que al extraer una carta, esta
sea de color negro.

)
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Indicador de logro:

1.1 Define y aplica los conceptos de probabilidad, experimento aleatorio, espacio muestral, evento,
probabilidad experimental y evento simple.

Propésito:
Durante la primera clase de esta unidad, se da el En la actividad se espera que los estudiantes se
contexto motivante de la creacion de la teoria de enfrenten a fendmenos aleatorios, e intenten
probabilidad, en ella se plantea el hecho de poder predecir la ocurrencia de algin evento, asociando
pronosticar con cierto grado de certeza la ocu- en cierta medida con la definicién de la suerte. A
rrencia o no de un evento especifico. partir de ello se puede establecer la definicion de

la probabilidad experimental como una frecuen-

g ) Kcia relativa. )

Solucién de problemas:

a) Representando por R si la carta es roja, y por N si la carta es negra, puesto que el experimento consiste

en extraer una sola carta, solamente hay dos opciones en el espacio muestral, roja o negra, es decir,
S={R, N}.

b) Este item es para verificar la comprensién del concepto de evento, visto como elemento del conjunto
del espacio muestral (que en este caso tiene 2° = 1024 elementos), considerando Unicamente algunos
5 eventos simples que pueden ocurrir tales como RRRRRNNNNN (5 rojas al inicio y 5 negras después),
RNRNRNRNRN (5 rojas y 5 negras intercaladas), NNNNNRRRRR, NRRNRRNRRN, NNNNNNNNNN, etc., en
este literal el docente debe verificar que los eventos que escojan los estudiantes sean coherentes con el
espacio muestral del experimento de sacar 10 cartas y ver su color.

c) Este literal dependera de los resultados que se den al momento de realizar el experimento, sin embargo
de manera tedrica se puede esperar que la probabilidad experimental (frecuencia relativa) se aproxime a

1 . . ,
5 00.5, sin embargo, pueden darse casos en los que se aleje mucho de este valor, pero serian muy pocos
(si ocurren).

@ Sugerencia metodolégica



-

Problema inicial

Considerando el experimento de lanzar una moneda una vez.
a) éPiensas que la posibilidad de caer cara es mayor que la de caer corona?
b) éCon cudl nimero se podria expresar la posibilidad de caer cara?

Solucién
a) Al lanzar una moneda solo hay dos posibles resultados, cae cara o cae corona. Ambas opciones ten-
drian la misma posibilidad de caer.

b) Solo hay dos posibles resultados y para que caiga cara solo hay una forma; ademas los resultados tie-
nen la misma posibilidad de caer y esto se puede expresar como una fraccion:

l <—— Una forma de caer cara.
Dos posibles resultados cara o corona. ——>

Definicion
Si en un experimento se cumple que cada evento simple (cada posible resultado) tiene la misma posibilidad
de ocurrir, entonces el valor obtenido dividiendo el total de elementos que tiene un evento A (casos favo-
rables), es decir, n(A), entre el total de elementos del espacio muestral S (casos posibles), es decir, n(S), se
conoce como probabilidad tedrica, ademas:

P(A) = %.

Ejemplo

Calcula la probabilidad de que al lanzar un dado caiga un nimero par (la cantidad de puntos sea par).
Considerando el espacio muestral S={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Denotando el evento A = “Cae un nimero par”, este evento se puede expresar como A = {2, 4, 6}.

Por lo tanto, P(A) = % = % = %

b

1. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado dos veces caiga el nUmero 3 en ambas ocasiones (la

cantidad de puntos sea 3).

2. Determina la probabilidad de que al lanzar dos dados, la suma de todos los puntos (de ambos dados)
sea /.

3. Considerando el espacio muestral (S) como conjunto, analiza el siguiente S| A g B
diagrama de Venn, si cada evento simple tiene la misma probabilidad
de ocurrir, resuelve:

a) Determina la probabilidad teédrica de A.
b) Determina la probabilidad teérica de B.

e

4. Calcula la probabilidad tedrica del evento de sacar una carta roja en una extraccion de una barajay com-
parala con la probabilidad experimental. Para la probabilidad experimental utiliza la clase anterior.

)
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Indicador de logro:

1.2 Calcula la probabilidad tedrica para situaciones especificas.

Luego de haber trabajado con la probabilidad ex-
perimental, se puede definir la probabilidad tedri-
ca, cuyo abordaje serd utilizando la idea de cardi-
nalidad de conjuntos, puesto que este enfoque es
mas formal y contribuye a justificar los resultados
de la teoria de probabilidades a partir de la teoria
Kde conjuntos.

Solucién de problemas:

/

N

Propésito:

En la Conclusidon se espera que los estudiantes
logren asociar los casos favorables con la car-
dinalidad del conjunto A (evento A), y los casos
posibles con la cardinalidad del espacio muestral
(conjunto S); esta relacién se intenta concretizar
en el Ejemplo.

1. Considerando el espacio muestral S: resultados al lanzar un dado dos veces.

Y denotando por A: cae 3 en la primera y segunda tirada de un dado.

n(S) =

cada vez).

n(A) =

Por lo tanto, P(A) = ZEQ)) 316

6 x 6 = 36 (Por el principio de la multiplicacidn, al lanzar el dado ambas veces, este tiene 6 opciones

1 x 1 =1 (solamente hay una forma en que caiga 3 para ambas ocasiones).

2. Considerando el espacio muestral S: resultados al lanzar dos dados.
Y denotando A ={(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}, donde el primer nimero corresponde a un dado

y el segundo numero al otro.

n(s) =
n(A) _ _1
Por lo tanto, P(A) = e = 36 = <.
3a) n(S) = 7y n(A) = 2, por lo tanto, P(A) = ZE/;)
3b) n(S) = 7 y n(B) = 3, por lo tanto, P(B) = ”g))

2
7"
3
7

6 x 6 = 36 (es un espacio muestral idéntico al del problema anterior) y n(A) =

| Ag
e

4. Considerando el espacio muestral S: extraer una carta de una baraja.

Y denotando A: extraer una carta roja.

n(S) =52 (son 52 naipes en total) y n(A) =
n(A) l
Por lo tanto, P(A) = e - 52 >

26 (hay 26 cartas rojas en la baraja).

La probabilidad experimental se puede calcular de los datos de la clase anterior, para esta clase se ha pe-
dido de las cartas rojas porque el de las cartas negras se hizo en la clase anterior, asi se puede diferenciar
entre probabilidad experimental y tedrica. Al comparar los resultados se puede esperar que sean muy
cercanos (excepto casos aislados).

=
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Problema inicial
Se tira un dado una vez y se definen los siguientes eventos:

A:Cael,203 B:Cael1,305

a) ¢Qué representa el evento “ocurre A o B”? Determina su probabilidad.
b) éQué representa el evento “ocurre A y B”? Determina su probabilidad.

Solucién
a) El evento ocurre A o B, significa que al lanzar el dado puede caer 1, 2, 3 0 5, es decir, AUB ={1, 2, 3,
5}. Entonces se tiene que los casos favorables son 4 y los casos posibles (al tirar un dado) son 6. Por lo
2

tanto, P(A o B) = % =3

b) El evento ocurre Ay B, significa que al lanzar el dado puede caer 1 o 3 (para que se cumpla tanto A
como B), es decir ANB = {1, 3}. Entonces se tiene que los casos favorables son 2 y los casos posibles
son 6, por lo tanto, P(Ay B) = i %

Conclusién
Sean A y B dos eventos cualesquiera de un espacio muestral (S), al evento definido por “ocurre tanto A
como B” se denota por A(1B y se lee “evento A intersectado B”.

Cuando la interseccidon de 2 eventos es vacia, es decir, ANB = J, se dice que los eventos A y B son
mutuamente excluyentes.

Ademas, al evento definido por “ocurre el evento A o el evento B” se denota por AUB y se lee “evento A
unido B”. Puesto que se cumple que n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB), entonces:

n(AUB) _ n(A)+n(B)-n(ANB) _ n(A) , n(B) _ n(ANB)

P(AUB) = =) = () O RAETS RTo)

= P(A) + P(B) — P(ANB).
Cuando los eventos A y B son mutuamente excluyentes se cumple que: P(AUB) = P(A) + P(B).

Ejemplo

¢Cuadl es la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja de 52 cartas, el resultado sea un “as” 0 7?
Se puede denotar los eventos: A: La carta es un “as”. B: Lacartaesun7.

Se cumple que n(A) = 4 (los 4 “ases” de la baraja), n(B) = 4 (los 4 “sietes” de la baraja), y el evento de extraer
un “as” o un 7 es AUB y ademas ANB = I, por lo tanto:
4 4 1 1 _2

P(AUB)=P(A)+P(B)= §+§ =E+E=E'

s
~

1. Determina la probabilidad de que al lanzar dos dados el resultado de sumar sus puntos sea50 7.

2. Considerando los eventos A, By C en el espacio muestral (S), analizael [S A B 7 C
diagrama de Venn y determina: @
a) P(ANB) b) P(AUB) c) P(ANC) d) P(AUC)

e) éCudles eventos son mutuamente excluyentes y cudles no? 2 15 9

3. Determina la probabilidad que al ordenar 3 nifias y 3 nifios, dos nifias especificas estén siempre juntas y
2 nifios especificos estén siempre juntos.

J
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Indicador de logro:

1.3 Resuelve problemas de probabilidad aplicando la regla de adicidn para la unién de dos eventos ex-
cluyentes o no excluyentes.

Propésito:

En la Conclusion se hace la deduccion de la regla
de adicidn utilizando la definicion de la probabili-
dad tedrica, y en el Ejemplo se presenta una ma-
nera concreta de utilizar este resultado.

Luego de haber establecido la definicion de la
probabilidad tedrica, ahora se trabajara con las
propiedades de la cardinalidad de conjuntos y es-
tablecer la regla de adicién para la probabilidad.

Solucién de problemas:

1. Considerando A: el resultado de la suma es 5 y B: el resultado de la suma es 7.

Luego A={(1,4), (2,3),(3,2), (4, 1)}, entonces, P(A)= 2l = 2= 2.

Y P(B) = 6 , Y puesto que no puede caer 5y 7 ala misma vez, entonces A y B son mutuamente excluyentes,

por lo tanto, P(AUB) = P(A) + P(B) = = +l >

6 18"

_ n(ANB) _ 2. =4 4.5 _2_7

2a) P(ANB) = — o= = . 2b) P(A) = 77, P(B) = £ , entonces, PAUB) = 1 + 15 15 15°
_ n(ANC) _ 0 _ -4 ,4_38
2¢) P(ANC) = == = 15=0 2d) P(C) = 15'ent°nces' PAUC) =5+ 5 = 15

2e) Ay C, By C son mutuamente excluyentes; A y B no son mutuamente excluyentes.

3. Considerando el espacio muestral S: maneras de ordenar 6 nifios en una fila.

Y denotando A: dos nifias y dos nifios especificos estan siempre juntos.

| | |
n(A) =41 x 21 x 21y n(S) = 6!, por lo tanto, P(A) = ZEQ)) = 4'x§ixz' = 12—5
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Problema inicial

En una empresa se producen 500 dispositivos, entre celulares, tablets, laptops; entre estos 500 dispositivos
la probabilidad de que un producto sea un celular defectuoso es %, la probabilidad de que el producto

sea una tablet defectuosa es 1—35, y la probabilidad de que sea una laptop defectuosa es %. Determina la
probabilidad de que al seleccionar uno de los 500 productos, este sea defectuoso.

Solucién
Considerando los eventos  A: es celular. B: es tablet. C: es laptop.

Sea D el evento: producto defectuoso; solo tiene tres opciones a
saber, ser celular defectuoso, ser tablet defectuosa o ser laptop A
defectuosa.

Observando el diagrama de Venn a la derecha, se cumple que
P(D) = P(DNA) + P(DNB) + P(DNC).

1
20’

3

Ademas se sabe que P(DNA) = 125

P(DNB) = >z, P(DNC) = 5.

Por lo tanto, la probabilidad de que al extraer uno de los 500 productos sea defectuoso es:

P(D) = P(DNA)U(DNB)U(DNC)] = P(DNA) + P(DNB) + P(DNC) = 6+ 1oz + o5 = 242810 = A

Conclusién
Para calcular la probabilidad de un evento D que se divide en varios even- S
tos particulares A,, A,, A,, ... ,A,, mutuamente excluyentes y que la unién
de todos los A, conforman el evento D, se calcula de la siguiente manera:

P(D) = P[(DNA,)U(DNA,)U ... U(DNA,)] = P(DNA,) + P(DNA,) + ... + P(DNA ).

Ejemplo

Para una rifa se utilizan papeles de 4 colores diferentes, % de todos los papeles estan premiados. De todos
los papeles % estan premiados y son verdes; % estan premiados y son rojos; y 1_18 estan premiados y son
morados. Determina la probabilidad de que al extraer un papel sea de color amarillo y esté premiado.

Considerando los eventos D: El papel sale premiado. A.: El papel es verde.
A,: El papel es rojo. A;: El papel es morado. A,: El papel es amarillo.
Entonces, P(D) = P(DNA,) + P(DNA,) + P(DNA,) + P(DNA,).

Luego, P(DNA,) = P(D) - P(DNA,) - P(DNA,) — P(DNA,) = £ - & — == — - ==

b

~

1. Se encuesta a algunas personas acerca de su sexo y profesion, y a partir de ello se sabe que del total de
personas, % son mujeres médicas, % son mujeres matematicas, y 7z son mujeres que laboran en otras
actividades. Determina la probabilidad de que al seleccionar una persona encuestada, esta sea mujer.

2. En una clinica pediatrica se atiende la misma cantidad de nifias y de nifios, y % de todos los nifios aten-
didos son nifas mayores de 12 meses. Determina la probabilidad de que sea atendida una nifia de a lo
sumo 12 meses.

J
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Indicador de logro:

1.4 Encuentra la probabilidad de un evento que puede particionarse.

En esta clase se analizard una aplicacién de la re-
gla de adicién para probabilidad, aplicdndola a
intersecciones de eventos que particionan otro
evento.

N\

/

Solucién de problemas:

Propésito:

Esta aplicacion serd util para abordar posterior-
mente el Teorema de probabilidad total y el teo-
rema de Bayes, en donde solamente serd nece-
sario involucrar la probabilidad condicional a este
resultado.

- /

1. Considerando los eventos, D: la persona encuestada es mujer. A,: la persona encuestada es médica,

A,: la persona encuestada es matematica, A,: la persona encuestada labora en otras actividades.

_ _ 1. 1 1 _16+8+3 _ 27 _ 9
Luego, P(D) =P(DNA,) + P(DNA,) + P(DNA,) = 3t et 4 - m-Ie
2. Considerando los eventos, D: Se atiende una nifia, A,:lanifia atendida es mayor de 12 meses,

A la nifa atendida tiene a lo sumo 12 meses.

Entonces, P(D) = P(DNA,) + P(DNA,).

Luego, P(D) = %, puesto que se atiende la misma cantidad de nifios que de nifias.

1 1

Por lo tanto, P(DNA,) =P(D)-P(DNA ) = 5 - = = 2.

2 6

Este problema podria verse como una aplicacién de la
probabilidad del complemento (que se vera posteriormente),
sin embargo, es un poco complejo interpretar que la
probabilidad del evento completo (en este caso que sea
nifias) no sea 1, es decir, que el evento no sea el espacio
muestral, por ello se aborda en esta tematica.
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1.5 Axiomas de probabilidad (tedrica)

Problema inicial
Considerando el experimento de tirar un dado, resuelve:
a) Determina la probabilidad de obtener un 3 en la tirada.
b) Determina la probabilidad de obtener 1, 2, 3,4, 5 0 6 en la tirada.

Solucién
Expresando el espacio muestral comoS=1{1, 2, 3, 4,5, 6}.

Sean Ay B los eventos correspondientes a cada literal.

a) Se cumple que A = {3}, entonces P(A) = % %.

B
b) Se cumple que B={1, 2, 3, 4, 5, 6}, entonces P(B) = % = % =1.

Axiomas de Kolmogérov
Para dos eventos A y B de un espacio muestral S se cumple:

1) 0 < P(A) < 1. Dado que A C S, entonces se cumple 0 < n(A) < n(S).

2) P(S) = 1. En esta situacion los casos favorables son todos los casos posibles, o bien A =S.

Del axioma 2 y 3 se deduce que P(S) = P(SUJ) = P(S) + P(J),

3) Si ANB = & entonces P(AUB) = P(A) + P(B). y entonces P(Q) = 0.

Ejemplo
A partir del axioma 3 de Kolmogérov, demuestra que si A, By C son eventos del espacio muestral S, y
ANB=BNC=CNA =4, entonces P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C). T e —

que: (AUB)NC = (ANC)U(BNC).

Puesto que (AUB)NC = (ANC)U(BNC) = SUJ = &, entonces por el axioma 3:

P[(AUB)UC] = P(AUB) + P(C)  -------- (1) De la misma manera si cada pareja de los eventos

A, A, A, ..., A, son mutuamente excluyentes,
entonces se tiene que:

Luego como ANB = &, entonces por el axioma 3:

P(AUB) = P(A) + P(B) - (2) P(A,UA, U...UA,)=P(A,)+P(A,)+...+P(A).

Por lo tanto, sustituyendo (2) en (1), se cumple que
P(AUBUC) = P[(AUB)UC] = P(A) + P(B) + P(C).

<
Problemas ./
1. Determina la probabilidad que al formar un grupo de 5 personas entre 4 mujeres y 4 hombres si:
a) esta} |.ntegrado por 2 hombres y 3 mujeres; _ Utilza las propiedades de los
b) esta integrado por al menos un hombre o por al menos una mujer; . vinatorios para simplificar los
c) esta integrado por 3 o por 4 mujeres. célculos.

2. Sean A, B, Cy D eventos del espacio muestral S,y ANB=ANC=BNC=BND=CND=DNA=,demuestra
que P(AUBUCUD) = P(A) + P(B) + P(C) + P(D).

10

- /
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Indicador de logro:

1.5 Comprueba y aplica los axiomas de Kolmogorov.

Durante las clases anteriores se ha trabajado con conceptos sobre probabilidad frecuentista y cldsica, a par-
tir de los cuales se han podido deducir algunas propiedades de la probabilidad, en esta clase se establecen
los axiomas de Kolmogdérov como punto de partida para el desarrollo de la teoria de probabilidad.

Propoésito:

El concepto de probabilidad se ha ido construyendo a partir de ideas intuitivas, los axiomas de Kolmogdrov
establecen de manera formal los resultados intuitivos que se han planteado en las clases anteriores (la
misma funcién que representaron histéricamente estos axiomas), es por ello que al lado de cada axioma
se escribe una “justificacién”, aunque no son justificaciones (los axiomas no se demuestran), sino las ideas
&intuitivas qgue formalizan los axiomas de kolmogérov. Y.

Solucidn de problemas:
1a) Sea A: el grupo estd integrado por 2 hombres y 3 mujeres.
n(A) _ 4C2x4C3

n(S) = 8Cs y n(A) = 4C2 x 4C3, por lo tanto, P(A) = IO ;

1b) En este caso el evento A: el grupo estd integrado por al menos un hombre o al menos una mujer,
coincide con el espacio muestral S, entonces P(A) = P(S) = 1 (por axioma 2).

1c) Sea A: el grupo estd integrado por 3 mujeres y B: el grupo esta integrado por 4 mujeres.
4C3x4C2 4CaxaC1 _3 1 _ 1
Puesto que ANB = J, entonces P(AUB) = P(A) + P(B) = + =4+ ===,
q (AUB) = P(A) + P(B) = =21 L = v =7

2.Puesto que (AUB)N(CUD) = [(AUB)NCJU[(AUB)ND] = (ANC)U(BNC)U(AND)U(BND) = SULULIUD = &,

entonces por el axioma 3:
P[(AUB)U(CUD)] = P(AUB) + P(CUD)  ------ (1)
Luego como AB = Jy CND = J entonces por el axioma 3:
P(AUB) = P(A) + P(B) y P(CUD) = P(C) + P(D) -~ (2)
Por lo tanto, sustituyendo (2) en (1), se cumple que

P(AUBUCUD) = P[(AUB)U(CUD)] = P(A) + P(B) + P(C) + P(D).

Este problema también se puede resolver separando un
evento y los otros 3, para luego aplicar lo demostrado en el
Ejemplo de la clase.
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1.6 Probabilidad del complemento*

Problema inicial
L Calcula la probabilidad que al tirar un dado 3 veces caiga 1 al menos una vez. }

Solucién
Considerando el evento A: Cae 1 al menos una vez en 3 tiradas, entonces se puede definir el evento:

A°=No cae 1 en las 3 tiradas.

Ademas, para el espacio muestral S, se cumple que S = AUA®y ANA°= J entonces:

P(S) = P(AUA®) = P(A) + P(A°), pero P(S) = 1 (por los axiomas de Kolmogdrov), entonces P(A) + P(A°) = 1.
Por lo tanto P(A) = 1 — P(A°).

Luego, n(S) = 6° (considAg)ranSCio qlljgscada tirada tiene 6 opciones) y n(A°) = 53 (hay 5 opciones, 2, 3,4, 5y 6)

por lo tanto, P(A°) = Z(—S) =

6 216
; oy =1 125 _ 91
Finalmente P(A) =1—-P(A°) =1 216 = 216"
Conclusién
Sea A un evento dentro de un espacio muestral S. Al evento A° se le conoce como complemento del evento
A,y a P(A°) se le conoce como probabilidad del complemento del evento A. Se cumple que
P(A) = 1 — P(A°).

Ejemplo

Determina la probabilidad que al ordenar 3 nifias y 3 nifios no queden las 3 nifias todas juntas.

Considerando el evento A: Las 3 nifias no quedan todas juntas. También puedes encontrar los casos favora-

. . bles contando por el complemento y calcular
Entonces A®: Las 3 nifias quedan todas juntas. directamente lo que se esta pidiendo.

Luego n(A°) =4!3! y n(S) = 6!

o=t -1-1_-4
n(S) ~ 6! -5,vporlotanto,P(A)_1 1.2

Luego P(A°) =

P *
roblemas Z
1. La probabilidad de que una tuerca producida por una maquina sea defectuosa es 41—0, determina la
probabilidad que la tuerca sea no defectuosa.

i 2. Determina la probabilidad de que al tirar una moneda 10 veces se obtenga al menos una cara.

& 3. En un juego de dados se lanzan 6 dados, y un jugador gana si en la tirada se obtiene al menos un “1” en
alguno de los dados. Determina la probabilidad de ganar en este juego de dados.

4. Considerando el evento A en el espacio muestral (S), analiza el diagra- S
ma de Venn y determina:
a) P(A9) b) 1-P(A9) c) P(ANAS) d) P(AUA)

g1l

- /
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Indicador de logro:

1.6 Determina la probabilidad de un evento calculando la probabilidad del evento complementario.

Posteriormente de haber establecido los axiomas La intencién es colocar problemas que se hayan
de Kolmogoérov, se estudiarad su aplicacion en la resuelto en la unidad de métodos de conteo, para
probabilidad del complemento, la cual es muy util poder enfatizar Unicamente su aplicacién en la
en las probabilidades, y cuya base fue abarcada probabilidad.
también en la unidad de métodos de conteo.

\_ AN W

Solucién de problemas:

1. Sean A: la tuerca no es defectuosa y B: |la tuerca es defectuosa.
1 39

Entonces se cumple que P(A) =P(B¢)=1-P(B)=1- 2= 30"

2. Sean A: obtener al menos una cara en 10 lanzamientos.

Entonces A%: no obtener cara en los 10 lanzamientos (equivale a que caiga 10 veces corona).

1 1023
=1-— V=1 — — = ——=
Por lo tanto, P(A) =1-P(A9) =1 %= 1024 "
3. Sea A: obtener al menos un “1” en los 6 dados. En este problema se hace la conversién a decimal,
para hacer una mejor interpretacion de la
Entonces A%: no obtener algun “1” en los 6 dados. respuesta, a partir de lo cual se puede establecer
s 31031 que 0.67 es una probabilidad bastante alta para
=1- N=1—- == /== = ganar el juego.
Por lo tanto, P(A)=1—-P(A°) =1 o = 16656 0.67.
4a) Contando directamente del diagrama de Venn P(A°) = %
1 6
- =1 - — =2
4b) 1 -P(A9) =1 =3

4c) P(ANAS) =P(Z) =0

Solamente el literal a) necesita contarse
directamente del diagrama de Venn.

4ad) P(AUA?) = P(S) = 1
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Resuelve los siguientes problemas sobre probabilidad.

1. Determina el espacio muestral del experimento de lanzar 2 dados al mismo tiempo. Luego expresa como
subconjunto el evento “la suma de los puntos es 7”, y el evento “la suma de los puntos es 5”.

E2. Carmen se transporta por la ciudad de Santa Ana, se encuentra
en el punto Ay desea llegar al punto B como lo muestra la figura. Vi
Determina la probabilidad de que tomando los caminos mas cor-
tos se cumpla lo siguiente:

a) Carmen pasa por el punto M o por el punto N. P
b) Carmen pasa por el punto P y por el punto N.

3. Considerando los eventos A, By C en el espacio muestral (S), analiza el diagrama de Venn y determina:

a) El espacio muestral S, el evento A, el By el C. S
b) P(A), P(B) y P(C).

¢) P(ANB), P(BNC) y P(ANC). 0
d) P(AUB), P(BUC) y P(AUC).
e) P(A%), P(B) y P(C?).

f) 1 - P(A), 1 - P(B) y 1 - P(CY). 1

14 9

4. Se eligen el presidente y vicepresidente de una comision de entre 5 hombres y 5 mujeres. Determina la
probabilidad de que el presidente sea mujer y el vicepresidente sea hombre.

5. Considerando las piezas de Braile formadas por un rectangulo con 6 celdas en el que cada celda puede
estar vacia o tener un punto en relieve. Al seleccionar una pieza de Braile, determina:

a) La probabilidad de que la pieza tenga exactamente 3 puntos y 3 vacios.

b) La probabilidad de que la pieza tenga un punto o un vacio.

c) La probabilidad de que la pieza tenga 8 puntos.

6. En una tienda de electrodomésticos se determina que al llegar un cliente, la probabilidad de que compre

un televisor es 14—5, que compre una refrigeradora es %, y que compre una lavadora es % Determina la
probabilidad de que al llegar un cliente se venda alguno de estos 3 productos. Considera que cada cliente

compra a lo sumo un producto.

7. En un juego de azar se descubre que un dado estd cargado, pues al lanzarlo 20 veces, en 17 ocasiones
cayo 6. Si el juego consiste en lanzar un dado una vez y que no caiga 6, determina la probabilidad de
ganar el juego.

8. Se encargaran 12 pupusas para cenar, y se puede escoger entre pupusa de ayote, revueltas y de queso.
Determina la probabilidad de que al encargarlas, al menos una pupusa sea revuelta, considerando que
cada tipo de pupusa tiene la misma probabilidad de ser seleccionada.

J

J
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Indicador de logro:

1.7 Resuelve problemas correspondientes a los axiomas de probabilidad.

Solucién de problemas:

1.5={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1), (3,2), (3, 3), (3, 4),
(3,5),(3,6),(4,1),(4,2),(43),(4,4),(4,5),(4,6),(5,1),(5,2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 1), (6, 2), (6,
3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}.

A={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(52),(6,1)} y B={(1,4),(2,3),(3,2), (4 1)}

2a) Sea M: ir del punto A al B pasando por M, y N: ir del punto A al B pasando por N. Entonces, puesto
gue no se puede pasar tanto en el punto M como en el punto N, se tiene que MNN = J, por lo tanto,
P(MUN) =P(M) + P(N) = 6C2x6C5 + 8C5xaC2 =5 +14 =71
12C7 12C7 44 33 132

2b) Sea A: ir del punto A al B pasando por Py por N.
p(a) = 3€2x5C3x4C2 _ 5

12C7 22°

3a)S=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}; A={3, 5, 6, 12, 13, 15}; B={3, 4, 6, 11, 13};
C=1{7,8,9, 10, 14}.

nfA) 6 _ 2. _nB) 5 1, _nC _5 _1
3b) P(A) =55y = 15 =5 PB) =5 =15 = 35 PO =3 =573
3¢) P(ANB) = 115 - %; P(BNC) = P() = 0; P(ANC) = P(D) = 0.

3d) P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = = + = — 2= £, P(BUC)=P(B) +P(C)= = + = = 12 = 2,

. BT 15~ 15’

o1 A1 2o 3.pEyct_ Lo 2 pegeq Lo
3e) P(A)=1-P(A)=1 c 5,P(B) 1 3 3,P(C) 1 3 3
g=1-3_-2. 9 _pRY=1-2-L. 1 _pcy=1-2_-1
3) 1-PA)=1-c=5;1-PB)=1-T=5;1-P(C)=1- 5=
4. Sea A: el presidente es mujer y el vicepresidente es hombre.
_5x5 _5
Entonces P(A) = 0P, " 18"
5a) Sea A: |a pieza tiene exactamente 3 puntos y 3 vacios; entonces n(A) = 6C3 (cantidad de maneras de
escoger en donde irdn los 3 puntos) y n(S) = 25, por lo tanto, P(A) = % = %.

5b) Sea B: la pieza tiene exactamente un punto; y C: la pieza tiene exactamente un vacio, entonces

n(B) =6C1y n(C) = 6C5, y puesto que BNC = &, se tendra que P(BUC) = P(B) + P(C) = 62Csl + 62CG5 = 1i6'

5c) Sea D: la pieza tiene 8 puntos; entonces D = J, por lo tanto, P(D) = 0.

6. Considerando los eventos, D: vender alguno de los productos. A,: vender un televisor.
A,: vender una refrigeradora. A,:vender una lavadora.

_ _ 4 7 2 _8+7+4 _ 19
Luego, P(D) = P(DNA,) + P(DNA,) + P(DNA,) = 5t30tiE " 3 30
7. Sea A: ganar el juego (no cae 6), entonces A®: perder el juego (cae 6), por lo tanto,

—1_p(Acy—1_ 17 _ 3
P(A)=1-P(A) =1~ 35 = 5.

8. Sea A: Al menos una pupusa es revuelta, entonces n(A) = (11 + 2)C2 (utilizando separadores), por lo

13C2 _ 6
@ Sugerencia metodolégica
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Problema inicial

Los resultados de una encuesta sobre profesiones se Ocupacion Mujeres | Hombres | Total
muestran en la tabla de la derecha. Calcula la proba- Médico 40 31 71
bilidad de que al elegir una persona sea una mujer Matematico 22 24 46
matematica dado que ya se ha elegido una mujer. Oficios en el hogar 15 15 30
Total 77 70 147
SOIUC'on L. . Ocupacién Mujeres| Hombres | Total
Sea A: es matematico y B: es mujer. T
Médico 40 31 71
Dado que ya se sabe que al elegir la persona esta fue Matemiatico @ 24 46
mujer (ya no cabe la posibilidad de que sea hombre), | Oficios en el hogar 15 15 30
entonces los casos posibles son 77. Total C77O 70 147

Y los casos favorables estan en la celda donde coincide que sea mujer como que sea matematico, es decir,
son 22 casos favorables.

Por lo tanto, P(A si ya sucedid B) = % = %

Definicién
Dados dos evento Ay B, se puede estar interesado en encontrar la probabilidad de que suceda el evento A
suponiendo que ya sucedio el evento B. Esto se conoce como probabilidad condicional, se denota P(A/B),
y se lee: “La probabilidad de A dado B”. Para calcularla se puede considerar que los casos posibles son las
formas en que puede suceder B, es decir n(B), y los casos favorables como las formas en que puede suce-
der ANB, es decir n(ANB). Entonces se cumple que

_ n(ANB)
P(A/B) = @)
Considerando el total de casos que tiene el espacio muestral como 7n(S), se tiene que la igualdad anterior
es equivalente a n(ANB)
_n(ANB) _  n(S)  _ P(ANB)
P(A/B) = wE - mE b
n(S)

Ejemplo

Determina la probabilidad de que al lanzar un dado el resultado es mayor que 4 dado que es impar.

Considerando, A: es mayor que 4 y B: es impar.

P(ANB) = % (solo 5 cumple), P(B) = % (cumplen el 1, 3y 5), por lo tanto P(A/B) = PB) -~ 6 63

PANB) _ 1.3 _1

$

o~

1. Considerando la tabla del Problema inicial, determina:
a) La probabilidad de escoger un hombre dado que se ocupa de los oficios del hogar.
b) La probabilidad de escoger un matematico dado que es hombre.
c) La probabilidad de escoger una mujer dado que es matematico.

2. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado el resultado es impar dado que es mayor que 3.

3. En una empresa de carros hay 3 maquinas que ensamblan la misma cantidad de carros, y al escoger un

carro al azar, la probabilidad de que sea defectuoso y que sea de la maquina 1 es L Determina la pro-

120°
babilidad de que un carro producido por la maquina 1 sea defectuoso.

J
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Indicador de logro:

2.1 Aplica la probabilidad condicional para resolver situaciones especificas.

Propésito:
Luego de haber trabajado con la parte de axiomas Las tablas de doble entrada son un recurso grafico
de Kolmogodrov para probabilidad, se introducird de las intersecciones entre eventos, y se puede
la definicién de probabilidad condicional a partir dar sentido a la idea de cambiar el conjunto uni-
de tablas de doble entrada, y asociando estas a la versal segun la fila o columna, en esta clase sera
teoria de conjuntos. muy util trabajar la probabilidad como cardinali-
dad de conjuntos.
\_ AN v

Solucién de problemas:

1a) Considerando A: es hombre, y B: se ocupa de oficios domésticos, entonces:

P(ANB) = P(B) = P(AMB) _ 15 . 30 _15_1

P(B) 147 ~ 147 30 2°

47, por lo tanto P(A/B) =

147 1

1b) Considerando A: es matematico, y B: es hombre, entonces:

P(ANB) = ==, P(B) = 47, por lo tanto P(A/B) = PANB) _ 24 . 70 _ 24 _ 12

1 P(B) 147 © 147 ~ 70 ~ 35°

1c) Considerando A: es mujer y B: es matematico, entonces:

P(ANB) = P(B) = 47, por lo tanto P(A/B) = P(ANB) _ 22 . 46 _ 22 _ 11

147 P(B) 147 147 ~ 46 23°

1

2. Sea A: el resultado es impar; y B: el resultado es mayor que 3, entonces n(A(NB) = 1 (solamente 5 es
mayor que 3 y ademas impar), y n(B) = 3 (4, 5y 6 son las posibilidades). Luego se tiene que

P(ANB) = %, P(B) = %, por lo tanto P(A/B) = % = % + %: %

3. Sea A: el auto es defectuoso; y B: el auto es de la maquina uno, entonces:

P(ANB) = P(B) = ,por lotanto P(A/B) = PA0B) _ 1 . 1 _ 1

P(B) 120 ~ 3 40°

120
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2.2 Variantes de la probabilidad condicional

Problema inicial
En una bolsa hay 3 bolitas azules y 5 bolitas blancas, si se extraen dos bolitas, una después de la otra sin
reposicion (sin regresar la primera bolita que se saca a la bolsa), determina la probabilidad de que las dos
bolitas sean de color azul.

Solucién
Sea A: la primera bolita es azul y B: la segunda bolita es azul.

Se esta interesado en que tanto la primera como la segunda bolita sean azules, es decir, P(A(B).

Se tiene que P(A) = %, ahora quedan 7 bolitas, de las cuales 2 son azules. Por lo tanto P(B/A) = %

De la definicion de probabilidad condicional se sabe que P(B/A) = P(I':‘(—Q)B) , de lo cual se puede deducir que:

3

P(ANB) = PA)P(B/A) = = x 2 = 2.

Por lo tanto, la probabilidad de extraer dos bolitas azules es 23—8.

Conclusién
Es posible calcular la probabilidad de una interseccidn a partir del resultado de probabilidad condicional

que se estudid en la clase 2.1, para ello se cumple que: P(ANB) = P(B)P(A/B).

Este resultado se conoce como Teorema del producto para probabilidad.

bl
Problemasv
1. En una bolsa hay 2 bolitas azules y 4 bolitas blancas, si se extraen dos bolitas, una después de la otra sin
reposicion, determina la probabilidad que la primera bolita sea azul y la segunda sea blanca.

2. Se tiene una baraja con cartas de 4 colores diferentes (uno de esos colores es verde), cada color tiene 5
cartas numeradas del 1 al 5. Si se extraen 2 cartas, una tras otra sin reposicién, determina la probabilidad
de los siguientes eventos:

a) Ambas sean 1.

b) La primera sea 2 y la segunda sea 3.

c) La primera sea 3 y la segunda sea 4 de color verde.
d) Ambas sean del mismo color.

e) La primera sea 2 y la segunda 1 del mismo color.

3. Utilizando el diagrama de Venn de la derecha calcula: u
a) P(B) y P(A). A 1 B
b) P(B/A) y P(A/B). 3
c) Calcula P(ANB) de dos formas diferentes a partir de 5

los literales anteriores.

)
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Indicador de logro:

2.2 Determina la probabilidad de la interseccion de dos eventos aplicando el teorema del producto para
la probabilidad.

Posibles dificultades:

A partir de la definicidn de la probabilidad condi- Lograr diferenciar entre la probabilidad de la in-
cional se puede deducir directamente el Teorema terseccion de dos eventos y la probabilidad condi-
del producto para probabilidad. cional de que un evento suceda dado que sucede

otro puede causar confusion en los estudiantes.

Solucién de problemas:

1. Considerando A: la primera bolita es azul, y B: la segunda bolita es blanca, entonces:

=2_1 -4 - _1.,4_24
P(A)= < = 5, P(B/A)= <, por lo tanto, P(ANB) = P(A)P(B/A) = 5 x < = .
2a)Sea A: la primera es 1, y B: lasegunda es 1, entonces:
1.3 _ 3
P(A)= == + P(B/A) 9 , por lo tanto, P(ANB) = P(A)P(B/A) = ¢+ x =5 = o=
2b) Sea A: la primera es 2, y B: la segunda es 3, entonces:
=41 1.,4_24
P(A) = TR P(B/A) = 19 , por lo tanto, P(ANB) = P(A)P(B/A) = X157 o5
2c) Sea A: la primera es 3, y B: la segunda es 4 verde, entonces:
1.1 _ 1
P(A)= == = P(B/A) 19, por lo tanto, P(ANB) = P(A)P(B/A) = = X157 o5
2d) Considerando primero un color, sea A: la primera del color verde, y B: la segunda es del color verde, en-
tonces: : 1 4 1
P(A)= == = P(B/A) 19 , por lo tanto, P(ANB) = P(A)P(B/A) = rRETRETE

Y se puede proceder de manera andloga pgra los otros 3 colores, por lo tanto, la probabilidad que ambas

1
bolitas sean del mismo color es 15 X 4 = 1

2e) Sea A: la primera es 2, y B: la segunda es 1 del mismo color que la primera, entonces:

P(A)= == = P(B/A) 119 , por lo tanto, P(ANB) = P(A)P(B/A) =% 1—19 = %.

3a) P(B) = P(A) =

11’

3b) En A hay 4 elementos, y estando en el conjunto A, hay solamente hay 2 formas en que puede ocurrir B,

por lo tanto, P(B/A) = % = %

De manera analoga P(A/B) = % = %

3c) P(ANB) = P(A)P(B/A) = % x % = % P(ANB) = P(B)P(A/B) = 13 x §= 2
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Problema inicial
Se extraen dos cartas una tras otra de una baraja, determina la probabilidad de que la segunda carta sea de
diamantes dado que la primera fue de diamantes, si:

a) La primera carta no se devuelve a la baraja para la segunda escogitacion.
b) La primera carta se devuelve a la baraja para la segunda escogitacion.

Solucién
Considerando A: la segunda carta es de diamantes y B: la primera carta es de diamantes.

a) Para que la primera carta sea de diamantes hay 13 cartas disponibles, y luego dado que no se devuelve,
para que la segunda carta sea de diamantes solamente habria 12 cartas disponibles. Y los casos

posibles son 52 y luego 51 para la segunda carta, por lo tanto, P(ANB) = ;i : ;i = 1—17

Ademas, para que la primera carta sea de diamantes hay 13 posibilidades, y para la segunda carta

, . . _13x51 _ 1
habrian 51 cartas disponibles, por lo tanto, P(B) = xel- 1
_P(ANB)_ 1.1 _4

Por lo tanto, P(A/B) = B S AT

b) La diferencia con el caso anterior es que para que la segunda sea de diamantes se tendran 13 cartas

disponibles de nuevo, y en los casos posibles 52 y 52, por lo tanto, P(ANB) = 13x13 _ 1

52x52 16"
_PANB) _1 . 1_1

_13x52 _ 1 _ _ _
=—=c 4.Por lo tanto, P(A/B) P 167 4-1

Y analogamente P(B) = =- 2% =

Conclusién
La probabilidad condicional a menudo se utiliza para agregar condiciones dependiendo la conveniencia o la

situacion determinada. Por ejemplo para el Problema inicial podria ser de utilidad para estudiar las estra-
tegias de juego, en otras situaciones podria utilizarse para pronosticar el clima, situaciones de epidemias y
caracteristicas de las personas que afecta, entre otros.

<
1. En un juego de cartas la primera carta ha sido de tréboles, para ganar es necesario que la segunda carta
también sea de tréboles. Analiza en qué situacidn se tienen mayores probabilidades de ganar, si la se-
gunda carta es extraida de la misma baraja que la primera (sin reponer la primera carta), o si la segunda
carta es extraida de una baraja integra (de la cual no se ha extraido ninguna carta aun).

2. En un estudio se quiere determinar si la diabetes es una consecuencia del sobrepeso,y se investigd que la
probabilidad de que una persona tenga sobrepeso es %, y ademas cuando una persona tiene sobrepeso
la probabilidad de que tenga también diabetes es % Determina la probabilidad de que una persona ten-
ga tanto sobrepeso como diabetes.

3. En una carpinteria se han elaborado 25 pupitres de los cudles 4 estan defectuosos, 5 tienen pequefios
problemas y los demas estan en dptimas condiciones. Determina la probabilidad de que al escoger 2
pupitres uno tras otro, el primero esté defectuoso y el segundo tenga pequefios problemas.

4. En un juego se tienen 3 puertas, y tras una de ellas hay un premio de un carro; el juego consiste en que el
concursante elige una de las 3 puertas, luego el presentador, quien conoce qué hay detrds de cada puer-
ta, abre una puerta que sabe que no tiene premio, y da la opcidn al concursante que cambie de puerta.
Utiliza la probabilidad condicional para determinar con cual opcién (cambiando o quedandose con la
puerta) tiene mayores probabilidades de ganar.

_ J

@ Sugerencia metodolégica




Indicador de logro:

2.3 Combina los principios bdsicos de conteo con
problemas.

los conceptos de probabilidad condicional para resolver

Propésito:

En esta clase se resolveran algunos problemas so-
bre probabilidad condicional, en los cuales el ra-
zonamiento es un poco mas complejo, debido a
gue integran los principios basicos de conteo y lo
visto sobre probabilidad condicional.

Los Problemas que se resolveran son mas apega-
dos a la realidad y la toma de decisiones, por tal
razén consideran otras variables cuyo analisis ne-
cesita la utilizacion de otros contenidos vistos en
la Unidad 7. Y.

/

Solucién de problemas:

1. Analizando cada caso, en el escenario en donde se extrae de la misma baraja, se tiene que

sea A: la carta es de tréboles, entonces P(A) =

12 _ 4
51 17°

Y para el escenario en que se extrae la carta de otra baraja se tiene que

3 1

sea B: la carta es de tréboles, entonces P(B) = ;: -,

Luego comparando ambas probabilidades P(A) = i = = y P(B) = % =

conseguirlo en el segundo escenario.

2 4

s

, por lo tanto, es mds probable

2. Sean A: la persona tiene diabetes; y B: la persona tiene sobrepeso, entonces:

P(B) = %, P(A/B) = % , por lo tanto, P(ANB) =

3. Sean A: el segundo tiene pequefios problemas;

P(B) = P(A/B) = 4 , por lo tanto, P(ANB) =

25'

4. Al iniciar eI juego, cada puerta tendria la misma

- 1.,2_1
P(BIP(A/B) =5 x £ = 5.
y B: el primero esta defectuoso, entonces:
5 1
P(B)P(A/B) = X 51% 30

probabilidad de tener el carro, es decir, al elegir la puer-

ta tiene = de probabilidad de ganary = de perder.

Luego si el presentador abre una puerta que no contiene el premio, y ofrece al concursante cambiar,
puesto que la probabilidad que tenia de perder equivale a que el carro esta en cualquiera de las otras 2

puertas, y dado que ya sabe en cudl de las dos

puertas no estd, al cambiar de puerta la probabilidad de

ganar es igual a la de que no haya tomado la puerta del carro, que es equivalente a 3 por el contrario,
si se queda con la misma puerta, el concursante mantendra la probabilidad de 3 de inicio.

Primera eleccion Cambia No cambia

Cabral Carro Cabral
Cabra 2 Carro Cabra 2
Carro Cabralo2 Carro

Opcion | Carro | Cabra | Total
Cambia 2 1 3
No cambia 1 2 3
Total 3 3 6

Usando la probabilidad condicional, sean A: gana el carro, B: cambia de puerta, y C: no cambia de puerta,

entonces:

HNM=%%P=%+%=

Pa/c)= 2D - 2. 3 2

2
3 P(C) 6 6

’
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Problema inicial

En una carpinteria se disefian pupitres para personas zurdas, y en ella trabajan Marta, Maria y Carlos. Las
probabilidades que un pupitre elaborado por Marta, Maria y Carlos tenga defectos son 0.1, 0.12 y 0.11,
respectivamente. Si todos producen la misma cantidad de pupitres, determina:

a) La probabilidad de elegir un pupitre defectuoso.

b) La probabilidad de que al elegir un pupitre defectuoso este lo haya elaborado Marta.

Solucién
a) Sean los eventos A: es de Marta, B: es de Maria, C: es de Carlos, D: es defectuoso.

Entonces se cumple que P(D) = P(AND) + P(BND) + P(CND).

Ademas se sabe que: P(D/A) = 0.1 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Marta).
P(D/B) = 0.12 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Maria).
P(D/C) = 0.11 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Carlos).

Puesto que todos producen la misma cantidad de pupitres, P(A) = P(B) = P(C) = %

P(AND)
P(A) ’

Andlogamente se cumple que P(BND) = 3(0.12) y P(CND) = %(0.11).

Ademas se sabe que P(D/A) = , entonces P(AND) = P(A) x P(D/A) = %(0.1).

Por lo tanto, P(D) = = (0.1) + 3 (0.12) + 3(0.11) =  (0.33) = 0.11.

b) Ahora bastaria calcular P(A/D) (la probabilidad de que un pupitre sea de Marta dado que es defectuoso).

Dado que P(A/D) = P(F/,'\(Q)D), y del literal a), P(AND) = —(0.1) y P(D) =0.11.

(0 1) 10 Observa que una probabilidad se puede escribir como frac-
O 11) T 33 cioén o como decimal, y el Problema inicial también se puede
trabajar convirtiendo los decimales a fracciones.

Por lo tanto, P(A/B) =

Conclusién
Para calcular la probabilidad de que un pupitre sea defectuoso fue necesario aplicar la regla de adicion en-
tre las intersecciones de eventos excluyentes (si un pupitre lo elabora Marta no pudo haber sido elaborado
por Carlos o Maria), este resultado se conoce como teorema de probabilidad total.

Luego, se utilizd el resultado para calcular la probabilidad de que un pupitre sea de una persona en particu-
lar dado que ya se sabe que es defectuoso, este resultado se conoce como teorema de Bayes.

b

1. En una fabrica hay 2 maquinas que ensamblan la misma cantidad de carros cada una; la probabilidad de
gue un carro ensamblado por la maquina 1 tenga problemas es 0.05 y la probabilidad de que un carro
producido por la mdquina 2 tenga problemas es 0.07, determina:

a) La probabilidad de que un carro tenga problemas.
b) La probabilidad de que un carro haya sido ensamblado por la maquina 1 dado que tiene problemas.

2. Unaimprenta posee 3 impresoras, la impresora 1 produce el 20%, la impresora 2 el 40% y la 3 produce el
resto. La probab|I|dad de que laimpresora 1 imprima defectuosamente una pdgina es —= 100, que lo hagala
impresora 2 es 5 50 y que sea la impresora 3 es 410 Determina la probabilidad de que al tener una pagina
defectuosa esta haya sido impresa por la maquina 3.

J
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Indicador de logro:

2.4 Resuelve problemas de aplicacién del teorema de probabilidad total y teorema de Bayes.

Finalmente uno de los resultados mas importan- En esta clase se pretende utilizar los resultados so-
tes en donde se aplica la probabilidad condicional bre el teorema de probabilidad total y teorema de
es el teorema de Bayes, cuyo resultado se esta- Bayes, sin enunciar ni demostrar formalmente di-
blece a partir del teorema de probabilidad total. chos resultados, Unicamente utilizando lo visto en
la leccion anterior y la probabilidad condicional.
\_ VNS v

Solucién de problemas:
1a) Sean los eventos A: es de la maquina 1, B: es de la maquina 2, C: tiene problemas.
Entonces se cumple que P(C) = P(ANC) + P(BNC).
Ademas se sabe que: P(C/A) = 0.05 (El carro tiene problemas, dado que es de la maquina 1).

P(C/B) = 0.07 (El carro tiene problemas, dado que es de la maquina 2).

Puesto que todos producen la misma cantidad de carros, P(A) = P(B) = %
Ademas se sabe que P(C/A) = P(:EQ)C), entonces P(ANC) = P(A) x P(C/A) = %(0.05).

Analogamente se cumple que P(BNC) = %(0.07).

Por lo tanto, P(C) = %(0.05) + %(0.07) = 0.06.

1b) Se requiere encontrar P(A/C) = P(If(g)c) = P(AI))';S:/A) = 2?60056) = %

2. Sean A: es de laimpresora 1, B: es de la impresora 2, C: es de la impresora 3, D: es defectuosa.
Entonces se cumple que P(D) = P(Aﬂ D) + P(BND) + P(CND).
Ademads se sabe que: P(D/A) =

100'
P(D/B) = %
P(D/C) = & .
Ademas P(A) = 100, P(B) = 100, P(C) = 100.
Entones P(AND) = o x 105 = =2, P(BND) = 105 X o5 = o=, y P(CND) = 155 X 75 = o=
Luego, P(D) = % +%+% = 5%00=5—10.
Por lo tanto, P(C/D) = P(PC(B)D) = P(Cg)'?g?/c) = %) + 5—10 = %
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Problema inicial

Se definen dos experimentos y dos eventos de la siguiente manera:

T,: Lanzar una moneda A,: Caecara
T,: Lanzar un dado A,: Cae uno o dos

a) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A,, cuando en T, ocurre A,.
b) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A,, cuando en T, ocurre A,.
c) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A, y en T, ocurre A,.

.

Solucién
Sean S, y S, los espacios muestrales de T, y T, respectivamente.

a) Puesto que el experimento T, no influye en el experimento T,, la probabilidad de A, es: L 0

b) Puesto que el experimento T, no influye en el experimento T,, la probabilidad de A, es:

c) Considerando T, y T, como un solo experimento T con espacio muestral S, y denotando por C el evento
ocurre A, en T,y A, en T, se tiene que n(S) = n(S,) x n(S,) y n(C) = n(A,) x n(A,), por lo tanto:

C A A A A
P(C) = % = % = % X % = %X % = % El resultado del literal c) se puede
' ? ' : expresar como P(C) = P(A,) x P(A,).

Definicién
Tomando dos experimentos T, y T, de modo que A, es un evento de T, y A, es un evento de T,, se cumple

que si la ocurrencia del experimento T, no influye en el experimento T, (y viceversa), se dice que T, y T, son
experimentos independientes.

Se cumple que la probabilidad que ocurra tanto el evento A, en T, como el evento A, en T, es:
P(A,)) x P(A,).

Ejemplo

Determina la probabilidad de que al lanzar un dado 2 veces se obtenga “1” en la primera tiraday “2” en la
segunda. Sea A: Cae “1” en la primera tirada, y B: Cae “2” en la segunda tirada.

Como Ay B son eventos de dos experimentos independientes (lanzar el dado la primera vez es un experi-
mento y lanzarlo la segunda vez es otro), entonces la probabilidad es:
-1.1_1
. P(A)xP(B)—6x6-36.

—

1. Determina la probabilidad de que al extraer dos cartas de una baraja la primera sea de corazén y la se-
gunda de trébol. Considera que después de la primera extraccion se devuelve la carta.

2. Determina la probabilidad de que al lanzar una moneda 3 veces, se obtenga solamente una cara y sea en
el dltimo lanzamiento.

3. Determina la probabilidad de que al extraer 2 cartas una tras otra de una baraja (con reemplazo), se
cumpla que la primera es una carta roja, y la segunda es “J” o de diamantes.

4. Determina la probabilidad de que al responder 5 preguntas de verdadero y falso al azar se obtengan 4
respuestas correctas.

J
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Indicador de logro:

2.5 Calcula la probabilidad de que ocurran al menos dos experimentos independientes.

Durante esta clase se analizara la definicion de ex- Puede que sea complicado diferenciar entre even-
perimentos independientes, lo cual servird para tos independientes y experimentos independien-
trabajar con algunas ideas sobre probabilidad bi- tes, para que quede claro, pueden mencionarse
nomial, multinomial, binomial negativa, etc. ejemplos como lanzar un dado dos veces y lanzar
\_ y Kdos dados a la misma vez, etc. y

Posibles dificultades:

Solucién de problemas:

1.

Puesto que la extraccidn de la primera carta sera independiente de la extraccion de la segunda, porque
después de la primera extraccion se devuelve la carta, entonces:

Sean A: la carta es de corazén; y B: la carta es de trébol, luego P(A) = g = %, y P(B) = £= %.

Por lo tanto, la probabilidad buscada es P(A) x P(B) = %x %= 1—16.

. Cada lanzamiento de la moneda es independiente de los demds, entonces, considerando A: cae cara; y

B: cae corona, se tiene que P(A) = % y P(B) = %

xl:l.
2 8

| =

Por lo tanto, la probabilidad buscada es P(B) x P(B) x P(A) =

X

N |~

2

. Puesto que las tres extracciones son independientes, porque después de una extraccion se devuelve la

carta, entonces:

o de diamantes, luego P(A) = S = % ,y P(B) =£ = % )

IIJII

Sean A: la carta es roja; y B: la carta es

Por lo tanto, la probabilidad buscada es P(A) x P(B) = % X — =

. Las preguntas son independientes una de las demds, y considerando A: responde correctamente y B: res-

ponde incorrectamente, entonces se tiene que P(A) = Y P(B) = 3

Ademas hay que considerar que obtener 4 respuestas correctas es equivalente a obtener solamente una
respuesta incorrecta, y para ello se pueden dar 5 casos (5C1), que la pregunta incorrecta seala 1, la 2,
la3,la40las.

Por lo tanto, la probabilidad buscada es 5C1 x P(A) x P(A) x P(A) x P(A) x P(B) = 5 x % x % x% X % X % = 3—52

Este problema se puede resolver con la probabilidad bi-
nomial, sin embargo, en esta clase se puede analizar por
medio del principio de la suma, y puede considerarse una
introduccion a la préxima clase.
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Problema inicial
Determina la probabilidad de que al lanzar 5 veces un dado se obtengan “6 o 3” dos veces.

Solucién
Considerando en un lanzamiento el evento A: Cae 6 0 3 y B: No cae 6 ni 3.

Lanzar el dado 5 veces son 5 experimentos independientes, y para obtener el evento se tienen los siguientes
Casos: 1 2 2 3
A A B B B tiene probabilidad P(A) x P(A) x P(B) x P(B) x P(B) = (—) (—) .

3/ \3
5C2 casos

2 3
A B A B B tiene probabilidad P(A) x P(B) x P(A) x P(B) x P(B) = (%) (%) .
El total de casos es igual al nUmero de maneras que hay para escoger 2 de los 5 lugares en donde ocurrird
el evento A, por lo tanto hay 5C2 casos, y todos estos casos son mutuamente excluyentes y de igual proba-
bilidad, por lo tanto la probabilidad es: 1%/2\3 80
sC2(5)(3) = 3
Conclusién
Sea p la probabilidad de que suceda el evento A en un experimento. Cuando se repite n veces el experi-
mento, la probabilidad de que ocurra el evento A r veces (0 < r < n) es:
(nCr)p'(1-p)" .

Ejemplo

Analizando el desempefio de un jugador de futbol se obtuvo la informacién de que al tirar una falta, la
probabilidad de que marque gol es %, la probabilidad de que el tiro pegue en algun poste es %, y la pro-
babilidad de que el tiro vaya fuera es % Determina la probabilidad de que al realizar 6 tiros, 3 sean gol, 2

peguen en el poste y 1 vaya fuera.
Considerando en un tiro de falta los eventos A: es gol, B: pega en el poste, C: va fuera.

Puesto que cada tiro de falta es independiente del otro, se puede dar el caso de obtener los 3 goles en los
primeros tiros, luego 2 al poste y 1 va fuera, cuya probabilidad es P(A) x P(A) x P(A) x P(B) x P(B) x P(C).

Luego el total de casos es igual al total de formas en que se pueden escoger los experimentos (tiros) en
que hara gol (6C3) y luego de los restantes experimentos (tiros) escoger cuales pegaran en el poste (3C2).

) . . 1(1\3)\_ 3
Cada uno de estos casos tiene una probabilidad de ocurrir de (E) (7) (1—0) = 5000°
- . 3 9
Por lo tanto, la probabilidad es: 6C3x3C2x 5000 = 750 -

b 3

B 1. En una bolsa se tienen 3 bolitas rojas y 4 bolitas negras. Se extraen 4 bolitas una tras otra y con reemplazo
(la bolita extraida se devuelve a la bolsa). Determina:
a) La probabilidad de que hayan sido 2 bolitas rojas y 2 negras.
b) La probabilidad de que haya sido a lo sumo 1 bolita roja.
c) La probabilidad de que haya sido al menos 1 bolita negra.

f=2. Determina la probabilidad de que al extraer 7 cartas (una tras otra) con reemplazo de una baraja tradi-
cional (de 52 cartas) 3 de ellas sean de diamantes, 2 sean de color negro y 2 sean de corazones.

J
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Indicador de logro:

2.6 Encuentra probabilidades para valores especificos de la distribuciéon binomial o multinomial, utilizan-
do los conceptos de independencia de experimentos y combinaciones.

Propésito:
Luego de introducir el concepto de independen- Utilizar las combinaciones para resolver problemas
cia de experimentos, se pueden resolver algunos sobre las probabilidades de eventos repetidos.

problemas sobre probabilidades particulares de
la distribucidon binomial y la distribuciéon multino-

Solucién de problemas:

1a) Sea A: la bolita es roja, entonces P(A) = % , entonces, puesto que se van a extraer 4 bolitas, de las cuales
2 deben ser rojas y 2 negras, esta probabilidad es:
3V (4\°_ 864
4C2 (7) (7) T 2401
1b) Para resolver este problema hay que considerar 2 casos, que no hayan bolitas rojas y que haya uni-
camente una bolita roja, y puesto que la interseccion de estos eventos es vacia, por el axioma 3 de
probabilidad se tiene que la probabilidad buscada es:

3\°(4\* 3\'(4\*_ 256 . 768 _ 1024
4Co (7) (7) +4C1(7) (7) = 24017 2401" 2401

1c) Si se procede por el complemento, este problema equivale a encontrar la probabilidad de no tener
bolitas negras, y luego realizar la diferencia con 1, es decir la probabilidad buscada es:

_ 3)'(4)°2 4 _ 8L _ 2320
1-4C4 (7) (7) =1 2401 ~ 2401

. 1 1 1
2. Sean A: es de diamantes, B: es de color negro, C: es de corazones, entonces P(A) = T P(B) = > P(C) = 2’
y puesto que las extracciones son independientes una de otra (porque las cartas son devueltas) entonces
la probabilidad es:

rCaxaCax ()56 - 5
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Problema inicial
En un juego se lanza un dado hasta que se obtiene 2 veces el nimero cinco, determina la probabilidad de
lograr esto en 4 lanzamientos del dado.

Solucién
En este caso en el cuarto lanzamiento debe caer cinco, y en los primeros 3 lanzamientos también debe
caer 1 vez cinco. Como cada lanzamiento es independiente del otro, entonces se tiene que la probabilidad
requerida es: .
1 5 1_ 25
X=X |=| x == —,
3C1 6 (6) 6 432
Conclusién
Considerando un evento A del espacio muestral de un experimento, si el experimento se repite n veces
hasta que ocurra r veces el evento A, entonces el evento A tuvo que haber ocurrido (r — 1) veces en las
primeras (n — 1) repeticiones y en la Gltima repeticién del experimento.

b

B 1. De una baraja tradicional se extrae una carta tras otra, con reposicion (después de extraerla se devuelve
a la baraja), los experimentos terminan cuando se extraen 3 cartas de diamante. Determina la probabili-
dad de obtener estas 3 cartas de diamantes en las primeras 6 extracciones.

2. En un juego de mesa se puede comenzar a mover el pedn hasta que se obtiene 6 en el lanzamiento de
un dado.

Determina:

a) La probabilidad de comenzar a mover el pedn a partir del primer lanzamiento.

b) La probabilidad de comenzar a mover el pedn a partir del tercer lanzamiento.

c) La probabilidad de comenzar a mover el pedn después de a lo sumo 3 lanzamientos.
d) La probabilidad de comenzar a mover el pedn en al menos 3 lanzamientos.

B 3. La meta de produccién individual de una empresa textil es de 4 camisas sin imperfecciones, y la probabi-
lidad de producir una camisa con imperfecciones es %

Calcula:

a) La probabilidad de lograr la meta produciendo exactamente 5 camisas.
b) La probabilidad de lograr la meta produciendo a lo sumo 6 camisas.

c) La probabilidad de lograr la meta produciendo al menos 7 camisas.

4. Determina la probabilidad de que al sacar cartas de una baraja tradicional (52 cartas) la segunda carta de
tréboles sea en la quinta extraccidn, considerando que la extraccidn es con reposicion.

B 5. Un experto de tiro lanza dardos a un blanco, y se sabe que acierta 7 de cada 10 tiros. Un juego consiste en
que 3 participantes dicen cuantos tiros sera necesario hacer para lograr que 4 dardos den en el blanco;
el primer participante dice que se logrard en 5 tiros, el segundo dice que en 7 tiros y el tercero dice que
en 10 tiros. Determina qué participante tiene mayor probabilidad de ganar.

J
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Indicador de logro:

2.7 Aplica los conceptos de experimentos independientes y combinaciones en la resolucién de proble-
mas sobre el calculo de probabilidades para valores especificos de la distribucién binomial negativa.

Para finalizar esta leccion se trabaja con algunos En esta clase y la anterior no se enfoca en el desa-
problemas que tienen que ver con la probabilidad rrollo de las distribuciones de probabilidad, dado
binomial negativa, en la cual solamente se espera gue este es un concepto mucho mas complejo y
gue los estudiantes utilicen las combinaciones y lo cuyo conocimiento puede resultar mas util en un
visto sobre probabilidad para resolver los proble- nivel universitario, dada su generalidad.

mas sin analizar la distribucion de probabilidad.

\_ /

Solucién de problemas:

. 1 . .
1. Sea A: la carta es de diamantes, entonces P(A) = 7Y ahora garantizando la tercera carta de diamantes
en la sexta extraccion, se tiene que para las otras 2 cartas de diamantes hay 5 opciones, por lo tanto, la

probabilidad pedida es: (1)2(5)3(1) _ 135
5C2 4/ \4) \4 2048°
2a) Sea A: cae 6, entonces P(A) = % , entonces, la probabilidad de que comience a mover el pedn en el pri-

mer lanzamiento es equivalente a que caiga 6 en el primer lanzamiento, es decir, la probabilidad es % .

2b) Para este problema es equivalente a determinar la probabilidad de que caiga 6 hasta el tercer lanza-
miento, es decir, la probabilidad es: >C (2)2(1) _ 25
6/ \6) 216°
2c) Se pueden dar 3 casos, moverlo después del primer lanzamiento, después del segundo o después del
tercero, y puesto que los 3 casos son excluyentes, se puede aplicar el axioma 3 de probabilidad, por lo
tanto, la probabilidad es:

1 5\'(1 32(1)_1 5 25 _36+30+25 _ 91
5 +1CO(€) (€)+2C0(6) =g tet = =

6 6 216 216 216 °

3
s - .1 s\'f1\_,_1_5 _36-6-5 _25
2d) Utilizando el complemento, la probabilidad es: 1 — c 1CO(6) (6) =1 5 3" 36 =3
O considerando que los primeros dos lanzamientos no son 6, P(A°) x P(Ac) = % x %= ]

3a) La probabilidad es 4C3 (%)3(%)1(%) - %_ 36"

3b) Pueden darse 3 casos (excluyentes entre si), producirlas en 4, 5 o 6 intentos, por lo tanto, la probabilidad
es: 3C3 (;)3(1)‘)(3) +4C3 (1)3(1)1@) +5C3 (&)3(1)2(1) _ 16, 64 | 160 _ 144+192+160 _ 496
3/\3/\3 3/\3/\3 :

3/\3/\3) 81 243 729 729 729
. . ) - 496 _ 233
3c¢) Utilizando el complemento del literal 3b, se tiene que la probabilidad es: 1 — 729 = 739

4. Sea A: la carta es de tréboles, entonces p(A) = % , Y puesto que los experimentos son independientes

(porque la extraccidn es con reposicion), la probabilidad es: Ci( Y3\ (1) _ 27
atl 4)\a)\a) ™ 256"

5. Sea A: acierta el tiro, entonces p(A) = % , ¥ calculando la probabilidad de ganar para cada uno:

. 7 3(3)1(7) 28812 - (7)3(3)3(7) 1296540
ti tel N2V (L) = . ) 2) (L) = 2225229 .
participante 1, 4C3 (10) 10) \10) = Tooo0o Participante 2, 6C3 10/\10/\10/ ~ 10000000 ’

Por lo tanto el primer participante tiene mayores
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Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1. Determina la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja tradicional sea de corazones, si ya

2.

. Para rifar 3 premios participan 15 personas, de las cuales 10 son mujeres y 5 son hombres, determina la

. La probabilidad de que llueva en un dia de octubre es

. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado 5 veces se obtenga exactamente un cuatro, un seisy

. E1 30% de los conductores tienen un accidente de transito, el 30% de estos accidentes es debido a que el

H7.

se sabe que la carta extraida es de color rojo.

La probabilidad de que un programa de television sea visto por un hombre casado es 0.3, la probabili-
dad de que sea visto por una mujer casada es 0.4, y la probabilidad de que un esposo vea el programa
cuando su esposa lo ve es 0.7.

Calcula:

a) La probabilidad de que una pareja casada vea el programa.

b) La probabilidad de que una esposa vea el programa dado que el esposo lo ve.
c) La probabilidad de que al menos uno de los esposos vea el programa.

probabilidad de que 3 hombres ganen un premio, si una misma persona no puede ganar dos premios.

1

3T

Calcula:

a) La probabilidad de que no llueva durante 5 dias seguidos.

b) La probabilidad de que llueva 3 dias de una semana (5 dias).

c) La probabilidad de que llueva hasta el sexto dia del mes de octubre.

un uno, en alguno de los lanzamientos.

conductor estaba bajo los efectos del alcohol, el 20% por contestar el celular y el 5% cambiaba la emiso-
ra. Por otro lado, el 40% de los conductores van bajo los efectos del alcohol, el 50% contestan el celular
y el 70% cambia la emisora mientras conduce.

Determina:

a) La probabilidad de que una persona choque dado que se conduce ebria.
b) La probabilidad de que una persona choque dado que contesto el celular.
c) La probabilidad de que una persona choque dado que cambid la emisora.

En el control de calidad de una envasadora de alimentos se extraen productos hasta completar 4 defec-
tuosos, si el 95% del producto es producido de buena calidad.

Determina:
a) La probabilidad de que se extraigan 10 elementos en el control de calidad.
b) La probabilidad de que los primeros 4 productos sean los defectuosos.

J
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Indicador de logro:

2.8 Resuelve problemas correspondientes a la probabilidad condicional.

Solucién de problemas:

1. Sean A: la carta es de corazones; y B: la carta es de color rojo, entonces:

P(ANB) = 13 , P(B) = —, por lo tanto P(A/B) = P(;\(g)B) = % + % = %

2a) Sean A: eI programa es visto por una mujer casada; y B: el programa es visto por un hombre casado,
entonces: P(A) = 0.4, P(B/A) = 0.7, por lo tanto, P(ANB) = P(A)P(B/A) = 0.4 x 0.7 = 0.28.

2b) P(A/B) = ()) 0.28+0.3 = 0.93.

2c) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0.4 + 0.3 — 0.28 = 0.42.

3. Sea A: ganan 3 hombres, entonces n(A) = 5C3, por lo tanto, P(A) = —-5C3_ 2

15C3 91

1 . . .
43) Sea A: llueve, entonces P(A) = 3 Ypuestoque llover es algo independiente de un dia a otro, por lo tanto,
la probabilidad que no llueva 5 dias seguidos es: 2 x 2 w2 w2 w2 - 32
373737373 2483

4b) La probabilidad es: 5C3 (%)3(%): %.

4c) La probabilidad es: 5Cg (%)0(%)5(%) = %.

5.Sean A:cae 4;B:cae 6;C:cael;yD:cae2,3y5enel Ianzamiento, entonces la probabilidad es:
2
5C1 x 4C1 x 3C1 x 2C2 x P(A) x P(B) x P(C) x P(D)? =60 x = x & x < x(%) =2,
6a) Sean A: la persona se conduce ebria, B: la persona contesto el celular, C: la persona cambid la emisora,
D: la persona tiene un accidente de transito, entonces:

P(AND) = P(D)P(A/D) = 13—0 13—0 100, por lo tanto, P(D/A) = If‘(Q)D) % + %: 2
6b) P(BND) = P(D)P(B/D) = 13—0 % , por lo tanto, P(D/B) = E(Q)D)z 53—0 : %: >
6c) P(CND) = P(D)P(C/D) = % = 305 POr lo tanto, P(D/C) = LR = 2% o T - 3

Para este problema hay que indicar que los porcentajes sean expresados como fraccion,
para calcular las probabilidades.

7a) Este problema equivale a decir que el cuarto elemento defectuoso se da en la décima extraccion, por

lo tanto, la probabilidad es: 3 6
gca(i)(g)(i)_ 3951854004
20/\20 -

20 10240000000000 *

7b) Puesto que cada extraccion es independiente de las otras, la probabilidad es:

1 1 1,1 1
200 20 20 20 160000
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2.9 Problemas de la unidad ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mds adecuada.

1. Determina la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja tradicional sea de diamante o de
picas o Jota.

[Q Picas & Tréboles ]
s

¥ Corazones 4 Diamante

2. Calcula la probabilidad de que al lanzar 3 dados la suma sea 10.

3. Determina la probabilidad de que al ordenar 3 bolas azules (idénticas), 4 bolas moradas (idénticas) y 2
bolas negras (idénticas) las bolas negras queden todas juntas.

4. En un juego se tienen 2 bolsas, la primera contiene 3 bolas blancas, 2 rojas y una negra, la segunda con-
tiene 2 bolas blancas, 3 rojas y 3 negras. Se extrae una bola de alguna de las bolsas.

Calcula:
a) La probabilidad de que se extraiga una bola negra de la segunda bolsa.
b) La probabilidad de que se extraiga una bola roja.

5. En un ropero hay 3 pares de zapatos negros y 4 pares de zapatos cafés. Si se extrae un zapato, determina:

a) La probabilidad de extraer un zapato café derecho o un zapato negro izquierdo.
b) La probabilidad de extraer un zapato izquierdo o de color negro.

6. Calcula la probabilidad de que en una cadena binaria (de 0 y 1) de longitud 6 aparezcan al menos 3 ceros
juntos al final de la cadena.

7. Determina la probabilidad de que al ubicar 2 torres en un tablero de ajedrez (8 x 8) estas queden alinea-
das vertical u horizontalmente.

8. Determina la probabilidad de que al ubicar 3 nifias y 3 niflos en una mesa redonda ningln nifio quede a
la par de otro nifio.

9. Considerando las piezas de Braile formadas por un rectdngulo con 6 celdas en el que cada celda puede
estar vacia o tener un punto en relieve. Determina la probabilidad de que al escoger una pieza del siste-
ma Braile tenga al menos una casilla vacia (sin punto en relieve).

- J

2]

J
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Indicador de logro:

2.9 Resuelve problemas correspondientes a probabilidad.

Solucidn de problemas:

1. Sea A: es de diamante, B: es de picas, y C: es Jota, entonces se tiene que n(A) = 13, n(B) = 13, n(C) = 4,
n(ANB) =0 (ANB = &), n(ANC) = 1 (la Jota de diamantes), n(BNC) = 1 (la Jota de picas), n(ANBNC) =0,
(ANBNC =), por lo tanto:

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC) = % + %+ % ~0- % - %
-28_ 7
52 13"

2. Sea A: la suma de las tiradas es 10, entonces A = {(1, 3, 6), (1, 4, 5), (1, 5, 4), (1, 6, 3), (2, 2, 6), (2, 3, 5),
(21 4I 4)’ (2I 5' 3)' (2I 6I 2)l (3I 1’ 6)I (3I 2[ 5)I (3I 3' 4)' (3l 4l 3)' (3I 5’ 2)! (3I 6[ 1)' (4I 1' 5)I (4l 2l 4)l (4I 3! 3)!

(4,4,2),(4,5,1),(5,1,4),(5,2,3),(5,3,2),(54,1), (6,1,3), (6,2, 2), (6,3, 1)}, por lo tanto, P(A) = 2= =5 .
3.Sea A: Iazzobolazs negras quedan juntas, entonces n(A) = %:4! =280,y n(S) = %iZ! = 1260, por lo tanto,
P(A) = 1260 9"

4a) Sea A: es una bola negra, B: es de la primera bolsa, y C: es de la segunda bolsa, P(A/C) = % y P(C) = %
por lo tanto, P(ANC) = P(C)P(A/C) = %x % = 13_6 .

4b) Sea D: es una bola roja, entonces P(D) = P(DB) + P(DNC) = P(B)P(D/B) + P(C)P(D/C) = 1y % + % x %

2
-
48"
5a) Sea A: el zapato es café y derecho, B: el zapato es negro e izquierdo, entonces
4C1  3C1 _ 7
P(AUB) = P(A) + P(B) = —=—+ —=— = —.
(AUB) = P(A) + P(B) 14C1  14C1 14
5b) Sea C: el zapato es izquierdo, D: el zapato es negro, entonces
7C1 6C1 3C1 10 _ 5
P(CUD) = P(C) + P(D) - P(CND) = + - == =2,
(CUD) = P(C) + P(D) - P(CND) 14C1 14C1 14C1 14 7
6. Asegurando que los 3 ceros estén juntos al final, se tiene que la probabilidad es %x % x % = % . O bien,

utilizando la probabilidad del complemento, solamente es necesario calcular cuando aparecen 0, 1 o 2
. . . 5 4 3
ceros juntos al final de la cadena, por lo tanto, la probabilidad es: 1 — zZ_2_2_ l,

64x14 _ 2

64x63  9°

7. Sea A: las torres quedan alineadas vertical u horizontalmente, entonces se tiene que P(A) =

31x4P3-31x31x2
6

8. Sea A: ningun nino queda a la par de otro, entonces n(A) =

12 1
P(A) = 710

=12, por lo tanto,

Para calcular n(A) es necesario restarle 3! x 3! x 2, que son los casos en los que al ordenar de manera lineal quedan 2 estu-
diantes en los extremos de la fila, luego valorar los dos espacios que quedan entre las nifias para colocar el nifio restante y
contarlo para cada forma de ordenar las nifias.

9. Utilizando la probabilidad del complemento, es suficiente con determinar la probabilidad del evento
A: la pieza no tiene casillas vacias, entonces P(A) = %; , por lo tanto, la probabilidad requerida es:

1- -8
2° 64
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2.10 Problemas de la unidad

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1. En un juego se tiene una baraja tradicional de la que se han quitado 3 cartas de corazones, una de dia-
mante y 2 de tréboles, el juego consiste en adivinar de qué palo sera la carta que se extraiga de la baraja
modificada (picas, corazones, tréboles o diamantes). Determina la opcidén que tiene mayor probabilidad
de ganar.

E2. Un juego consiste en adivinar cudntas caras caeran al lanzar 7 veces una moneda, Carmen dice que
caeran 4 caras y Carlos dice que caeran 3 caras. Determina quién tiene mayor probabilidad de ganar. Si
fueran 8 lanzamientos, determina cudl seria la opcidon mas probable.

E3. Un juego de dados consiste en adivinar después de cuantas tiradas se obtendra 3 veces el nimero 5. Una
persona dice que se lograra después de 6 tiradas, otra dijo que después de 7, y otra dijo que después de
8 tiradas. Determina qué persona tiene mayores probabilidades de ganar. ¢ Qué opcidn habrias dicho tu
para tener la mayor probabilidad de ganar?

4. La probabilidad de que en una calle el semaforo esté arruinado es 0.2, la probabilidad de que en dicha
calle ocurra un accidente es 0.5, y la probabilidad de que ocurra un accidente considerando que el se-
maforo estd dafiado es 0.75.

Determina:
a) La probabilidad de que ocurra un accidente y el semaforo esté arruinado.
b) La probabilidad de que el semaforo esté arruinado dado que ocurrié un accidente.

E5. Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 bolas rojas, todas indistinguibles entre si, se extraen 3 bolas de la
urna, una después de la otra, con la condicion que si la bola es roja se devuelve a la urna, pero si la bola
es blanca no se devuelve. Determina la probabilidad de que al sacar 3 bolas, exactamente una de ellas
sea de color blanco.

6. En un consultorio se tiene que la probabilidad de que alguien tenga cancer si se le ha diagnosticado es
0.9, y la probabilidad de que alguien lo padezca si se le ha diagnosticado que no lo tiene es 0.15, ademas
se sabe que el 20% de los pacientes son diagnosticados con cancer.

Calcula:
a) La probabilidad de que un paciente padezca de cancer.
b) La probabilidad de que un paciente sea diagnosticado con cancer si lo padece.

E7. En un juego de un programa de televisién se gira una ruleta de colores, participan 3 personas. El juego
consiste en adivinar después de cudntas giradas caerd la ruleta en la casilla de color rojo. Una persona
dice que en la tercera girada, otra dice que en la sexta girada, y la Ultima dice que en la cuarta girada.
Determina cudl de las personas tiene mayor probabilidad de ganar si la probabilidad de que caiga rojo en
la ruleta es 0.3. ¢Qué opcidn habrias dicho tu para tener la mayor probabilidad de ganar?

- J
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Indicador de logro:

2.10 Resuelve problemas correspondientes a probabilidad.

Solucién de problemas:

1. Sean A es de corazones B: es de diamantes, C: es de tréboles, y D: es de picas, luego P(A) = ;(2) ,

P(B) = P(C) y P(D) = =, por lo tanto, la opcidn que tiene mayor probabilidad es que sea
una carta de plcas

2. Sean A: caen 4 caras, B: caen 3 caras, y calculando cada caso:
4

P(A) = 7Ca (%)4(%)2 % y P(B)=7C3 (%)3(;) = o5 (7Ca = 7C3), por lo tanto, ambos tienen la misma

probabilidad de ganar.

Por otro lado si fueran 8 lanzamientos se tiene el siguiente escenario:

1y (1\* 1V (1)°_ 56
P(A) = 8C4 (3) (2) = 3ee y P(B)= 8C3 (5) (5) = Scgr POT lo tanto, para este caso Carmen tiene mayores

probabilidades de ganar.

3. Sean A: después de 6 tiradas, B: después de 7 tiradas y C: después de 8 tiradas, entonces las probabilida-
des son:

_ 1V (5\*(1) _ 625 1\(5\*(1)_ 31 1\ (5\°(1)_ 21875
P = 5C2 (5] (3) (5) = 5538 P&) = 6C2 () (8] (5) - 55 v P10 = 7C2 5] () (3) - 55
Luego, utilizando aproximaciones decimales, P(A) = 0.027, P(B) = 0.033, P(C) = 0.039, por lo tanto, la ter-
cera persona tiene mas probabilidades de ganar.

Para determinar cudl seria la mejor respuesta, se puede utilizar el método de prueba vy error, lo ideal es
gue logren concluir que aproximadamente la mayor probabilidad se alcanza entre 15 y 17 tiradas, lo cual
coincide con la esperanza matematica de la distribucién binomial negativa para este caso.

43) Sea A: el semaforo esta arruinado, B: ocurre un accidente, entonces P(A) = 0.2, P(B) = 0.5, P(B/A) = 0.75
por lo tanto, P(ANB) = P(A) P(B/A) =0.2 x 0.75 = 0.15.

4b) P(A/B) = P‘QQ)B) -0.15+0.5=0.3

5. Sean A: la bola es blanca, y B: la bola es roja, puesto que la bola blanca puede salir en la primera, segunda
o tercera extraccidn, y estos casos no pueden suceder simultdneamente, hay 3 casos:

’

. . . . 2. 4.4 4 5. 4.4 4.5
A, B, B; B, A, B; B, B, A; y la probabilidad es: 5 XgXg vt 3%9%X3t 3%95%%

_ 5,10, 80 _ 405+360+320 _ 1085
T 36 81 729 ~ 2916 T 2916

6a) Sea A: el paciente tiene céncer, y B: el paciente es diagnosticado con cancer, entonces P(B) = 0.2
P(B)=0.8, P(A/B)=0.9y P(A/B°) =0.15; luego P(A) = P(ANB) + P(ANB°), por lo tanto, la probabilidad

es: P(A) = P(A/B) P(B) + P(A/BS) P(B) =0.9 x 0.2 + 0.15 x 0.8 = 0.18 + 0.12 = 0.3
6b) P(B/A) = Z40FL =018+ 03 =06

7. Sean A: cae rojo en la tercera girada, B: cae rojo en la sexta girada, y C: cae rojo en la cuarta girada; enton-
ces las probabilidades son: P(A) = (0.7)*(0.3) = 0.147; P(B) = (0.7)%(0.3) = 0.05; P(C) = (0.7)3(0.3) = 0.103.

Por lo tanto, la primera persona tiene mas probabilidades de ganar. Para determinar cual seria la mejor
respuesta, se puede utilizar el método de pruebay error, lo ideal es que logren concluir que aproximada-
mente la mayor probabilidad se alcanza en 2 giradas, lo cual coincide con la esperanza matematica de la

distribucién geométrica para este caso.
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Area F= i’

La figura esta formada por 4 tridngulos de cada color, entonces se tiene que:

" 1,1 .1, 1
AreaF=4T1+4T2+4T3+4T4=4(T1+T2+T3+T4)=4(?+?+?+?)

24—1)_£

Entonces del contenido de sucesiones geométricas: Area F' = 4( >
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