Unidad 6. Caracteristicas de los triangulos y cuadrilateros

Competencia de la Unidad

Identifica figuras planas utilizando criterios de congruencias para obtener caracteristicas de triangulos

y cuadrilateros.

G’rimero y segundo cicIcD

e Construccién de dangulos
usando el transportador

e Clasificacion y construc-
cién de tridangulos

e Clasificacion y construc-
cién de cuadrildteros

e Clasificacion de cuerpos
geométricos

e Figuras simétricas

e Perimetro y area de tridn-
gulos y cuadrilateros

e Patrones de cubos y pris-
mas rectangulares y trian-
gulares

e Longitud de la circunferen-
ciay drea del circulo

e Longitud y drea de secto-
res circulares notables

e Volumen del prisma

e Traslaciones, giros y sime-
tria rotacional

( Séptimo grado )

Unidad 8: Figuras planas

y construccion de cuerpos

geométricos

e Movimiento de figuras en
el plano

e Circulos, segmentos y
angulos

¢ Planos, cuerpos
geométricos y area total
de prisma, pirdmide y
cilindro

Relacién y desarrollo
( Octavo grado )

Unidad 4: Paralelismo y an-

gulos de un poligono

e Suma de los angulos inter-
nos y externos de un poli-
gono

e Rectas paralelas y angulos

l

Unidad 5: Criterios de con-
gruencia de triangulos
e Congruencia de tridngulos

l

Unidad 6: Caracteristicas de
los tridngulos y cuadrilateros
e Tridngulos

e Paralelogramos

Unidad 7: Area y volumen de

solidos geométricos

e Caracteristicas y elemen-
tos de los sélidos geomé-
tricos

e Calculo del volumen de s6-
lidos geométricos

e Aplicaciones de volumenes

e Areas de sélidos geométri-
cos

e Aplicaciones de areas

( Noveno grado )

Unidad 5: Figuras semejan-

tes

e Semejanza

e Semejanza de tridngulos

e Semejanza y paralelismo

e Aplicacién de semejanza y
triangulos semejantes

|

Unidad 6: Teorema de Pita-
goras

e Teorema de Pitagoras

e Aplicaciéon del teorema de

Pitagoras

Unidad 7: Angulo inscrito y

central

e Angulo central e inscrito

e Aplicacién de angulos cen-
tral e inscrito




Plan de estudio de la Unidad

Leccion Horas Clases

1 1. Tridangulos isdsceles

1 2. Teorema del tridngulo isdsceles

1 3. Bisectriz de un tridngulo isésceles

1 4. Tridngulos equilateros

1 5. Teorema sobre triangulos isdsceles y equilateros

1 6. Reciproco y contraejemplo de un teorema

1. Tridngulos

1 7. Primer criterio de congruencia de triangulos rectangulos

1 8. Segundo criterio de congruencia de tridngulos rectangulos

1 9. Condiciones necesarias y suficientes

1 10. Uso de las condiciones necesarias y suficientes

1 11. Caracteristicas de las bisectrices de un tridngulo

2 12. Practica lo aprendido

1 1. El paralelogramo

1 2. Caracteristicas de los paralelogramos

1 3. Diagonales de un paralelogramo

1 4. Condiciones de los lados de un cuadrilatero para que sea
paralelogramo

1 5. Condiciones de los dangulos de un cuadrilatero para que sea

2. Paralelogramos paralelogramo

1 6. Condiciones suficientes para que un cuadrildtero sea para-
lelogramo

1 7. Caracteristicas del rectangulo y el rombo

1 8. Aplicacién de las carateristicas de las diagonales de un
rectangulo

1 9. Reciproco de caracteristicas de rectangulos

o




1 10. Relacién entre lineas paralelas y areas

1 11. Aplicacion de la relacién entre lineas paralelas y dreas
2 12. Practica lo aprendido

1 Prueba de la Unidad 6

1 Prueba del segundo trimestre

26 horas clase + prueba de la Unidad 6 + prueba del segundo trimestre

Puntos esenciales de cada leccion

Leccion 1: Triangulos

A partir del proceso de triangulacion de un poligono aprendido en Educacién Basica, se deduce la for-
mula para el calculo de la suma de los dngulos internos de un poligono de n lados, luego utilizando este
hecho, se deduce la suma de los dngulos externos de un poligono. Ademads se hace énfasis en el caso
particular de los poligonos regulares.

Leccion 2: Paralelogramos

Esta leccion se inicia con el estudio de los angulos opuestos estudiados en Educacién Bdasica, se esta-
blecen las relaciones entre cada par de dngulos opuestos, ademds para determinar el valor de cada
angulo dado, se hace uso de la relacidn entre los angulos suplementarios; luego se analiza la relacién
entre los angulos entre paralelas que es utilizada para demostrar uno de los mas importantes teoremas
matematicos y para resolver situaciones del entorno.

@ Guia Metodoldgica




1.1 Tridngulos isdésceles

Materiales:
¢ Un rectangulo de papel bond
e Tijera

Secuencia:

En segundo ciclo de Educacion Basica,
se estudid la clasificacion de los trian-
gulos considerando la relacién entre la
medida de los lados y sus angulos; en
esta clase se identifican los elementos
de un triangulo isdsceles y su caracte-
rizacion. También se analiza el proceso
de construccién de un triangulo isdsce-
les a partir de un rectangulo de papel.

Propésito:

@, @ Caracterizar los triangulos para
recordar lo aprendido en Educacion
Basica y asi introducir los nombres de
cada uno de los elementos de un trian-
guloisésceles que es un caso particular
de triangulos.

(3 Sistematizar los elementos y carac-
terizacion de un tridngulo isdsceles,
introduciendo asi el lenguaje matema-
tico.

@) Construir un triangulo isdsceles para
verificar sus caracteristicas mediante
el uso de dobleces.

® Fijar el contenido desarrollado en la
clase, asi como el de los conocimientos
previos sobre clasificacion de triangu-
los.

Solucién de algunos ejercicios:
b) Es un triangulo isdsceles, porque
tiene 2 lados de igual longitud.

<—Arista
Lados opuestos a

angulos adyacentes
3.5cm

Angulos adyacentes

c) Es un triangulo escaleno, porque
tiene los 3 lados de diferente longi-
tud; pero también es obtusangulo.

d) Es un triangulo escaleno, porque
tiene los 3 lados de diferente longi-
tud; pero también es rectdngulo.

Indicador de logro: Caracteriza los triangulos isdsceles.

1.1 Tridngulos isdsceles

I Clasifica los siguientes triangulos segun la longitud de sus lados, y menciona la caracteristica de los

(S

triangulos isosceles.

a) b) < d)
4cm 4cm
4 .cm 4 cm 6cm 3em 4.24 cm
3cm
4cm
3cm 3cm

4 cm

Observa que también cada tridngulo

a) Tiene los 3 lados de igual longitud, entonces es un triangulo | .. . cqe clasificar por sus dngulos:

equilatero.
b) Tiene 2 lados de igual longitud, entonces es un triangulo isésceles.
c) Tiene los 3 lados de diferente longitud, entonces es un tridangulo
escaleno.
d) Tiene 2 lados de igual longitud, entonces es un triangulo isésceles.

a) Es acutangulo (3 éngulos agudos).

b) También es acutangulo.

c) Es obtusangulo (un angulo es ob-
tuso).

d) Es rectangulo (un dngulo recto).

@ C La definicidn de los triangulos isdsceles es que dos de sus lados son de igual longitud y se caracterizan

porque la medida de dos de sus dangulos es igual. A

Las partes de un triangulo isdsceles son:

Arista: Es el vértice donde concurren los lados de igual longitud.
Base: Es el lado opuesto a la arista.

Angulos adyacentes: Son los angulos formados por la base y los
otros dos lados del triangulo.

Lados opuestos a angulos adyacentes: Son los lados de igual
longitud en un tridangulo isdsceles.

Lados opuestos a
4ngulos adyacentes

Bgse
Angulos adyacentes

@ ®Veriﬁca la construccion de un triangulo isésceles utilizando papel y comprueba que dos de sus lados y

®

|

a)

angulos son iguales. Realiza los siguientes pasos:

1. Toma una hoja de papel y déblala formando un rectangulo tal como se muestra en la figura 1.

2. Sefiala la diagonal de ese rectangulo y corta con la tijera exactamente en la diagonal (figura 2).

3. El tridangulo que queda en medio, dividelo por la mitad tomando punta a punta y comprueba que es
isésceles viendo que sus dngulos y lados coinciden (figura 3).

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Clasifica los siguientes tridngulos, argumenta tu respuesta y sefiala las partes de los tridangulos isdsceles.

d)
5cm
3cm
N
g sem am fem
Es un tridangulo  b) Es un triangulo c) Esuntridngulo d) Es un tridngulo
equilatero. isosceles. escaleno. escaleno.

Tarea: pagina 120 del Cuaderno de Ejercicios.

(/-

Fecha: U6 1.1 \\
Clasifica los siguientes triangulos segun la longitud Construccion de un
de sus lados, y menciona la caracteristica de los triangulo isdsceles:
triangulos isésceles. .
a) b) c) d) | |
4cm 4cm 4cm 4cm 6cm sem 420em i i
em Figura 1
4cm
4cm 3cm 3cm
@a) Tiene los 3 lados de igual longitud, entonces es A !
un triangulo equilatero. S
b) Tiene 2 lados de igual longitud, entonces es un Figura 2 Figura 3
triangulo isésceles.
c) Tiene los 3 ‘I?dos de diferente longitud, enton- a) Es un triangulo
cgs es un trlangu!o escalenp. equilatero, porque
d) Tl'e’ne 2 Iac.:lo’s de igual longitud, entonces es un tiene los 3 lados
tridngulo isésceles. de igual longitud.

/)
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1.2 Teorema del tridngulo isdsceles

Indicador de logro: Demuestra el teorema del tridngulo isésceles: “A lados igua-
les corresponden dngulos iguales”, utilizando la congruencia de triangulos.

1.2 Teorema del triangulo isésceles

P Demuestra que, si el AABC es isdsceles con lados AB = AC, entonces <ABC = <ACB.

A

Como aplicacién de los criterios de congruencia de triangulos,
se tiene la demostracién de un teorema cldsico, conocido como
el Pons Asinorum, o puente de los burros, que establece que
“En un tridngulo isésceles, los dngulos de la base son
congruentes” (un tridangulo isdsceles es aquel que
tiene dos lados congruentes y el tercer lado se le lla-
ma base). Pinasco, J. (2009). Las Geometrias.

B C

s Se traza el segmento AD con D, el punto medio de BC. A

DB = DC (por construccién).
Entonces, AABD = AACD (por criterio LLL, AD es comun, y AB = AC por hipétesis).

Por lo tanto, ¥ABC = <ACB (por la congruencia de los tridngulos).

C

©)

Tarea

En un triangulo isdsceles, los angulos de la base son congruentes.

1. Determina la medida de los angulos restantes de cada tridngulo aplicando el teorema demostrado.
a) b) c)

A
A
50°

e 65°
AL Qc

2. En la siguiente figura considera que BD = CD = AD. Justifica las igualdades planteadas en cada literal
dejando constancia de lo realizado.

Por ser dngulos de la base de un A

triangulo isdsceles.

b) «DAC=<«DCA De la misma manera del a).

a) <DAB = %DBA

¢) «DBA + <ACB = 90° ) Como 26 + 23 = 180°,
entonces X0 + «f =90°. 0 B
d) «CAB =90° B } } c
Como <A+ «B+«xC=180°y
¥B + «xC =90° entonces <A =90°.

/@F

B

ZABC = XACB. a Vs
c Como <A + ¥B + «C = 180°, entonces
Se traza el segmento AD con D, el <A =50%.
punto medio de BC. A
A b)

: pagina 121 del Cuaderno de Ejercicios.
echa: U61.2 N)
A i «C = «B = 65°, por ser
Demuestra que, st el angulos de la base de
AABC es isdsceles con

un tridngulo isésceles.
lados AB = AC, entonces

DB = DC. (Por construccion).

Entonces, AABD = AACD. (Por
criterio LLL, AD es comun, y B C

AB = AC por hipétesis). IA+<XB+<xC=180, <A =90°y xB=<C
Por lo tanto, <ABC = <ACB.
(Por la congruencia de los

AB =<xC=45° porserangulos de la base

triangulos).

de un tridngulo rectangulo isdsceles. )

©

Secuencia:

En la clase anterior se identificaron los
elementos de un tridangulo isdsceles
caracterizando cada uno de ellos; en
esta clase, se hara la demostracion de
uno de los teoremas clasicos, para ello
es importante recordar lo aprendido
sobre demostraciones y congruencia
de triangulos.

Propésito:

@, @ Demostrar el teorema y recordar
el proceso de demostracion haciendo
énfasis en las afirmaciones matema-
ticas utilizadas que corresponden a
conocimientos previos adquiridos en
unidades anteriores.

(3 En el numeral 1, utilizar el teorema
demostrado para determinar la medi-
da de los dngulos restantes; ademas
se utilizara el teorema de la suma de
los dngulos internos de un triangulo y
angulos suplementarios.

En el numeral dos, justificar las afirma-
ciones planteadas, siempre utilizando
lo aprendido sobre angulos y triangu-
los.

Posibles dificultades:

Justificar las afirmaciones que se indi-
can en el numeral 2 de la fijacidn, en
ese caso se puede indicar que trabajen
por parejas; y si en algun caso extremo
nadie puede resolverlo, se pueden dar
pistas para orientarles.

Solucién de algunos ejercicios:
2. A
o\

a) <DAB = «DBA, por ser los angulos
de la base de un triangulo isésceles.
b) «<DAC = <DCA, de la misma manera
del a).
c) <DBA + <ACB = 90°.
Como 26 + 2« = 180°, entonces
X6 + XP =90°.
d) <CAB =90°.
Como <A + B+ xC=180°y
XB + «xC =90°, entonces <A =90°.

Guia Metodoldgica



1.3 Bisectriz de un tridngulo isésceles

Secuencia:

En la clase anterior se demostro el teo-
rema que relaciona los angulos de la
base de un tridngulo isésceles; en esta
clase se demostrard el teorema que re-
laciona la mediatriz de la base de un
triangulo isésceles con la bisectriz del
angulo opuesto a la base.

Propésito:

@, @ Demostrar el teorema y recor-
dar el concepto de bisectriz y media-
triz, ademas de hacer conciencia de
la importancia de los teoremas en la
contruccion del conocimiento mate-
matico.

(3 Utilizar los criterios de congruencia
y relacidn entre angulos internos para
demostrar propiedades de las bisetri-
ces de un tridngulo isésceles.

Posibles dificultades:

Puede que a los estudiantes se les difi-
culte estructurar la demostracion, por
lo que se pueden dar pistas para que
se orienten y asi poco a poco ir desa-
rrollando la habilidad para realizar de-
mostraciones matematicas.

Solucién del ejercicio:

A

X ° 6K
B C

Como AB = AC, entonces %B = XC, por
ser angulos de la base de un triangulo
isésceles.

A A
0= > IB=5-<C
ABCN = ACBM, por criterio ALA.

De donde ¥BNC = «CMB, entonces
también por ALA ABPN = ACPM.

Por tanto, BP = CP, de donde se con-
cluye que APBC es isdsceles.

Indicador de logro: Deduce y utiliza la caracteristica que posee la bisectriz de un
triangulo isdsceles.

1.3 Bisectriz de un triangulo isésceles

o P

Demuestra que en un tridngulo isésceles ABC, la bisectriz del angulo comprendido entre dos lados de
igual longitud es mediatriz del lado opuesto.

IN La bisectriz de un tridngulo: es el segmento que divide a cualquiera de sus
tres angulos en dos partes iguales y termina en el correspondiente lado
opuesto.

La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular a dicho segmento y
que lo divide a la mitad.
B C
D

Bisectriz Mediatriz

S

En la figura AABD = AACD (por criterio LAL, AB = AC, AD es compartido y <BAD = «CAD por hipoétesis).

Entonces DB = DC (por la congruencia de tridngulos).

A
<XADB = <ADC (por la congruencia de tridngulos) . . . (1)
XADB + <ADC = 180° (por ser angulos suplementarios) . . . (2)
Entonces, 2<ADB = 180° (por (1) y (2)).
Y <ADB =90°, y entonces AD LBC. B 5 C

Por lo tanto, AD es mediatriz de BC (DB = DCy AD L BC).

C

En un tridngulo isdsceles se cumple que la bisectriz del angulo comprendido entre los dos lados de igual
longitud del triangulo es mediatriz del lado opuesto.

Observa que por este resultado se puede concluir que la
bisectriz del angulo comprendido entre los lados de igual
longitud, también es altura y mediana del tridngulo isds-
celes.

\ Demuestra que si el AABC es isdsceles y si se trazan las bisectrices de los dngulos adyacentes, siendo P

el punto de interseccion entre las dos bisectrices, entonces el APBC es isésceles.

A

N

B C

Tarea: pagina 122 del Cuaderno de Ejercicios.

(r

Fecha: U6 1.3

Demuestra que en un triangulo isdsceles
ABC, la bisectriz del angulo comprendido

Entonces, 2<ADB = 180° (por [1] y [2])
Y <ADB =90°, y entonces AD L BC.

entre dos lados de igual longitud es A
mediatriz del lado opuesto. ® Como AB = AC,
A entonces 4B = «C
@ En la figura AABD = AACD. (Por cri- N M
terio LAL, AB = AC, AD es comparti- p%
do y <BAD = «CAD por hipétesis). b Q

) AN
B C
Entonces DB = DC. (Por la con-

gruencia de triangulos). ABCN = ACBM, por criterio ALA.

De donde «BNC = <CMB, entonces

<ADB = <ADC. (Por la congruencia | ABPN = ACPM, por criterio ALA.
de tridangulos) ... (1)

ZADB + <ADC = 180°. (Por ser angulos

suplementarios) ... (2)

Por tanto BP = CP, de donde se con-
cluye que APBC es isosceles.

/)
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1.4 Tridngulos equilateros

Indicador de logro: Demuestra el teorema “un triangulo equildtero es equian-

gulo”.

1.4 Tridngulos equilateros

P Demuestra que los dngulos del tridngulo equildtero ABC son de igual medida, y cada uno mide 60°.

A

Un tridngulo equilatero es aquel cuyos
tres lados tienen igual longitud.

(S

XABC = «BCA (ya que AB=AC)...(1)

%BCA = «CAB (ya que BC=BA)...(2)
Por lo tanto, «ABC = «BCA = «CAB (por (1) y (2)).

Sea x la medida del angulo:

Entonces, x = 60° (resolviendo la ecuacion).

3x = 180° (por la suma de los dngulos internos de un triangulo).

Por lo tanto, cada uno de los dngulos de un tridngulo equildtero mide 60°.

A un triangulo que posee sus tres
angulos de igual medida se le
puede llamar equiangular.

c En un tridngulo equilatero cada uno de los dngulos internos mide 60°.

@ \ Sea el AABC equildtero, y ademads BE = CF = AD. Demuestra que el ADEF es equilatero.

A

Tarea: pagina 123 del Cuaderno de Ejercicios.

(/ Fecha:

@ A

U6 1.4

Demuestra que los angulos del
triangulo equilatero ABC son
de igual medida, y cada uno
mide 60°.

XABC = «BCA (ya que AB = AC) ... (1)
JIBCA = «CAB (ya que BC=BA) ... (2)

Por tanto, <ABC = <BCA = <CAB
¢ (Por [1]y [2]).

Sea x la medida del angulo:

3x =180°.

Entonces, x = 60°.

>
Como el AABC
es equilatero,

entonces

AB =BC = CA.

AD + DB = BE + EC = CF + FA, de
donde se tiene:

DB =EC = FA, ya que BE = CF = AD,
por hipotesis.

AADF = ABED = ACFE, por criterio
LAL.

De donde se tiene DE = EF = FD.

Por tanto, ADEF es equilatero.

/)

©

Secuencia:

En las dos clases anteriores se han ca-
racterizado los tridngulos isdsceles, en
esta clase se demuestra que cada uno
de los dngulos internos del triangulo
equiladtero mide 60°.

Propésito:

@), @ Determinar la medida de cada
uno de los angulos internos de un
triangulo equilatero.

(3 Utilizar lo aprendido sobre tridngu-
los equildteros para demostrar la rela-

cion entre los elementos de la figura.

Solucion del ejercicio:

Como AABC es equildtero, entonces:
AB = BC = CA.

Pero AB =BC =CA, esigual a

AD + DB = BE + EC = CF + FA, de donde
se tiene DB = EC = FA, ya que

BE = CF = AD, por hipotesis.

AADF = ABED = ACFE, por criterio LAL.

De donde se tiene DE = EF = FD.
Por tanto, ADEF es equilatero.

Guia Metodoldgica



1.5 Teorema sobre tridngulos isdsceles y equilateros

Secuencia:

En la clase 1.2 se demostro el teorema
sobre triangulos isdsceles que esta-
blece que si dos lados de un tridngulo
son iguales, entonces los angulos que
se oponen a ellos también son iguales;
en esta clase se demostrara un teore-
ma sobre tridngulos isésceles y equila-
teros que relaciona los dngulos con los
lados.

Propésito:

@), (@ Utilizar lo aprendido sobre con-
gruencia de tridngulos y angulos, para
demostrar el teorema sobre triangulos
isdsceles y equilateros, es importante
hacer énfasis en el uso de trazos auxi-
liares como un recurso en el proceso
de demostracion.

(3 Utilizar el resultado obtenido, para
demostrar que si un triangulo tiene los
tres angulos iguales, también todos
sus lados son iguales, concluyendo que
el tridngulo es equilatero.

@ Utilizar los conocimientos adquiri-
dos, para demostrar que los triangulos
de la figura son equilateros.

Posibles dificultades:

En el caso de que los estudiantes no
logren estructurar la demostracion, se
pueden organizar en parejas y si aun
asi no lo logran, se les puede dar pistas
que orienten el proceso de demostra-
cion.

Solucidén del ejercicio:
B

Continuacion

Para los otros dos
triangulos se tiene:

E
Como <EFD + «DFC + «CFB = 180°, en-
tonces <CFB = 60° y por hipdtesis
CF = CB, entonces <CFB = «FBC = 60°.
Por tanto el ACFB es equildtero, por
tener sus tres angulos iguales...(3)

AB = FC, AF = FD, ambos son lados de
ADFC, que es equilatero.

XAFB = XEFD = 60°, por ser opuestos
por el vértice.

XFBA = <AFB = 60°, entonces

ABAF = 60° y por tener los 3 angulos
iguales, AFAB también es equilatero...

(4)

Indicador de logro: Demuestra teoremas que relacionan los lados y angulos
iguales de triangulos isésceles o equildteros, con los respectivos lados opuestos.

1.5 Teorema sobre triangulos isdsceles y equilateros

o P

Demuestra que si la medida de dos angulos de un tridngulo es igual, entonces la longitud de los lados

opuestos a estos dngulos es igual.
A

B C

Este resultado se suele enunciar
como “a dngulos de igual medida se
oponen lados de igual longitud”.

S Trazando la bisectriz de <CAB, se tiene que

<«DBA = «<DCA (por hipétesis) . .. (1)

«DAB = <DAC (por construccion de la bisectriz) . .
«%BDA = 180° — (%xDBA + %<DAB) (teorema de angulos internos de triangulos).

=180° — (%xDCA + «<DAC) (por 1y 2).
= «CDA

Entonces, AABD = AACD (por criterio ALA, AD es comun, <BDA = <CDA y <DAB = «<DAC).

Por lo tanto, AB = AC (por la congruencia).

.2)

B D C

C

En un tridngulo, si dos dngulos tienen igual medida entonces los lados opuestos tienen igual longitud.

®Demuestra que si todos los angulos de un tridngulo son iguales, entonces es un triangulo equildtero.

A
AB = AC (por ¥BCA = XABC, aplicando el resultado demostrado). . . (1)
CA = BC (por %ABC = «CAB, aplicando el resultado demostrado). . . (2)
Por lo tanto, AB = BC = CA, y el triangulo es equilatero (por (1) y (2)). B C

@ \ Utilizando los datos en la siguiente figura, demuestra que AFAB, AFBC, AFCD y AFDE son equilateros.
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(1 Fecha: U6 1.5 @ A AB = AC (por BCA = <ABC) )
Demuestra que si la medida de dos CA = BC (por %ABC = «CAB)
angulos de un triangulo es igual, en- Por lo tanto, AB=BC=CA, yel
tonces la longitud de los lados opues- tridngulo es equilatero.
tos a estos angulos es igual. B c

® . ED = EF, entonces
B ¢ B XEDF = XEFD = 60°.
@ Trazando la bisectriz de <CAB, se tiene que: “» Por tanto AFDE es equilatero,
A L Dt por tener sus tres angulos
ADBA = «DCA (por hipétesis) . . . (1) % iguales...(1)
«DAB = «DAC (por construccién de la|° DC = DF, entonces
bisectriz) . ... (2) ) «DFC = <FCD = 60°, por
teorema de angulos internos
%BDA =180° - («xDBA + %DAB) %CDF = 60° y por tener los
B~ D C =180° - (%DCA + «DAC) 3 angulos iguales AFCD es
= ICDA

\Entonces, AABD = AACD. Por lo tanto, AB = AC.

equilatero...(2)
Observacion: De igual manera demostrar

para los otros dos triangulos restantes. /)

©



1.6 Reciproco y contraejemplo de un teorema

Indicador de logro: Identifica el reciproco o contraejemplo de un teorema.

1.6 Reciproco y contraejemplo de un teorema

P Compara y determina la diferencia entre los siguientes teoremas:

e Si un triangulo es isésceles, entonces el tridangulo tiene dos angulos de igual medida.
e Si un tridngulo tiene dos dngulos de igual medida, entonces el triangulo es isdsceles.

@8

Condicion cierta (hipétesis): El triangulo es
isdsceles (tiene dos lados de igual longitud).
A

B C

tridngulo es isésceles”.

Condicion cierta (hipétesis): El triangulo
tiene dos dngulos de igual medida.
A

—_—

B C

mostrar en el primero.

Analizando el primer teorema: “Si un tridangulo es isdsceles, entonces tiene dos dngulos de igual medida”.

Condicion a demostrar (conclusién): El tridangulo
tiene dos dngulos de igual medida. Demostrado
en laclase 2. A

_

Analizando el segundo teorema: “Si un tridngulo tiene dos dngulos de igual medida, entonces el
Condicién a demostrar (conclusién): El tridngulo
es isdsceles (tiene dos lados de igual longitud).

Demostrado en laclase 5. A

—_—

El primer teorema es diferente del segundo, pues la condicién que se cumple en el primero es la que
hay que demostrar en el segundo, y la condicién que se cumple en el segundo es la que hay que de-

B C

B @

C El teorema que intercambia la hipdtesis y la conclusion de otro teorema se conoce como teorema
reciproco. El reciproco de un teorema puede que no se cumpla, en ese caso hay que presentar un ejem-
plo que muestre que no se cumple y se conoce como contraejemplo.

®Escribe el reciproco del siguiente enunciado, en el caso de no ser cierto, dar un contraejemplo que lo

justifique: “Todo triangulo equilatero es isdsceles”.

Reciproco: “Todo triangulo isdsceles es equildtero”. No se cumple, observa el contraejemplo.
Contraejemplo: El tridngulo de lados 5 cm, 5 cm y 6 cm, es isdsceles pero no es equilatero.

@

1. Determina el reciproco: “Si los 3 dngulos de un tridngulo son iguales, entonces el A

triangulo es isdsceles”. Escribe el reciproco, demuestra si se cumple o proporciona

un contraejemplo si no se cumple.

2. Determina el reciproco: “En el tridngulo ABC, si AB =
entonces AD es mediatriz de BC”. Escribe el reciproco, demuestra si se cumple o

proporciona un contraejemplo si no se cumple.

AC y AD es bisectriz de «<CAB,
B D C
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Compara y determina la diferencia entre los
siguientes teoremas:

- Si un tridngulo es isésceles, entonces el
triangulo tiene dos angulos de igual medida.

- Si un tridngulo tiene dos angulos de igual
medida, entonces el triangulo es isdsceles.

@ Analizando el primero:

Condicion cierta Condicion a demostrar

El triangulo es isds- El tridangulo tiene dos

celes. angulos de igual medida.
Demostrado en la clase 2.

Analizando el segundo teorema:
Condicion cierta
El tridngulo tiene
dos angulos de igual

Condicion a demostrar
El tridngulo es isdsceles
Demostrado en la clase 5.

Escribe el reciproco o el contraejemx\
@plo que lo justifique:

“Todo tridngulo equilatero es isdsceles”.
Reciproco:

“Todo triangulo isdsceles es equilatero”.
No se cumple, observa el contraejemplo.
Contraejemplo:

El tridngulo de lados 5 cm, 5 cm y 6 cm, es
isosceles pero no es equilatero.

1.Escribe el reciproco o el contraejem-
® plo que lo justifique.

Reciproco:

“Si un triangulo es isésceles, tiene sus tres
angulos iguales”. No se cumple.
Contraejemplo:

El tridngulo de lados 3 cm, 3 cm y 4 cm,
es isosceles pero no tiene los 3 angulos

\Q’nedida.

iguales. /)
©

Secuencia:

En las clases 1.2 y 1.5, se han demos-
trado teoremas sobre tridngulos isés-
celes; en esta clase se analizaran dichos
teoremas para introducir los concep-
tos de reciproco y contraejemplo. Es
importante hacer énfasis en las con-
diciones que tiene cada teorema, para
que vayan familiarizdndose con ellas y
facilite préximas demostraciones.

Propésito:

@, @ Comparar dos teoremas demos-
trados analizando la hipdtesis y la con-
clusion para definir a partir del anélisis,
el reciproco y el contraejemplo de un
teorema.

@ llustrar un caso de teorema en el
cual el reciproco no se cumple, en
estos casos se pueden presentar con-
traejemplos para justificar su falsedad.

@) Practicar el proceso para identificar
el reciproco y/o contraejemplo de un
teorema. Es importante hacer énfasis
en que los teoremas deben ser demos-
trados para ser aceptados como cier-
tos.

Posibles dificultades:

Escribir el reciproco o contraejemplo,
en ese caso se puede organizar el tra-
bajo en parejas y como pista sugerir
que identifiquen la hipdtesis y la con-
clusion.

Solucién de algunos ejercicios:

2.

Reciproco: “En el triangulo ABC, si AD
es mediatriz de BC, entonces AB=ACy
AD es bisectriz de A<ICAB".

Trazando la mediatriz de BC, se tiene
que:

BD = DC (por construccion).

ABDA = «<CDA = 90° (por construccién
de la mediatriz).

Entonces, AABD = AACD (por criterio
LAL, AD es comun).

Luego, por definicidn de congruencia,
AB = ACy XBAD = <CAD.

Por tanto, AD es la bisectriz del dngulo
ABAC.

Guia Metodoldgica



1.7 Primer criterio de congruencia de triangulos rectangulos

Secuencia:

En la Unidad 5 se trabajaron los crite-
rios de congruencia de tridngulos, para
esta clase se estudiara la congruencia
de tridangulos rectangulos, introducién-
dolos a partir de los conocimientos
previos.

Es importante considerar que a pesar
de que en la clase se trabaja el criterio
de congruencia cuando la hipotenusa y
un angulo agudo son iguales, también
se presentan ejercicios donde un cate-
to y un angulo agudo son iguales, estos
pueden resolverse con los conocimien-
tos previos.

Propésito:

@, @ Demostrar el primer criterio de
congruencia de tridngulos rectangu-
los, utilizando lo aprendido sobre con-
gruencia de triangulos.

3 En uno de los casos identificar trian-
gulos congruentes en un conjunto
dado, en los otros casos sera necesa-
rio utilizar lo aprendido en la Unidad 5.
Luego de resolver los ejercicios hacer
énfasis en el caso de que un cateto y
un angulo agudo son iguales; pues en
esos casos también los tridngulos son
congruentes.

Resolucion de algunos items.

Son congruentes los triangulos del lite-
ral a) y e) pues tienen la hipotenusa y
un angulo agudo igual. Esto utilizando
directamente lo aprendido en la clase.

4N

Son congruentes los triangulos del lite-
ral c) y f) por criterio ALA; pues tienen
un cateto y dos angulos iguales. En
este caso se considera el dngulo recto
y el angulo agudo dado.

65°
4
35° 35° 55°
4

Al calcular el valor del angulo descono-
cido utilizando el teorema de los angu-
los internos de un triangulo, se puede
determinar que los triangulos del lite-
ral b) y d) son congruentes por criterio
ALA.

Indicador de logro: Identifica la relacion que debe existir entre los lados y angu-
los de dos tridngulos rectangulos.

1.7 Primer criterio de congruencia de triangulos rectangulos
P Demuestra que si en los tridngulos rectangulos AABC y AA'B'C' se cumple que
% CAB = «C'A'B', ABC = ¥A'B'C' =90° y AC = A'C'; entonces, AABC = AA'B'C'.

Recuerda que los lados de un
triangulo rectdngulo tienen

A A'
los siguientes nombres:
A
Hipotenusa
Cateto :
B C B' c' B G

Cateto

@ s Los tridngulos tienen los tres angulos de igual medida porque son rectangulos.
AE\\ |
B c B,E\\ c
C Si en un triangulo rectangulo se cumple que la hipotenusa y un dngulo agudo son respectivamente de
igual medida, entonces los triangulos son congruentes.

Ademas, <CAB =« C'A'B'".

Por lo tanto, AABC = AA'B'C' (por criterio ALA).

@ \ En los siguientes tridngulos rectangulos, identifica los congruentes entre si. Justifica tu respuesta.

b) c)
55°
4
35° A .
4

O
Son congruentes los triangulos del literal
a) y e) pues tienen la hipotenusa y un an-
gulo agudo i%kjal.

e)
4 4
35° 55°
O A\

Al calcular el valor del angulo desconocido utilizando el teorema
de los angulos internos de un triangulo, se puede determinar que
los triangulos del literal b) y d) son congruentes por criterio ALA.

a)

(/

3 .
Son congruentes los tridangulos

del literal c) y f) por criterio ALA.
f)

3
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Demuestra que si en los tridngulos

AABCy AA'B'C' se cumple que: Son congruentes los triangulos del literal
JCAB = XC'A’B’, ¥ABC = XA'B'C’ = 90° y a) y e) pues tienen la hipotenusa y un an-
AC = A'C’; entonces, AABC = AA'B'C’. gulo agudo igual.

@A x

B Cc B c

N)

Son congruentes los tridngulos del literal
c) y f) por criterio ALA; pues tienen un ca-
teto y dos angulos iguales.

Al calcular el valor del angulo desconoci-
do utilizando el teorema de los angulos
internos de un triangulo, se puede deter-
minar que los triangulos del literal b) y d)
son congruentes por criterio ALA.

Como «CAB = «<C'A’B’ y los triangulos son
rectangulos, entonces tienen los 3 dngulos
iguales.

Por lo tanto, AABC = AA'B'C' (por criterio

\@LA, porque AC = A'C’).

©
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1.8 Segundo criterio de congruencia de tridangulos rectangulos

Indicador de logro: Identifica la relacidon que debe existir entre los lados de dos
tridngulos rectangulos para que sean congruentes.

1.8 Segundo criterio de congruencia de triangulos rectangulos

P Demuestra que si AC = DF, AB = DE y <ACB = «DFE = 90°, entonces AABC = ADEF.
A D

(S

Haciendo coincidir los lados AC y DF.

Los puntos B, C, E estan alineados («BCE = «¥BCA + <EFA=90°+90°=180°). 5 _-p
Entonces, AABE es isdsceles (B, C, E estdn alineados y AB = AE).
Luego, XABE = XAEB (AABE es isdsceles).

Por lo tanto, AABC = ADEF (tienen un cateto e B 1 E
hipotenusa de igual medida). C=F

C Criterios de congruencia de triangulos rectangulos

Dos tridngulos rectangulos son congruentes si se satisface alguna de las siguientes condiciones:
A D

B[Ac . [L i
. La hipotenusa y un cateto son respectivamente de A D
C E

'\ 1. En los siguientes tridngulos rectdngulos, agrupa los que son ‘ Observa que si dos catetos tienen

[u

. La hipotenusa y un angulo agudo son respectiva-
mente de igual medida.

N

congruentes. Justifica tu solucién. igual medida también los triangulos
son congruentes por criterio LAL.

a) b) c) 2 d)
a)yb), son
congruentes 5 s
por criterio2 4 2.82 2.82
de congruencia c)yd), son
de triangulos 4 " congruentes

por criterio 2
de congruencia
de tridngulos
rectangulos.

rectangulos.
2. Enla figura AB = AC, BD L ACy CE L AB. Demuestra que

a) ABCD = ACBE
b) AE = AD B

@]
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Demuestra que si AC = DF, AB = DE
y XACB = «DFE = 90°, entonces
AABC = AQEF.

N)
Luego, XABE = XAEB (AABE es isosceles).
Por lo tanto, AABC = ADEF (tienen un cateto e
hipotenusa de igual medida).

a) b) c) d)
2
B c F E
5 5 )
@Haciendo coincidir los lados ACy DF| 4 2.82 2.8
A=D
4
. . a) y b), son congruentes por criterio 2 de con-

C=F gruencia de tridangulos rectangulos. Tienen
Los puntos B, C, E estdn alineados. iguales un cateto y la hipotenusa.
(«BCE = «BCA + <EFA = 90° + 90° = 180°) c)y d), son congruentes por criterio 2 de con-
Entonces, AABE es isdsceles. (B, C, E estan gruencias de triangulos rectangulos. Tienen

\Qlineados y AB = AE). iguales un cateto y la hipotenusa. /)

©

Secuencia:

En la clase anterior se estudio el pri-
mer criterio de congruencia de tridn-
gulos rectangulos que relaciona la hi-
potenusa y un angulo agudo; para esta
clase, se estudiara otro criterio de con-
gruencia que relaciona la hipotenusa y
un cateto.

Propésito:

@, @ Demostrar que dos triangulos
rectangulos que tienen un cateto y la
hipotenusa igual son congruentes, esto
utilizando los criterios de congruencia
estudiados en la Unidad 5.

(3 En el numeral 1, utilizar los criterios
de congruencia estudiados para deter-
minar si dos o mas tridngulos dados
son congruentes; mientras que en el
numeral 2 utilizar los criterios de con-
gruencia para demostrar que dos trian-
gulos son congruentes.

Posibles dificultades:

En el caso de que los estudiantes no
puedan realizar la demostracion, or-
ganizarlos por parejas, cuidando que
siempre haya uno que tenga habilida-
des para que apoye al que tiene dificul-
tades, y como pista se puede sugerir el
uso de los criterios de congruencia de
triangulos rectangulos.

Resolucion de algunos items.

2.Enlafigura AB=AC,BD L ACy CE 1 AB.
Demuestra que
a) ABCD = ACBE
b) AE = AD

m
o

a) «CBA = «BCA (porque AB = AC).
Por tanto, <CBE = «<BCD
BC =CB (es el mismo).
Entonces, ABCE = ACBD, por crite-
rio 1 de congruencia de tridngulos
rectangulos, tienen la hipotenusa y
un angulo agudo igual.

b) AB=AE + EBy AC=AD + DC
Como AB = AC por hipdtesis, enton-
ces: AE + EB =AD + DC.
Pero, EB = DC, por congruencia de
triangulos demostrada en literal a);
por tanto, AE = AD.

Guia Metodoldgica



1.9 Condiciones necesarias y suficientes

Secuencia:

Anteriormente se ha trabajado con
teoremas y proposiciones que estable-
cen relaciones entre dos o mas tridngu-
los mediante los cuales se han genera-
lizado caracteristicas de los triangulos
isdsceles, equilateros, entre otros. En
esta clase se analizard la relacién légica
entre las condiciones que forman una
proposicion.

Propdsito:

@, @ Analizar la relacion Idgica entre
dos proposiciones dadas. Para el caso,
las condiciones son sobre triangulos
isdsceles y equilateros, cuyas caracte-
risticas han sido estudiadas en clases
anteriores.

(3 En cada uno de los literales, se debe
utilizar lo aprendido en la clase para
establecer la relacidn ldgica entre las
condiciones dadas.

Indicador de logro: Conoce el sentido de una condicion necesaria y suficiente.

1.9 Condiciones necesarias y suficientes

P Considera dos condiciones Ay B sobre un triangulo ABC:

A: ABC es un tridngulo equildtero

a) Si AABC cumple A, étambién cumple B?
b) Si AABC cumple B, étambién cumple A?

c) Si AABC no cumple B, ¢tampoco cumple A?

B: ABC es un tridngulo isésceles

cumple A también se cumple B.

lados.

a) Si un triangulo ABC cumple la condicién A, también cumple B; pues los tridngulos equildteros
tienen los 3 lados iguales y para ser isdsceles Ginicamente necesita 2 lados iguales; por tanto si se

b) No se cumple siempre, pues que un tridngulo sea isdsceles no es suficiente para que sea equila-
tero; porque la medida del tercer lado (base), puede ser igual o distinta a la medida de los otros 2

¢) Si un tridngulo no es isdsceles, tampoco puede ser equilatero; pues para ser isdsceles necesita 2
lados iguales y para ser equilatero los 3 lados iguales.

C

Cuando se cumple la proposicion “si A, entonces B”, se dice que “A es suficiente para B” y que “B es

necesaria para A”.

si al no cumplirse, la otra tampoco se

Una condicién es necesaria para otra
cumple.

\ Escribe N si A es necesaria para By escribe S, si A es suficiente para B, para cada una de las situaciones

siguientes:

a) Para un tridangulo DEF:
N: A es necesaria para B.

b) Para un tridngulo DEF:

c) Para un triangulo DEF:
S: A es suficiente para B.

d) Para un cuadrilatero DEFG:
S: A es suficiente para B.

A: DEF es isdsceles,

A: DEF es rectangulo,
A no es necesaria ni suficiente para B.

A: DEF tiene 3 dngulos iguales,

A: DEFG es cuadrado,

B: DEF es equilatero.

B: DEF es isosceles.

B: DEF es isdsceles.

B: DEFG es rectangulo.
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Considera dos condiciones Ay B sobre
un tridngulo ABC:

A: ABC es un triangulo equilatero.

B: ABC es un triangulo isésceles

a) Si AABC cumple A, ¢también cumple B?
b) Si AABC cumple B, {también cumple A?

equilateros también son isdsceles.

para que sea equilatero.

¢) Si AABC no cumple B, ¢tampoco cumple A?

a) Si AABC cumple la condicién A, tam-
bién cumple la B; pues los tridngulos

b) No se cumple siempre, pues que un
triangulo sea isésceles no es suficiente

N)

c) Si un tridangulo no es isdsceles,
tampoco puede ser equilatero;
pues para ser isdsceles necesita 2
lados iguales y para ser equildtero
los 3 lados iguales.

® Para un tridngulo DEF:

) A es necesaria para B.

b) A no es necesaria ni suficiente
para B.

c) A es suficiente para B.

d) A es suficiente para B.

O\
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1.10 Uso de las condiciones necesarias y suficientes

Indicador de logro: Determina en enunciados si una condicién es necesaria y
suficiente.

1.10 Uso de las condiciones necesarias y suficientes

P Determina si la condicién A es necesaria o suficiente para B. Considera los tridngulos ABCy A'B'C'.

A: <ABC = ¥A'B'C' = 90°, <CAB = <C'A'B', AC=A'C".
B: AABC = AA'B'C.

A A'

B C B' c

S La condiciéon A(XABC = <A'B'C'=90°, «CAB = «C'A'B', AC = A'C') es suficiente para que se cumpla B; por
criterio de congruencia de la clase anterior.

La condicion A(XABC = ¥A'B'C' = 90°, <CAB = «C'A'B', AC = A'C') es necesaria para B; pues por defini-
cién de congruencia para que dos triangulos rectangulos sean congruentes, es necesario que sus lados
y angulos correspondientes sean iguales.

Por tanto, la condicién A(XABC = <A'B'C' = 90°, «CAB = «C'A'B', AC = A'C') es necesaria y suficiente
para B(AABC = AA'B'C').

C Una condicién A es necesaria y suficiente para B, si A es tanto necesaria como suficiente para B.

Observa que la condicién A es necesaria y suficiente para B, significa que se cumple la proposicién “si A
entonces B” y la reciproca “si B entonces A”.

Para el ejemplo presentado, la proposicidn “si A entonces B”, corresponde que para los dos tridngulos
rectangulos dados se cumple que XABC = <A'B'C'=90°, <CAB = «<C'A'B', AC = A'C', entonces los trian-
gulos son congruentes; mientras que la reciproca “si B entonces A” corresponde a que si dos tridangulos
son congruentes, entonces tienen iguales sus lados y angulos correspondientes.

\ 1. En las siguientes condiciones sobre triangulos, determina si la condicidn A es necesaria y suficiente

para B.

a) A: Isdsceles B: Tiepe dos angulos de igual medida

)ﬁ es necesarla Yy suficiente pa § & &

b) A: Equiléter: B: Tiene tres dngulos de igual medida
es Necesaria y suficiente par a B.

c) A: Isésceles B: Equildtero
es necesaria para B.

d) A: Rectdngulo B: Equildtero

A no es es necesaria ni suficiente para B.

2. Elabora enunciados sobre condiciones necesarias y suficientes.
En este numeral cada docente debera analizar los enunciados dados por sus
estudiantes y verificar si la condicidn A cumple con ser necesaria y suficiente
para B.
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Determina si la condicion A es necesaria o - .
.. . . para que dos tridngulos rectangulos
suficiente para B. Considera los triangulos .
o sean congruentes, es necesario que
ABCy A'B'C'. . )
o . N susladosydngulos correspondientes
A: XABC = <A'B'C' =90°, «CAB = xC'A'B/, ioual
AC=ATC sean iguales.
B: AABC = AA'B'C' ' Por tanto, A(XABC = <A’B'C’ = 90°,
A A ICAB = <C’A’B’, AC = A'C’) es nece-

La condiciéon A(XABC = <A’B'C’ = 90°,
\<ICAB = AC'A’'B’, AC = A’'C’) es necesaria para B,

saria y suficiente para
B(AABC = AA'B’C’).
B C B' c'
La condicién A(#ABC = IABC = 90", ® Para un tridngulo dado:
XCAB = XC'A’B’, AC = A’'C’) es suficiente . -
a) A es necesaria y suficiente para B.

ara que se cumpla B; por criterio de con- . .
paraq . plat;p . b) A es necesaria y suficiente para B.
gruencia de la clase anterior. .
c) A es necesaria para B.

d) A no es es necesaria ni suficiente

para B. /)

@

Secuencia:

En la clase anterior se analizo la rela-
cion entre dos condiciones dadas para
determinar si A es necesaria o suficien-
te para B; en esta clase se analizara si
una condicion es necesaria y suficiente
para otra. Este andlisis se hara con una
proposicién para tridngulos rectangu-
los ya demostrada.

Es importante considerar que en la
condicion B no se especifica que el
triangulo debe ser rectangulo porque
se ha dado la ilustracién; pero es ne-
cesario hacer énfasis a los estudiantes
para evitar que se genere confusion
creyendo que se cumple para un trian-
gulo cualquiera.

Propésito:

@), @ Analizar dos condiciones dadas
para determinar si una es necesaria y
suficiente para otra, con el objeto de
definir una condicién necesaria y sufi-
ciente.

(3 En el numeral 1, analizar cada con-
dicién para determinar si la condicién
A es necesaria y suficiente para B;
mientras que en el numeral 2, cada es-
tudiante o pareja de estudiantes escri-
bird enunciados donde se ejemplifique
una relacidn necesaria y suficiente.

Guia Metodoldgica



1.11 Caracteristicas de las bisectrices de un tridngulo

Secuencia:

En la clase 2.11 de la Unidad 8 de sép-
timo grado, fue definido el incentro de
un tridngulo a partir del trazo de la bi-
sectriz; en esta clase se analizaran las
caracteristicas de las bisectrices de un
triangulo, pero a diferencia de séptimo
grado, en esta clase se demostrard ha-
ciendo uso de la congruencia de tridn-
gulos.

Propésito:

@, @ Demostrar que los tridangulos
que se forman con la bisectriz son con-
gruentes para concluir que las distan-
cias del punto de interseccion de las
bisectrices a los lados del triangulo son
iguales.

(3 llustrar la propiedad del punto de
interseccion de las bisectrices median-
te la geometria del papel.

o P

>

lados de un tridngulo son congruentes.

Indicador de logro: Demuestra que la distancia del incentro a cualquiera de los

1.11 Caracteristicas de las bisectrices de un triangulo

En la siguiente figura, Bl y Cl son bisectrices del triangulo ABC, y se cumple que ID L AB, IE L BCy

IF L CA. Demuestra lo siguiente: A
a)ID=IE=IF P F
b) El segmento Al también es bisectriz del tridngulo.
B E C
S a) AEIB = ADIB (por criterio 1 de congruencia de triangulos rectangulos).
Entonces, ID = IE (por la congruencia) . .. (1) A
ACIE = ACIF (por criterio 1 de congruencia de tridngulos rectangulos). D, F
Entonces, IE = IF (por la congruencia) . . . (2)
Por lo tanto, ID = IE = IF (por (1) y (2)) B fo
E
En b) para demostrar que XIAF = XIAD se
necesita demostrar que AFIA = ADIA.
b) En AFIAy ADIA, ID = IF, IA es compartido (por el literal a y por construccion). A
AFIA = ADIA (por criterio 2 de congruencia de tridngulos rectangulos). D,
Entonces, XIAF = XIAD.
Por lo tanto, Al es bisectriz de AABC. B £ C

C El punto “I” donde se intersecan dos bisectrices de un tridangulo se conoce como incentro. La distancia
del incentro a cualquiera de los lados del triangulo es la misma (la distancia es la longitud del segmento

“pr

trazado desde el punto
debe pasar por el punto

“

perpendicular a un lado del tridngulo). Ademéds, la tercera bisectriz también
es decir, las 3 bisectrices se intersecan en el incentro.

Observa que si el incentro equidista
de los tres lados, es posible trazar una |-

a) Dobla cada dngulo del tridngulo por la mitad.

b) Marca el punto donde se intersecan las 3 bisectrices.

c) Dibuja la circunferencia inscrita.

Comprueba utilizando un tridngulo de papel que las tres bisectrices | circunferencia cuyo radio seaigual a la
de un tridngulo se intersecan en un mismo punto llamado incentro.

distancia del incentro a alguno de los
lados. Dicha circunferencia se conoce
como: circunferencia inscrita.

P F

B C

En este caso Unicamente hay que orientar el trabajo para que puedan ilustrar con precisién
la caracteristica de las bisectrices, demostrada en clase.

Tarea: pagina 130 del Cuaderno de Ejercicios.

(( Fecha: U61.11 ACIE = ACIF (por criterio 1 de con-\\
En la siguiente figura, Bl y Cl son bisectrices gruencia de tridngulos rectangulos).
deltriangulo ABC, y se cumple que ID L AB, | Entonces, IE = IF (por definicion de
IELBCy IF L CA. Dimuestra lo siguiente: congruencia) ... (2)

D F Por lo tanto, ID = IE = IF (por [1] y [2])
b) En AFIAy ADIA, ID = IF, IA es com-
partido. (Por literal a y por construc-
B E ¢ cién).
e AFIA = ADIA (por criterio 2 de con-
a) ID=IE=IF . - .
b) El segmento Al también es bisectriz del gruencia de tridngulos rectangulos).
., Entonces, XIAF = XIAD.
triangulo.
a) AEIB = ADIB (por criterio 1 de congruen- | Por lo tanto, Al es bisectriz de AABC.
cia de triangulos rectangulos).
\\ Entonces, ID = |E (por la congruencia) ... (1) | Observacién: Ver imagen en el LT. Yy,

@



1.12 - 1.13 Practica lo aprendido

Indicador de logro: Resuelve problemas utilizando caracteristicas de triangulos
isdsceles, equilateros y rectangulos.

1. En el triangulo equilatero ABC, AM L BC, responde:

a) ¢éComo se llama el segmento AM? Altura.
b) Determina el valor de los dngulos x, y, z.

A

2. En la siguiente figura L, M, N son puntos medios de los lados del
triangulo equilatero ABC. Demuestra que el ALMN es equilatero.

w

. En el AABC, desde el punto medio M del lado BC se trazan 2
segmentos perpendiculares a ABy AC, e intersecanen Dy E a D E
AB y AC respectivamente, Si MD = ME, demuestra:
a) ABDM = ACEM
b) AADM = AAEM B
c) El AABC es isésceles. M
d) Si se traza el segmento DE, entonces DE || BC.

4. En los siguientes enunciados sobre tridngulos determina si la condicién A es necesaria y/o suficiente
para B.
a) A: Dos tridngulos son congruentes.
B: Los angulos internos correspondientes de dos tridngulos tienen igual medida.
A es suficiente para B.
b) En dos tridngulos rectangulos:
A: La hipotenusa y un angulo agudo tienen igual medida. A es necesaria para B.
B: Los angulos internos correspondientes de dos triangulos tienen igual medida.

Nota: el segundo enunciado B no es valido.

=

En los siguientes enunciados acerca de tridngulos, determina si la condicion A es necesaria y suficiente
para B.
a) A: Equildtero; B: La mediana y la altura coinciden en cada vértice. A es necesaria y sufi-
b) A: La medianay la bisectriz coinciden en cada vértice. ciente para B.
B: La mediana y la mediatriz coinciden en cada vértice.
A A es necesaria y suficiente para B.

2. En un triangulo isésceles AABC, hay dos puntos Dy E en los

D E lados de igual medida AB y AC. Si BD = CE. Demuestra que
a) BE=CD A
b) Si F es el punto donde se cortan BE y CD entonces BF = CF.
B C
3. En los tridngulos is6sceles AABC y AEBC, demuestra que AE L BC. B C

Sugerencia: considera la mediatriz del segmento BC. ‘V

4. Elabora enunciados sobre condiciones necesarias y suficientes. E

Tarea: paginas 131 y 132 del Cuaderno de Ejercicios.

Resolucion de algunos items de la clase
1.12.

1.

b) «x = %y =60°, porque AABC es equi-
latero.

Ax + Lz + 90° = 180°

60°+ Xz + 90° = 180°; entonces:

Az = 30°.

Considerando los resultados, se puede
concluir que el segmento AM ademas
de ser altura es bisectriz, mediana y
mediatriz.

2. AB = AC = BC, porque el AABC es
equilatero.

BM = CM y BL = CN (por definicion de
punto medio).

IMBL = <MCN (por ser angulos inter-
nos de un tridngulo equilatero).
Entonces AMBL = AMCN, por criterio
LAL.

Por tanto ML = MN (definicion de con-
gruencia) ... (1)

AL = LB y AN = BM (por definicién de
punto medio).

INAL = XLBM (por ser angulos inter-
nos de un tridngulo equilatero).
Entonces AMBL = ALAN, por criterio
LAL.

Por tanto, ML = LN (definicion de con-
gruencia) ... (2)

ML = MN = LN, de (1) y (2), por tanto
ALMN es equilatero.

Resolucion de algunos items de la clase
1.13.

2.

a) BD = CE por hipétesis.

BC = CB por ser el mismo

A CBA = «BCA (porque se oponen a la-
dos iguales).

Entonces, ABCD = ACBE, por criterio
LAL.

BE = CD, por definicidn de congruencia.
b) BD = CE; <BDC = «BEC,

L CBD = «BCE y «BCD = «CBE (por
congruencia de triangulos BCD y
CBE).

ZCBD = «CBE + <EBD y

XBCE = %xBCD + <DCE, como

XCBD = «BCE, entonces

A CBE + ¥EBD = «BCD + xDCE, pero

A CBE = «BCD, por tanto,

JLEBD = «DCE, de donde se concluye
que ABFD = ACFE, por ALA.

Por tanto, BF = CF, por definicién de
congruencia de tridngulos.

Guia Metodoldgica



Prueba del segundo trimestre

Clasificacion de los items segun el do-
minio cognitivo.

La prueba consta de 18 numerales,
sin embargo, en total se consideran
20 items pues los numerales 11 y 15
tienen dos literales y cada literal serd
considerado como un item.

Los 20 items se clasifican de acuerdo
a los dominios cognitivos, tal como se
detalla a continuacion:

Conocimiento (75 %). Del numeral 1
al numeral 14. Como el numeral 11
se considera equivalente a 2 items, el
dominio cognitivo corresponde a 15
items en total.

Aplicacion (15 %). Los items 15 y 16.
Como el numeral 16 se considera equi-
valente a 2 items; entonces el dominio
cognitivo corresponde a 3 items en to-
tal.

Razonamiento (10 %). Los items 17 y
18.

Notacion:
U3 C1.13 Significa que el item corres-
ponde a la clase 1.13 de la Unidad 3.

* Significa que si el estudiante respon-
de por lo menos uno de estos y no pro-
porciona la respuesta correcta, enton-
ces se le da una puntuacién parcial.

Relacién entre los items y las clases
del libro de texto.

ftem 1a—U3 C1.13
ftem 2 - U3 C1.14
ftem 3-U3C1.18
ftem 4 —U3 C1.19
ftem5-U3C2.2

Solucién de algunos items.

Prueba del segundo trimestre

Matematica de 82 grado

Fecha:
Nombre: Seccion:
Edad: afios NIE: Sexo: [ |masculino [Jfemenino

Centro escolar:

Indicacion: en cada ejercicio planteado debes dejar constancia de tus procedimientos.

1. Encuentra la pendiente y las coordenadas del intercepto en el eje y de la grafica de la funcién

y=2x+3.

Pendiente Intercepto

2. Traza la grafica de la funcién y = —x + 3.
Y

3. Encuentra la ecuacién de la funcidn cuya grafica tiene pendiente 3 y pasa por el punto (-1, 2).

4. Encuentra la ecuacion de la funcidn cuya gréafica pasa por los puntos (1, 3) y (5, -1).

Respuesta:

Respuesta:

5. Encuentra la pendiente y el intercepto con el eje y de |a grafica de la ecuacion 4x + 2y + 1 =0.

Pendiente

Intercepto




Prueba del segundo trimestre

6. Encuentra las coordenadas del punto de interseccidn de las siguientes graficas:
y=3x+5yy=—=x+1

Respuesta:

7. Encuentra la suma de los dngulos internos de un poligono que tiene 6 vértices.

Respuesta:

grados
8. Encuentra la medida del «BAD.
A
30°
Respuesta:
grados
60" 40
B D c
9. Encuentra la medida del dngulo PQD.
A P B
120°
Respuesta:
<«PQD = grados
C D
Q
AB| CD

10. En los siguientes tridngulos, encuentra la pareja de tridngulos congruentes.
AABC: %A =50°% <C=70°, AB=3
ADEF: «D = 50°; «F =70°, EF =3
AGHI: %G =50°; «I=70°1G =3

AJKL: L =50°% <) =70° KL=3

Respuesta:

ftem6-U3C2.6
ftem7- U4 C1.1
ftem 8 — U4 C2.5
ftem9- U2 C2.3
ftem 10— U5 C1.4

Solucién de algunos items.
6. Graficando las dos ecuaciones en un
solo plano, se tiene:

-1

-1

Al identificar las coordenadas del pun-
to de interseccion de las graficas, se
tienex = -1 y y = 2. De igual manera
se puede verificar utilizando cualquier
método conocido.

Guia Metodoldgica



Prueba del segundo trimestre

ftem 11a— U5 C1.5

ftem 11b - U5 C1.3

ftem 12— U5C1.3aU5C1.5
ftem 13- U5 C1.4y U6 C1.2
ftem 14 — U6 C1.6

Solucién de algunos items.

12. Se construye el segmento AB, y
luego se traza la mediatriz tal como se
muestra en la figura.

Donde se verifica que:
AD = BD y CD lo comparten; ademas,
XADC = «BDC.

Por tanto, ACAD = ACBD, por criterio
LAL.

13. %A + 4B + «C = 180°
ZA =80°y «B = «C
24B = 100°
ZB =50°

14. AB = AC, porque a angulos iguales
se oponen lados iguales; por tanto,
AC=2.

11. En cada literal, écudl es el criterio de congruencia de los triangulos?

a) A
B AP =PC
p BP =PD
AABP = ACDP
D
c

Respuesta:

A

AB=AC
BD=CD
AABD = AACD

C

Respuesta:

12. Cualquier punto de la mediatriz de un segmento dista lo mismo desde los extremos de ese
segmento. Para demostrarlo, ¢ cual es el criterio de congruencia de tridngulos que se utiliza?

13. Encuentra la medida del «B.

A 100°

14. Encuentra AC.

120°

AB=2,BC=3.46

Respuesta:

Respuesta:
grados

Respuesta:

AC=




Prueba del segundo trimestre

15. La gréfica representa la relacion entre el tiempo (x horas) y la distancia recorrida (y km) de
un vehiculo que fue de la ciudad A a la ciudad B, tomando en cuenta que el conductor hizo

una parada para almorzar en un restaurante en el camino.

y

a) ¢Durante cuantas horas se quedd en el restaurante?

Respuesta:

horas

b) ¢En qué momento corrié mas rapido, antes o des-

pués del almuerzo? Justifica tu respuesta.

[Respuesta:

Corrié mas rapido

del almuerzo, porque:

16. Encuentra la medida del «B.

A
D

407

B C
AB| DC, AB=AC

17. Enla funcién y = ax + b, a y b son constantes; cuando x aumenta de -2 a 1, y disminuye de

5a2.Encuentraay b.

18. Encuentra <x.

l

Respuesta:

grados

Respuesta:

a= b=

Respuesta:

*Ax =

ftem 15-U3 C3.2

ftem 16 — U4 C2.4y U6 C1.2
ftem 17 - U3 C1.16

ftem 18 — U4 C2.7

Solucién de algunos items.
16. <A = XC = 40°, por ser alternos in-
ternos entre paralelas.

<¥B =50°
<IB + xC=140° <xB=<xC
IB=<xC=70°
<¥B =50°
2a+b=5
17'{ a+b=2
Sumando miembro a miembro:
-2a+b=5
(<) a+b=2
-3a =3
a=-1

Sustituye x = -1 en a + b = 2 y calcula
el valor de b:

a+b=2
-1+b=2
b=3

La solucion del sistemaesa=-1, b = 3.

18. Se realizan trazos de rectas parale-
las auxiliares para determinar la medi-
da del angulo indicado.

Al trazar las paralelas se identifican los
angulos alternos externos entre para-
lelas, de donde se obtiene que x = 50°,
tal como se muestra en la figura.

Guia Metodoldgica



2.1 El paralelogramo

Secuencia:

En cuarto grado de Educacion Basica,
fue definido el concepto de paralelo-
gramo y sus caracteristicas, para esta
clase se recordaran esos conocimien-
tos previos mediante la identificacion
de paralelogramos en el entorno, en-
listando sus caracteristicas.

Propésito:

@, @ Identificar paralelogramos en un
lugar dado y en el entorno en que esta
recibiendo la clase, pero ademds de
identificarlos deberad justificar por qué
considera que es un paralelogramo.

@ Identificar los elementos que son
iguales en un paralelogramo, para ello
se utilizara lo aprendido en Educacién
Basicay en las unidades 4 y 5 de octavo
grado.

Posibles dificultades:

No comprender las relaciones de igual-
dad presentadas en el ejemplo adicio-
nal, en ese caso sera necesario que
el docente dé pistas o que asigne la
revision en parejas; para garantizar la
comprension puede pedir que justifi-
quen las igualdades presentadas en la
solucidn.

@) Resolucién de items.

Los cuadrilateros de los literales a), d)
y e) son paralelogramos, tienen lados
paralelos dos a dos.

Las figuras de los literales b) y c) no son
paralelogramos, pues el b) solo tiene
un par de lados paralelos y el c) es un
triangulo.

Indicador de logro: Identifica las condiciones para que un cuadrilatero sea pa-
ralelogramo.

2.1 El paralelogramo

P a) Encuentra en la siguiente imagen las figuras planas llamadas paralelogramos, explica la razén por

®En el paralelogramo ABCD mostrado a continuacién, tomando la in-
terseccion de las diagonales en el punto O, écudles pares de segmen-

: \ Identifica, en las siguientes figuras, cuéles son paralelogramos. Justifica cada caso.

Tarea: pagina 133 del Cuaderno de Ejercicios.

la que se llaman asi.

b) Luego menciona 3 ejemplos de tu alrededor donde encuentras paralelogramos.

N
32

a) Los soportes de los columpios son cuadrildteros, tienen dos pares
de lados opuestos paralelos, por tanto, son paralelogramos; al igual
que el techo del deslizadero.

b) Ejemplo 1. La pizarra es un paralelogramo.
Ejemplo 2. Los vidrios de las ventanas.

Ejemplo 3. El escritorio de la profesora o algunos pupitres.

C Un cuadrildtero que tiene dos pares de lados opuestos paralelos se A

llama paralelogramo.

o

Recuerda que un rectdngulo y un cuadrado también cumple la

condicién de ser un paralelogramo.

tos y dngulos son iguales?
A

N
LXK

p 3)AB=DC, AD=BC

c) OA=0C, OB =0D

b) <ABC = <CDA, «BAD = «DCB

d) <AOB = %COD, %AOD = %COB
e) <ABO = «CDO, ¥BAO = «DCO
fe f) XADO = %CBO, ¥DAO = ¥BCO

Aunque se gire un dngulo cualquie-
ra con respecto al punto O como
punto central, se mantiene el para-
lelogramo. y \D

a) b)

/\

d)

e)

Son paralelogramos: a), d) y e)
No son paralelogramos: b) y c)

(r

Fecha: U6 2.1
a) Encuentra en la siguiente imagen las fi-

guras planas llamadas paralelogramos,
explica la razon por la que se llaman asi.
b) Luego menciona 3 ejemplos en tu
alrededor donde encuentras paralelo-
gramos.
Observacion: Ver imagen en LT.

a) Los soportes de los columpios son
cuadrilateros pues tienen dos pares de
lados opuestos paralelos, por tanto, son
paralelogramos, al igual que los techos
de los deslizaderos.

b) La respuesta en este caso dependera
del espacio donde estén los estudian-

G,

LT

a)AB=DC, AD=BC

b) <ABC = «CDA, «BAD = «DCB

c) OA=0C,0B=0D

d) £AOB = «COD, <AOD = «COB
e) ¥ABO = «CDO, «BAO = «DCO
f) <ADO = «CBO, «DAO = ¥BCO

Los cuadrilateros de los literales
a), d) y e) son paralelogramos.

Los literales b) y c) no son para-

lelogramos.

O\

/)

tes.



2.2 Caracteristicas de los paralelogramos

Indicador de logro: Caracteriza los paralelogramos estableciendo la relacién
entre sus lados y dngulos.

2.2 Caracteristicas de los paralelogramos

I Para un paralelogramo, demuestra lo siguiente:
Observa que para demostrar que

. 1.AB =DC; AD =BC
1. Tiene dos lados opuestos congruentes. A D

) . 2. ADAB = ¥BCD y ¥ABC = CDA
2. Tiene dos angulos opuestos congruentes. - o

. . B Es suficiente demostrar que ADBA = ABDC,
3.Tiene dos angulos consecutivos suple- B c

i trazando la diagonal BD.
mentarios.

(8

Por hipdtesis se tiene que AB|| DCy AD|| BC. A D A D A D
B / Z B M 3 M

<LABD =< CDB (por ser alternos internos entre paralelas)...(1)

Se traza la diagonal BD, de lo cual se tiene:

XADB = «CBD (por ser alternos internos entre paralelas)... (2) Observa que <ABC = <CDA porque
. ; en el paralelogramo se cumple que
ADBA = ABDC (por criterio ALA, de (1), (2) y BD es comun). < ABD + <[CBD = <XCDB + XADB

Entonces, AB = DC, AD = BC, «<DAB =< BCD, <xABC =<« CDA.

Finalmente, <ABC + «<BCD = 180° (mitad de la suma de los dngulos interno de un cuadrildtero).

C En un paralelogramo se cumple que los lados y los dngulos opuestos son congruentes y los dngulos
consecutivos son suplementarios.

A D A D A DA D
BDC BM\, BM BZ‘ ’__lic

: @Encuentra los dngulos y lados segun las caracteristicas de los paralelogramos:
10cm

%x =100° y Xy = 80° porque dos dngulos opuestos son
iguales y el lado AB =5 cm y el BC = 10 cm porque dos
lados opuestos son iguales.

@ \ 1. Dadas las siguientes figuras, explica si son paralelogramos segun sus lados y dngulos, encuentra las
medidas de lados y angulos en el castzld(gi,ﬁer paralelogramos.

Lx =108°
a) 3cm b) B m c) 4cm d) 5cm
x 90 ] p——
sem” hem e 3 s onfo 973 cm
4cm ° ° o ° cm
_PO 90|_ A72 10 —Ix:) c%”]r
4cm<gyx =90 4cm

Né’ e; paralelogramo . - ) ) X =Xy =90°
2. Dados los siguientes triangulos, selecciona las parejas de figuras que al unirse forman un paralelogra-

mo y explica por qué son paralelogramos.
a) b) c) d) e)
/
6cm <& 6cm ~/ 6em
Forman paralelogramos: a) y c); b) y e)

Tarea: pagina 134 del Cuaderno de Ejercicios.

(r

Fecha: )
U62.2 | \ppa = ABDC (por criterio ALA, de [1],
Para un paralelogramo, demuestra lo [2]y BD es comin)

siguiente: Entonces, AB = DC, AD = BC,
1. Tiene dos lados opuestos congruentes. | 4paB = %BCD, ABC = <CDA.
2. Tiene dos angulos opuestos congruentes. | Finalmente, <ABC + <BCD = 180°.
3. Tiene dos angulos consecutivos suple-
mentarios. @

@ D A D A D
B Z BM\. BL/Z
Por hipdtesis se tiene que AB || DCy AD || BC.
Se traza la diagonal BD, de lo cual se tiene:

Xx = 100° y Xy = 80° porque dos angu-
los opuestos son iguales y el lado

AB =5 cmy el BC =10 cm porque dos|
lados opuestos son iguales.

a) No es paralelogramo

b) Es paralelogramo que tiene sus 4 la-
dos de longitud 4 cm y <x = 90°

c) Es paralelogramo, tiene dos lados de
longitud 4 cm y dos lados de longitud
3cmy xx =108°.

XABD = «<CDB (por ser alternos internos
entre paralelas)...(1)

XADB = «CBD (por ser alternos internos

N

Observacion: Colocar las figuras como apo-

\Qntre paralelas)... (2)

®

yo visual. /)

Secuencia:

En la clase anterior se recordd el con-
cepto de paralelogramo y algunas ca-
racteristicas; en esta clase se utilizara
la congruencia de tridngulos para de-
mostrar la relacion que existe entre los
lados y angulos de un paralelogramo.

Propésito:

@, @ Demostrar que en un paralelo-
gramo, sus lados opuestos son iguales
asi como los angulos opuestos y ade-
mas los dngulos consecutivos son su-
plementarios.

3 Utilizar el resultado de la demostra-
cion para determinar la medida de los
angulos de un paralelogramo.

@ Determinar las medidas de los dngu-
los y los lados desconocidos para cada
uno de los paralelogramos dados en el
numeral 1; mientras que en el numeral
2, identificar las parejas de tridngulos
que forman paralelogramos.

Resolucidn de items.

1.

a) No es paralelogramo.

b)Es paralelogramo que tiene sus 4 la-
dos de longitud 4 cm y <x = 90°.

J90e 90"L
4cm 4 cm
| 90° 90°]
4cm
c) Es paralelogramo, tiene dos lados de
longitud 4 cm y dos lados de longi-

tud 3 cmy <xx =108°.

4 cm

d)Es paralelogramo, tiene dos lados de
longitud 5 cm y dos lados de longi-
tud 3 cm y sus cuatro dngulos miden
90°.

5cm
Hoe oS
3cm 90° 90°(3cm
Ox Y[
5cm
2.
Forman paralelogramos: a) y c); b) y e).
6 cm >
A45° 45°N
N %
6 cm O

Porque los lados opuestos son parale-
los, ya que los dngulos alternos inter-
nos son iguales.

Guia Metodoldgica



2.3 Diagonales de un paralelogramo

Secuencia:

Anteriormente se demostro la relacidn
que existe entre los lados y angulos de
un paralelogramo; en esta clase se de-
muestra que al trazar las dos diagona-
les del paralelogramo, estas se interse-
can en su punto medio.

Propésito:

@, @ Demostrar que el punto de inter-
seccion de las diagonales de un parale-
logramo, es el punto medio de ambas,
por lo que cada diagonal queda dividi-
da en dos segmentos iguales.

(3 En el numeral 1, utilizar el resultado
demostrado en la clase para determi-
nar la medida de dos segmentos indi-
cados; mientras que en el numeral 2
complementar una demostracion uti-
lizando caracteristicas de los paralelo-
gramos.

Posibles dificultades:

En el caso que algunos estudiantes no
puedan complementar la demostra-
cion, en ese caso se puede indicar el
trabajo en parejas.

Resolucion del item 1.

A D
[ A
@)
Zy N 4 cm
Y
B C

Para determinar el valor de x, se utiliza
la propiedad de las diagonales; pues O
es la interseccion de las dos.

BO =DO
x=6cm

(O es la interseccion de las
diagonales)

Para determinar el valor de y, se uti-
liza la caracteristica de paralelogramo,
tiene sus lados opuestos paralelos e
iguales.

AB=CD
y=4cm

(Lados opuestos del paralelo
gramo)

Indicador de logro: Caracteriza las diagonales de un paralelogramo.

2.3 Diagonales de un paralelogramo

I Demuestra que en un paralelogramo las diagonales se intersecan en su punto medio.

Recuerda que un cuadrildtero tiene 2

diagonales.

@

S Por hipdtesis se tiene que AB|| DCy ADI| BC. A__

o
o

Al trazar las diagonales del paralelogramo
se tiene:

B

(]

AB =DC (por ser paralelogramo) ... (1)

ZABO = «CDO (por ser alternos internos entre paralelas) . . .(2)

«BAO = «DCO (por ser alternos internos entre paralelas) . . .(3)

Entonces, AOAB = AOCD (por criterio ALA, de (1), (2) y (3)).

Por lo tanto, OA = OCy OB = OD (por definicion de congruencia).

p—"—k o

Para demostrar que
OA=0CyOB=0Des
suficiente  demostrar
que AOAB = AOCD.

C En un paralelogramo se cumple que las diagonales se intersecan en su punto medio.

A

D

LT N

@ \ 1. Escribe qué caracteristica del paralelogramo ABCD se debe utilizar para determinar el valor de xy y.
A

Para determinar el valor de y
se utiliza la caracteristica del
paralelogramo, tiene sus lados p
opuestos paralelos e iguales.

Para determinar el valor de x se uti-
m liza la propiedad de las diagonales;
pues O es la interseccion de las dos.

2. En el siguiente dibujo las diagonales AC y BD del paralelogramo ABCD se cortan en el punto O y el
segmento PQ pasa por el punto O. Completa la demostracién de que PO = QO colocando en los

espacios en blanco lo que corresponde:

= (por propiedad de los paralelogramos) . . .(1)
<QCO| = |<PAO | (por ser angulos alternos internos entre las paralelas) . . .(2)
<QOC| = [«POA| (son angulos opuestos por el vértice) . . . (3) A D

AAOP = ACOQ (por criterio de congruencia ALA, de (1), (2) y (3)).

Por lo tanto, PO = QO (Por definicidn de congruencial).

LN

B g ¢

Tarea: pagina 135 del Cuaderno de Ejercicios.

Por hipdtesis se tiene que ABJ| DCy AD|| BC.

Al trazar las diagonales del paralelogramo
se tiene:

AB = DC (por ser paralelogramo) ... (1)
XABO = «CDO (por ser alternos internos

entre paralelas) ... (2)
IBAO = <DCO (por ser alternos internos

(( Fecha: U6 2.3 ~ . .
. Entonces, AOAB = AOCD (por criterio
Demuestra que en un paralelogramo las| o[ A de (11, 21y [3]).
diagonales se intersecan en su punto
medio. Por lo tanto, OA = OCy OB = OD (por
@ A—— 0 A f —0 | definicion de congruencia).
Bk s———j——c

>

BO=DO (O eslainterseccién de las
x=6cm diagonales)

AB=CD (Lados opuestos del paralelo
y=4cm gramo)

entre paralelas) ... (3)
\\

/)

a0



2.4 Condiciones de los lados de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

Indicador de logro: Demuestra la relacion que debe existir entre los lados de un

cuadrildtero para que sea paralelogramo.

2.4 Condiciones de los lados de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

I Demuestra que un cuadrilatero cuyos pares de lados opuestos son congruentes es un paralelogramo.

A D

Para demostrar que AD|IBC y ABJ|IDC es
suficiente, demostrar que AABD = ACDB,
trazando la diagonal BD.

S Se traza la diagonal BD.

Por lo tanto, AB|IDC (dado que <ABD = <CDB).
Andlogamente, <ADB = «CBD (por la congruencia).

Por lo tanto, AD|| BC (dado que <ADB = «CBD).

Finalmente el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.

Entonces, AABD= ACDB (por criterio LLL, AB = CD, AD = BC; por hipdtesis y BD es comun).

Entonces, <ABD = «CDB (por ser angulos correspondientes en la congruencia).

A D

son de igual medida”.

Si los lados opuestos de un cuadrildtero son de igual medida, en-
tonces el cuadrilatero es un paralelogramo. Este teorema es el
reciproco de “en un paralelogramo los pares de lados opuestos

Observa que ser paralelogramo es
una condicién, necesaria y suficien-
te, para que un cuadrildtero tenga
lados opuestos de igual medida.

5cm

1. En los siguientes cuadrildteros describe los que cumplen la condicién de paralelogramos.

v G

7cm

7cm

Cumplen con las condiciones de paralelogramos el 1, 2 y 4; tienen sus lados

opuestos iguales dos a dos.

2. AABC y ADEF son congruentes. Explica por qué al unir estos triangulos se forma un paralelogramo.

Ak
B C

F E
‘D

Porque al unirlos se obtiene un cuadrilatero cuyos dos pares de lados opuestos

son iguales.

Tarea: pagina 136 del Cuaderno de Ejercicios.

(
( Fecha: U6 2.4
Demuestra que un cuadrildtero cuyos
pares de lados opuestos son congruentes

es un paralelogramo.
@ A I D A I D
7[ T T
1
T

c B m c
Se traza la diagonal BD.

Por lo tanto, AD|| BC (dado que
<ADB = «CBD).

Finalmente el cuadrilatero ABCD es

un paralelogramo.

Cumplen con las condiciones
de paralelogramos el 1, 2 y 4;
tienen sus lados opuestos igua-

N)

les dos a dos.

Entonces, AABD = ACDB. (por criterio LLL, 6 cm

AB = CD, AD = BC; por hipdtesis y BD es comun) g em 6cm

Entonces, ¥ABD = <XCDB. (por ser angulos chcm o on)

correspondientes en la congruencia). 6cm 6 cm

Por lo tanto, AB||DC (dado que <ABD = «CDB). 7cm

Analogamente, <ADB = «CBD (por la con- 5cm 5cm
\\Eruencia). 7 cm /)

Secuencia:

En la clase 2.2, se demostré que un
paralelogramo tiene sus lados opues-
tos iguales; en esta clase se demostra-
ra el reciproco, es decir, si se tiene un
cuadrilatero cuyos pares de lados son
iguales; entonces es un paralelogramo.

Propésito:

@), @ Realizar la demostracion utilizan-
do lo aprendido sobre congruencia de
triangulos y dngulos entre paralelas.

3 En el numeral 1, utilizar lo aprendi-
do sobre paralelogramos para identifi-

cumplen con las condiciones para ser
paralelogramos; mientras que en el
numeral 2, justificar por qué los tridn-
gulos forman un paralelogramo, esto
siempre utilizando las caracteristicas
de los paralelogramos.

Resolucion de los items.

1. Cumplen con las condiciones de pa-
ralelogramos el 1, 2 y 4; tienen sus
lados opuestos iguales dos a dos.

G am 6cm
5 6cm
an 5cm
6cm
6cm & @

7cm

5cm 5cm
7 cm

2. Porque al unirlos se obtiene un cua-
drildtero cuyos dos pares de lados
opuestos son iguales.

Guia Metodoldgica



2.5 Condiciones de los angulos de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

Secuencia:

En la clase anterior se demostré que si
un cuadrilatero tiene sus lados opues-
tos iguales, entonces es un paralelo-
gramo; en esta clase se demuestra que
si un cuadrilatero tiene sus angulos
opuestos iguales, entonces es un para-
lelogramo.

Propésito:

@, @ Demostrar que el cuadrildtero
que tiene sus angulos opuestos igua-
les es un paralelogramo, utilizando la
hipoétesis y los dngulos suplementarios.

(3 Demostrar el reciproco del resulta-
do de la clase 2.3, como una condicion
para que un cuadrildtero sea paralelo-
gramo.

Posibles dificultades:

En caso de que algunos estudiantes
no puedan hacer la demostracion, se
puede indicar el trabajo por parejas y
sugerirles que lean la pista.

Resolucion del item.

A D

AO = CO y BO = DO; por hipdtesis ... (1)
L AOD = «COB; por ser opuestos por el
vértice ... (2)

Entonces, AAOD = ACOB, por criterio
LAL, de (1) y (2).

Por tanto, AD = CB; definicion de con-
gruencia ... (3)

< AOB = XCOD; por ser opuestos por el
vértice ... (4)

Entonces, AAOB = ACOD; por criterio
LAL, de (1) y (4).

Por tanto, AB = CD; definicion de con-
gruencia ... (5)

Por (3) y (5) se concluye que el cuadri-
latero ABCD, es un paralelogramo por
tener sus lados opuestos iguales.

Indicador de logro: Demuestra que para que un cuadrilatero sea paralelogramo

sus angulos opuestos deben ser iguales.

2.5 Condiciones de los angulos de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

I Demuestra que un paralelogramo es un cuadrildtero cuyos pares de dngulos opuestos son de igual

medida.

B

Estableciendo los puntos E y F sobre la prolongacién
de los lados BC y CD respectivamente. Para demostrar
que AB || DCy BC || AD es suficiente, demostrar que
<XABC = XDCE, ¥(BCD = <ADF.

Luego, <ABC = «DCE (restando (2) de (1)).

S Prolongando los segmentos BC hasta E y CD hasta F;
2%ABC + 2¥BCD = 360° (suma de angulos internos de un cuadrilatero, <DAB = «BCD y <ABC = <CDA).

Entonces <ABC + «BCD = 180° (dividiendo por 2) ... (1)

También «BCD + «DCE = 180° (por dngulos suplementarios) . . . (2)

Por lo tanto, AB || DC (éngulos correspondientes de igual medida).
De la misma manera se procede para demostrar que BC || AD.

Una vez se realiza la demostracidn se concluye que los lados opuestos del cuadrilatero son paralelos.

Por tanto, el cuadrildtero ABCD es un paralelogramo.

C Si dos pares de angulos opuestos son congruentes en un cuadri-
latero entonces es un paralelogramo, este es el reciproco del teo-
rema: “En un paralelogramo dos pares de dngulos opuestos son

congruentes”.

Ser paralelogramo es una condicion
necesaria y suficiente para que un
cuadrilatero tenga angulos opuestos
de igual medida.

@ \ Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en su punto medio es un paralelogramo.

A D

Es suficiente comprobar que los lados opuestos son de
igual medida para demostrar que ABCD es paralelogra-
mo. Para ello, se puede pensar en los cuatro tridngulos
que se forman dentro del paralelogramo.

Tarea: pagina 137 del Cuaderno de Ejercicios.

(/ Fecha: U6 2.5
@ Demuestra que un paralelogramo es
un cuadrilatero cuyos pares de dangulos
opuestos son de igual medida. A
/A /D /A /D
B ¢ B C T
Prolongando los segmentos BC hasta E y CD
hasta F;

2<ABC + 2«BCD = 360° (suma de angulos
internos de un cuadrilatero, <DAB = <BCD y
JIABC = <CDA)

Entonces <ABC + ¥BCD = 180° (dividiendo
por 2) ... (1)

También <BCD + «DCE = 180° (por angulos

uplementarios) ... (2)

Luego, <ABC = «DCE (restando [2] de \\
(11

Por lo tanto, AB || DC (angulos correspon-
dientes de igual medida).

De la misma manera demostrar que

BC || AD. Luego concluir que los lados
opuestos son paralelos, y por tanto, el
cuadriladtero ABCD es un paralelogramo.

®AO = CO y BO = DO; por hipotesis,
. (1)

XAOD = «COB; por ser opuestos por el

vértice ... (2)

Entonces, AAOD = ACOB (por criterio

LAL, de [1] y [2]); por tanto, AD = BC.

De forma andloga se demuestra que

AB = CD.

/)

I



2.6 Condiciones suficientes para que un cuadrilatero sea paralelogramo

Indicador de logro: Enlista las condiciones suficientes para que un cuadrilatero
sea paralelogramo.

2.6 Condiciones suficientes para que un cuadrilatero sea paralelogramo

: I Dibuja en tu cuaderno la figura, para ello realiza los siguientes pasos; luego responde:

1. Traza un segmento AD utilizando 4 cuadros de tu cuaderno o 4 cm
de longitud.

2. Traza otro segmento BC utilizando 4 cuadros de tu cuaderno o 4 cm
de longitud, 4 lineas mas abajo de la primera.

3. Traza los segmentos AB y CD.

A D

¢Es ABCD un paralelogramo? Argumenta tu respuesta utilizando las
condiciones vistas en clases anteriores.

S Por los pasos que se siguieron para construir la figura AD = BC = 4 cm y AD|IBC porque las lineas del

cuaderno son paralelas.

Trazando la diagonal AC.

Entonces, AABC = ACDA (%ACB = «CAD por ser angulos
entre paralelas, AD = BCy AC es comun).

Luego, AB = CD (por la congruencia).

A D

Por lo tanto, ABCD es paralelogramo (dos pares de lados
opuestos de igual medida).

C Cada una de las siguientes condiciones es necesaria y suficiente para que un cuadrildtero sea

paralelogramo:

1. Dos pares de lados opuestos son paralelos.

2. Dos pares de lados opuestos son congruentes.

3. Dos pares de dngulos opuestos son congruen-
tes.

4. Las diagonales se intersecan en su punto medio.
5. Dos lados opuestos son paralelos y congruentes.
6. Los angulos consecutivos son suplementarios.

Donde el numeral 1 corresponde a la definicién de paralelogramo.

@ @Se toman los puntos E y F en los lados AD y BC respectivamente de un paralelogramo ABCD de modo

\ 1.En el cuadrildtero ABCD determina cudles

que se cumple que AE = CF. Demuestra que el cuadrildtero EBFD es un paralelogramo.

AL E D

ED |l BF
ED=AD-AE=BC-FC=BF

Por tanto, el cuadrildtero BFDE es paralelogramo (pues tiene dos
lados opuestos paralelos y congruentes). B

2.En el dibujo los cuadrilateros ABCD y BEFC
son paralelogramos. Demuestra que el cua-
drildtero AEFD tambiin loes.

de las siguientes condiciones son suficientes
para que un cuadrildtero sea paralelogramo.
D
D B C

a)BA=AD, BC=CD No A
b) AB = DC, AD = BC S{
c) «DAB = «BCD, «<ABC = <CDA Si

B ¢ E 3

Tarea: pagina 138 del Cuaderno de Ejercicios.

(r

B

éEs ABCD un paralelogramo? Argumenta tu
respuesta utilizando las condiciones vistas en
clases anteriores.

Luego, AB = CD (por la congruencia).
\Por lo tanto, ABCD es paralelogramo.

Fecha: U6 2.6
Construir la figura, siguiendo los pasos

indicados en el LT.

®

ED || BF
ED =AD-AE=BC-FC=BF
Siguiendo los pasos indicados, se obtiene
lafiguraAD=BC=4cmyAD || BC porque
las lineas del cuaderno son paralelas.
A o | Trazando la diagonal AC.
Entonces, AABC = ACDA
(%xACB = «<CAD por ser
angulos entre paralelas,
c AD =BCy AC es comun).

® 1. a) BA=AD, BC=CD. No

en clase 2.4.

demostrada en clase 2.5.

A, E D
BZF C
Por tanto, el cuadrildtero BFDE es

paralelogramo (pues tiene dos lados
opuestos paralelos y congruentes).

b) AB = DC, AD = BC. Si, demostrada

c) «DAB = «BCD, %ABC = «XCDA; si,

N)

/)

©

Secuencia:

En las dos clases anteriores, se demos-
tré que si un cuadrildtero tiene sus la-
dos opuestos o sus angulos opuestos
congruentes, entonces es un paralelo-
gramo; en esta clase, se busca consoli-
dar las condiciones que debe cumplir
un cuadrilatero para ser paralelogra-
mo, esto mediante una demostracion a
partir de una construccién bajo ciertas
condiciones.

Propésito:

@, @ Construir un cuadrilatero y luego
demostrar que es un paralelogramo,
esto con el objeto de enlistar las con-
diciones necesarias y suficientes para
que un cuadrildtero sea paralelogra-
mo.

(@ Demostrar que si se tiene un para-
lelogramo y a este se le recortan dos
triangulos congruentes en sus lados
opuestos, este sigue siendo un parale-
logramo; para ello se da como recurso
grafico la figura.

@ En el numeral 1, utilizar el resultado
demostrado en la clase para identificar
cuales de las condiciones dadas son
suficientes para que el cuadridtero sea
paralelogramo.

Posibles dificultades:

En el caso de que no logren hacer la
demostracion del numeral dos de la
fijacion; se pueden dar pistas para
orientarles.

Resolucion del item 2:

E F
BC = DAy BC = EF, por tanto DA = EF.
Por ser lados de un paralelogramo ...
(1)
Al mismo tiempo BC || DAy BC || EF, por
tanto DA || EF.
AEFD es un paralelogramo por tener
un par de lados opuestos iguales.

Guia Metodoldgica



2.7 Caracteristicas del rectangulo y el rombo

Secuencia:

En la leccion 2 de esta unidad, se han
demostrado las propiedades de los pa-
ralelogramos y se han establecido las
condiciones necesarias y suficientes
para que un cuadrildtero sea parale-
logramo; en esta clase, se demostrara
que un rombo y un rectangulo también
son paralelogramos utilizando las con-
diciones de la clase anterior.

Propésito:

@), @ Utilizar las condiciones necesa-

rias y suficientes para que un cuadri- @
latero sea paralelogramo para demos- ‘
trar que el rombo y el rectangulo son
paralelogramos.

(3 Demostrar la relacion entre las dia-
gonales del rombo, utilizando la con-
gruencia de triangulos y de igual ma-
nera las del rectangulo.

@ En el numeral 1, utilizar la congruen-
cia de triangulos para demostrar que si
las diagonales son congruentes y se
cortan en el punto medio, entonces es
un rectangulo; mientras que en el nu-
meral 2, es Unicamente una construc-
cién con regla y/o compas.

Resolucion de algunos items.
A D

@

B C
AC = BD; AO = CO y BO = DO; por
hipétesis ... (1)

XCOD = XAOB y «BOC = «DOA; por
ser opuestos por el vértice ... (2)

S

2.7 Caracteristicas del rectangulo y el rombo

la clase anterior.

[ ]

1 [

Indicador de logro: Caracteriza un rectangulo y un rombo.

: I Demuestra que un rectangulo y un rombo son paralelogramos. Utiliza las condiciones establecidas en

Definicién de un rectangulo: Es el cuadri-
ldtero que tiene sus cuatro dngulos rec-
tos congruentes.

Definicién de rombo: Es el cuadrilatero
que tiene sus cuatro lados congruentes.

¢ Rectangulo: tiene dos pares de dngulos opuestos congruentes, por la condicidn 3, es un paralelogramo.

* Rombo: tiene dos pares de lados opuestos congruentes, por la condicidn 2, es un paralelogramo.

C

a) Las diagonales de un rectdngulo son iguales.

b) Las diagonales de un rombo se intersecan perpendicularmente.

1. Trazando las diagonales AC y DB en el rectangulo ABCD.
(por criterio LAL, AB = DC, BCes
comun y <ABC = <DCB = 90°).

Entonces AABC = ADCB

Por lo tanto, AC = BD (por la congruencia).

El rectangulo es un paralelogramo por sus angulos y por sus lados, el rombo también lo es.

®Demuestra los siguientes resultados sobre las diagonales del rombo y el rectangulo.

Para demostrar que AC = DB,
es suficiente demostrar que
AABC = ADCB.

A D

2. Trazando las diagonales AC y BD en el rombo ABCD y llamando O al punto donde se intersecan.

Entonces, AACD es isdsceles (por ser rombo DA = DC).

Luego, DO es mediana de AACD (por ser paralelogramo las diagonales se intersecan

en el punto medio).

Por lo tanto, DBLAC (porque en un tridngulo isdsceles coincide la bisectriz con la

mediana).

suficiente demostrar que DO es la
altura de AACD.

Para demostrar que BD L AC, es 5

{5

B

[u

|

un rectangulo.

. Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales son congruentes y se cortan en el punto medio, es

2. Construye un rombo cuyas diagonales sean congruentes con los segmentos AB y CD.

A

B

C

Tarea: pagina 139 del Cuaderno de Ejercicios.

(r
Entonces, AAOB = ACOD y
ABOC = ADOA y son isdsceles; por cri-

terio LAL, de (1) y (2).

Luego por congruencia de triangulos

se tiene que:
A D
) € %
0 40 + 4B = 360°
0+ p=90°
0 0

Por tanto, el cuadrildtero ABCD es un
rectangulo.

@J 0

B d c
Demuestra:

a) Las diagonales de un rectangulo son iguales.

Fecha: U6 2.7

@ Demuestra que un rectangulo y un rombo

son paralelogramos. Utiliza las condiciones
establecidas en la clase anterior.

Rectangulo: tiene dos pares
de angulos opuestos con-
i gruentes, por la condicién 3,
es un paralelogramo.
Rombo: tiene dos pares de
lados opuestos congruentes,
por la condicion 2, es un
paralelogramo.

b) Las diagonales de un rombo se intersecan

perpendicularmente.

N)
1. Trazando las diagonales AC y DB
en el rectangulo ABCD.

Entonces AABC = ADCB, por LAL
Por lo tanto, AC = BD. (Por la con-
gruencia).

2. Llamando O al punto donde se in-
tersecan las diagonales.

Entonces, AACD es isésceles. (Por
ser rombo DA = DC).

Luego, DO es mediana de AACD.
Por lo tanto, DBLAC (porque en un
triangulo isésceles coincide la bisec-
triz con la medianay la altura).

Copiar la solucién del aparta-

O\

do “resolucién de items”. ))

O



2.8 Aplicacidn de las caracteristicas de las diagonales de un rectangulo

Indicador de logro: Utiliza las caracteristicas de las diagonales de un rectangulo
para demostrar relaciones con elementos de un tridngulo rectangulo.

2.8 Aplicacion de las caracteristicas de las diagonales de un rectangulo

@ P Dado el tridngulo rectdngulo ABC, donde se establece el punto medio de la hipotenusa AC como el

punto M, demuestra que MA = MB = MC.
A

B C

Recuerda que en un rectangulo las diagonales
se intersecan en su punto medio.

@ S Construyendo un rectangulo ABCD de lados AB y BC; y diagonales AC y BD, que se intersecan en el

punto medio, por ser paralelogramo M.

BM =% BD (por ser diagonal del paralelogramo ABCD) .. . (1)
MA=MC= % AC (por ser diagonal del paralelogramo ABCD). . . (2)

Ademas AC = BD (ABCD es un rectdngulo) . . . (3)

Por lo tanto, MA = MB = MC (de (1), (2) y (3)).

A D

B C

C En todo tridngulo rectéangulo, el segmento que une el vértice opuesto a la hipotenusa con el punto me-
dio de esta, tiene una longitud congruente a la mitad de la longitud de la hipotenusa.

®aEI cuadrado es un paralelogramo?

Dado que el cuadrado tiene 4 lados congruentes entonces, los lados
opuestos son congruentes y por tanto el cuadrado es paralelogramo.

Recuerda que el cuadrado
es el cuadrildtero que tiene
cuatro angulos rectos y 4 la-
dos congruentes.

\ 1. ¢ Cudles son las condiciones que se deben adicionar para que un paralelogramo sea rectangulo, rom-
bo o cuadrado? Escoge del literal a al literal d las condiciones correspondientes.

a) XA =90° b) AB =BC c)AC=BD d)ACLBD CuadradO'a)yb)
D | D
A D A D T 1 a)yd)
T ~ Loy
-2 A c 4+ oy
i En | yd)
B c RB <neul )C ) s S =
ectangulo:a)oc Rombo: b) o d
Paralelogramo Rectangulo Porﬁbr) ) Cuadrado
2. En la siguiente figura identifica los paralelogramos que A B C
se forman, luego clasificalos segun sean rectangulos,
cuadrados, rombos, o solamente paralelogramos.
ADEB, paralelogramo
BEFC, paralelogramo 5 3 5

ADFC, paralelogramo
AEFB, cuadrado

Tarea: pagina 140 del Cuaderno de Ejercicios.

(( Fecha: U6 2.8
Dado el tridngulo rectangulo ABC,
donde se establece el punto medio de
la hipotenusa AC como el punto M, de-
muestra que MA = MB = MC.

B C
Construyendo un rectdngulo ABCD de lados
ABy BC; y diagonales ACy BD.

BM = % BD. (Por ser diagonal del paralelogra-
mo ABCD) ... (1)

MA = MC = % AC. (Por ser diagonal del para-
\lelogramo ABCD) ... (2)

Ademas AC = BD. (ABCD es un rectén)
gulo) ... (3)
Por lo tanto, MA = MB = MC. (De [1],
2]y 3.
Dado que el cuadrado tiene 4
lados congruentes, entonces los
lados opuestos son congruentes
y por tanto el cuadrado es para-
lelogramo.

1. Rectangulo: a)oc)
Rombo: b) o d)
Cuadrado: a) y b)

a)yd)
c)yb)
c)yd)

S

iz

Secuencia:

En la clase anterior se demostraron al-
gunas caracteristicas de los triangulos
rectangulos; ahora se demostrara que
el segmento que une el vértice opues-
to a la hipotenusa con el punto medio
de ella, es congruente con la mitad de
la longitud de la hipotenusa.

Propésito:

@, @ Demostrar una de las propieda-
des de los triangulos rectangulos, to-
mando como recurso la construccion
de un rectangulo y las caracteristicas
de sus diagonales.

(3 Justificar por qué el cuadrado es un
paralelogramo.

@ |dentificar las condiciones que debe
cumplir un cuadrildtero para ser rec-
tangulo, rombo o cuadrado, conside-
rando los recursos dados.

Guia Metodoldgica



2.9 Reciproco de caracteristicas de rectdngulos

Secuencia:

En la clase 2.7, se demostré que un
rectangulo tiene sus diagonales con-
gruentes y se cortan en el punto me-
dio; en esta clase se demuestra que si
las diagonales de un cuadrilatero son
congruentes, no siempre es un rectan-
gulo.

Propésito:

@, @ Demostrar que el reciproco de
“en un rectangulo las diagonales son
iguales”, no se cumple, mediante la
presentacion de un contraejemplo.

(@ Demostrar que si las diagonales de
un cuadrildtero se cortan perpendicu-
larmente no es condicién suficiente
para decir que es un rombo.

@ En el numeral 1, demostrar que las
diagonales de un trapecio isdsceles son
congruentes, este es el contraejemplo
usado en el Problema inicial; mientras
qgue en el numeral 2, demostrar la rela-
cion que existe entre las diagonales de
un rombo.

Resolucion del item 1.
A D

Se trazan dos alturas AA"=DD" ... (1)
AB = DC; por hipdtesis ... (2)
JIAA'B = «DD’C=90°.

Entonces, AAA'B = ADD’C; por tener la
hipotenusa y un cateto igual.

LABC = «DCB; por definiciéon de con-
gruencia ... (3)
BC = CB; por ser el mismo ... (4)

Entonces, AABC = ADCB; por criterio
LAL, de (2), (3) y (4).

De donde se concluye que AC = BD por
definicion de congruencia.

Indicador de logro: Analiza la veracidad del reciproco de las caracteristicas de
los rectangulos.

2.9 Reciproco de caracteristicas de rectangulos

P

¢Habran cuadrilateros que tengan las diagonales congruentes pero no sean rectangulos?

Piensa en el reciproco de “en un rectdngulo las
diagonales son iguales”.

El trapecio es un cuadrilatero que tiene solo un
par de lados paralelos.

S Tomando un trapecio isésceles (AB = DCy AD || BC).

Se puede demostrar que AABC = ADCB para determinar que AC = DB. A D

Por lo tanto, la respuesta es si, hay otros cuadrildteros cuyas diagona-

les son congruentes; los trapecios son un ejemplo.

Esto significa que si en un cuadrildtero las diagonales son congruentes,
no significa que el cuadrildtero es rectdngulo, puede ser otro tipo de B C

cuadrilatero.

‘ Para demostrar la veracidad del reciproco del teorema,
El reciproco del enunciado “en un rectdngulo las dia- | en este caso, se utilizé un contraejemplo.

gonales son iguales”, es decir, “si las diagonales de un
cuadrilatero son iguales, entonces es un rectangulo”,

En este caso como no se cumple, también se puede
decir que ser rectangulo es una condicién suficiente

no se cumple, por el contraejemplo propuesto. para que las diagonales sean congruentes, pero no es
necesaria.

@aUn cuadrilatero cuyas diagonales se intersecan perperdicularmente, es un rombo?

diagonales perpendiculares, pero no es un rombo, ya que sus

L Esto no es cierto ya que el cuadrildtero mostrado tiene sus

lados son desiguales.

Este enunciado es el reciproco de “en
un rombo las diagonales se intersecan
perperdicularmente”.

'\ 1. Demuestra que las diagonales de un trapecio isésceles que no es un paralelogramo son congruentes.

A D

B

C

2. Demuestra que un cuadrildtero cuyas diagonales son perpendiculares y se cortan en el punto medio

es un rombo.

Tarea: pagina 141 del Cuaderno de Ejercicios.
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Fecha: , N U629
éHabran cuadrildteros que tengan las diago-

nales congruentes pero que no sean rectan-
gulos?

Tomando un trapecio isésceles (AB =DCy
AD || BC).

Se puede demostrar que AABC = ADCB para

determinar que AC = DB.
Por lo tanto, la res-

puesta es si, hay otros
cuadrilateros cuyas dia-
gonales son congruen-

A D

¢ tes; los trapecios son un
ejemplo.

Esto significa que si en un cuadrildtero las diago-
\nales son congruentes no siempre es rectangulo.

® 1

Esto no siempre es cierto, por
ejemplo el cuadrildtero mostra-
do tiene sus diagonales perpen-
diculares, y no es un rombo.

®

1. La demostracion estd en la
columna de solucién de al-
gunos items.

/)

isc)



2.10 Relacién entre lineas paralelas y areas

Indicador de logro: Determina la relacion entre los segmentos perpendicula
trazados entre rectas paralelas.

2.10 Relacion entre lineas paralelas y areas

P En la siguiente figura, la linea [ y BC son paralelas, explica por qué

los tridngulos ABC, A'BC, tienen la misma area.
1 A A'

B C

En un par de lineas paralelas, las lineas
perpendiculares trazadas desde dos
puntos de una linea paralela a la otra,
tienen la misma longitud.

S Observa en la figura los tridangulos ABC y A'BC, tienen como
base el segmento BC, y uno de sus vértices en recta [ paralela
a la base BC.

Estos tridngulos tienen la misma base y al determinar la altura
a cada uno de ellos, las dos son congruentes, dado que estdn
entre dos rectas paralelas.

Por tanto, el drea de los dos triangulos es igual.

~
>

@™
u >
(@]

C Cuando se tienen dos rectas paralelas, los segmentos perpendiculares trazados de una recta a otra,

tienen igual longitud.

@ @ABCD es un paralelogramo; M es el punto medio del

@

segmento BC, P el punto de interseccion del segmento
BD y AM. Establece cudles son los tridngulos que tienen la
misma area.

Los tridngulos ABM, DBM y DMC son algunos de los que
tienen igual drea, ademds de los tridngulos ABD, AMD y
BDC; dado que tienen la misma base y la misma altura,
dada la propiedad que entre lineas paralelas los segmentos
perpendiculares tienen la misma longitud.

También se puede decir que las areas de los triangulos ABP y DMP son iguales, puesto que las dreas de
ABM y DBM son iguales y se les estd restando la misma porcion de drea a ambos (MPB).

Si se establece como punto O la interseccién de diagonales en
que las dreas de los triangulos AOB y DOC son iguales.
A D

el trapecio ABCD con AD||BC, demuestra

Tarea: pagina 142 del Cuaderno de Ejercicios.
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Fecha: U6 2.10

En la siguiente figura las lineas [ y BC
son paralelas, explica por qué los trian-
gulos ABC, A'BC, tienen la misma area.

®

B C

Tienen igual base y alturas congruen-
tes, por tanto, el area de los dos
triangulos es igual.

Los tridngulos ABM, DBM, DMC
son algunos de los que tienen
igual drea, ademas de los trian-
gulos ABD, AMD, BDC; dado que
tienen la misma base y la misma
altura.

La demostracion estd en la co-

N

Observa en la figura los triangulos ABC y
A'BC, tienen como base el segmento BC, y
uno de sus vértices en recta [ paralela a la
base BC.

lumna de soluciéon de algunos
items.

O\

157

Secuencia:

En las clases anteriores se ha trabajado
con caracteristicas de los cuadrilateros;
en esta clase, se establecera la relacion
entre los segmentos perpendiculares
trazados entre dos rectas paralelas,
tomando como recurso el area de dos
triangulos de igual base y altura.

Propésito:

@, @ Demostrar que los segmentos
perpendiculares trazados entre dos
rectas paralelas tienen igual longitud.

(3 Identificar los tridngulos que tienen
igual area, comparando sus bases y al-
turas.

@ Demostrar que las dreas de dos
triangulos son iguales, utilizando como
recurso el resultado de esta clase y el
de la anterior.

Resolucion del item.

A D

Los tridngulos ABC y DCB tienen igual
area porque tienen igual base y altura.

(AABC) = (AAOB) + (AOCB) ... (1)
(ADCB) = (ADOC) + AOCB ... (2)

Como AABC y ADCB tienen igual area,
entonces de (1) y (2) se obtiene que
los tridngulos AOB y DOC tienen igual
area.

Guia Metodoldgica



2.11 Aplicacién de la relacion entre lineas paralelas y areas

Secuencia:

Ya se ha demostrado que los tridngu-
los que se forman entre dos paralelas
y que tienen igual base, tienen igual
area; en esta clase, se utilizara el resul-
tado de la clase anterior para encon-
trar un tridngulo que tenga igual area
que un cuadrilatero dado, realizando
trazos auxiliares.

Propésito:
@, @ Demostrar que existe un tridn-
gulo de igual drea al cuadrildtero dado,
construyendo trazos auxiliares, que
permitan utilizar el resultado de la cla-
se anterior.

3 En el numeral 1, utilizar lo apren-
dido sobre dngulos y triangulos para
determinar la medida del segmento
indicado.

Resolucidn del primer item.

BM = MC, por hipdtesis y MC = PT, por
construccioén, por tanto BM = PT ... (1)
APBM = XQPT; por ser correspondien-
tes entre paralelas ... (2)

IBMP = <MCT y <¥MCT = XPTQ; por
ser correspondientes entre paralelas,
entonces <BMP = <PTQ ... (3)

Entonces, ABMP = APTQ; por ALA de

(1), (2)y (3).

Por tanto, BP = PQ de donde se tiene
que cada uno mide 6 ... (4)

AABM = ACDN; por LLL, pues
AB=CD, AM =CNyBM =DN ... (5)

Entonces <BMP = <DNQ, definicidn
de congruencia ... (6)

Ademas «PBM = <NDQ, por ser alter-
nos internos entre paralelas ... (7)

Entonces, ABMP = ADNQ; por ALA de
(5), (6) y (7).

Por tanto, BP = QD = 6, por definicion
de congruencia.

Indicador de logro: Resuelve problemas de tridangulos y paralelogramos apli-

cando la relacidn entre rectas paralelas y areas.

2.11 Aplicacion de la relacion entre lineas paralelas y areas

P En el cuadrilatero ABCD que se muestra a continuacion, en la prolongacion del segmento BC, se ubica el
punto E, se forma el tridngulo ABE, de tal manera que el AABE tenga la misma area que el cuadrildtero

ABCD, ¢ddnde se debe colocar el punto E?
A

Puedes intentar encontrar el triangulo que
D tenga la misma area que el tridngulo ACD,

relacionando rectas paralelas y areas.

D

w
w
>
(@)

C

2§

1. Trazar la diagonal AC.
2. Trazar la paralela [, al lado AC y que pase por el vértice
D, establecer el punto E donde se intersecta con la pro- A
longacion al lado BC.
. Construir el AABE trazando un segmento del punto A,
al punto E.

~

w

f

Con esta construccion se tiene que
drea de ADAC = drea de AEAC (por estar
entre paralelas y tener base comun). B

Para elaborar el AABE que tenga la misma drea que el cuadrildtero ABCD, puedes seguir los pasos:

Area del cuadrilatero ABCD = area de AABC + area de ADAC.
Area de AABE = 4rea de AABC + drea de AEAC.

Por lo tanto, drea de AABE = area del cuadrilatero ABCD (area de ADAC = drea de AEAC).

m

C Los triangulos con base comun tienen igual area si la recta que une los vértices opuestos a la base, es

paralela a la base.

@ \ 1. En un paralelogramo ABCD se ubican los puntos medios M y N de los A
lados BCy AD, el segmento BD intersectaa AM y CN en los puntos Py Q
respectivamente, si BQ = 12, calcula la longitud de QD.

=

Puedes establecer el punto T de
modo que PT sea paralelo a MC.

N

. En el tridangulo ABC los puntos medios de los lados AB y AC se
establecen como Dy E respectivamente, se traza el segmento DE.
Demuestra:

a) El area de los triangulos DBE, ADE, DCE es igual.
b) Dos veces el drea del tridngulo DBE es igual al area del triangulo
ABE e igual al tridngulo EBC.

Tarea: pagina 143 del Cuaderno de Ejercicios.
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Fecha: U6 2.11

segmento BC, se ubica el punto E, se forma

el tridngulo ABE, de tal manera que el AABE | Area de AABE = Area de AABC +

tenga la misma &drea que el cuadrilatero | Area de AEAC.
ABCD, ¢ddnde se debe colocar el punto E?

@ Observacion: Ver imagenes en LT.

1. Trazar la diagonal AC.

2. Se traza la paralela /, al lado AC y que pase por
el vértice D, establecer el punto E donde se in- ®
terseca con la prolongacién al lado BC.

3. Construir el AABE trazando un segmento del

punto A, al punto E.
Area de ADAC = Area de AEAC, (por estar entre
paralelas y tener base comun).

ADAC = Area de AEAC).

primer item).

Area del cuadrilatero ABCD = Area
@En el cuadrildtero, en la prolongacién del | de AABC + Area de ADAC.

Por lo tanto, Area de AABE = Area
del cuadrilatero ABCD (Area de

1. BP = QD = 6, (ver resultado
completo en solucion del




2.12 Practica lo aprendido

Indicador de logro: Resuelve problemas utilizando caracteristicas y teoremas

de triangulos y paralelogramos.

1. ¢Cudles de los siguientes cuadrilateros pueden ser paralelogramos? Menciona qué condicion aprendi-
da en la clase 6 de esta leccidn se aplica.
No es paralelogramo
—4.2cm——

Paralelogramo

Paralelogramo

% 3

, . L—a4 cm——— . .
Dos dangulos consecuti- Dos lados opuestos noson Las diagonales se intersecan

vos son suplementarios. congruentes. en el punto medio.
2. Demuestra que, si en un cuadrilatero las diagonales son perpendiculares congruentes y se cortan en el

punto medio, entonces este es un cuadrado.

3. En el dibujo los puntos E y F estén en la diagonal BD del paralelogramo ABCD y BE = EF = FD. Demuestra
que el cuadrilatero AECF es un paralelogramo.

A D

B C

4. ABCD es un cuadrado y los lados sefialados son congruentes. Demuestra que EFGH también es un
cuadrado.
A

Tarea: pagina 144 del Cuaderno de Ejercicios.

3. A D

B C

Sea G el punto de interseccion de ACy BD,
AG =CGyEG=BG-BE=DG - FG = FG por caracteristicas de las
diagonales del paralelogramo.

Por lo tanto, el cuadrilatero HECF, es un paralelogramo.

©

Resolucion de algunos items.

DO =BO ;1 AO lo comparten.

<BOA = <DOA = 90°.

Entonces ABOA = ADOA, por criterio
LAL.

Por tanto, AB = DA (definicion de con-
gruencia) ... (1)

AO =COyDO lo comparten.

<DOC = <DOA =90°.

Entonces ADOC = ADOA, por criterio
LAL.

Por tanto, CD = DA (definicion de con-
gruencia) ... (2)

BO=DOy CO lo comparten.

<IBOC = «DOC = 90°.

Entonces ABOC = ADOC, por criterio
LAL.

Por tanto, BC = CD (definicion de con-
gruencia) ... (3)

AB =CD =BC= DA; por (1), (2) y (3).
Como los 4 triangulos BOA, DOA, DOC
y BOC son congruentes isésceles, en-
tonces se cumple que

86 =180°(4 — 2).

86 = 360°, de donde 6 = 45°; luego

XA =<B=<xC=<«D=90°=26.

4. A 4

DA = AB

DH + HA = AE + EB; pero HA = EB.
Entonces DH = AE ... (1)

DA =BC

DH + HA = BF + FC; pero HA = FC.
Entonces DH = BF ... (2)

CD = DA

CG + GD = DH + HA; pero GD = HA.
Entonces CG =DH ... (3)

AE = DH = BF = CG; por (1), (2) y (3).
Entonces AAHE = ABEF = ACFG =
ADGH, por LAL.

De donde se tiene EH = FE = GF = HDG.

A, H
0+ p=90°
0+p+a=180°
a=90° °

B F " C
Por tanto, el cuadrilatero EFGH es un
cuadrado, pues tiene sus lados iguales
y sus angulos miden 90°.

Guia Metodoldgica



2.13 Practica lo aprendido

Resolucion de algunos items.

1.
a) A

Entonces ACDA = ABDA, por criterio
LAL.

< CDA = «BDA = 90°

BD=CDyADlo
comparten.

b) 2 D IBAC = «DAC
Zy AB=DAyACIlo
B 7 comparten.

Entonces ABAC = ADAC, por criterio
LAL.

c) A
Entonces ADAB = ADAC, por tener la
hipotenusa y un cateto igual.

AB=ACy AD lo
comparten.

B ©

F

XABC = XCDA, por ser angulos opues-
tos del paralelogramo.

Como BE y DF son bisectrices de

XABC = XCDA, se tiene que

ZABE = <EBC = <ADF = <CDF ... (1)
AB = CD por lados opuestos del parale-
logramo ... (2)

Entonces AABE = ACDF, por criterio
ALA.

De donde se tiene XAEB = XCFD, por
definicion de congruencia de triangu-
los ... (3)

XAEB + «BED = 180° vy

XCFD + «DFB = 180°; entonces

XAEB + «BED = «CFD + <DFB.

Al utilizar (3), se tiene <BED = <DFB ...
(4)

El cuadrilatero BFDE es un paralelo-
gramo; pues tiene 2 pares de angulos
opuestos iguales; de (1) y (4).

Indicador de logro: Resuelve problemas utilizando caracteristicas y teoremas
de triangulos y paralelogramos.

1. Segun la informacién mostrada, determina si los triangulos indicados son congruentes o no. Explica tu

respuesta.
A
a b c A
) ) A 5 )
B D ¢ B ¢ . B ., b ¢ .
Si, es tridngulo rectangu-
AABD y AACD AABCy AACD AABD y AACD

Si, por criterio LAL. Si, por criterio LAL. Ig y tiene n cateto y la
hipotenusa iguales.

2. En el AABC, AB = AC y «CAB=36°. DB es la bisectriz del <ABC que cortapel lado AC en el punto D.

Demuestra que BC = BD = DA. A
A
B @

3. En la siguiente figura DE = AB y «DEC= «BAC, demuestra que AD = BE.
D E
A X
A
4.Se toman 4 puntos E, F, Gy H en los cuatro lados AB, BC, CD y DA del

paralelogramo ABCD respectivamente, de modo que AE = CG y BF = DH. E
Demuestra que el cuadrildtero EFGH es un paralelogramo.

H, D

[Sugerencia: Observa que AH = CF, deduce que AAEH = ACGF]

5. En la figura el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo, se tiene que BE
y DF son bisectrices de <ABC y <CDA, respectivamente.

Demuestra que BE || DF. Utiliza la condicién 3 de los paralelogramos.

Tarea: pagina 145 del Cuaderno de Ejercicios.

2. Como AB = AC, <ABC = <ACB. <ABC + XACB = 180° - <A = 144°;
entonces LABC = <ACB =72° y <ABD =36° = <A, por propiedad de b
bisectriz, luego BD = DA ... (1)
Ademas «<BDC = 180° - 36°- 72° = 72° = XBCD, de donde se obtiene ;
que BD =BC... (2)
Por tanto, BD = DA = BC.

D E
3. Como <DEC = «BAC, DE || AB; ademas DE = AB.
Por tanto, el cuadrilatero ABED, es un paralelogramo, tiene
dos lados opuestos paralelos e iguales. .
4. AD = BC, por ser lados opuestos del paralelogramo; enton-
ces AH = AD - HD = BC - FB = CF. ’; HpD
E

AE = CG por hipdtesis y <A = «C, por ser angulos opuestos
del paralelogramo.

De donde se tiene que AAEH = ACGF. G
Por tanto, el cuadrildtero EFGH es un paralelogramo.

©



Prueba de la Unidad 6

Descripcion:

La prueba de esta unidad esta formada
por 4 numerales, el segundo tiene cua-
tro literales y cada uno sera valorado
como un item; por tanto, la prueba
sera considerada con 7 items.

Prueba de la Unidad 6: Criterios de congruencia de triangulos Matematica 82 Criterios para asignar puntos parcia-
Fecha: les:
Nombre: Seccidn: ,
Edad: afios NIE: Sexo: | Jmasculino | |femenino Para cada uno de los items que se pre-
Cent lar: g 2

eniro escotar sentan a continuacién, la respuesta se
Indicaciones: en cada ejercicio planteado debes dejar constancia de tus procedimientos. Escribe la respuesta considera pa rcialmente correcta si se

final en el recuadro correspondiente.

cumple uno de los criterios que se es-

1. Determina la medida de los angulos internos del tridngulo: tablecen a continuacion:

A Vg
Item 1:

Si Unicamente calcula la medida del
angulo C.

Respuesta:

8 \>\ ans
140°
D “B= ,
ac- Items del 2 al 5:
Corresponde al numeral 2, se conside-

2. Determina si las condiciones dadas en cada una de las distintas figuras son o no suficientes rara respuesta parCIalmente correcta
para determinar que los tridngulos indicados son congruentes. Indica el criterio que cumplen. si Unicamente responde que 5|" pero
a) AFGH y AJIH <) AABG y ACBF no justifica el criterio de congruencia

A que cumple.
G
F F
H AB=BC Respuestas:

)

a)
| B G c

b)
b) AFGH y AJHI d) AAGB y ACGB c)
G B d)

F )

H
A c

G

G punto medio de AC
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item 6:

Corresponde al numeral 3, se conside-

rard respuesta parcialmente correcta

si:

- Solamente identifica y relaciona los
lados y angulos iguales en la figura.

- Si solamente indica que los tridangu-

los son congruentes, sin justiﬁcar. 3. Sea ABCD un cuadrildtero tal que, BD es la bisectriz de los dngulos D y B. Demostrar que:
AB =BCyAD=CD.
A

Respuesta:

item 7:

Corresponde al numeral 4, se conside- b B
rara respuesta parcialmente correcta si

solamente escribe las ecuaciones utili-

zando la caracteristica de las bisectri-

ces de un paralelogramo; pero no las

resuelve.

4. Dado que ABCD es un paralelogramo, AC y BD sus diagonales, determinar el valor de x y .

Respuesta:




