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Estimados jovenes:

Es grato dirigirnos a ustedes con el propdsito de felicitarlos por iniciar un nuevo afo escolar con mucho
entusiasmo, voluntad y entrega.

Desde “El proyecto de Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en Educacién Basica y
Educacion Media” (ESMATE), hemos trabajado este libro de texto, el cual presenta una nueva propuesta
para el abordaje de la matematica.

Estamos convencidos que saber matematica significa tener una excelente herramienta para el desarrollo
de sus capacidades productivas y ciudadanas; ya que ayuda a ser mas eficiente, a resolver problemas
complejos con mayor facilidad, a contar con un razonamiento matematico capaz de ser critico, analitico
y practico. En definitiva, a vivir con éxito, en un mundo cada vez mas desafiante ante los cambios
sociales y los avances tecnoldgicos.

Tenemos la seguridad que su encuentro con estos saberes serd muy satisfactorio, ya que este libro
ha sido elaborado por un equipo altamente calificado que nos plantea una metodologia constructiva,
retadora y exigente, con el Unico fin de que los conocimientos matematicos les enriquezcan, sean mejor
entendidos y puedan integrarse en sus quehaceres cotidianos con mayor facilidad.

Recuerden que en nuestro pais todos los jévenes son capaces de aprender y desarrollarse. Mantengan
la confianza en sus capacidades, porque todos pueden alcanzar el éxito con esfuerzo, disciplina y
dedicacién.

Mucho animo, ya que contamos con lo mejor de ustedes para desarrollar un mejor El Salvador.

Atentamente,

Carlos Mauricio Canjura Linares
Ministro de Educacién

Francisco Humberto Castaneda Erlinda Handal Vega
Viceministro de Educacién Viceministra de Ciencia y Tecnologia



Presentacion del libro

Partes de una clase

Problema inicial En el primer momento de cada clase, el estudiante debe pensar una solucién a
partir de una situacion problematica la cual permite introducir el contenido que
se va a desarrollar.

Solucién En este segundo momento, el texto propone una o varias formas de resolver el
problema planteado.

COnclusién En la Conclusidn se llega a la explicacidon del contenido. Aqui se relacionan el
Problema inicial y la Solucién para explicar con lenguaje matematico la finalidad
del contenido.

Ejemplo A veces es necesario presentar un problema adicional, que permita consolidar
el contenido de la clase.

’ .7 . . .
Problemasu Es la seccion de problemas y ejercicios.

B Elicono de la calculadora indica los Gnicos ejercicios en donde es indispensable
usarla.

Informacidon complementaria

En el libro se utilizan algunos elementos que facilitan el aprendizaje de los contenidos,
como presaberes, pistas, informacién adicional como historia de la matematica, esto se
representa con diferentes colores:

Informacion

Presaberes Pista .
adicional

Distribucion de las clases

El libro estd compuesto por 8 unidades didacticas, cada una formada por diferentes lecciones
y cada leccion esta compuesta por distintas clases. En la numeracion del titulo de cada clase, el
primer numero indica la leccion y el segundo indica la clase. Por ejemplo, el titulo de la clase 7
de la leccidn 1 de la unidad 1 de este libro se representa de la siguiente manera:

Indica el numero de leccion

1.7 Ecuaciones racionales

Indica el nimero de clase

El nimero de la unidad aparece en una etiqueta verde en la parte lateral de las paginas
impares.

Ademads al finalizar cada unidad siempre aparecen algunos problemas sobre todas
las tematicas abordadas, y en ocasiones también se desarrollan algunas practicas en
GeoGebra, como recurso tecnolégico de la matematica.




Indice

Unidad 1

ECUQCIONES ..cverirnrnisnnnnnsansnsessnnnsassnnsassnsassssssassssassssssassssssassssasassssases 1
1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones ........cceeeecsecsecseenees 2

Unidad 2

] 9 T=To 1 £ =Tl o [ ORRR 13
1. PUNLOS Y SEIMENLOS ...eueeveeerernneeraessecsanesanssessasesasssassasssasssassasoses 14
2. LIN@A reCtO ...cvciecrciisesnsnnnnsnsssassssisnsssasssssssssssssssssssssasasassssssasases 21
3. Posiciones relativas entre rectas ... 27
4. Practica en GeoGebra .......innsnsssssssssssasssses 39

Unidad 3

SECCIONES CONICAS wevverrranaernsasscsasassssasssssssssssasasssssssssssassssasssssssssssasasnes 43
1. LA PATFADOIA c.eeieireeeeensnennennessncsassnesnesnsessssaesassnssssessssassassassase 44
2. LA CIrcUNfereNnCiQ ....ccccccceccesesesssesssssssssssssnsasasassssssssssssasasssasssases 56
3. L0 ClIPSE cecveerreernecrneceesnessansseesasssessasesasssassssssassssssssssassssesassasssasens 63
4. LO NIPEIDOIA .euceeeeeeecninnecensensnesnesnneessassnssnssassssssassassnssnssssssssses 71
5. Practica en GeoGebra ... 81

Unidad 4

Funciones trascendentales | .........ciicniiencnnsennsessesnsassessssssssnss 89
1. Potencia Y raiz 72=ESIMQA ....cceerrerenrensecsnesnesnessesseesasnsnssnseseses 90
2. Funciones y ecuaciones exponenciales ........c..ceeeeeneeeenees 102




Indice

Unidad 5

Funciones trascendentales Il ...........cccccceeccccssssecccsssssecsssssssssssssns

1. FUNCiON biyectiva @ INVErSA ......ccceereccreceseeresaesnesessesesnesees
2. FUNCION |OGArTEMICA eeeeecrecccreecsnnecssnessssessssossssesasessasassassssasse
3. Funciones trigoONOMELIICAS .....ccccveerecrerssesssessssesssesassssssssssoses

4. Practica en GeoGEebra ......ceeeccreccsseecsssessssessssesssessasessasessssees

Unidad 6

Sucesiones aritméticas Y geoOMELriCAS .......ceeverrecrenrensecsarsaeenee
1. SUCESIONES AFEMELICAS ...eveecrerernccreesseesnessssssessssesssssssessssssssesans

2. SUCESIONES GEOMEBEIICAS ..uveeereerreernesnesssncsseessnsssassssssssessassanses

Unidad 7

MELOAOS A CONLEO ..ccuvrecreecernecsssessssessssessssessssesssassssssssssssssssssssess

1. LOS CONJUNEOS ..ceveeernecreenancreecencsaeeaesseesaessasnnssasssessassssssssssessassasee
2. PermMuUEOCIONES ....ecceerecreennennenensessacssessessessassacsncsssasesassassassnsens

3. COMDBDINOICIONES «evveeeeerrrseneecsssssnsecssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssss

Unidad 8
ProbabilidOd .......ceeeeeeeerecseesecssecseesaeesssesssssesssssssssssssssssasssessssssass

1. AXiomas de KOIMOGOIOU ....eeeeceiecnesreccssscsnssssssasssssssssssssseses

2. Probabilidad condiciondl............eeceeeceecsnecsnecssescnnessnssasssessens

13
114

122
132
147




Ecuaciones

El trabajo con ecuaciones se ha realizado desde culturas antiguas. Detallar su origen es
complicado, pero junto con las ecuaciones estudiadas en grados anteriores, historica-
mente, se ha llevado el estudio de ecuaciones con particularidades, tal es el caso de las
ecuaciones cuarticas (de grado 4) que tienen estructura de ecuacion cuadratica, de ecua-
ciones expresadas con radicales, de ecuaciones racionales que se reducen a ecuaciones
de primer grado, entre otras, que utilizan y cumplen las mismas propiedades de las igual-
dades y de los sistemas de ecuaciones.

En el modelamiento de situaciones de la naturale-
za existen fendmenos que son complicados de mo-
delar con ecuaciones de primer grado o ecuaciones
cuadraticas, por lo que se hace necesario resolver
otros tipos de expresiones. Para ello deben aplicarse
los conocimientos adquiridos en la solucién de las
ecuaciones basicas (primer grado, cuadraticas vy sis-
temas de ecuaciones de primer grado) a otros tipos
de ecuaciones.

Imagen de las cdnicas de Apolonio. La deduccion
de las ecuaciones de estas figuras necesita la
resolucion de ecuaciones con radicales.

Se comenzara abordando los contenidos de ecuacion bicuadratica, como aplicacién de
lo aprendido en ecuacion cuadratica, y luego se pasara a resolver ecuaciones expresadas
con signo de radical, para finalmente abordar las ecuaciones racionales, partiendo del
concepto de minimo comun multiplo para polinomios.



1.1 Ecuaciones bicuadraticas, parte 1

Problema inicial
Resuelve la ecuacidn x* — 25x2+ 144 = 0, haciendo los siguientes pasos:
1. Realiza el cambio de variable y = x°.
2. Resuelve la ecuacion de grado dos que resulta en 1.
3. Encuentra las soluciones de la ecuacidn original.

Solucién
1. Si se observa la ecuacion, puede escribirse como (x2)?— 25(x?) + 144 = 0, por lo que al hacer el cambio de
variable y = x* se tiene
(x?)?—25(x?) + 144 = y*— 25y + 144 = 0.

2. Se puede resolver esta ecuacion cuadratica factorizando, por lo que se buscan dos nimeros que multi-
plicados den 144 y sumados den 25,
y*—25y+ 144 =(y—-16)(y—9)=0.
De aqui se tiene que y — 16 =0 o bien y —9 = 0. Es decir, y = 16 0 bien y =9.

3. De 1setiene que y =x?y de 2 se sabe que y = 16 o y = 9. Entonces
x’=16 > x=t4obienx?=9 = x=1%3.
Por lo tanto, las soluciones de x* — 25x%*+ 144 =0sonx=—4,-13, 3, 4.

Definicion
Las ecuaciones de la forma Ax* + Bx? + C=0, donde A es distinto de cero, se llaman ecuaciones bicuadraticas.
Las ecuaciones bicuadraticas pueden resolverse haciendo el cambio de variable y = x? y resolviendo la

ecuacion cuadratica que resulta. Las ecuaciones bicuadraticas tienen cuatro soluciones, ya sean todas
reales, todas imaginarias o dos reales y dos imaginarias.

Ejemplo

Determina todas las soluciones complejas de la ecuacion x*—24x?—25=0.

Al hacer el cambio de variable y = x?, la ecuacidn resultante es y*— 24y — 25 = 0. Al factorizar se tiene

2 _ _ — (v — -
yi=24y =25 (y 25)(y+1) 0. DelaUnidad2dePrimer

Luego, y—25=00bieny+1=0. afio de bachillerato se
eSiy—25=0entoncesy=25 = x>=25 = x=%5. sabe que )
eSiy+1=0entoncesy=—-1= x*=—-1=> x=%1. V-1=i

Por lo tanto, las soluciones de x* — 24x?>—-25=0son x =-5, 5, i, —i.

<
Problemasw

Resuelve:
a)x*-5x*+4=0 b) x*-13x*+36=0
c)x*—29x?+100=0 d)x*-8x*-9=0
e)x*+5x2+4=0 flat+4x*+3=0



1.2 Ecuaciones bicuadraticas, parte 2

Problema inicial
L Resuelve la ecuacion 2x* — 15x% + 27 =0.

Solucién

Al hacer el cambio de variable y = x? resulta 2y> — 15y + 27 = 0. Al resolver la ecuacion por factorizacion, se
obtiene con el método de la tijera que 2y*— 15y + 27 = (2y - 9)(y—-3) =0.

De aqui resulta

9 5 2y?—15y + 27
*2y-9=0= y=3.Es decir, x* = 3 2y><—9—>—9y
:>x=ii=iﬂ y -3—> -6y
2 2 2y? 27 15y

ey—-3=0 =y=3.Esdecir,x*=3

Por lo tanto, las soluciones de 2x* — 15x% + 27 =0 son x = —¥ 3V2 -13,73.

Conclusién

Una expresion de la forma Ax* + Bx?> + C puede factorizarse en la forma (ax? + b)(cx? + d) mediante el

método de la tijera. Con este recurso puede evitarse el cambio de variable y = x? para resolver las ecuaciones
bicuadraticas.

Ejemplo
Resuelve la ecuacion 2x* + 33x% + 16 = 0.

Al factorizar 2x* + 33x* + 16 con el método de la tijera se obtiene
2x* 4+ 33x2 +16 = (2x% + 1)(x* + 16) = 0.
De aqui resulta

e 2x2+1=0 = xzz—%. Es decir,

1}
I+

X

NNES

1]
I+

e x’+16 > x?>=-16. Es decir, x =+ 4

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién 2x*—3x> —20=0son x = —\/—ji,\/—ji, —41, 41.

272
P ’
roblemas 7.

Resuelve:
a)4x*—5x*+1=0 b) 36x*—13x*+1=0
c)9x*—40x*+16=0 d)9x*+5x2-4=0
e)8x*—x*-7=0 f)3x*+4x*+1=0



1.3 Ecuaciones radicales, parte 1

Problema inicial
Resuelve la ecuacion \x—3 = 5.

Solucién
Para resolver una ecuacion de esta forma, donde aparecen radicales, se despeja el radical para luego elevar

al cuadrado.
Jx-3=5
\Jx=5+3 se despeja el radical,
Wx)'=8  seeleva al cuadrado,
X = 64.
Al comprobar la solucién, se tiene que 164 — 3 = 8 — 3 = 5. Luego, x = 64 satisface la ecuacién original, por
lo tanto, x = 64 es la solucion.
Definicion

Una ecuacion radical es aquella donde la incégnita o incégnitas aparecen bajo el signo radical.

Una ecuacion radical puede convertirse a una ecuacion donde no aparezcan radicales, despejando el radi-
cal y elevando al cuadrado.

Al haber resuelto la ecuacion radical, hay que comprobar que los valores encontrados satisfacen la ecua-
cion, sustituyéndolos en la ecuacion original y comprobando la igualdad.

No se considerardan como soluciones aquellos valores que al comprobarlos en la ecuacidn original resulten
ndmeros complejos.

Ejemplo

Resuelve 2y 2x+1—-6=0.

Al despejar el radical y elevar al cuadrado se obtiene

2\2x+1-6=0
2V2x+1=6

\2x+1=3 sedespeja el radical,
2x+1=9 se obtiene una ecuacion lineal la cual hay que resolver,
2x=8
x=4.

Al comprobar la solucién se tiene: 24/2(4)+ 1 -6=2V9-6=2(3)-6=6—-6=0. Por lo tanto, x = 4 es la
solucién de la ecuacién.

*
Problemasw
Resuelve las ecuaciones radicales.

a)Vx+3=4 b) Vx—-8=2
c)5-+3x+1=0 d) 5+31x=8
e)7—-Vx+2=3 f) vx+3=+5x-1



1.4 Ecuaciones radicales, parte 2

Problema inicial
t Resuelve las siguientes ecuaciones

a) Vax?-15-2x=-1 b) Va2 + 6x—2x=x
Solucién
a) De la misma forma que en la clase anterior, se despeja el radical y luego se eleva al cuadrado.
NAx*—15-2x=-1
N4x?-15=2x-1

4x>—15=4x*—4x+1 elevandoal cuadradoy desarrollando,
4P -15=48-4x+1
4x =16
x=4.
Se comprueba que 4 sea solucion de la ecuacién sustituyendo en la ecuacion original

V4(4)’—15-2(4) = V64-15-8=49-8=7-8=-1

Por lo tanto, x = 4 es solucion de la ecuacion \Vax?—15-2x=—1.
b) Esta ecuacién tiene dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos.
Va2 +6x—\2x=x
(Vo + 6x)' = (o +y2x )

x>+ 6x=x%+2x\2x + 2x elevando al cuadrado y desarrollando,
X+ 6x—2x=x"+2x\2x
2
(4x)2 = (2x sz) Es recomendable no dividir

16x?% = 4x%(2x) entre 4x” ya que no se sabe
16x2 — 4x%(2x) = 0 si puede ser cero.
4x%(4 - 2x) = 0.

De aqui se tiene que 4x*>=0 = x=0,0bien4—-2x=0 = x = 2. Comprobando ambos valores en la
ecuacion original,
x=0: Y07+ 6(0) - \2(0)£0 = 0=0 +/ x=2:2+62)-\202)£2
> Va+ 12442
= 4-2%2

= 2=2/

Luego, x = 0y x = 2 son las soluciones de la ecuacién Vx? + 6x —\2x = x.

Conclusién
Al resolver ecuaciones radicales pueden resultar ecuaciones de grado mayor a 1 que pueden resolverse

mediante factorizacion o mediante la férmula general, cuando la ecuacidn resultante es una cuadratica que
no pueda resolverse por factorizacion.

b 3
Problemasm

Resuelve las ecuaciones radicales.

a)x+2=Ax*+1 b)3V2x—-1=3x
)\Bx+1-VAx+5=-1 d)Vx+7+\Yx-1-2x+2=0

e)V3x—11++3x=12x-23 f)Vox-8—-+V4x+1=x-3



1.5 Ecuaciones con radicales, parte 3

Problema inicial
Resuelve x +V4x + 1 = 5.

Solucién
Se despeja el radical y se eleva al cuadrado
x+\V4x+1 =5
V4x+1=5-x

(Vax+1)'=(5-x)
4x+1 =25-10x + x?
x*—14x+24 =0 seresuelve la ecuacién cuadratica resultante,
(x—2)(x—12) = 0.
Entonces, x—2=00x—-12=0. Asi, x =2 o x = 12. Al comprobar las soluciones en la ecuacién original se
tiene:

La razdn por la cual las soluciones de la ecuacion
x=2:2+\4(2)+1=2+8+1=2+3=5 \/ obtenida al elevar al cuadrado no necesariamen-

x=12:12+V4(12)+1=12+ V48 +1=12+7=19%5 X te son las soluciones de la ecuacion original es

porque si A? = B2 no significa que A = B.

Por lo tanto, x = 2 es la solucién de x + V4x +1 =5.
Por ejemplo, 3% = (—3)? pero 3 # —3.

Conclusién
No hay una forma de determinar el nimero de soluciones de una ecuacién radical, por lo que cada valor
encontrado al resolver la ecuacion debe comprobarse sustituyéndolo en la ecuacidn original.

Ejemplo

Resuelve v2x? — 1 =+x.
En esta ocasién hay dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos de la
ecuacion. ) .

NZe=1F = )

2x*—1=x

2x*—x-1=0

Esta ecuacidn puede resolverse por factorizacidén y puede comprobarse que
202 —x—-1=(2x+1)(x—1)=0.

Entonces, o bien x =1 o bien x = —%. Lo primero que puede observarse es que x no puede ser —%, ya que

el radical ¥ x no seria un numero real.

Comprobando para x =1, se tiene V2(1) —1=2-1=1=1,{1=1:/

Por lo tanto, x = 1 es la solucién de V2x? — 1 = x.

*
Problemasm

Resuelve cada ecuacion radical.

a)3x+Vx—1=2x+7 b)V5x+1—-+2x+1=2
c)2-vV2x+3=2x-1 d)x=2Vvx+2+1
e)V3x+10=5-3+x+3 f)y3x+7+2x+6=+13-3x



1.6 Minimo comun multiplo de polinomios*

Problema inicial

Calcula el minimo comun multiplo en cada caso.
a)4, 6,15 b) 6x,3x+1, 6x+2 c)2m+3,2m-3,4m?>-9

Factorizar polinomios es analogo a descomponer nimeros en sus

. factores primos.
Solucién

a) Para calcular el minimo comun multiplo de 4, 6 y 15, se descompone cada numero en sus factores pri-
mos.
4=7? 6 =2(3), 15 = 3(5).
Luego, el minimo comun multiplo de 4, 6 y 15 es 22(3)(5) = 4(3)(5) = 60.

b) Para calcular el minimo comun multiplo se hace de manera analoga que con nimeros. Primero se facto-
riza cada expresion.
6x =2(3)x, 3x + 1 ya no puede factorizarse, 6x+2=2(3x+1).
Luego, el minimo comun multiplo de 6x, 3x+ 1y 6x + 2 es 2(3)(x)(3x+1) = 6(3x? + x) = 18x2 + 6x.

c) De igual manera que en b), se factoriza cada expresién y el minimo comun multiplo serd el producto de
cada factor comin y no comun que aparece en cada factorizacién, con la mayor potencia que aparezca
entre las tres expresiones.

2m + 3y 2m -3 no pueden factorizarse y 4m? -9 = (2m — 3)(2m + 3), por diferencia de cuadrados.
Por lo tanto, el minimo comun multiplo de 2m + 3,2m -3y 4m?*—-9es (2m — 3)(2m + 3).

Conclusién
El minimo comun multiplo de dos 0 mas numeros es el menor numero entre sus multiplos comunes, y se
denota por mcm.

Para calcular el minimo comun multiplo de dos 0 mdas nimeros, se descompone cada numero en sus facto-
res primos y se toma el producto de cada factor comuin y no comun, con la mayor potencia a la que aparece.

También puede calcularse el mcm de expresiones algebraicas de manera andloga: se factoriza completa-
mente cada expresion y el mecm sera el producto de todos los factores, comun y no comun, con la mayor
potencia a la que aparece.

Ejemplo

Calcula el mecm de x +y, X2 + 2xy + y? y % — )2

Se factoriza cada una de las expresiones anteriores: L

Observacion: No es necesario
X+y, X+ 2xy+y = (x+)% 02 =y = (x+))(x—))

desarrollar (x + y)*(x — y).

Por lo tanto, el mcm de x + 1y, X% + 2xy + ¥? y x> — y? es (x + y)*(x — ).

<
Problemasw

Calcula el mcm para cada caso.

a) &%, v, xy b)x+5,x2-25,x—5
c)3a+6,a*—4 d)2,x-3,2x-6
ejm-1, m*-1, m+1 f) 3x+ 15, x2— 25, 6x, x—5



Problema inicial
Resuelve cada ecuacion.

x-2 x+3 2x-1 2x2+5x-3

Solucién

a) Cuando se tienen ecuaciones de esta forma, lo primero que hay que hacer es restringir los valores que
puede tomar x, ya que pueden resultar divisiones entre cero, que no estan definidas. Por lo tanto, en

este caso, x no puede ser 2 ya que x — 2 se vuelve cero. Luego, hay que eliminar el denominador, y para
ello se multiplica toda la ecuacién por x— 2,

(x-2) () = a(x-2)

x—2
(x—~2) &1) = 4(x-2)
x+1=4x-8 seresuelve la ecuacion lineal,

3x=9
x=3.

Six =3 el denominadorx—2noseanula:3-2=1.

Por lo tanto, x = 3 es la solucidn de la ecuacidn.

b) De nuevo, el objetivo es eliminar los denominadores. En este caso, como los tres denominadores son
distintos, se debe multiplicar la ecuacion por el mcm de estos.

Las expresiones x + 3y 2x — 1 no pueden factorizarse y 2x*> + 5x—3 = (2x — 1)(x + 3), por lo que el mcm

de los tres denominadores es (2x— 1)(x + 3). Ademas, x no puede ser —3 y% ya que en ese caso algun
denominador se vuelve cero. Entonces,

(2x—1)(x+3)( 1 3 )=(2x—1)(x+3)(#)

x+3 2x-1 202 +5x—3

(2~ 1+ 3) L5 - =D +3)(325) = Qe=B 732

2x—1-3(x+3)=5
2x—1-3x-9-5=0
-x—-15=0

x=-15

Si x =—=15, ningun denominador se anula al evaluar —15 en cada uno de ellos. Por lo tanto, x =—15 es
la solucién de la ecuacidn.

Definicién
Una ecuacion que contiene fracciones y tal que la incognita aparece en algin denominador se llama ecua-

cién racional. Como en una ecuacidn racional la incégnita aparece en el denominador, se deben considerar
valores de la incdgnita que no hagan cero a algin denominador.

Para resolver una ecuacion racional, primero debe analizarse qué valores de la incégnita hacen cero a algun
denominador. Luego se multiplica toda la ecuacidn por el mecm de ellos y luego se resuelve la ecuacidn re-

sultante. Se descartan aquellos valores de la incégnita que hagan cero a algin denominador en la ecuacidn
original.



Ejemplo

Resuelve la ecuacidn = +
En este caso, x no puede tomar los valores de 0 y 1. Ademas, el mcm de x — 1y x> — x es x(x — 1), entonces,

)+x(x—1)( x )

x—1

3
xr—

sl ) = e () - oo

X

x(x—l)(ﬁ)= x(x—l)( o

4x =3 + x?
x*=4x+3=0
(x-3)(x—-1)=0

Entonces, x =3 0 x=1. Pero x # 1, por lo que esa solucidon queda descartada.

Por lo tanto, x = 3 es la solucidon de la ecuacion 4 __ 3 , X%
x-1 xx-1) x-1

No es necesario comprobar que la solucién es x = 3 sus-
tituyendo en la ecuacion original, porque six#1yx #0,
entonces multiplicar por x(x — 1) es una operacion rever-

sible.
4 _ 3 y X
x—1 x?—-x x-1
x (= 1) +x(x—1)
4x =3 +x?
P P
roblemas.
Resuelve cada ecuacion racional.
1 3 1
a)==3 b) 2 =2
) x ) x 2
4 1
c) —-—3= d =3
) 5x 3=0 ) 2x+1
2 —_ —_
e) x+3 - 2x f) x—4 — 1-x
2x—-1 x—-1 x+1
2 3 1 3 11
_ — h) — + 2 =22
8) x—1 x+3 0 ) 2x  5x  «x?



1.8 Sistemas de ecuaciones

Problema inicial

Determina todas las soluciones x+y=2
del sistema de ecuaciones X¥—-3x-y+2=0

Solucién
Se despeja una de las incognitas de una de las ecuaciones y luego se sustituye en la otra ecuacion.

En este caso, resulta mas facil si se despeja y de la ecuacion lineal,
y=2—=X - (1)
Luego, al sustituir y en la otra ecuacidn se tiene

X=3x—-y+2=02-3x-(2-x)+2=x2-3x-2+x+2=x2-2x=x(x—-2)=0.
De aqui se tieneque x =00 x = 2.

Para determinar el valor de y se sustituye el valor de x en (1). Asi, cuandox =0, y=2ycuandox=2,y=0.
Por lo tanto, las soluciones del sistemasonx=0,y=2yx=2,y=0.

Conclusién
Para resolver un sistema de ecuaciones, donde una de ellas es lineal y la otra es de grado 2, se despeja una

de las variables en una de las ecuaciones y se sustituye en la otra, para luego resolver la ecuaciéon en una
variable resultante.

Es recomendable despejar en la ecuacion lineal aquella variable que tiene menor grado en la ecuacidn de
grado 2.

Ejemplo

Resuelve el sistema de ecuaciones:
x—y=2
X¥*+x+y-1=0
Despejando y de la ecuacidn lineal se tiene que y = x — 2. Sustituyendo en la otra ecuacidn
KC+x+y-l=x+x+(x-2)-1=x+x+x-2-1=x>+2x-3=0.
Al resolver por factorizacion se tiene que (x—1)(x+ 3) =0, porloque x =10 x =-3.

Para x = 1 se tiene que y =—1y para x = =3 se tiene que y =—=5. Por lo tanto, las soluciones del sistema son
x=1,y=-1yx=-3,y=-5.

b
Problemasm

Resuelve cada sistema de ecuaciones.

) x—-y=0 b) x—-y=3
a
Xty =2 +2x-y=3
) 5¢+y-3=0 d) 2x—-y=-14
c
xX*-7x-y+3=0 xX*+5x+y=4
o) 3x+y=-5 ; 2x—y=17
2x*—x+y=1 —x?+4x+2y=1



1.9 Practica lo aprendido

1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.

a)x*—10x*+9=0
c)x*—11x*+30=0
e)x*+2x2-3=0
g)ax*—17x*+4=0

i) 3x* + 64 = 52x?

. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

a)\5x+9=2x+3
C)\V2x+16=2x+4
e)Vx+\Vx+7=7

b) x*-9x*=0
d)x*-16=0
f)a*+3x*-10=0
h) 2x*+9 = 11x2

jJ2x*—x*-1=0

b) V2x+1=x-1
d) Vx +x =3x + &2
f) Vx+16—Vx=2

g)V3x+12-1=+5x+9 h) V2x =3 +Vx—-1=+3x-2

3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

a) 3x-4 =7 b) 2 _3
3—x x+1 x

C) 3 — 2 d) 2x+3 — 6x+4
x—2 x+3 5x—-1 15x+2

e) 4x—-7 =x—16 f) 2 + 3 :3
12x+3 3x+5 x—-3 x-2

4. Determina todas las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones.

N\

+y=3

a) ey
X*+x-y+3=0
3x—y=4

c) Y
20 +x+y=6

) 8x—-y—-20=0
3x2—7x—-y=2

e

-y+3=0
b) xX—y+
xX*-x-y-5=0

Cl){23c+y=—8

X+ 2x+y==7

f 6x—y-12=0
X*+2x-y=38




1.10 Problemas de la unidad ~

1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones bicuadraticas.

a)x*—-5x2-36=0 b)x*+2x*+1=0
c)x*+3x?-10=0 d)—x*+7x>-12=0
e)x*—-3x2+2=0 f) 8x2—15=x*

g) 3x*—=26x>-9=0 h) 12x*-5x>-3=0
) —2x*—9x2+68=0 j) 4x*=13x2-9

k) 4x* = 5 — 1942 1) 4x* + 9142 — 225 = 0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

a)V7-5x=8 b) x +5x+19=-1
) 2Vx—x-3=\5+x d) Vi+ 4= +1
e) 3V2x-3+2\7-x=11 f) N7-2x—5+x=V4+3x
g)V2x +15-2=+6x+1 h) Vax+1++V3x+4=5x+9

3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

5x+1 x—1 2x 3x
a) 22*L, = b) =+ =X =y
) x+2 x 2 )x+6 x+4

4. Determina todas las soluciones complejas de los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) 6x—y+2=0 b 2x+2y=9
2x*+5x-y+1=0 4x?—12x-y+9=0

0 3x-y-8=0 g) | 3xry=4
xX*—-4x+7y=0 2x*-2x-y-1=0

5. En un mismo plano cartesiano:
a) Grafica las ecuaciones y =2x—-2yy=x?-2x+ 1.
b) Encuentra los valores x y v que satisfacen ambas ecuaciones mostradas en a).
c) Ubica en el mismo plano cartesiano los pares ordenados (x, y), donde x y y son los calculados en b).
d) ¢Qué sucede con los puntos ubicados en c) y las gréficas de las ecuaciones en a)?
e) éQué se puede concluir sobre resolver sistemas de ecuaciones donde una es una ecuacién lineal y la
otra es una ecuacion cuadratica?

\_ J




Linea recta

La aritmética y el algebra son ramas de la matematica que,
histéricamente, siempre se han encontrado relacionadas; la
segunda, por ejemplo, surge de la necesidad de generalizar la
primera. El reto era representar figuras geométricas con el mis-
mo lenguaje algebraico que, en un principio, se utilizaba uUnica-
mente para expresiones numeéricas. El primer momento en que
se acufia la expresion “geometria analitica” es con el matema-
tico francés René Descartes en el afio 1637 aproximadamente.
Aunque es posible que los métodos hayan sido utilizados por
otros matematicos anteriormente, fue Descartes quien hizo la
primera publicacién al respecto, y cuyo fundamento estd en el
descubrimiento del plano cartesiano.

JLA
GEOMETRIE

D
RENE DESCARTES:

A PARIS:
Chz Cuanane Amcor, mf b
# Lica st

M. DC. LXIV.
AFBE PEIFILEGE DI ROT.

Publicacion del libro “La geometria”

de René Descartes.

A partir del descubrimiento de la geometria
analitica se expande el campo de la matema-
tica, y se pudo hacer trascender a la geome-
tria de las limitaciones de lo representable por
medio de figuras. Con la geometria analitica
se han podido desarrollar otras areas de la

El avance en las telecomunicaciones se debe en gran  matemdtica como la geometrl'a diferencial. la
7

medida a la aplicacion de la geometria analitica.

geometria algebraica y otras mas complejas

cuya contribucién ha sido especialmente en diversas areas relacionadas con el progreso
tecnoldgico y computacional, haciendo de la matematica una base esencial para el

mundo que se conoce actualmente.

Los contenidos sobre geometria analitica comprendidos en esta unidad son linea recta,
ecuaciones de la linea recta, posicion relativa entre dos rectas, angulo de inclinacion de
una recta, angulo entre rectas y distancia de un punto a una recta. Al final de la unidad
hay practicas en GeoGebra que enriqueceran los contenidos abordados.



1.1 Distancia entre dos puntos

Problema inicial
Calcula la distancia entre los puntos Ay B si:

Dado p un numero real, la notacién P(p) indica
que el punto P se encuentra en el valor p sobre la

a) A(-2) y B(3) estan sobre la recta numérica. recta NUMETica.

b) A(3, 4) y B(-1, 1) estan sobre el plano cartesiano.

Solucién
a) Sobre la recta numérica se colocan los puntos A y B, cuyos valores son —2 y 3 respectivamente (ver
figura); de acuerdo a esto la distancia entre ambos es 5:

g
(=N

-
W —>w

Por lo tanto, la distancia entre Ay B es 5. Sin necesidad de la recta numérica, lo anterior también pue-
de calcularse restando del valor de B el valor de A:

AB=3-(-2)
=3+2
=5.

b) Sobre el plano cartesiano se colocan los puntos Ay B cuyas coordenadas Para ubicar un punto P(x, y,)
son (3, 4) y (-1, 1) respectivamente (ver figura); la distanciaentre Ay B en el plano cartesiano se sitta

es igual a la longitud del segmento AB. la coordenada x, sobre el eje
Xx; a partir de esta se cuentan

las unidades correspondientes
a la coordenada y,, hacia arri-
ba si es positiva o hacia abajo
si es negativa (en ambos casos
en forma vertical).

Al formar el tridngulo rectangulo ABC y utilizando el teorema de Pitdgoras se obtiene:

2= 2 2
AB®= BC®+CA ( Por hablar de distancia, AB siempre
AB =/ BCZ + CA2 sera mayor que cero.

La longitud del segmento BC es igual a calcular la distancia de —1 a 3 en el eje x, es decir:
BC=3-(-1)=4.
De igual forma, la longitud del segmento CA es igual a calcular la distancia de 1 a 4 en el eje y, es decir:

CA=4-1=3.

Se sustituyen BCy CA en AB =V BC? + CA? y se calcula el resultado:



AB =42 +37
=V16+9

V25

5.

Por lo tanto, la distancia entre Ay B es 5.

Conclusién
La distancia entre dos puntos A y B se simboliza como d(A, B) y se define de la siguiente forma:

a) Si A(a) y B(b) estan sobre la recta numérica, entonces: |a—b| indica el valor ab-

d(A, B) = la— b |. soluto de la resta a — b.
b) Si A(x,, ,) y B(x,, ,) estan sobre el plano cartesiano, entonces:
d(A/ B) = \/ (xl_ xz)2 + (y1 _yz)z'

Esta férmula para calcular d(A, B) cuando Ay B son puntos sobre el plano cartesiano también se utiliza
si el segmento AB es paralelo a uno de los ejes de coordenadas.

Ejemplo

Para cada caso, calcula d(A, B) si:
a) A(-10) y B(6) b) A(-2,-1) y B(3, 2)

a) Como Ay B estan sobre la recta numérica:

d(A, B) = |_10 - 6| Si x es un numero real entonces el valor
= |-16]| absoluto de x, denotado por |x| se defi-
=—(~16) ne de la siguiente forma:
=16 x, six=>0

Por lo tanto, d(A, B) = 16. lx| = { T
—-x, sSix<O0

b) Ay B estan sobre el plano cartesiano, luego:

d(A, B) =/ (-2 -3)2+ (-1 -2)?
=S+ 3
=4/25+9
=v34.
Por lo tanto, d(A, B) =\/§. \/_

b J

~

Para cada caso, calcula la distancia entre los puntos Ay B, es decir, d(A, B):

a) A(3) y B(7) b) A(0) y B(6) c)A(-1)yB(1) d)A(=3) y B(-1)
e) A(-8) y B(0) f) A(=3) y B(-10) g) A7)y B(2) h) A(5) y B(-4)
i) A(5,6)yB(2,3) )A(3,2)yB(-2,1) k) A(4, 6) y B(-5, -3) ) A(7,2) y B(1, -4)

m) A(-3, 4) y B(1, 3) n) A(O, 0) y B(4, -5) fi) A(=5, 4) y B(2, -1) o) A(6,-2) y B(6, -5)



1.2 Division de un segmento en una razon dada: recta numérica

Problema inicial ~
Sobre la recta numérica se han colocado dos puntos A(a) y B(b) como se muestra en la figura de abajo.
¢Cual es el valor del punto P que divide al segmento AB en razén 2:3?

RN 3 d(AP) _ 2
| | ! d(RB) ~ 3
Ala) P(p) B(b) )
Solucién
Si P divide al segmento AB en razdn 2:3 entonces:
dAP) _ 2
d(P,B) ~ 3
De la figura se deduce d(A,P)=|la—p| =p-ayd(P,B)=|p—-b| =b—p, puesp > ay b > p respectiva-
mente. Se sustituyen en lo anterior y se utiliza la propiedad fundamental de la proporciones:
p-a _ 2
b-p ~ 3
3(p—a) = 2(b-p)
3p—-3a = 2b-2p
2p +3p = 3a+2b
(2+3)p = 3a+2b
_ 3a+2b
P =73
Por lo tanto, el valor del punto P es #’.
En general
Dados dos puntos A(a) y B(b) sobre la recta numérica, el valor del punto S Moo
P(p) que se encuentra sobre el segmento AB y lo divide en razén k:n es: i' ‘:" "‘:
na +kb Ala)  P(p) B(b)
k+n
Ejemplo

Dados A(—3) y B(5), encuentra el valor del punto P(p) que divide al segmento AB en razén 3:1.

Para este caso,a=-3,b=5,k=3yn=1. Luego:

_ 1(=3)+3(5)

p = 3+1

-3+15
4

12

4
=3.

Por lo tanto, el valor del punto P es 3.

b
Problemas.w

1. Para cada caso encuentra el valor del punto P(p) que divide al segmento AB en la razén dada:
a) Razon 3:2, A(1) y B(6) b) Razén 2:5, A(—4) y B(3) c) Razén 1:4, A(0) y B(5)
d) Razon 2:3, A(—10) y B(0) e) Razodn 3:4, A(-16) y B(-2) f) Razon 1:3, A(-1) y B(7)

2. Sean A(-1) y B(b) dos puntos sobre la recta numérica. Si P(1) divide al segmento AB en razén 4:5, ¢écudl
es el valor de b?



1.3 Division de un segmento en una razén dada: plano cartesiano*

Problema inicial
Dos puntos A(x,, v,) y B(x,, y,) se colocan en el
plano cartesiano como se muestra en la figura de
la derecha. éCdmo encontrarias las coordenadas
del punto P(x, ¥) que esta sobre el segmento AB
y lo divide en razén 2:37?

y

N

v, 1

vt

" N
N 0 .X;l .;C 9‘;2 X
N\ 4
\
Solucién
<N
e B Se colocan sobre los ejes los puntos A, (x,, 0), P,(x, 0),
B, -3 B,(x,, 0), A,(O, y,), P,(0, y) y B,(O, y,) como se muestra
en la figura de la izquierda y se trazan los segmentos
p AA,, PP, BB, AA,, PP,y BB,.
J 2 Tp
, Los segmentos AA,, PP, y BB, son paralelos; por el
» A, -.'A teorema sobre la proporcionalidad y el paralelismo:
L d(A,P) _ dAP) _ 2
¢ A, P, Bll Sx d(p,B,) ~ d(PB) 3
X, X X,
N
Utilizando lo visto en la clase anterior, la coordenada x del punto Teorema sobre la pro-
P es: 3, +2x, porcional.id?d y el pa- Ap r A
= i3 ralelismo: si p y r son E
rectas cortadas por
. . tres rectas paralelas
De manera similar se llega a que la coordenada y del punto P es: (ver figura) entonces: G F
y = 3.+ 2y, AB _ DE
2+3 BC  EF
3x, +2x, 3y, +2
Por lo tanto, P(—xl)r %, 20t yz)'
5 5
En general

Dados dos puntos A(x,, v,) v B(x,, ,) sobre el plano cartesiano, las coordenadas del punto P(x, y) que se
encuentra sobre el segmento AB y lo divide en razon k:n son:

(nx1+ kx, ny + kyz)
’ k+ n .

k+n

*
Problemas‘

Para cada caso encuentra las coordenadas del punto P(x, ) que divide al segmento AB en la razén dada:

a) Razon 1:3, A(-5, 1) y B(3, -3)
c) Razén 3:2, A(1, 8) y B(6, —2)

b) Razén 3:4, A(-2,-10) y B(5, 4)
d) Razén 4:5, A(-2,-9) y B(7, 0)




1.4 Punto medio de un segmento

Problema inicial
Encuentra el valor o coordenadas del punto medio del segmento AB si:

El punto medio divide al segmento

1. A(a) y B(b) estan sobre la recta numérica.
AB en razén 1:1.

2. A(x,, y,) y B(x,, y,) estan sobre el plano cartesiano.

Solucién
Encontrar el punto medio equivale a encontrar el punto que divide al segmento AB en razén 1:1, es decir,
k=1yn=1.

1. El valor p del punto medio P se calcula:

la+1b _ a+b e
P==7T= 7
Ala) P(p) B()
Por lo tanto, el valor del punto medio P es Lb.
2. Las coordenadas (x, ) del punto medio P se calculan:
x = Lx, + 1x, y = Ly, +1y,
1+1 1+1
- nt% - Nty
2 2
Por lo tanto, las coordenadas del punto medio P son (%,%)
Conclusién
1. Si A(a) y B(b) son puntos sobre la recta numérica, entonces el valor del punto medio P(p) del segmento
AB es: D= a+b

2

2. Si A(x,, ,) Yy B(x,, ,) son puntos sobre la recta numérica, entonces las coordenadas del punto medio P
del segmento AB son: (

7

8 T G, y1+y2)
2 2

<
Problemasw

1. Para cada caso, calcula el valor del punto medio P del segmento AB:

a) A(1) y B(7) b) A(0) y B(8) c) A(-2) y B(4) d) A(-4) y B(2)
e) A(-6) y B(-2) f) A(=7) y B(-3) g) AV2) y B(3v2) h) Al=v3) yB(2)

2. Para cada caso, calcula las coordenadas del punto medio P del segmento AB:

a) A(1, 2) y B(3, 6) b) A(=6, 4) y B(0, —2) c) A(=4,-5) y B(2, 1)
d) A(1, 6) y B(4, 0) e) A(=5,-1) y B(3, 1) f)A(0,N2) yB(0, 6v2)

©



1.5 Aplicaciones

Problema inicial ~
Se colocan tres puntos A, By C en el plano cartesiano cuyas coordenadas se presentan en la figura:
Yy
A(1, 5)
4
3
2
1
3 T2 = 1 2 3 4 >X
B(-1,-1) C(3)-1)
-2
Demuestra que el tridngulo ABC es isésceles.
_
Solucién

Para que el AABC sea isdsceles debe tener dos lados de igual longitud. A simple vista los lados AB y CA pa-
recen cumplir esa condicidn. Se calcula la longitud del lado AB, que es igual a la distancia entre Ay B:

d(A, B) =~/ [1= (-1)] + [5 = (-1)]2

=+/4+36

De manera similar se calcula la longitud del lado CA, es decir, la distancia entre Cy A:
d(C,A)=~/(3-1)2+(-1-5)?

=+/4+36

Luego, d(A, B) = d(C, A), es decir, el triangulo ABC tiene dos lados de igual longitud: AB y CA. Por lo tanto,
el AABC es isdsceles.

*
Problemas‘

1. Demuestra que el triangulo formado por los puntos A(3, 3), B(-3,-3)y C (—3\/5, 3\/5) es equilatero.
2. Demuestra que el tridngulo formado por los puntos D(1, 4), E(-3, -2) y F(5, 1) es escaleno.
3. Demuestra que los puntos A(3, 7), B(-3, —1) y C(3, —1) forman un triangulo rectangulo.

Silos lados @, b y ¢ de un triangulo cumplen la relacion
a? + b% = ¢, entonces el tridngulo es rectangulo.



1.6 Practica lo aprendido ~

1. Para cada caso, calcula la distancia entre los puntos Ay B:

a) A(-9) y B(-1) b) A(0) y B(5)

o) A(—%) v B(%) d) AN5) y B(3V5)

e) Al=4,0)y B (5,-2) ) A-1, 6) y B(3,-2)
8 A(3 1) ve(<3) ) A2, -3) ¥ B(0, 2)

2. La distancia entre dos puntos Ay B es d(A, B) =2+13. Si las coordenadas de A son (-2, 5) y las de B son
(x, 1), écudl es el valor de x?

3. La distancia entre dos puntos Ay B es d(A, B) = 2+/34 . Si las coordenadas de A son (=6, y) y las de B son
(4, 4), écudl es el valor de y?

4. Para cada caso, encuentra el valor del punto sobre el segmento AB que lo divide en la razén dada:
a) Razdén 6:5, A(-10) y B(1) b) Razén 3:1, A(-2) y B(2)
c) Razén 1:3, A(-6, 7) y B(2, 3) d) Razén 1:2, A(-4, 0) y B(11, 6)

5. Para cada caso, encuentra el punto medio del segmento AB:

a) A(-1) y B(3) b) A(-2¥10)y B(10)
c) A0, 7) y B(4, -11) d) A(-5,-1.5) y B(3, 5.5)

6. ¢Cual es la distancia entre un punto P(x,, y,) y el origen (0, 0)?
. . 3 1
7. Encuentra las coordenadas del punto B, si el punto medio entre A(-1, 3) y B es P(? '7) .

8. Los vértices de un triangulo son A(2, 4), B(-2, -2) y C(4, 0). Si D y E son los puntos medios de los lados AB
) 1
y BC respectivamente, demuestra que DE = TAC'

9. El vértice A de un triangulo ABC tiene coordenadas (-2, 4). Si los puntos medios de los lados AB y BC son
(-3, 1) y (1, 0) respectivamente, ¢cudles son las coordenadas de los vértices By C?

10. El vértice A de un cuadrado ABCD tiene coordenadas (-4, 4). Si los puntos medios de los lados AB, BC, y
CDson (-2, 0), (4,-2) y (6, 4) respectivamente, écudles son las coordenadas de B, Cy D?

\_ J




2.1 Pendiente y definicion de linea recta

Problema inicial
Con los puntos A(-2, -3), B(0, 1), C(1, 3) realiza lo siguiente: ~
1. Verifica que para cualquier pareja de puntos, el cociente yzfgycl es constante.

2 1

2. Ubica los puntos en el plano cartesiano. ¢ Estan todos sobre una misma linea recta?

3. Dado un punto P(2, y), écual debe ser el valor de y para que P se encuentre sobre la misma linea recta

2
L que Ay B? )
Solucién
1. Las parejas posibles son Ay B, Ay C, By C. Para cada pareja se calcula el cociente %:
A(-2,-3)yB(0, 1): A(-2,-3)y C(1, 3): B(0, 1) y C(1, 3):
Y2 — 1—(—3) Y= - 3_(_3) Y= - 3-1
X, =% 0—(—2) X, =% 1_(_2) X, =X 1-0
-4 -6 -2
) E !
=2 =2 =2

Y.~

Por lo tanto, para cualquier pareja de puntos el cociente T
2 1

es constante.

2. Se ubican los puntos en el plano cartesiano como se muestra en la figura
de la derecha. Utilizando una regla se verifica que, en efecto, los tres se
encuentran sobre una misma linea recta.

3. De acuerdo a los numerales anteriores, para que P(2, y) se encuentre
sobre la misma linea recta que A(-2, —3) y B(0, 1), el cociente iz:? debe
ser igual a 2 para cualesquiera pareja de puntos A, B o P. Basta con com-

probar que se cumple paraBy P:

y-1
2-0 =2
y=5

También puede utilizarse la grafica de 2 y deducir que el valor de y debe ser igual a 5 para que P(2, 5)
esté sobre la misma linea recta que A(-2, -3) y B(0, 1).

Definicién

Una linea recta es un conjunto de puntos tales que, al tomar dos de ellos

cualesquiera y diferentes A(x,, y,) y B(x,, ,), el valor del cociente zz:;vci es Observa que
siempre constante. A dicho cociente se le llama pendiente de la recta y se R R o 2 I e
denota por la letra m, es decir: %=X —(x,-x)  BTX
Y=
m = .
5, =08
Problemas
1. Para cada caso muestra que los puntos A, By C estan sobre la misma linea recta:
1 3
o) Al-3,5), B(-1,-1)y (3 5) d) A-3,4),8(3 1) yC(3,0)

2. Sin graficar, justifica por qué los puntos D(-3, 1), E(1,-1) y F (%, —%) no estan sobre la misma linea recta.

@



2.2 Ecuacion de una recta: forma punto — pendiente*

Problema inicial
Demuestra que la ecuacién de la recta [ que pasa por un punto A(x,, y,) y tiene pendiente m es:

Y=y, =m(x—x,)

Solucién Y
Sea P(x, ¥) un punto cualquiera sobre la recta [ diferente del punto A(x,, v,).
Por definiciéon de linea recta, m es constante; entonces: Y P
m = Y~ .
X=X,
Luego, Y-
_ A
Y=y, = mx-x,). i s x

X, x
Por lo tanto, la ecuacion de larecta l es: y —y, = m(x — x,). /
v

Definicion
La ecuacién de una recta [ con pendiente conocida m y un punto A(x,, y,) perteneciente a la recta es:
Y=y, =mx—x,).
A esta ecuacion se le llama forma punto — pendiente de la ecuacion de la recta; al despejar la variable y
en lo anterior se obtiene:
y=mx—mx, +Yy,
donde el coeficiente de la variable x es la pendiente de la recta y el valor de —mux, + y, es constante. Para
graficar la recta [ conociendo el punto A(x,, iy,) sobre ella y su ecuacién punto — pendiente se hace lo si-
guiente:
1. Sustituir un valor particular para x y encontrar el correspondiente valor en y.
2. Colocar sobre el plano cartesiano los puntos A(x,, y,) y el punto obtenido en el numeral 1; luego trazar
la recta que pasa por ambos puntos.

Ejemplo
Encuentra la ecuacion de la recta [/ cuya pendiente es m :%y pasa por el punto A(-3, 2).

Se sustituyen los valores de m y (x,, ¥,) en la forma punto — pendiente:
1
y-2= 3= (-3)]

y:%(x+3)+2

1 7
==X+ —
y=3%%3
Para graficar la recta, se sustituye un valor particular para x en la ecuacion

anterior, por ejemplo x = 1, y se encuentra su correspondiente valor y:

1.7 J
y-2+2—4. e s T

Se colocan los puntos A(-3, 2) y (1, 4) en el plano y se traza la recta que -t

pasa por ambos puntos, como muestra la figura de la derecha. g

b
Problemasm

Encuentra la ecuacion de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por A; grafica la recta para cada caso:

a) Pendiente m =2, A(6, 7) b) Pendiente m =1, A(-1, 0)
c) Pendiente m =-1, A(-2, 6) d) Pendiente m = %, A(1, 8)

22



2.3 Ecuacion de una recta dados dos puntos

Problema inicial
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(—1, —3) y B(2, 9) y graficala.

Solucién
Para utilizar la ecuacién punto — pendiente es necesario encontrar la pendiente de la recta. Por definicidn,

m = 9_(_3) =
2-(-1)
Se toman x, =—1,y, =-3y se sustituyen los valores en la ecuacion punto — pendiente: y

y=4x+1

y—(=3)=4[x-(-1)] B(2,9)

También puedes utilizar las coordenadas
de B en la forma punto — pendiente y y+3= 4(x+1)
verificar que la ecuacién es la misma.

y=4x+1

Por lo tanto, la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos A(-1, —3) y
B(2,9) esy =4x + 1. Para graficarla basta con colocar dos puntos pertene-
cientes a la recta (estos pueden ser los puntos Ay B dados en el enuncia-
do del problema) y trazar la linea como lo muestra la figura de la derecha:

Conclusién
La ecuacién de una recta [ que pasa por dos puntos conocidos A(x,, v,) y B(x,, ¥,), con x, # x, es:

_ =yz_y1 _
Y=gy - x).

Para graficar la recta [ se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano, luego se traza la recta que pasa
por ambos puntos. En general, para trazar la grafica de una linea recta / basta con ubicar dos puntos

pertenecientes a [ y trazar la recta que pasa por ambos.

Ejemplo
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(—2, 4) y B(4, 1) y graficala.
Se sustituyen los valores de x,, y,, X,y ¥,: y
1
4 1-4 o y=—5x+3
y 4= 4— (_2) [x ( 2)] A(—Z, 4Z
y= % (x+2)+4
2 B(4, 1)
y=- %x +3 1 :

32410 1 2 3 4 5 7
=%

La graficadey = —%x + 3 se muestra en la figura de la derecha.

<
Problemasw

Encuentra la ecuacidon de la recta que pasa por los puntos Ay B; grafica la recta para cada caso:

a) A(-3,-1) y B(1, -5) b) A(2,-2)yB(3, 1)
c) A0, -5) y B(6, 4) d) A(O, 4) y B(12, -6)



2.4 Rectas paralelas a los ejes de coordenadas

Problema inicial
Para cada caso, grafica la recta que pasa por los puntos Ay B, y deduce su ecuacién:

a)A(1, 2) y B(3, 2) b) A(1,-1) y B(1, 3)

Solucién
a) Se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano y se traza la linea y
recta como lo muestra la figura de la derecha; el resultado es una .
recta horizontal, o sea, paralela al eje x. Su ecuacién se encuentra

utilizando lo visto en la clase anterior:

Por lo tanto, la ecuacion de la recta es y = 2.

b) Al colocar los puntos A(1, —1) y B(1, 3) en el plano cartesiano y trazar
la linea recta se obtiene una recta vertical, es decir, paralela al eje y. Si
se calcula la pendiente de la misma se obtiene lo siguiente:

_3-(1)_4 2

1-1 "0

3l $8(1;3)
m

Esto indica que la pendiente es indefinida. La primera coordenada de
los puntos sobre la recta es siempre constante e igual a 1 (no asi la -1 0ol 1 2 3 34
segunda coordenada), por lo tanto, la ecuacién de la recta es: x = 1. -1l $A(L,-1)

Conclusién
La ecuacién de una recta [ paralela a uno de los ejes de coordenadas es:

a) y =k, si la recta es paralela al eje x. El punto (0, k) pertenece a la recta .
b) x =k, si la recta es paralela al eje y. El punto (k, 0) pertenece a la recta /.

Ejemplo
Grafica las rectas y =—3 y x = 5. 2= Y
Se ubican los puntos (0, —3) y (-5, 0). Luego, se traza la recta: .
. (_51 O)
1. Paralela al eje x que pasa por (0, —3) en el caso de y =—3; X 7 35 5 1 ol 1
2. Paralela al eje y que pasa por (-5, 0) en el caso de x = —5. -1
-2
Ambas rectas se presentan en la figura de la derecha. (0, -3)

b 2
Problemasw
1. Encuentrala ecuacidny grafica la recta que pasa por el punto Ay es paralela a uno de los ejes de coordenadas:

a) A(0, 4) y es paralela al eje x. b) A(O, %) y es paralela al eje x.
c) A(5, 0) y es paralela al eje y. d) A(3,-1) y es paralela al eje y.

2. Demuestra que la pendiente de cualquier recta horizontal es igual a cero.



2.5 Forma general de la ecuacion de una recta

Problema inicial

Grafica en un mismo plano cartesiano las siguientes ecuaciones:

a)2x—-3y+6=0

b)y+2=0

c)4x—-24=0

Despeja y en los literales
a)yb),yxenelliteral c).

Solucién
a) Se despeja la variable y:
3y=2x+6
=2
y=3x +2
Esta ultima es la ecuacién

de una linea recta, que
pasa por los puntos (0, 2)

y (3, 4).

En el literal a), para en-
contrar los puntos (0, 2) y
(3, 4) se sustituyeron los
valoresx=0yx=3enla
ecuacion de la recta y se
encontraron sus respecti-
vosvaloresy=2yy=4.

b) Se despeja la variable y:

y=-2

Esta ultima es la ecuacion
de una linea recta parale-
la al eje x que pasa por el
punto (0, -2).

(3,4)

(0,2)

(6,0)

c) Se despeja la variable x:
4x =24
xX=6
Esta ultima es la ecuacidn
de una linea recta parale-
la al eje y que pasa por el
punto (6, 0).

Definicic’m

La ecuacién de la forma ax + by + ¢ =0, donde a, b y ¢ son
numeros reales (a y b no pueden ser cero al mismo tiem-

po), tiene por grafica una linea recta.

A esta ecuacion se le llama forma general de la ecuacion

de una recta.

®
Problemas‘w

La forma general de la ecuacidn de una recta no es
Unica. Por ejemplo, las ecuaciones 2x —y + 1 =0,

-2x+y-1=0y4x -2y + 2 =0 representan la
misma recta. Los coeficientes de la segunda son los

opuestos de los de la primera, y los coeficientes de

la tercera son el doble de los de la primera.

1. Grafica, en un mismo plano cartesiano, las rectas representadas por las siguientes ecuaciones:

a)3x+y-5=0

b)x—2y-9=0

c)5y-5=0

d)2x+3=0

2. Escribe las siguientes ecuaciones de lineas rectas en su forma general (utiliza coeficientes enteros):

- 5
a)y=-2x+ 2

b)y:%x+2

5
Ay=-¢

=8
d)x—3

@



2.6 Practica lo aprendido ~

1. Para cada literal, determina (sin graficar) si los puntos A, B y C se encuentran sobre la misma linea recta:
C) A(—l, _6)1 B(O, _2) y C(lr 3) d) A(—4, 8)r B(2, 4) y C(ZO, _8)

2. Dados los puntos A(0, —3) y B(6, 4), écual debe ser el valor de x en C(x, 25) para que los puntos A, By C
estén sobre la misma linea recta?

3. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por el punto A;
graficalas en un solo plano:

a) Pendiente m = -4, A(-3, 5) b) Pendiente m = 10, A(1, —-1)

4
c) Pendiente m = %, A(0, 4) d) Pendiente m = %, A(—Z, —?)

A la ecuacidn de la recta escrita en la for-
ma y = mx + b se le conoce como forma
punto —intercepto.

4. Demuestra que la ecuacién de la recta que tiene pendiente
conocida m y pasa por el punto (0, b) esy = mx + b.

5. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y B; graficalas en un solo
plano cartesiano:

a) A5, 1) y B(6, -2) b) A(=4, —4) y B(2, 5)
c)A(%,O)yB(%,—%) d) A0, owa(z,-%)

6. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta paralela a uno de los ejes de coordenadas y pasa por
el punto A; graficalas en un solo plano cartesiano:

a) A(9, 0) y es paralela al eje y b) A(-5, 2) y es paralela al eje x

c) A(%, 5) y es paralela al eje y d) A(%, - %) y es paralela al eje x

7. Escribe las siguientes ecuaciones de lineas rectas en su forma general (utiliza coeficientes enteros):

4 1
a)y=4x+3 b)y=Jx+—-
)y=dx—— d)y=——-1
c)y=4x-- y=-=

8. Encuentra los valores de m y b en la ecuacién y = mx + b si la recta pasa por los puntos (-1, 0) y (3, 2).




3.1 Interseccion de una recta con el eje x

Problema inicial
En cada literal, encuentra las coordenadas del punto de interseccién de la recta con el eje x:

a)y=3x+3 b)x+2y-2=0 Punto de interseccion se refiere al punto donde se cortan la
recta y el eje x en este caso.

Solucién
Sea A(x,, ,) el punto de interseccion entre la recta y el eje x. En ambos casos, A se encuentra sobre el eje
x, por tanto su segunda coordenada (y,) es igual a cero y A(x,, 0).

a) Si el punto A(x,, 0) se encuentra sobre la recta, entonces satisface la ecuacién:
y=3x+3

Se sustituyen las coordenadas de A en la ecuacion anterior y se despeja x;,:

0=3x,+3
3x,=-3
x,=-1

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccion de la recta y = 3x + 3 con el eje x son A(-1, 0).

b) De forma similar al literal anterior, si el punto A(x,, 0) se encuentra sobre la recta entonces satisface
la ecuacién:
x+2y—-2=0
Se sustituyen las coordenadas de A en la ecuacién anterior y se despeja x;,:
x,+2(0)-2=0
x, =2

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccién de larectax + 2y —2 =0 con el eje x son A(2, 0).

Conclusién

Dada una recta /, las coordenadas del punto de interseccidn de la recta con el eje x son (x,, 0) donde el valor
de x, se calcula sustituyendo y = 0y x = x, en la ecuacidn de la recta, y despejando el valor de x,.

P b3
roblemas £
1. Para cada literal, encuentra las coordenadas del punto de interseccién de la recta con el eje x.

a)y=2x-2 b)y=—§+2 c)2x-3y+6=0
d)8x+3y+6=0 e)x=\2 f)y=+3

2. Dada una recta con ecuacion ax + by + ¢ = 0 que no es paralela a ningun eje de coordenadas. Demuestra
. ., . c
que las coordenadas del punto de interseccidn de la recta con el eje x son (— P O).

3. Sea [ una recta con ecuacion x = k. Demuestra que las coordenadas del punto de interserccién de [ con
el eje x son (k, 0).

4. Sea [ una recta paralela al eje x. ¢Existe un punto de interseccidn entre la recta [ y el eje x? Justifica tu

respuesta.



3.2 Interseccion de una recta con el eje y

Problema inicial
Utilizando las ecuaciones de las rectas del Problema inicial de la clase anterior, encuentra las coordenadas
del punto de interseccidn de cada recta con el eje y.

Solucién
Sea B(x,, v,) el punto de interseccion entre la recta y el eje y. En ambos casos, B se encuentra sobre el eje
¥, por tanto su primera coordenada (x,) es igual a cero y B(0, y,).

a) Si el punto B(0, v,) se encuentra sobre la recta, entonces satisface Yy
la ecuacion: y = 3x + 3. Se sustituyen las coordenadas de B en la Graficamente, la ]
ecuacion anterior y se encuentra y,: recta y = 3x + 3
7=30)+3 b
y,=3 los puntos (-1, 0) o1 X
y (0, 3). -1
Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccion de la |,

recta y =3x + 3 con el eje y son B(0, 3).

b) De manera similar al literal anterior, si el punto B(0, y,) se encuen-
tra sobre la recta entonces satisface la ecuacién: x + 2y —2 = 0. | Graficamente, la
Se sustituyen las coordenadas de B en la ecuacidn anterior y se | rectax+2y-2=0

despeja y, : corta a los ejes de
' 0+2y,—-2=0 coordenadas en
los puntos (2, 0) y
2,=2 (0, 1).
».=1

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccién de larecta x + 2y —2 =0 con el eje y son B(0, 1).

Conclusién
Dada una recta /, las coordenadas del punto de interseccién de la recta con el eje y son (0, y,), donde el
valor de y, se calcula sustituyendo y =y, y x = 0 en la ecuacién de la recta, y despejando el valor de y,.

Si [ es paralela al eje x entonces su ecuacion es de la forma y = k y el punto de interseccion de la recta con
el eje y es (0, k). Si [ es paralela al eje y entonces no hay interseccidn entre la recta y el eje y.

En general, a los puntos donde una linea recta corta a los ejes de coordenadas se les [laman interceptos con
los ejes. La linea recta puede tener a lo sumo dos interceptos (uno en cada eje).

P £

roblemas Z

1. Con las ecuaciones de las rectas dadas en el problema 1 de la clase anterior, encuentra las coordenadas
del punto de interseccién de cada recta con el eje y.

2. Para cada literal encuentra las coordenadas de los interceptos con los ejes:
a)2x—-3y—-6=0 b)dx+y+2=0

3. Sean p y ¢ numeros reales diferentes de cero. Demuestra que los interceptos con los ejes de la recta con
. X s . 74 e .z
ecuacion - + % =1son(p,0)y (0, q). A esta ecuacion se le Ilama forma simétrica de la ecuacion de una
recta.

28/



3.3 Interseccion entre rectas

Problema inicial

Encuentra las coordenadas del punto de interseccién entre las rectas con El punto de interseccion

ecuacionesy=-x+3y2x—-3y+4=0.

entre las rectas satisface

ambas ecuaciones.

Solucién

Sea P(x, ) el punto de interseccién entre ambas rectas. Esto indica que las coordenadas de P satisfacen
tanto la primera como la segunda ecuacién, y encontrar sus coordenadas equivale a resolver el sistema:

y=—-x+3 (1)
2x=3y+4=0 - (2)
Se sustituye el valor de y de la ecuacion (1) en la ecuacion (2) y se despeja la variable x:
2x-3(-x+3)+4=0 El punto donde se cortan las rectas
2x+3x=9-4 dey=—x+3y2x—-3y+4=0es
5x=5 P(1, 2).
x=1 RN 2-3y+4=0
Se sustituye el valor de x en la ecuacion (1): 5
y=-1+3=2 :r
-10

=1

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccidn entre las

rectas es P(1, 2).

Conclusi()n

Dadas dos lineas rectas, las coordenadas del punto de interseccién entre ambas (es decir, donde se cortan
las lineas) se encuentra resolviendo el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas formadas por

las ecuaciones de dichas rectas.

Si dos rectas diferentes se intersecan en un punto P este es Unico, es decir, no existe otro punto R diferente

a P donde las rectas se crucen o se corten.

*
Problemas‘w

1. Encuentra las coordenadas del punto de interseccidn entre cada pareja de rectas cuyas ecuaciones son:

a)y=—-3x—-8y4x—3y+15=0 b)x+y—2=0y2x—-y+2=0
c)x+2y+6=0y4x+3y+4=0 d2x+3y=4y4x—-y=8
e)y=x+1lyx=-2 f)3x-2y-5=0yy=2

2. Dadas dos rectas con ecuaciones y = k, y x = k,, écudles son las coordenadas del punto de interseccion

entre ambas rectas?

3. Dadas dos rectas con ecuaciones 10x—5y =10y 10x— 5y =-25, ése cortan estas en algun punto? Verifica

graficamente tu respuesta.



3.4 Rectas paralelas

Problema inicial

Dadas las rectas con ecuaciones y =2x+3yy=2x-5: Si la ecuacién de una recta esta escrita en
la forma y = mx + b entonces el coeficiente
1. ¢Cudl es el valor de la pendiente en cada recta? de la variable x es la pendiente de la recta.

2. éSe cortan las rectas en algln punto? Justifica tu respuesta.
3. Grafica ambas rectas en un mismo plano cartesiano. ¢ Cdmo son, una con respecto a la otra?

Solucién
1. Las ecuaciones de las rectas estdn escritas en la forma y = mx + b, por tanto la pendiente de ambas rectas
esigual a 2.

2. Para saber si se cortan las rectas debe resolverse el sistema:

y=2x+3 - (1)
{y =2x—-5 = eemeeeee- (2)
Pero este sistema no tiene solucidn, ya que al sustituir (1) en (2) resulta:
2x+3=2x-5
2x—2x=-3-5
0=-8

- ., Yo y=2x+3 y=2x-5
Esto indica que las rectas NO se cortan en ninguln punto. T

3. Las graficas de ambas rectas se presentan en la figura de la A
derecha. Como las rectas no se cortan en ningun punto, esto
indica entonces que son paralelas.

Dos rectas son paralelas si, aunque se prolonguen,
guardan la misma distancia entre si.

Teorema
Dos (0 mas) lineas rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. Esto quiere decir
gue si dos (o mas) rectas son paralelas entonces tienen la misma pendiente y viceversa.

Ejemplo
Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y es paralelaa2x+y—-1=0.

Se despejay en 2x + y — 1 = 0 para encontrar el valor de la pendiente: y = -2x + 1; luego, m =-2. Como la
recta pasa por A(1, 3), se utiliza la forma punto — pendiente de la ecuacién de una recta:
y—-3=-2(x-1)
y=—2x+5
Por lo tanto, la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 3) yes paralelaa2x+y—-1=0esy=—-2x+5.

Problemas
1. Determina si las siguientes parejas de rectas son paralelas:
a)y=—-4x+7;y=-4x+16 b)3x-2y+3=0;6x—-4y-9=0 c)x—-2y+5=0;x-3y=0

2. Para cada literal, encuentra la ecuacién de la recta paralela a la recta dada y que pasa por el punto A:
a)2x—y=0; A4, 0) b)x+3y—-5=0; A(3, 4)
c)y=5;A(0,-1) d)x=1;A(3,-2)



3.5 Rectas perpendiculares*

Problema inicial
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el origen y ademas es perpendicular a la recta con ecuacion:
y=3x.
¢Cudl es la relacidn entre las pendientes de ambas rectas?

Solucién
La ecuacion buscada es de la forma y = mx, ya que pasa por el origen; sea P(x, y) un punto cualquiera sobre
ella. El punto A(1, 3) pertenece a y = 3x pues sus coordenadas satisfacen la ecuacién.

Si O es el origen entonces el tridngulo POA es rectangulo (las rectas X
son perpendiculares). Por el teorema de Pitdgoras: 3 A1, 3)

d(P, A)?>=d(P, 0)’ + d(O, A)?
En la ecuacion anterior: d(P, A)> = (x—1)*+ (y—3)%, d(P, 0)? = x? + y*y /"
d(0, A)? = 12 + 32, Se sustituyen los valores y se despeja y en términos Pl IS X
de x:

(x=1)+(y=3)2=(x?+y*) +(1+9)
=2+ X+ -6y + 9= +52 +1+9
—-2x—-6y=0
=_1
y - 3 x v

Por lo tanto, la ecuacion de la recta perpendicular a y = 3x que pasa por el origen es: y = —%x. Al comparar
las pendientes de ambas rectas, que son 3 y—% respectivamente, se observa que el resultado del producto
de ellas es igual a —1.

Teorema
Dos rectas no verticales con pendientes m, y m,respectivamente son perpendiculares siy solo si el producto

de sus pendiente es igual a —1, o sea:
m,m,=-1

Esto quiere decir que, si dos rectas son perpendiculares entonces el producto de sus pendientes es igual a
—1 y viceversa.

Ejemplo

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y es perpendiculara2x+y—-1=0.

Al despejar y en 2x +y — 1 = 0 se obtiene y = -2x + 1; luego, m, = —2. Si m, es la pendiente de |a recta bus-

cada entonces debe cumplir m,m, = —1; se sustituye m, y se despeja m,:

-2m,=-1 = m,= £

2
Por tanto, la ecuacion de la recta perpendiculara 2x + y—1 =0 que pasa por A(1, 3) es y =%x + %
b
Problemasw
1. Determina si las siguientes parejas de rectas son perpendiculares:

x 4 3
ajy=-2xy y=— b)y=—Sxy y=-%
c)x—y+2=0 y 3x+2y+6=0 dx-2y+2=0y 2x+y—-6=0

2. Para cada caso encuentra la ecuacion de la recta perpendicular a la recta dada que pasa por el punto P:

a)y=x;P(33) b)y=-2x+5;P(-4,3)
c)x—4y+4=0;P(-1,5) d)y=1;P(1,-1) @



3.6 Distancia de un punto a una recta

Teorema

Dada una recta [ con ecuacién ax + by + ¢ =0y P(x,, y,) un punto que no pertenece a [, la distancia desde

P alarecta [ se denota por d(P, I) y: ez Byl

AP 0=

Ejemplo

Para cada caso, encuentra la distancia del punto P a la recta [:

a)l:2x—y+1=0vy P(2,0) b)l:3x+2y-9=0y P(2,-2)

a) Se sustituyen los valores:a=2,b=-1,c=1,x,=2yy,=0:
d(p, 1) = [2(2) + (-1)(0) + 1|
V2% + (—-1)?
[4+0+1]
Va+1

2
N5
=v5

Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es /5.

b) Se sustituyen los valores: a=3,b=2,¢c=-9,x,=2yy, =-2:
13(2) + (2)(=2) + (-9)]

dp )=
(%0 32+ 27
_l6-4-9]
N9+4
-7 _NNi3
V13 13
Por lo tanto, la distancia desde P a larecta [ es 7 1; .

c) Primero debe escribirse la ecuacién de la recta en la forma ax + by + ¢ = 0. Al multiplicar toda la ecua-

ciéon por 3 resulta: Jy=x+8
x—3y+8=0
Luego se sustituyen los valores:a=1,b=-3,¢c=8,x,=0yy, =5:
_ 11(0) + (=3)(5) + 8|
R
N1+9
__7 _1nio
~ V10 10 °

N1
10 °

Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es

®
Problemasw

A)ly==+

w]|oo

y P(0,5)

w|r

Si [, es la recta perpendicular a /
gue pasa por P y R es el punto de
interseccién entre [ y [, entonces,
calcular d(P, [) equivale a encontrar

d(P, R).

~N

1. Encuentra la distancia del punto P a la recta !:
a)l:x+3y-3=0y P(1,-1)

c) l:y:%x y P(1,-2)

2. Demuestra que la distancia del origen alarecta l: ax+ by +c=0es

b)l:2x+y—-4=0y P(0, 3)
d)l;y:§+1 y P(3,-3)

lc|




3.7 Practica lo aprendido ~

1. Encuentra las coordenadas de los interceptos de cada recta con los ejes:

a)y=2x b)5x+2y+10=0
c)y=%—1 d)y=—8x+4
e)y=3 flx=-4

2. Encuentra las coordenadas del punto de interseccidon entre cada pareja de rectas:

a)x+y—-2=0; 4x-y+7=0 b)y=—x; 3x+y—-6=0
c)x+2y+2=0; y=2x+9 dx-y-1=0; y=3
e)3x—-y+3=0; 9x+7y-4=0 f)y=—5;x=%

3. Determina si cada pareja de rectas son paralelas o perpendiculares:
a)y=3x-5; y=3x b)y=%+1;x—4y+2=0

c)y=-3x-2; x-3y+1=0 dy=-2;x=1

4. Encuentra la ecuacion de la recta paralela a la recta [ que pasa por el punto A:
a)l:y=-2x+5; A(-2,-3) b)l:y=3x+4 ; A(5,-1)

5. Encuentra la ecuacién de la recta perpendicular a la recta [ que pasa por el punto A:
a)l:y=—5x-1; A(10,1) b)l:3x—4y+8=0 ; A(-6,0)

6. Dos rectas [,y [, se intersecan en el punto (=4, 4). Si [, pasa por (0, 12) y es perpendicular a /,, écudles son
las ecuaciones de ambas rectas?

7. Sea [ la recta con ecuacion 5x — 2y = 0. Determina los valores de ay b  Existen infinitas rectas paralelas y

para que larectaax+ by +c=0: perpendiculares a I: 5x — 2y = 0;
) basta con encontrar un par de va-
a) Sea paralela a la recta /. b) Sea perpendicular alarecta l.  |ores paraay b en cada literal.

8. Sea [ la recta con ecuacion x — 3y — 6 = 0. Determina el valor de a en la recta con ecuacion
ax + (a—4)y +c=0 para que:

a) Sea paralela alarecta l. b) Sea perpendicular a la recta /.

9. Para cada caso, encuentra la distancia del punto P a la recta :
a) P(4, -9); l:x+4y—2=0 b) P(8, 5); l;y:x
c)P(0,-3); l: y=-2x d)P(3,1); l:x=-3




3.8 Angulo de inclinaciéon de una recta

Problema inicial 5 ~
fE Dada la recta I: v = 3x — 6, ¢cudl es la medida del angulo 6 que va desde el eje x 1 1
positivo hacia la recta? Aproxima hasta las décimas. 4
3
2
Forma el tridngulo rectangulo APB con los puntos A(2, 0), 1 6
P(3, 0) y B(3, 3) y utiliza razones trigonométricas en un ¢ s X
triangulo rectangulo. 1 _(1) 1 Pt
-2
. i J
Solucién y
Los puntos A(2, 0) y B(3, 3) pertenecen a la recta /; se toma también el punto I
P(3, 0) sobre el eje x formandose el tridngulo rectangulo APB como se muestra en 4
la figura. Utilizando las razones trigonométricas en un tridngulo rectangulo: 3 B
2
-PB
tan A= AP 1
L A X
. . . . . . - Clof 1 3pa
Notese que la medida del angulo 6 es igual a la medida del dngulo cuyo vértice es -1
Ay el cociente % corresponde al valor de la pendiente de la recta /, o sea 3. Luego: —2
tan6=3
6 =tan(3)
=71.6°
Por lo tanto, la medida del angulo 6 es aproximadamente 71.6°.
Definicion
Dada una recta /, se llama angulo de inclinacién de la recta / al formado por el eje x positivo y la recta (en
sentido antihorario). Si m es la pendiente de la recta [ y 6 su angulo de inclinacién entonces:
0°<6<180°y tan @ =m.
Ejemplo

f Calcula el dngulo de inclinacion de la recta I: x + 2y + 1 = 0 (aproxima hasta las décimas).

Se escribe la ecuacion delarecta enlaformay=mx+ b paraencontrar la pendiente:

2y=—x-1
y=-— lx_ 1 Si al calcular tan‘l(—%) en la calculadora obtuvis-
2 2 te —26.6°, este es el angulo medido desde el eje x
L 1 positivo hacia la recta en sentido horario. Como el
Uego, m==7y: tan 6 =—- 1 angulo de inclinacién debe ser en sentido antiho-
1 rario basta con sumar al resultado anterior 180° ya
0 =tan?(-= que tan 6 = tan(6 + 180°).
2
= 153.4°

Por lo tanto, el dngulo de inclinacion de I: x + 2y + 1 = 0 es aproximadamente 153.4°.

®
Problemasm

f= Calcula el dngulo de inclinacién de las siguientes rectas (aproxima hasta las décimas):

a)y=2x+7 b)y=—x+1 c)x—-2y+4=0
d)5x+3y—-20=0 e)x+1=0 fly—-1=0



3.9 Angulo entre rectas

Teorema

Sean I, y [, dos rectas cualesquiera no perpen- (7 6,y 0, son los angulos de inclinacion h

diculares con pendientes m, y m, respectiva- de 1,y 1, respectivamente entonces: y

mente. Si o es el angulo formado entre ambas 0,=a+6, 1

rectas y medido de /, a /, en sentido antihorario, oo 6,-6,

e De lo anterior,

tan a =tan(6,-6,)
__m,—m, _ tanf,-tan 6, ¢ >
IR 1+mm, " 1+tanf,tan6, 4
_m,-my /

para m m, # 1. \_ Lmam, Y.

Ejemplo

Eg éCual es la medida del dngulo formado por las rectas [;: x—4y—-1=0y [,: y =—2x—1medidode [, a [,?

Aproxima hasta las décimas.

Primero deben determinarse las pendientes m, y m, de las rectas [, y [, 7 y
respectivamente. Para el caso de [, se escribe su ecuacién en la forma ’
y=mx+b:
qy=x-1
L1 ¢ -
3 > X
=—x—- = _ _ _ =
Y 4 4 3 2 1
-1
L -1 = —2. Sea a el angulo entre las rect didode /,al
uego,m1—4ym2— . >€a « el angulo entre |1as rectas, mediao ae [, a {, en
sentido antihorario (ver figura). Entonces: L1
TcT ]
tan a = 1 9
1+ Z)(_2) Si al calcular a = tan*l(—?) en la
9 calculadora obtuviste como resultado
tan o = 41 —77.5° (aproximadamente) entonces
1-3 este valor corresponde al &ngulo
9 medido desde [/, hasta [, P€ro en
tan O(__E sentido horario. Basta con sumar al
_1( 9) resultado 180° pues:
a=tan?(-= i
tan 6 =tan(180° + 6)
= 102.5°

Por lo tanto, la medida del dngulo formado por las rectas [, y [, es 102.5°.

*
Problemasw

B 1. Calcula el angulo formado entre las rectas I, y [, (medido desde /, a ,), aproxima hasta las décimas:

a)li:y=5x, l;;y=->5x b)ly=x-1, ly=—2x+7
c)li:y=4x—-4, l:y=-5x d) [:5x+2y+12=0, [,:2x+3y+6=0
e)l:2x-7y-2=0, [:2x+y+2=0 f)l:6x—y—-2=0, [,:3x+5y+20=0

B 2. Calcula la medida de los angulos internos del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(-1, 6),

B(-5, 3) y C(4, 1), aproxima hasta las décimas.

3. Dadas dosrectas [;: y =k y [,: y = mx + b, con m y k nimeros reales diferentes de cero. Demuestra que

el angulo entre las rectas [, y [, (medido desde [, a 1,) es igual al angulo de inclinacién de la recta /,.



3.10 Aplicaciones

Problema inicial
Demuestra que los puntos A(-3, 3), B(—2, 0), C(4, 2) y D(3, 5)
forman un rectangulo.

Un rectangulo es un cuadrilatero que tiene 4
angulos rectos.

Solucién
Para que ABCD sea rectangulo debe cumplirse lo siguiente:

a) ABLBC b)BCLCD «¢)CDLDA

Si se cumplen estas tres condiciones entonces también el lado
DA serd perpendicular al lado AB.

a) Para demostrar que el lado AB es perpendicular al lado BC debe verificarse que la recta que pasa por
Ay B es perpendicular a la que pasa por By C.

Pendiente de la recta que pasa por A(-3, 3) y B(-2, 0): m, = _20_;(:)) =-3
Pendiente de la recta que pasa por B(-2, 0) y C(4, 2): m, = a2 "3

Al efectuar el producto de las pendientes: m, m,= —3(%) =-1.

Por lo tanto, AB LBC.

b) De forma similar al literal anterior se resuelve para este caso.

Pendiente de la recta que pasa por B(-2, 0) y C(4, 2): m, = %

Pendiente de la recta que pasa por C(4, 2) y D(3,5): m, = g:i =-3.

Al efectuar el producto de las pendientes: m, m,= %(—3) =-1.
Por lo tanto, BC LCD.

c) Al realizar un procedimiento similar a los literales anteriores se obtiene la pendiente de la recta que
pasa por Dy A, cuyo valor es % . El producto de las pendientes es igual a —1, luego: CD L DA.

Por lo tanto, ABCD es rectangulo.

Problemas;
1. Demuestra que los puntos A(2, 3), B(0, —3), C(5, -2) y D(7, 4) forman un paralelogramo.

2. Demuestra que los puntos A(-4, 0), B(1, 1), C(6, 0) y D(1, 1) tjor:j:::"uiolazz:;'eci:zgr:gfgrii’ugf’e il

forman un rombo.



3.11 Practica lo aprendido ~

1. Demuestra que los puntos A(0, 3), B(4, —1), C(7, 2) y Un cuadrilatero es trapecio rectangulo si tiene un
D(5, 4) forman un trapecio rectangulo. par de lados opuestos paralelos y un angulo recto.

2. Con los puntos A(-3, 3), B(-5, —1), C(5, 1) y D(3, 5) se forma un cuadrildtero. Demuestra que el
cuadrilatero formado por los puntos medios de los lados de ABCD es paralelogramo.

3. Encuentra la ecuacién de la mediatriz del segmento La mediatriz de un segmento es la recta que corta

formado por los puntos A(~1, 6) y B(7, 4). zi\l segmento en su punto medio y forma con él un
angulo recto.

4. La mediana en un tridngulo es el segmento que inicia en un vértice y termina en el punto medio del
lado opuesto al vértice; en un tridngulo pueden trazarse tres medianas (una por cada vértice). Se forma
un triangulo cuyos vértices son A(-3, 0), B(3, 0) y C(5, 4); realiza lo siguiente:

y

4

a) encuentra las coordenadas del punto medio de cada
lado;

b) encuentra las ecuaciones de las tres medianas del trian-
gulo ABC (por ejemplo, una de ellas pasa por A(-3,0) y
por el punto medio del lado BC);

c) verifica que las medianas se intersecan en un punto.

4

5. La altura en un tridngulo es el segmento que inicia en un vértice y forma con el lado opuesto un angulo
recto; en un tridngulo pueden trazarse tres alturas (una por cada vértice). Se forma un tridngulo cuyos
vértices son A(—4, 1), B(2, 1) y C(1, 6); realiza lo siguiente: y

N

a) encuentra las pendientes de las rectas que pasan por
los puntosAyB,ByC,yCyA;

b) encuentra las ecuaciones de las tres alturas del tridngu-
lo ABC (por ejemplo, una de ellas pasa por A(—4, 1) y es
perpendicular al lado BC);

c) verifica que las alturas se intersecan en un punto.

22 D)

\
--

6. Se forma un tridngulo con los puntos A(0O, 0), B(6, 0) y
C(2, 4); realiza lo siguiente:

a) encuentra las coordenadas del punto medio de cada ™.
lado; ~k.
b) encuentra las ecuaciones de las mediatrices del tridn-
gulo (por ejemplo, una de ellas pasa por el punto medio X
del lado AB y es perpendicular a este); A < ; B > X

.

i

i

i

o

N\,
Y

N

c) verifica que las mediatrices se intersecan en un punto. ~




3.12 Problemas de la unidad

1. Dados los puntos A(-5, 3) y B(4, —3), encuentra las coordenadas de los puntos C y D que dividen al

\_

segmento AB en tres partes iguales.
El punto C divide al segmento AB

en razén 1:2.

. 1 .,
2. Determina el valor de a para que el punto P(a +1, ;) se encuentre sobre la recta con ecuacion

2x-3y+3=0.

3. Tres de los vértices de un paralelogramo ABCD son A(-5, 0), B(—2,-1) y C(5, 2). Encuentra las coordenadas

del cuarto vértice.

. Con el tridngulo ABC cuyos vértices son A(0, 8), B(—4, 0) y C(10, 4) realiza lo siguiente:

a) encuentra los puntos medios de los lados AB, BC y CA, y dendtalos por D, E y F respectivamente;

b) encuentra las coordenadas del punto que divide al segmento AE en razén 2:1;

c) encuentra las coordenadas de los puntos que dividen a los segmentos BF y CD en razén 2:1. ¢Qué
relacion hay con el literal anterior?

d) ¢Qué puedes concluir de este problemay el problema 4 de la clase 3.11?

. Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(—3,-1) y B(2, 2). Si la interseccién de sus diagonales

esta en el punto P(3, 0), écuales son las coordenadas de sus otros dos vértices?

. Los puntos medios de los lados AB, BCy CA de un triangulo son D(—1,-1), E(4, 2) y F(2, 3) respectivamente.

Encuentra las coordenadas de los vértices A, By C del tridangulo.

. Demuestra que si dos rectas con ecuaciones ax + by + ¢ =0y a,x + b,y + ¢, = 0 son perpendiculares

entonces aa, + bb, = 0.

. Demuestra que la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(x,, ¥,) y que ademas es paralela a la recta

llax+by+c=0esalx—x,)+b(y—-y,)=0.

. Las rectas [, y [, se cortan formando un éngulo de 135° (medido de /, a [,). Si la pendiente de [, es igual

a—3, écudl es el valor de la pendiente de /,?

10. Encuentra las coordenadas de los vértices B y C de un tridngulo ABC, si las coordenadas de A son

(-4, 0) y las ecuaciones de la altura y mediana trazadas desde Bson4x+y—-7=0y2x—-y+1=0
respectivamente.

J

~

2/



4.1 Practica en GeoGebra: segmentos y ecuaciones de lineas rectas

En el afio anterior aprendiste cémo graficar funciones en GeoGebra, realizar desplazamientos horizontales
y verticales de funciones cuadraticas, graficar vectores y realizar operaciones con ellos. En esta practica se
utilizard el software para graficar segmentos y lineas rectas a partir de su ecuacion.

Debes verificar si tu computadora cuenta con GeoGebra, para ello busca el icono de la aplicacidn (es el que
se encuentra en la esquina superior derecha de esta pdgina). Caso contrario puedes descargar el software

siguiendo el enlace: GeOGebrO e e——

Descarga (instala) “GeoGebra Clasico 5”. También puedes descargar la app para el celular o trabajar
“GeoGebra en linea” en los siguientes enlaces:

App - https://goo.gl/wf5SmHx Enlinea - https://goo.gl/ThXbeB

Practica
Puntos y segmentos en el plano cartesiano
1. Abre un nuevo archivo de GeoGebra dando clic (o doble clic) al icono del software.

2. Para crear el segmento AB con A(-2, 5) y B(3, —4):
a) Ubica primero los puntos en el plano, ya sea utilizando la herramienta Punto o la barra de entrada.

En GeoGebra los puntos se nombran con letras mayusculas;

A si escribes “a=(-2,5)” obtendras por resultado un vector.
- Entrada: A=(-2,5)|

1 B @O 4
/ Recta
«" Segmento

b) Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Recta y selecciona/‘ +" | Segmento de ongitud dada

Segmento. / Semirrecta
S Poligonal

(" Vector
J; Equipolente

€7 easetra -~ o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

kAL > 004N 2 4 T
c¢) En la Vista Gréfica selecciona los puntos Ay B. En la EH }
Vista Algebraica aparecera el nombre del segmento y :
la longitud del mismo. Recuerda que la longitud del ‘ \
segmento AB es igual a la distancia entre los puntos EEE R S e
Ay B, que en este caso particular es 10.3 aproxima- i
damente.

Entrada

d) También puedes crear segmentos usando la barra de entrada en lugar de la herramienta Segmento.
Crea los puntos C(—4, 1) y D(2, 3); en la barra de entrada escribe la palabra segmento y elige la opcién
“Segmento(<Punto(extremo)>, <Punto(extremo)>)". En lugar de <Punto(extremo)> escribe C vy D
respectivamente. i

Segmento( <Punto (extremo)=, <Punto (extremo)= )
Segmento( <Punto (extremo)=, <Nimero (longitud)> ) e——> Entrada:|Segmento(C, D)| —>

Entrada: segmen\




-

Lineas rectas:

2 GeoGebra - o X
3. Pa ra trazar Ia gra'ﬁca de una Il'nea recta Cuya ecuaCIén es Archivo Edita Vista ‘ODcmnes Heramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
. . . . ., DR NCl s PN EIE
conocida, simplemente se escribe dicha ecuacion en la  Shciese | veusaies
Recta 6 f
barra de entrada. Por ejemplo, para trazar la grafica de | *=>= i
3x—7y+1=0se escribe 3x-y+1=0y presionas enter: ‘
| - - 5 ‘ .
Entrada: 3x-y+1 —0|
Entrada:
€2 GeoGebra - o X
4. Para encontrar |a ecuaCIOn y trazar Ia graﬁca de una Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
- N EIPZ B No) AN ES
recta que pasa por dos puntos dados, se utiliza el co- g = ,v',mcﬁ A L
mando Recta(<Punto>, <Punto>) en la barra de en- :"“2‘2(.3..5) J
B=(1,4)
trada. Por ejemplo, para encontrar la ecuacién de la ety
recta que pasa por los puntos A(-3,-5) y B(1, 4) creas y
primero los puntos A y B; luego escribe Recta(A,B) y ERES| i L
presionas enter. En la Vista Algebraica aparecerd la
ecuacion de la recta y en la Vista Gréfica la linea. £
Entrada:}vRecta(/:\,iB)i T
También puedes usar el comando anterior digitando Envace

Recta((-3,-5),(1,4)).

Actividades
1. Punto medio de un segmento: =
e ' Punto
a) Abre una nueva ventana de GeoGebra y crea el segmento AB con A(—4, —3) y B(6, 1). ot o ot
unto en opbjeto

L1 DG

f Limitar/liberar punto

X Interseccién

.
Lt Medic o Centro

b) Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta “Punto” y selecciona “Medio
o Centro”.

.Z Numere complejo

N Extremos
N Raices

c) En la Vista Grafica (o en la Vista Algebraica) da clic sobre los puntos A y B, aparecera un nuevo punto C
con coordenadas (1, —1) que corresponde al punto medio del segmento AB.
d) Verifica las soluciones de los problemas 7, 8, 9 y 10 de la clase 1.6 (Practica lo aprendido).

2. Pendiente de una recta:
a) En la barra de entrada escribe “pendiente” y automaticamente aparecera la opcién “Pendiente(<Rec-
ta, semirrecta o segmento>)”.
b) En lugar de <Recta, semirrecta o segmento> escribe la ecuacidn de la recta y presiona enter.
c) éQué ocurre si calculas la pendiente de las rectas y =—2 y x = 3? ¢ Cual es el valor de la pendiente de
una recta vertical y de una horizontal?

3. Verifica las soluciones de los problemas desde la clase 2.2 hasta la 2.5 de esta unidad.

\- J

@




4.2 Practica en GeoGebra: posiciones relativas entre rectas

En esta practica aprenderds a encontrar las coordenadas del punto de interseccion de dos rectas, trazar
rectas paralelas y perpendiculares y calcular el dangulo de inclinacién de una recta.

Practica
Intersecciones con los ejes de coordenadas y rectas:
1. Traza la recta 10x — 3y + 2 = 0 (acerca la Vista Grafica si lo crees necesario).
2. Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Punto y selecciona Interseccion. En la Vista

Grafica da clic sobre el eje x (o el eje y) y después sobre la linea recta; en la Vista Algebraica aparecerdn
las coordenadas del punto de interseccidn de la recta con el eje x (o el eje y).

(SRR .

ArchivoXdita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

o= S EN |
R P B OO 4N = e .
o™ Punto » Vista Algebraica |X| |~ Vista Grafica X
Punto W e~ a~|d
Punto en objeto ® A=(0,0.67) ST f
® B=(-02,0)
‘/‘ Limitar/liberar punto Recta
® f:10x-3y=-2 2

e

. * Medio o Centro

oZ Numero complejo

N Extremos
N Raices

Entrada: ) @ ‘

3. Para encontrar la interseccion entre dos rectas se utiliza la misma herramienta; en este caso, en lugar de
seleccionar alguno de los ejes de coordenadas se seleccionan ambas rectas.

Rectas paralelas y perpendiculares
4. Abre una nueva ventanay traza la recta 2x + y—3 =0.
a) Para trazar una recta perpendicular a la anterior da clic sobre la herramienta Perpendicular; en la Vista
Grafica selecciona la recta 2x + ¥ — 3 = 0 (veras que aparece la recta perpendicular) y luego el lugar
donde quieras colocarla, dependiendo de ello quedara determinada su ecuacién en la Vista Algebraica.

€7 GeoGebra - o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

RYRSe v 52 1 Siol S PN ES Y >

» Vista Algebraica [X||~ Vista Grafica X
Punto [ R4

v oo
f

En la ventana, la recta
perpendicular se co-
; locé en el punto (4, 2),
por tanto su ecuacion
es—x+2y=0.

Entrada:

)( Perpendicular

b) Para trazar una recta paralela a 2x + y — 3 = 0 da clic sobre la esquina inferior 7 § ;":'e:a
derecha de la herramienta Perpendicular y selecciona Paralela; en la Vista e B;':"::
Grafica da clic sobre la recta 2x + y — 3 = 0 (verds que aparece la recta paralela) y L Tangots
luego selecciona el lugar donde quieras colocarla, dependiendo de ello quedara Q) Polar o Conjugado
determinada su ecuacién en la Vista Algebraica.

e Ajuste lineal

\ & Lugar Geométrico J




-

\_

Angulo de inclinacién de una recta:
5. Para calcular el angulo de inclinacién debe tenerse en consideracién la pendiente de la recta:

a) Pendiente positiva: traza la grafica de x — 2y + 1 = 0; en la barra de entrada escribe dngulo y en la lista
selecciona Angulo(<Lado(recta, semirrecta o segmento)>, <Lado(recta, semirrecta o segmento)>). En
lugar de <Lado(recta, semirrecta o segmento)> escribe primero y=0y luego la letra que aparece en la
Vista Algebraica antes de la ecuacion:

- o x

dita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

BEENcERNER

» Vista Algebraica? [X|| ¥ Vista Grafica

Punto fC~

® A=(1,0)

® B=(3,2) 4

Recta
/Angulo( <Lado (recta, semirrecta o segmento)>, <Plano> ) ® fx+2y=1
Angulo( <Punto (lateral)>, <Vértice>, <Punto (lateral antihorario)> ) Angulo L4
Angulo( <Punto (lateral)>, <Vertice>, <Angulo (de rotacion antihoraria)> ) A 5
Angulo( <Objeto (poligono, conica, vector, punto o numero)> ) Entrada: Angulo(y=0, f) - > 2
—>
Angulo( <Punto (lateral)>, <Vértice>, <Punto (lateral antihorario)>, <Direccion> ) = ! q

Entrada: { «
Cocohar
n 3 2 of 3 4 5 6 7

Entrada:

b) Pendiente negativa: traza la gréfica de 3x + y — 1 = 0; usando el comando Angulo(<Lado(recta,
semirrecta o segmento)>, <Lado(recta, semirrecta o segmento)>) escribe primero la letra que aparece
en Vista Algebraica de la ecuacidn y luego y=0:

o x

€7 Geotebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

A =00 4 N = 4
v Vista Grafica

» Vista Algebraica X
Punto
A=(1,0)
B=(3,2)
® Cc=(1,4)
® D=(1,-2)
Recta
fiox+2y=1
® g:3x+y=1
Angulo

e

Entrada: Angulo(g, y=0) [

BATTST, 3 4 5 6

D

Entrada:
Observa que GeoGebra devuelve el angulo medido desde la recta 3x + y — 1 = 0 hacia el eje positivo x.
Entonces el angulo de inclinaciéon de la recta serd igual a la diferencia de 180° menos el obtenido con
el comando.

Actividades

1. Verifica tus soluciones de los problemas desde la clase 3.1 hasta la clase 3.5 sobre intersecciones con los
ejes de coordenadas, intersecciones entre rectas, rectas paralelas y perpendiculares.

Si [, es la recta perpendicular a [ ‘X
2. Utilizando la recta [: y = —=3x + 2 y el punto que pasa por P y R es el punto de l P
P(-2, —1), determina el procedimiento con interseccion entre l'yllentonces,
GeoGebra para calcular la distancia desde el calcular d(P, 7) equivale a encon- . e
trar d(P, R). N m i
punto P hasta la recta /. %

3. Dadas lasrectas f: x —y—-5=0y g: 6x —y — 21 = 0, determina el procedimiento con GeoGebra para
calcular el angulo formado entre ambas rectas.

J

@



Secciones conicas

Las secciones conicas ha sido un tema que se ha estu-
diado desde la antigua Grecia, fueron descubiertas por
el matematico griego Menecmo hacia el afio 350 a.C.
aproximadamente. Este trabajo fue retomado y amplia-
do por el matematico turco Apolonio de Perge, quién
clasificé las conicas segun el tipo de corte que se hace
en el cono de doble hoja, y cuyo aporte mas importante
se encuentra en el descubrimiento de las propiedades
reflectivas que tienen; a partir de lo cual la fisica reto-
ma estos aportes para el disefio de sélidos geométricos
cuyas propiedades se aplican en Optica, disefio de rada-
res, antenas, sistemas de navegacion, sefiales, etc.

Unidad

4 1

El telescopio Maksutov - Cassegrain tiene
como principio el uso de lentes con forma
parabdlica e hiperbdlica.

Por otra parte, la aplicacion de las secciones coni-
cas resulté mucho mas interesante conforme el es-
tudio del universo retomo auge, hasta el punto en
que el astrénomo aleman Johannes Kepler, descu-
bre que la trayectoria de los planetas en el sistema
solar describe una curva eliptica y cuyo resultado

fue generalizado por el matematico vy fisico inglés

Las trayectorias de cuerpos celestes pueden

describir elipses (como el sistema solar),
pardbolas o hipérbolas (como los cometas). de un cuerpo celeste (cometa, planeta, estrella,

etc.) alrededor de una fuerza gravitatoria es una
curva conica.

Isaac Newton, quien demostrd que la trayectoria

En la unidad se abordan los contenidos de parabola, circunferencia, elipse e hipérbola,
vistos desde la geometria analitica. Ademas se incluyen las clases sobre aplicaciones de
las secciones conicas, en las cuales se utilizan las propiedades reflectivas de estas en la
elaboracion de instrumentos cientificos y tecnolégicos. Posteriormente se trabajan algu-
nas practicas en GeoGebra para consolidar los contenidos abordados.



1.1 Lugar geométrico de una ecuacion

Problema inicial

Grafica en el plano cartesiano el conjunto de puntos que satisfacen las ecuaciones:
a)y=2x+1 b)y=x*-1
Solucién

a) La ecuacion es una funcion lineal y su grafica en

el plano es:

b) La ecuacio

n es una funcién cuadratica y su gra-

fica en el plano es:

Por lo tanto, el conjunto de puntos que satis-
facen la ecuacion y = 2x + 1 es una linea recta.

Deﬁnicién

L

cenlaecu

-2 —1\)\/1 X

Por lo tanto, el conjunto de puntos que satisfa-

acion y = x*—1 es una parabola.

El lugar geométrico determinado por una ecuacién es el conjunto de puntos que satisfacen dicha ecuacion;
en casos particulares pueden ser figuras conocidas como un punto, una linea recta, una circunferencia, una

pardbola, etc.

>
Problemasm

1. Grafica en el plano cartesiano el lugar geométrico determinado por cada ecuacion.

a)y=x-4

a) y

B

w

b)y=-3x+2 c)y=x*-3
2. Determina las ecuaciones cuyo lugar geométrico corresponda a cada gréfica.
b)
4
4
3
2
1
1% -1 \ 1 2/ 3 X
-1
-2
N




1.2 Ecuacidn de un lugar geométrico™

Problema inicial

L Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A (0, 2) es igual

a la distancia al punto B(4, 0).

Solucién
Se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano.

En particular un punto que cumple es el punto medio del segmento AB.
Tomando en general los puntos P(x, v) que cumplen la condicién y utilizando
la distancia entre dos puntos:
d(A, P) = d(P, B)
V(x—=0)2+(y—-2)? =+(x—4)>+(y—-0)* elevando al cuadrado,
K+ —4y+4=)"—8x+16+)?
8x—-4y—-12=0.

Por lo tanto, la ecuacién que determina el lugar geométricoes2x—y—-3=0,y

graficamente es la recta perpendicular al segmento AB que pasa por su punto
medio (mediatriz del segmento AB).

simplificando la ecuacién,

Conclusién

J

4

3

1A P(x, y)

.
) .
B
-1 o 1 X

-1
-2
-3

Puedes comprobar que Ias}
rectas son perpendiculares.

Para deducir la ecuacidn que determina un lugar geométrico con condiciones especificas, se plantea la
ecuacion que cumple las condiciones requeridas, aplicando conceptos de distancia entre puntos, entre

punto y recta, etc.

Ejemplo

Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje x es siempre igual

a la distancia al punto A(0, 2).
En particular un punto que cumple es el punto medio de la distancia
entre el punto Ay el eje x.

Planteando la ecuacion para P(x, v) que cumple las condiciones:
d(P, Q) =d(A, P)
|y| =V(x=0)2+(y—2)*> elevando al cuadrado,

=
8
=

yi=xt+y -4y +4 simplificando la ecuacion,
x*—4y+4=0.

Y se puede expresar como: y = %xz +1.

o
2

"B

2o

Por lo tanto, la ecuacion que determina el lugar geométrico es x> — 4y + 4 =0, y es una parabola.

<
Problemasw

1. Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A(2, —3) es

igual a la distancia al punto B(0, —1).

2. Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la rectay =—1 es

siempre igual a la distancia al punto A(O, 1).

3. Deduce la ecuacidn que determina el lugar geométrico de los puntos que estdn a 2 unidades de distancia

del eje y.

4. Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos que estan a igual distancia del eje

x como del eje y.



1.3 Actividad introductoria

Materiales

N30

- Hoja de papel vegetal

- Plumén &
- Regla
Actividad

1. Dibuja una recta paralela al lado mas 2. Dibuja un punto arriba de la recta, y
angosto de la pagina, cercana al final en medio de la pagina.
de la misma.

3. Tomando el inicio de la recta, dobla la 4. Realiza el mismo proceso con puntos
pagina hasta hacer coincidir el inicio cercanos en la linea recta hasta llegar al
de esta con el punto dibujado. final de esta. Analiza la figura formada.

Definicion

La figura que queda marcada por los cortes de los dobleces es una parabola. Observa que cada punto de
ella cumple la condicidn de estar a igual distancia del punto dibujado como de la recta dibujada.

Preguntas

1. ¢Qué pasaria con la pardbola si el punto se separa mas de la recta dibujada?

2. ¢Qué pasaria si el punto se dibujara por debajo de la linea?

3. ¢Qué pasaria si la recta se dibujara vertical y con el punto a la derecha o izquierda de ella?

4. Analiza por qué se cumple que los puntos que determinan la parabola estdn a igual distancia del punto
como de la recta.




1.4 La parabola*

Problema inicial
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y =—p es igual
a la distancia al punto F(0, p).

Solucién
Se toman en general los puntos P(x, v) que cumplen la condicidn y se utiliza
la distancia de un punto a una recta y la distancia de dos puntos. J

Como la recta y =—p es horizontal, d(P, Q) =|y — (-p)]|.
Expresando la igualdad d(P, Q) = d(P, F):
ly = (=p)| =V(x—0)*+(y-p)*> elevando al cuadrado,

|y +p|?=x*+(y-p)? desarrollando los cuadrados,
Y2+ 2yp + pt=a2+y2—2yp + p? simplificando, YEp )
4yp = x? despejando y, ,
=10
y= Y

- . 1
Por lo tanto, el lugar geométrico es una parabola de la forma y = ax?, donde a = —.

4p
Definicién
La ecuacién que determina el espacio geométrico de una parabola estd dada por: y = %)xz.

En esta ecuacion, el vértice de la parabola siempre estara en el origen (0, 0).

) , Si el pardmetro p es negativo, la ecua-
El valor de p recibe el nombre de parametro.

cion determina una parabola abierta
hacia abajo.

El punto F(O, p) es conocido como el foco de la parabola, la recta y = —p
es conocida como la directriz de la pardbola. La recta perpendicular a la | Ademas, sila directriz fuera una recta

. . a q vertical de la forma x = —p, la parabo-
directriz que pasa por el foco de la parabola se conoce como eje. L . .
la seria horizontal y su ecuacién seria:

. x=— 2
Ejemplo 1 p
Determina la ecuacién de la pardbola con foco F(0, —3) y directriz y = 3.
L , 1 S
El valor de p = -3, entonces la ecuacion de la pardbola es y =mx2, simplificando queda: y = —%xz.
Por lo tanto, la ecuacidn es y = —1—12x2, y es una parabola abierta hacia abajo.
Ejemplo 2
Y

Determina el foco, la directriz y el vértice de la pardbolay = Ixz, luego localiza
cada uno en el plano cartesiano y grafica la parabola.

. 1_1 o
Se tiene que 27 1p es decir, p = 1.

Foco: F(0, 1) Directriz: y =—1 Vértice: V(0, 0)

1
N

*
Problemas‘

1. Deduce la ecuacién y grafica la parabola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

AF0,2,y=-2  BFO-1,y=1 oF0)y=-2 dF0-L)y=k e)F@0,x=-2

2. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuaciéon de la directriz, luego localizalos en el plano
cartesiano y grafica la parabola. . .
a)y=2x? b) y = —x? c)y=§x2 d)y=—zx2 e) x = 2y?



1.5 Desplazamientos paralelos

Problema inicial
Aplica desplazamientos verticales y horizontales para graficar el lugar geométrico que determina la ecua-
cién y = (x—2)> + 1 en el plano cartesiano. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacion de

la directriz. La gréfica de la funcion flx — h) + k, es la gra-

L. fica de la funcién f{x) desplazada A unidades
SO|UCIOI1 a la derecha y k unidades hacia arriba.

La grafica de la funcién y = (x — 2)* + 1, es la grafica de la funcién
y = x* desplazada 2 unidades hacia la derecha y 1 unidad hacia

arriba.
Determinandop dey=x* 1= %} , solucionando, p = %. Y
Ademas las coordenadas del vértice, el foco y la ecuacion de la !
directriz se desplazan de igual manera. 3
2
Ecuacion = x2 =(x=22+1 F
y 1 y=x-2) 5 i
1 1 _ 2
Foco F(O' 4) F(0+2'Z+ 1)' F(Z' 4) Sy 1 5
Vértice V(0, 0) V(0+2,0+1)=V(2,1) -1
. . _ 1 _3 g
Directriz =2 Y=72

En general
Para desplazar una grafica horizontalmente A unidades, se cambia la variable x por la expresién x — h; y
para desplazar una grafica verticalmente k unidades se cambia la variable y por la expresion y — k.

Entonces la ecuacidn de una parabola de la forma y=$x2 desplazada A unidades horizontalmente y k

. . 1
unidades verticalmente es: y —k = =(x — h)?. - - 1
4p En una pardbola desplazada con ecuacién y —k:E(x— h)?, se cumple]

que: V(h, k) F(h, p +k) Directriz: y=-p +k

Ejemplo
a) Determina la ecuacion que resuta al desplazar la pardbola y = 2x?, -3 Yy
unidades horizontalmente y 1 unidad verticalmente.

Sustituyendo x por la expresidon x — (—=3), y por la expresion y — 1:

y—1=2(x+3)> 0obieny =2(x+3)*+1
b) Grafica la parabola determinada por la ecuacion y + 2 = -2(x + 1)

Es la ecuacion de la parabola y = —2x*desplazada —1 unidad horizontal-
mente y —2 unidades verticalmente, como muestra la figura.

*
Problemasw
1. Determina la ecuacidn de la pardbola desplazada & unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,

en cada literal.
a)y=x*,h=3,k=2 b)y=3x3, h=-1,k=3 cy=-x*h=1k=-1

dy=-2x*,h=-2k=-1 e)y=2x,h=0k=3 f)y=-3x,h=-2,k=0

2. Grafica en el plano cartesiano la pardbola determinada por las siguientes ecuaciones. Luego determina
las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacién de la directriz de cada una.

a)y—-1=(x—-4) b)y+2=2(x-3)? c)y—-3=—(x+1)? dy+1=-2(x+1)

@



1.6 Procedimiento para completar cuadrados perfectos

Problema inicial
L Escribe el polinomio x? + 4x en la forma a(x — h)? + k.

Solucién
Para completar el cuadrado perfecto en la expresion se sumay
resta la misma cantidad para no alterar la expresién:

En el desarrollo del cuadrado de un binomio
se cumple que:
(x+a)=x*+2ax+a?

2 2
2 2 4 4 El término o’ puede obtenerse al dividir el
xX*+a4x=x*+4x + || —\5 o S o T
2 2 coeficiente que acompafia a “x” entre 2 y
o, , elevarlo al cuadrado. ,
_(x +4x+2)—4 (2_a)=a2
2
=(x+2)*-4

Por lo tanto, x? + 4x = (x+ 2)? — 4.

Conclusién
El método en el cual se sumay resta una cantidad adecuada para que una expresion se convierta en cuadra-
do perfecto se conoce como completar cuadrados perfectos, y es una estrategia muy Util para la resolucion
de problemas en matematica.

Ejemplo
Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.
a) x?—8x b) x> —4x + 2 c)2x*+12x + 10 d)3x?+12x-13
a)x*—8x =(x>—8x +4%)-42 b)x*—4x +2=(x*>—4x +22)—2+2
=(x—4)2-16 =(x=2)*-4+2
=(x-2)-2

c)2x?+12x + 10 =2(x? + 6x) + 10 d)3x?+12x - 13 =-3(x>-4x) - 13
=2(x*+6x+32-32)+10 =-3(x*—-4x +2>-2?)-13
=2[(x+3)*=9] +10 =-3[(x-2)*-4]-13
=2(x+3)?-18+10 =-3(x-2)2+12-13
=2(x+3)*-8 =-3(x-2)*-1

<
Problemasw

1. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.

a)x?+2x b) x? + 6x c) x? + 8x d) x?—4x e)x?+10x +1
flar—2x-1 g)2x*+8x+6 h) 3x>—6x -2 i)—x?—4x—4 j)—2x*+8x+3
X<

2. Utilizando la figura de la derecha:

a) Determina cuanto es el drea de la figura mostrada.

7

. e ’ !
b) Determina el area del rectdngulo que debe agregarse para formar un X
\

cuadrado. ~

~.




1.7 Ecuacidn general de la parabola

Problema inicial
t Grafica el lugar geométrico determinado por la ecuacion —x? + 4x —3 +y = 0.

Solucién y
Despejando y y completando cuadrados perfectos para x.
y=x’—4x+3 >
y=(x*—4x+2%)—-2>+3 4
y=(x—-2)-4+3 3
y=(x-2)32-1
Expresando de otra manera: Y —(~1) = (x—2)%. "
Por lo tanto la ecuacién y —x* + 4x — 3 = 0 es la gréfica de la parabola ¢ —— : —x
y = x? desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo. o
.. v
Conclusién h

. ., 1
Una parabola puede ser representada desarrollando los cuadrados perfectos de laecuaciéony —k = @(x —h)?
y dejando la ecuacién igualada a 0.

En general, para determinar los desplazamientos verticales y horizontales en una ecuacion de la forma

1
ax® + bx + cy + d = 0, se completan cuadrados perfectos y se expresa en la formay —k = 4—(x -h) Ala
ecuacion de la forma ax? + bx + ¢y + d = 0 se le llama ecuacion general de la parabola.

Ejemplo
Grafica la parabola determinada por la ecuacion 2x*> +8x +7+y =0 \Y; y
Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz. A
3X
Despejando y y completando cuadrados perfectos para x. T g7
y==2x"—-8x~-7
y==2(x*+4x)-7
y==2(x*+4x +2*=-2%) -7
y=-2(x+2)?+8-7
y=-2(x+2)0+1
Por lo tanto, es la parabola y = —2x? desplazada 2 unidades hacia la izquierda y 1 unidad hacia arriba.
Determinando p: -2 = %} , solucionando, p = —%.
Entonces:
Ecuacion y =-2x? y==2(x+2)?+1
1 A
Foco F(O, _E) F( 2, 8)
Vértice V (0, 0) V(-2,1)
1 9
Directriz Y=z Y=3
b
Problemasm
Para cada literal determina el vértice y grafica la pardbola correspondiente.
a)x’+2x+2-y=0 b)x>-4x+3-y=0 c)x*+4x+5+y=0 d-x*+2x+1-y=0

e)-2x*-12x-20+y=0 f)2x>-8x+5+y=0 g)3x*—-6x+5+y=0 h)3x?+6x+y+6=0

@



1.8 Lineas rectas y parabolas

Problema inicial

Determina las coordenadas de los puntos de interseccidon entre la parabolay =x?y larectay=x + 6.

Solucién
Siun punto estd en lainterseccion de las dos gréficas, dicho punto
debe cumplir tanto la ecuacién de la recta como la ecuacién de

la parabola. Asi, determinar los puntos de interseccidn equivale ¢
a encontrar las soluciones del sistema de ecuaciones: 10
9

yEX e (1)
- 8

y=x+6 - (2)
7-
Utilizando el método de sustituciéon y solucionando: 6
x*=x+6 igualando a cero, 5
x’-x—-6=0 factorizando, 4
(x=3)(x+2)=0 solucionando la ecuacién cuadratica, 3
x=30x=-2. X
1

Determinando el valor de y para cada valor de x:
. 3 -2 -1 o] 1 2 3 x

Six=3,entonces:y=3+6=09. d

Six=-2,entonces: y=-2+6=4.
Por lo tanto, los puntos de interseccion son (3, 9) y (-2, 4).

Conclusién
Las coordenadas de los puntos de interseccidon entre una pardbola y una linea recta, corresponden a las

soluciones del sistema formado por sus ecuaciones.
Al resolver el sistema pueden tenerse 3 casos:
1. La recta corta a la parabola en 2 puntos diferentes (es secante).

2. La recta corta a la parabola en 1 punto (es tangente o vertical).
3. La recta no corta a la parabola.

<
Problemasw

Determina los puntos de interseccidn entre la parabola y la linea recta de cada literal. Realiza la gréfica en
el plano cartesiano.

a) [y=x? b) [y=x2 c) [y=x-1 d) [y=x?+2x
y=3x y=2x+3 y=x+1 y=—x—2

e) [y=x2+2 f) [y=x? g) [y=x? h) [y=x2
y=5x-4 y=1 y=2x-1 y=x-1



1.9 Determinacion de parametros

Problema inicial
L Determina el valor de m en la recta y = 4x + m, para que esta sea tangente a la parabola y = x°.

Solucién
Para determinar los puntos de interseccidn se resuelve el sistema de ecuaciones:
— A2
y=Xx (1) Para que x? + 2ax + b sea cuadrado
y=dx+m - (2) perfecto se debe cumplir:
2
24\ _
_ ) -¢
Resolviendo: Porque: (x+a)?= x>+ 2ax +
2 —
x*=4x+m O bien en el discriminante de
x>—4x—-m=0 ax*+bx +c: b2—4ac=0.

Para que la recta toque en un punto a la parabola, la ecuacién cuadratica x> — 4x — m = 0 deberia tener
solamente una solucién, para ello, la expresion x> — 4x — m deberia ser un cuadrado perfecto.

Forma 1 Forma 2 Y
Utilizando la forma del cua- Analizando el discriminante .
drado perfecto: de la ecuacidn cuadratica:
3
2 —
_m=(i) b*-4ac=0 5
2 (~4) - 4(1)(-m) =0 .
m=-4 16=-4m )
2 -2 o 1 2 7
m=-4 4
Por lo tanto, el valor de m para que la recta y = 4x + m sea tangente a la ’
parabolay = x* es m = —4. -

Conclusién
La constante cuyo valor se desconoce, y se adecuia para que la figura cumpla ciertas condiciones se conoce

como parametro.
Para determinar el pardmetro en una ecuacion de recta para que esta sea tangente a una parabola, es ne-

cesario aplicar el analisis del discriminante o bien la forma del desarrollo de un cuadrado perfecto, de modo
que la ecuacion cuadratica tenga una sola solucion.

®
Problemas.w

Determina el valor (o valores) del parametro p en cada ecuacidn, para que la recta sea tangente a la para-
bola respectiva.

a) [y=x? b) [y=x?-2x+1 c) [y=-x*-3x d) [y=-x>-3x-5
y=6x-p y=2x+p y==x-—-p y=3x+p

e) [y = 4x? f) [y=—3x2+2x-3 g) [y=x h) [y=—x
y=4x-p y=-10x +p y=px-—4 y=px+16

@



1.10 Practica lo aprendido

1. Deduce la ecuacion y grafica la pardbola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

1 1
a) F(0,~2), y =2 b F(0,2), y=-2

. Determina la ecuacion de la pardbola desplazada A unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,
en cada literal.

a)y=4x>,h=-2,k=4 b)y=-2x*,h=-3,k=-3

. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.

a) x*—10x b) x>—4x -9 c)-3x>+6x—-2

. Grafica las siguientes parabolas en el plano cartesiano.

a) y = —2x b) y—1=—(x + 2)> c)2x’+4x—-y =0

. Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz de cada pardbola.

a)y:%xz b) y +3=2(x +5)? c)3x*-12x+7-y=0

. Determina los puntos de interseccién entre la pardbola y la recta de cada literal. Grafica en el plano car-
tesiano.

a) [y=-x*+2 b) [y=o2+2x+1 c) [y=—2
y=4x-3 y=-3x-3 x=-2

. Determina el valor (o valores) del parametro p en cada ecuacién, para que la recta sea tangente a la pa-
rdbola respectiva.

a) [y=x?-4x+5 b) [y=-9x?-6x-2 c) [y=4ax?
y=2x+p y=6x+p y=px-1

. Determina la ecuacion que corresponde a la grafica de cada literal.

a) y b) Y
<N
6 6
5 5
4 V¢
3 3
2 2
1 1

3 o1 2 3 4 5 X 3 o 1 2 3 2 35 ¥

4 -1
Y W




1.11 Aplicaciones de la parabola*

Problema inicial
Unaantena parabdlicade un canal de televisién
de cultura de El Salvador tiene 160 centimetros
de didmetro y una altura de 20 centimetros, si
se desea reparar el foco de la antena que se
dafid con la lluvia, éa qué distancia del centro
del disco debe colocarse el nuevo foco de la
antena parabdlica?

Una forma parabdlica es un cuerpo
geométrico, y resulta de girar una
parabola alrededor de su eje.

-

Solucién
Modelando la situacion en el plano cartesiano, por conveniencia se pue- 1
de utilizar una parabola de la forma y =%)x2. F

Entonces, como la pardbola tiene ancho de 160 cm, se puede considerar

la distancia desde el punto —80 hasta el punto 80 sobre el eje x. w y

Y dado que la altura es 20 cm, se puede considerar la distancia desde el -
punto 0 hasta el punto 20 sobre el eje y.

Entonces, la ecuacidn de la pardbola es de la forma y :%)xz y pasa por los puntos (—80, 20) y (80, 20).

Para determinar p, se puede sustituir el punto (80, 20) en la ecuacion, asi:

20 =%) 80% Resolviendo la ecuacion.

_80% _
P=7% 80
Luego, las coordenadas del foco son F(0, 80).

Por lo tanto, el nuevo foco de la antena parabdlica debe estar a 80 cm de distancia del vértice.

Conclusién
En una parabola, el foco cumple una propiedad reflectora impor-
tante: tomando cualquier linea desde el foco, esta sera reflejada en
una misma direccién, y también al recibir una linea paralela al eje,
esta sera reflejada hacia el foco. Esto vuelve a la parabola muy util
para su aplicaciéon a objetos de la vida cotidiana, como la antena
parabdlica.

*
Problemas‘

1. Una antena parabdlica que emite sefial de internet tiene desperfectos, su foco
no irradia correctamente la seiial, al cambiarlo es necesario saber a qué distancia
del centro del disco estaba. Determina dicha distancia si se sabe que el didmetro
del disco es de 1 metro y su altura es de 0.5 metros.

W
(2]
3

12cm

2. Un espejo para un telescopio reflector tiene la forma parabdlica de 12 cm de
didametro y 3 cm de profundidad, ¢a qué distancia del centro del espejo se con-
centrara la luz entrante?




1.12 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacién de pardbola. Modela cada situacién en el plano cartesiano.

1. En la escuela de Maria hay un problema de iluminacidn por las no- | 60 cm |
ches, y para mejorar la situaciéon, Maria planea construir una lam-
para parabdlica movil para el vigilante. Para ello cuenta con un reci-
piente parabdlico de 60 centimetros de diametro y 75 centimetros
de altura. ¢A qué distancia del centro del disco debe colocar Maria
el foco para que refleje la luz en una sola direccién?

2. El reflector de un proyector tiene forma parabdlica, con la fuente de luz en el foco. Si el reflector mide 12
centimetros de diametro y 8 centimetros de profundidad, ¢a qué distancia del vértice estd el foco?

3. En la comunidad de Antonio se quiere instalar un sistema de alarmas, en
caso de cualquier emergencia. Antonio debe construir algunos parlantes
parabdlicos, si el recipiente parabdlico tiene 24 cm de didmetro y 9 cm de
profundidad, ¢ddnde debe ser colocada la bocina para que emita el sonido
en la misma direccion?

4. José va de viaje de campo con su familia al Parque Nacional Monte-
cristo, ya que no desea contaminar, evita utilizar lefia para cocinar, en
cambio, lleva un recipiente parabdlico de metal, de modo que refleje
los rayos solares en un punto fijo (el foco). Determina a qué distancia
del vértice del recipiente debe colocar José la parrilla para cocinar, si
este tiene 1 metro de didmetro y 0.25 metros de altura.

5. Un plato receptor de sonido, que se emplea en eventos sobre la equidad de género, estd construido en
forma parabdlica con su foco a 12 cm del vértice, si en uno de estos eventos se dafid el plato y en los re-
puestos tienen de todas alturas pero de anchura solo hay de 8 cm, ¢de qué altura debe ser el recipiente
parabdlico para que el plato receptor de sonido funcione iddneamente?

N J

D




2.1 La circunferencia

Problema inicial
L Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al origen O(0, 0) es

igual a 3.
Solucién y
Se identifican en particular los puntos A(3, 0), B(0, 3) que cumplen la T
condicion. 4
. B
Tomando en general los puntos P(x, ) que cumplen la condicidon y
utilizando la distancia entre dos puntos. 2 P
3
d(P,0)=3 1 R
\V(x—0)2+(y—-0)? =3 elevando al cuadrado, F 1 2 i

x*+y?=9,

Por lo tanto, la ecuacién que determina el lugar geométrico es:
x2 +yz =32,

Definicién
El lugar geométrico de los puntos cuya distancia r a un punto fijo Ilamado centro se mantiene constante se
conoce como circunferencia.

La ecuacion que determina la grafica de una circunferencia con centro en el origen del plano cartesiano y
con radio r esta dada por: x* + y* = r2.

Ejemplo 1
Determina la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y de radio 4.

La ecuacion es, x* + y> = 4?0 bien, expresado de otra manera, x> + y*> = 16.

Ejemplo 2
Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinada Y
por la ecuacién x> + y> = 4.

Expresando la ecuacion x? + y* = 4 como x? + y* = 22, es una circunferen- 1
cia con centro en el origen y radio 2. ¢

*
Problemasw
1. Deduce la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen con el radio dado en cada literal.

a)r=1 b)r=6 c)r=% d)r=% e)r=+5

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

@

a)x*>+y*=25 b) x> + y*=100 c)x2+y2:% d)x*+y*=3



2.2. Desplazamientos paralelos de la circunferencia*

Problema inicial
L Deduce la ecuacidn de una circunferencia con centro en el punto C(2, 3) y radio 1.

Solucién 1
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidn y utilizando la distancia entre un punto P

y el punto C(2, 3). d(P,C)=1

\V(x—2)>+(y—-3)?> =1 elevando al cuadrado,
(x=2)2+(y-3)?=1.

Solucién 2

Tomando la ecuacion de la circunferencia de radio 1, con centro en Yy

el origen, x* + y*=1.

. . . C
Entonces, la circunferencia de radio 1y centro C(2, 3) resulta de 3 >\;
desplazar la circunferencia con centro en el origen, 2 unidades a 5
la derecha y 3 unidades hacia arriba (como lo muestra la figura). )
La ecuacion de la circunferencia desplazada 2 unidades a la dere- 5 5 X d kb 5 X

chaes: (x—2)2+y*=1. =

Ahora, la ecuacidén de la circunferencia desplazada 3 unidades ha-
ciaarribaes: (x—2)%+ (y-3)*=1.

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia con centro en el pun-
toC(2,3)yradioles: (x—2)+(y—-3)°=1.

Conclusién

La ecuacién que determina la grafica de una circunferencia con centro C(A, k) y radio r esta dada por:
(x—h)2+(y-kP=r

Ejemplo 1

Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C(2, —1) y radio 2.
La ecuacidn es, (x —2)? + [y — (-1)]*> = 220 bien, expresado de otra manera, (x —2)* + (y + 1) = 4.

Ejemplo 2
Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinado por
la ecuacion: (x + 1)+ (y—1)2=4

Expresando la ecuacién (x + 1) + (y —1)* =4 como [x — (-1)]* + (y = 1)* = 22,

es una circunferencia con centro C(-1, 1) y radio 2. T X
-2
>
Problemasw
1. Para cada literal deduce la ecuacién de la circunferencia con centro en el punto Cy radio r.
a)C(4,1),r=3 b) C(-2,5), r=2 c)C(3,-4),r= % d)C(-2,-2),r= V6

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.
a)(x=3+(y-1 =9 b)(x-4) +(y+3)?=25 ) (x+3)+(y-4)= % d) (x+1)*+(y+1)*=5



2.3 Ecuacion general de la circunferencia

Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion x> + y* + 4x -2y + 1 =0.

Solucién
Completando cuadrados para expresar la ecuacién en la forma (x — h)? + (y — k) = r:

X+y*+4x-2y+1=0
(+4x)+(y* =2y)+1=0
(*+d4x+4)-4+(y* —=2y+1)-1+1=0

reordenando y agrupando, Y

completando cuadrados,

simplificando,

(x+2)?-4+(y—-1)>-1+1=0 transponiendo,
(x+2)0+(y —1)0°=4

(=2 + by — 1= 2%

expresado de otra manera,

Por lo tanto la figura determinada por la ecuacién x> + y* +4x -2y +1=0
es una circunferencia con centro C(-2, 1) y radio 2.

Conclusién
Una circunferencia puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacion (x — A)? + (y — k)? = r?
y dejando la ecuacién igualada a 0.

En general, para determinar el centro y el radio de una circunferencia con ecuacién x? + y*+ cx + dy + e =0,
se completan cuadrados perfectos en x y y, se expresa en la forma (x — h)? + (y — k)> = r2. A la ecuacidn de
la forma x? + y> + cx + dy + e = 0 se le llama ecuacién general de la circunferencia.

Ejemplo
Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion 4x? + 4y>— 16x + 8y + 19 = 0.
4x* + 4y*—16x+8y+19=0 dividiendo por 4 cada miembro, y
X—A4x+y*+ 2y + % =0 completando cuadrados, )
(x=2) -4+ (y+1)2 -1+ 1749:0 simplificando y transponiendo, !
1 -2 -1 0 1 2 X
(x—2)+(y +1)’= 7 expresado de otra manera, A @
2 -2
(-2 +(y - (1P = (1)

Es una circunferencia con centro C (2, —1) y radio %

<
Problemasm

En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano car-
tesiano la figura que corresponde a cada ecuacion.
c)x*+y’—6x+8y+16=0

a)x’+y’—4x—-4y—-8=0 b)x*+y*+2x-2y-2=0

d)x2+y’+6x+4y+4=0 e)x*+y’—10y+9=0 fla?+y*+6x+8=0

g) 4x* +4y*—32x—-16y+71=0 h) 9x? + 9y*+ 54x + 18y + 74 =0

58/



2.4 Recta tangente a una circunferencia*

Problema inicial

L Demuestra que la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x> + y? = r> en el punto P(x,, y,) estd dada

por:x,x+Yy,y=rk

Solucién
El punto P(x,, v,) satisface la ecuacion x> + y,2 = r2.

Six,=0, entonces y,=r 0 y,=-r.Larectatangentees:y=roy=-ry
se cumple que: y,y =12
Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente esta dada por: x,x + y,y = 12

Siy,=0, se procede andlogamente.

Six,#0yy,# 0, el radio OP es perpendicular a la tangente en el punto P,
ademas la pendiente de OP es %, por lo tanto, la pendiente de la recta
tangente es: m = —%. '

Aplicando la ecuacién punto-pendiente con m y P:

Y=y, = —%(x— x,) multiplicando por y, y simplificando: x,x+y,y =x>+y:=r%

y
x=-r =r
r
y=r
o)
=7 r x
- y=-r
y
r
P(x, )

=T

a
N

Por lo tanto, la recta tangente a la circunferencia x? + y> = r? en el punto P(x,, y,) esta dada por la ecuacion:

XX +yy=r?
Conclusién

La ecuacion de la tangente en el punto (x,, ,) de la circunferencia x? + y*> = r* es x,x + y,y = % Por ejemplo,
para determinar la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x> + y* = 2 en el punto P(—1, 1), se puede

hacer de la siguiente manera:

—1x+1y=2, obienx—-y+2=0.

Ejemplo

Determina la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia (x — 4)? + (y + 3)> =5 en el punto P(2, —4).

La circunferencia (x —4)*+ (y + 3)*> =5 es la circunferencia x? + y> = 5 desplazada
4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo, entonces se puede calcular la recta
tangente a la circunferencia x* + y*> =5 pero en el punto P desplazado 4 unidades
a laizquierda y 3 hacia arriba, es decir, en el punto P’(2 -4, -4 + 3) = P’(-2, -1).

Y

N

Ahora aplicando el resultado del Problema inicial, la recta tangente m serd: <
—2x+(-1)y =5, 0bien2x+y+5=0.

Y desplazando la recta 4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo:
2(x—4)+(y+3)+5=0,0bien2x+y=0.

A4

Por lo tanto, la recta tangente [ a la circunferencia (x — 4)?+ (y + 3)*=5 en el punto P(2, —4) es: 2x +y = 0.

>
Problemasm

Para cada literal determina la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia en el punto P.

a) x>+ y*=25,P(-3, 4) b) x>+ y>=5,P(1, 2)

d) x> +y*=10, P(3, -1) e)x*+y*=1,P(-1,0)

g)x*+(y—4)2=2,P(-1,3) h) (x +3)*+ (y +1)*=4, P(-1,-1)

c)x*+y*=13,P(2,-3)
f)x®+y*=9, P(0,-3)

i) (x=2)%+(y+3)*=17,P(3,1)

D



2.5 Rectas secantes a una circunferencia

Problema inicial
L Determina los puntos de interseccion de la circunferencia x>+ y>=5conlarecta 3x + y+5=0.

Solucién
La interseccidon es un punto que estd en la recta y también en la

circunferencia, entonces encontrar los puntos de interseccidon entre
una circunferencia y una recta equivale a resolver el sistema de
ecuaciones:

Utilizando el método de sustitucion, despejando y en la ecuacion (2).
y=-3x-5

Sustituyendo en la ecuacién (1) y resolviendo: f
x*+(-3x-5)*=5
x*+9x*+30x+25-5=0
10x?+30x+20=0
x*+3x+2=0
(x+1)(x+2)=0

x=-10x=-2

Entonces las coordenadas en x de los puntos donde se intersecan larecta y + 3x + 5 =0y la circunferencia
x*+y*=5sonx=-1y x=-2,y lacoordenada en y puede determinarse sustituyendo cada valor de x en
la ecuacion (2):
Six=-1, entoncesy =—-3(-1)-5=3-5=-2
Six=-2,entoncesy =-3(-2)-5=6-5=1

Por lo tanto, los puntos de interseccién son: (-1, -2) y (-2, 1).

Conclusién
Para determinar los puntos de interseccidon entre una recta y una circunferencia, se resuelve el sistema de

ecuaciones, una lineal y otra cuadratica, utilizando el método de sustitucion.
Si el sistema tiene dos soluciones reales, significa que la recta es secante a la circunferencia.
Si el sistema tiene una solucion real, la recta es tangente a la circunferencia.

Si el sistema no tiene solucidn real, significa que la recta no corta a la circunferencia.

El valor de y de los puntos (o punto) de interseccion se determinan sustituyendo en alguna ecuacion los
valores de las soluciones al sistema de ecuaciones que se resuelve.

*
Problemasw

Determina los puntos de interseccién de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x?+y*=1;x+y=0 b)x*+y>=25;x+y—-1=0 c)x*+y*=5-x+y+1=0
d)x*+y>=13;x+5y—-13=0 e)x*+y*=10;x-2y-5=0 f)x*+y*=17;3x+5y—-17=0

@



2.6 Practica lo aprendido ~

1. Para cada literal deduce la ecuacidn de la circunferencia con centro en el origen y el radio indicado.
a)r=2 b) r=+7
2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.
24 y2=1 2 2 = 25
a) x*+y*=16 b) x*+y2= 3
3. Deduce la ecuacion de la circunferencia con centro en el punto Cy el radio r de cada literal.
2
a)C(3,-2),r=10 b) C (4, -3), r=3

4. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

a) (x+2)2+(y-37=9 b) (x + 1)+ (y + 2= =

5. En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano
cartesiano la figura que corresponde a cada ecuacion.

a)x2+y’—10x+6y+18=0 b) 4x” + 4y* +24x + 16y + 27 =0

6. Determina la ecuacidn de la recta tangente a la circunferencia en el punto P de cada literal.

a) x> +y*=10, P(-3, 1) b) (x —2)*+ (y +3)*=5, P(0, -4)

7. Determina los puntos de interseccién de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x*+y*=8x-y=0 b) x2+y2=20;3x-y—-10=0

8. Determina la ecuacién de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x* + y? = 10 cuya pendiente es —3.

9. Determina la ecuacidn de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x* + y? = 2 que pasan por el punto
P(2, 0).
Puedes graficar para comprender mejor la
situacion.

10. Demuestra que la tangente en el punto P(x,, y,) de la circunferencia (x — h)? + (y — k)* = r? es:
(¢, = h)(x—h) + (y. = k)(y —k) =7




Problema inicial
El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque Bi-
centenario de esta ciudad; el terremoto afectd a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si la ciudad de
Antiguo Cuscatlan se ubica a 1 km hacia el oriente y 2 km hacia el sur del epicentro, entonces éfue afectada
por dicho terremoto?

Solucién
Representando la situacion en el plano cartesiano y ubicando el epi- Y
centro en el origen del plano cartesiano. 10

Dado que el terremoto tuvo un alcance de 10 km a la redonda, se
puede modelar con la ecuacion de la circunferencia con centro en el
origen (epicentro) y radio 10, asi:

X2 +y2 =100 Epicentro
of

Ubicando Antiguo Cuscatlan en el punto P(1, -2).

Con el grafico se puede observar que si el punto estd dentro de la
circunferencia entonces es afectado por el terremoto, y si esta fuera no. ~To}

Analizando en la ecuacidn, si se sustituye el valor de x y de y del punto P se tiene:
12+ (-2)’=1+4=5

El resultado es menor que 100 (5 < 100), si el punto fuera igual a 100 estaria en la circunferencia, y si fuera
mayor que 100 entonces estaria fuera de la circunferencia.

Por lo tanto, Antiguo Cuscatlan si fue afectado por el terremoto con epicentro en el parque bicentenario.

Conclusién
Es posible resolver algunos problemas de la vida cotidiana utilizando ecuaciones de circunferencias, para
ello es necesario modelar la situacién en el plano cartesiano, a partir de ello se puede interpretar la infor-
macion y dar solucién a la situacion.

b

E

1. El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque
Bicentenario de esta ciudad; el terremoto afectd a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si el volcan del
Boquerdn se ubica a 7 km hacia el poniente y 8 km hacia el norte del epicentro, entonces ifue afectado
por dicho terremoto?

2. Una avioneta de fumigacidon vuela en circulos, y alcanza a fumigar hasta 13 m a la redonda, considerando
como centro la casa de un campesino. El terreno tiene 30 metros de largo por 20 metros de ancho, y la
casa del campesino se encuentra justo al centro del terreno. Determina si las plantaciones de frijol ubi-
cadas a 11 metros al poniente de la casa y 5 metros al sur, llegan a ser fumigadas por la avioneta.

3. En las fiestas patronales de San Salvador se coloca el juego mecdnico conocido como “la voladora”. Si
esta rueda apagada cubre un radio de 2 metros y los asientos cuelgan de cadenas de 1 metro de longi-
tud, determina si al ubicar la caseta de control a un metro al oriente y 3 metros al sur del centro de “la
voladora”, dicha caseta no sera impactada por la maquina al encenderse.



3.1 Actividad introductoria

e
Materiales » #
- 2 tachuelas - Hoja de papel vegetal
- Trozo de cuerda - Compas
- Lapicero - Plumodn DN
'

Actividad 1 2. Toma la cuerda con la punta del lapicero hasta
tensarla, desliza el lapicero manteniendo Ia
1. Asegura los extremos de la cuerda cuerda tensada hasta llegar al punto donde
con lastachuelas sobre una superficie iniciaste. o
adecuada.
Actividad 2
1. Dibuja una circunferencia lo mas 2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
grande posible sobre el papel vege- quede exactamente sobre un punto de la circun-
tal. Y coloca un punto adentro de di- ferencia.

cha circunferencia.

3. Realiza el mismo proceso con puntos
cercanos en la circunferencia hasta
llegar al punto donde se inicié. Ana-
liza la figura formada.

Definicion
La figura que queda marcada en ambas actividades es una elipse. Observa que cada punto de ella cumple
la condicion de que la suma de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene constante.

Preguntas
1. ¢Cudnto mide la suma de las distancias de un punto de la figura dibujada a cada tachuela?
2. ¢Coémo es la suma de la distancia de un punto a las dos tachuelas respecto de la longitud de la cuerda?
3. ¢Qué sucede si en la Actividad 2 el punto esta sobre la circunferencia?
4. {Qué sucede si en la Actividad 2 el punto es el centro de la circunferencia?




3.2 La elipse*

Problema inicial ~
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los Recuerda que el lugar geométrico que
puntos que cumplen que su distancia a un punto fijo F (-c, 0) cumple esta condicion es una elipse.

sumada con la distancia a otro punto fijo F,(c, 0) es siempre igual
a2a,dondeO<c<a.

& J

Solucién
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y Y
utilizando la distancia entre dos puntos.

d(P,F)+d(PF)=
V(x+c)+(y—0) +V(x—c)?+(y-0) =2a Fy o F
elevando al cuadrado:  (x—c¢)*+y?> =4a?—4aN(x+c)>+y? +(x+c)+3?, '

simplificando: av(x+c)+y? =a’+cx,

B
P

N

elevando al cuadrado: a?[(x + ¢)? + y?] = a* + 2a’%cx + c2x?,
simplificando: (@ = c?)x* + a*y? = a?(a® - c?).

Dado que 0 < c< @, se cumple que a®>—c*> 0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b? = a? - ¢?,
donde b > 0. Sustituyendo en la Gltima igualdad:

b2 + a?y? = a2b?

Dividiendo por a?b? ambos miembros de la igualdad se puede expresar como: = + zz =1.
Definicion
La ecuacidén que determina el lugar geométrico de una elipse esta dada por x? > + zz =1.

Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de la elipse, y tienen coordenadas: En la ecuacién de la elipse,
si a = b, el resultado es

Fl(—\jaz -b%,0)y Fz(\laz -52,0). una circunferencia. Por lo

Y la suma de las distancias de un punto de la elipse a cada uno de los focos es 2a. | tanto la circunferencia es
un caso particular de la

elipse.

Ejemplo

Deduce la ecuacion de la elipse cuyos focos son F (=3, 0) y F.(3, 0), y cumple que a = 5.

De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =3y a = 5 por hipdtesis, para calcular b se tiene que:
a?—c?=b? entonces, b>=52-32=25-9=16 =42,

Por lo tanto, la ecuacidn de la elipse es: ? + y =1, 0 bien, < E + fs = 1.

b 2
Problemasw
1. Deduce la ecuacién de las elipses de cada literal.

a) F,(~4,0), F,(4,0),a=5 b) F,(~2,0), F,(2,0), a =3 ¢)F,(~1,0),F(1,0),a=

2. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.
Y LY Y
a)—+ =1 b) 7+5 =1 c)—+ =1

® : 3



3.3 Elementos y propiedades de la elipse

Problema inicial ¥ ~
2 2
En la grafica de la ecuacidn de la elipse % + % =1, determina las N
coordenadas de los puntos A,A,B,B,. 5,
/ /.4“. .
A Fy y’%
B,
k \/y )
Solucién
Dado que A , A, estan sobre el eje x, se puede evaluar la ecuacion de la elipse en y = 0.
xr 02 x? .
Pl 1, entonces, pei 1 y resolviendo.
x*=a?
x=ta
Analogamente, como B, B, estan sobre el eje y, se puede , . x
evaluar la ecuacion de la elipse en x = 0 y se tiene que:
y=1b .
Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son: \,31/
Al(_al O)r Az(ar O), Bl(or _b)r Bz(ol b)
Conclusién
Los puntos extremos de la elipse que se encuentran sobre el eje x y sobre el eje y se llaman vértices, y
tienen coordenadas A (-a, 0), A,(a, 0), B,(0, —b), B,(0, ). El punto medio de los vértices horizontales (o
verticales) se llama centro de la elipse. - /y\
Vértice
El segmento de recta que pasa por los focos de la elipse y cuyos 15 o
extremos son vértices de la misma, se llama eje mayor de la Vé"{fmmce
elipse, y su longitud mide 2a. i fo Ea T
' Eje mayor|<-Eje me
El segmento de recta cuyos extremos son vértices de la misma y A
es perpendicular al eje mayor se llama eje menor de la elipse, y Vértice 7y
su longitud mide 2b. Para graficar la elipse, coloca los vértices A , A,,
B,y B,; o bien traza los ejes mayor y menor.
Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, longitudes del eje mayor y el eje menor de la elipse
2 2
;-5 + % = 1. Luego graficala en el plano cartesiano. y
T8
Determinando los valoresde @, b, c: a=5,b=3,c=V52-32 =+16 =4. 2_4\
L A (-5,0),A.(5,0 Longitud del eje mayor = 2(5) = 10 A
Vértices A ) A5, 0) g. J V (5) b Ax
B,(0,-3), B,(0, 3) Longitud del eje menor=2(3)=6 ol 2 3 4
Focos F,(-4,0), F(4,0)
rBl

*
Problemasm

Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y el eje menor de cada

elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.
xZ yZ xZ yZ 2
= 4L = — 4+ = =

&l

g X2
+ 2 1 d)4+y 1




3.4 Desplazamientos paralelos de la elipse

Problema inicial

) . ) . (=3 (y+4)
t Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacidn —5—+t 7 =1.
Solucién R
Considerando la ecuacion de la elipse 5 + yj =1 ydesplazandola
3 unidades hacia la derecha y 4 unidades hacia abajo, se obtiene , e
la ecuacién: 1
(x-3)° (v+4)? _
gt 7 =1
2 2
Por lo tanto, la grafica es la elipse % + y? =1 con centro (3, —4).
Conclusién
La ecuacidn de una elipse desplazada A unflldzad((eys hko)zrlzontalmente y k e are peE desslEmE 1
unidades verticalmente est4 dada por: %+ 5 =L fica h unidades horizontalmente, y k

unidades verticalmente se cambia la
Para graficarla, se puede ubicar el centro y graficarla como si este fuese el  variable x por la expresién x — h; y la
origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla.  Variabley por la expresion y — k.

Ejemplo 1
2 2
Determina la ecuacién de la elipse % +% =1 desplazada —3 unidades horizontalmente y 2 unidades
verticalmente.

o L3 =27
Tomando la ecuacién original y reemplazando x por [x — (=3)], y ¥ por (y — 2): et T 1.

Ejemplo 2

Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor de la elipse

2 +1)? , .
(362+—52)+(y1—6) = 1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

2 2
Esta elipse es equivalente a la elipse 2% +f—6 =1 desplazada —2 unidades horizontalmente y —1 unidad

verticalmente. Nota que los vértices y los focos se desplazan de la misma manera.

Yy
Ecuacion 2%+i}—; =1 (x;_sz)z_,_%: 1 %
— | A
(0,-4),B,(0,4)| B (~2,-5), B,(-2,
Focos F,(=3,0), F(3,0) | F(-5,-1),F,(1,-1)
;"a';i':‘;d;iiiﬁfr 2a=10,2b=8 | 2a=10,2b=8

>
Problemasw

1. Para cada literal determina la ecuacion de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades

verticalmente.
Ly =1 k= L =3 k=— x
a)25+9-1,h 1, k=2 b)9+4-1,h 3,k=-1 c)

Yo =) k=—
T =1,h=-2,k=-2

2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y eje menor. Luego gra-
fica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.

(x=3) , =30 _ (x+2)? (y=1) _ (x+1P (+1)2_
a)T+4-1 b)16+4-1 c) 25+4—1

@



3.5 Ecuacion general de la elipse

Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion 9x? + 25y? — 18x — 100y — 116 = 0.

— 2 — )2
Expresa la ecuacion en la forma & azh) + (ybzk) Sl

Solucién
Completando cuadrados para x y para y: y
9x? + 25y - 18x—100y-116=0 ordenando y agrupando, B
9(x*>—2x)+25(y>*—-4y)—116 =0  completando cuadrados, N
9(x—1)>+25(y—2)>*-9-100-116=0 sumando e igualandoa 1, Ay El i E 2 A,
S —1)*  25(y-2)* _ . e - T
22(536_—1)2+(2;5_—2)2 : i :lcr;r;pzllzfl;ando y dividiendo - —3\2{_%,9‘1@:/3%5 3
25 9

Por lo tanto, la grafica es la elipse con centro (1, 2) y vértices A (-4, 2), A,(6, 2), B,(1, 1), B,(1, 5).

Conclusién

Una elipse puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacion
do la ecuacién igualada a 0.

w-h)?  -k?
a?

7 =1 y dejan-

En general para determinar el centro y los vértices (eje mayor y menor) de una elipse cuya ecuacion sea de
la forma dx? + ey? + fx + gy + h = 0, se completan cuadrados perfectos en xy y, para expresarla en la forma

= h) h)z +UTk) =1. A la ecuacion de la forma dx? + ey? + fx + gy + h = 0 se le llama ecuacién general de
la ellpse.

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de la elipse:
4x* + 25y? + 16x — 50y — 59 = 0 y graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

4x* + 25y + 16x—50y—-59=0
4(x+2)*+25(y—-1)*>-16—-25-59=0
4(x +2)° +25(y—1)2 -1

100 100 B N e B
(x+2) (=17 _ 4 B
25 4 L
Entonces el centro de la elipse es el ., X, Y2 (x+2)2  (y-1)?
E =+ =1 —t—"=1
punto C(-2, 1). cuacion 25 4 25 4
. . - Vérﬁces Al(_SI O)r Az(sl O) 1( ) 1)r A2(31 1)r
Esta ellpse es equivalente a la elipse B,(0,-2), B,(0, 2) | B,(-2,-1), B,(-2, 3)
X 4+ ¥ - 1 desplazada -2 unidad
Et2 esplazada —2 unidades Focos Fl(_\/ﬁ’ 0), F(-2- V21, 1),
honztontalmente y 1 unidad vertical- F,(v21, 0) F (-2 +21,1)
mente.
Longitudes de los ejes 2a=10,2b=4 2a=10,2b=4

b
Problemas.
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de cada elipse.
Luego graficala en el plano cartesiano.

a)4x*+9y*+8x+18y—-23=0 b)3x*+4y*—12x+16y+16=0 c)8x*+9y*—16x—18y—-55=0
d) 7x* +16y*+ 14x—64y—-41=0 e)4x*+9y*-36y=0 f)x’+4y*+4x=0

@



3.6 Practica lo aprendido ~

1. Deduce la ecuacién de las elipses de cada literal.

a) F,(-2,0),F,(2,0),a=3 b) F,(—\7, 0), F,(7, 0), A (-4, 0), A.(4, 0)

2. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.

2 2 2 2 2
a)H+y =1 b) 5+ =1 o) =+L =1

3. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, las longitudes del eje mayor y el eje menor de cada
elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

Ly XY
a)16+9—1 b)8+4-1

4. Para cada literal determina la ecuacion de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

2

iz y—z— = — = — y—Z: = = —
a)25+16—1,h 2, k==2 b) *5 1,h=3k==2

&l

5. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor. Luego
grafica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.

a) %.ﬂy_Tl)z:l b)(x;3)z+b~;3)z=1

6. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y el eje menor de
cada elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

a)4x?+9y*—16x+36y+16=0 b) 4x* +9y*+24x=0

7. Encuentra la ecuacidn que determina cada una de las siguientes elipses.

a) y b) Y

| >
B
7
R
>
*M
2




3.7 Aplicaciones de la elipse*

Problema inicial

Se disefia una lampara con forma semi-eliptica (la Fsz Una forma eliptica es un cuerpo\\
mitad de una forma eliptica) de 13 cm de altura de : geométrico que resulta de girar
modo que proyecta la luz emanada desde un foco umnaioerl'pse alrededor de su eje
hacia el otro que estd a 25 cm de distancia del vér- '
tice de la ldmpara. Determina de cuanto deberia ser
el diametro de la [dmpara para que funcione correc-
L tamente. ) )
Solucién

Considerando una elipse con centro en el origen, en-
tonces uno de los vértices tendra coordenadas (13, 0),
y uno de los focos (12, 0), por lo tanto a = 13, ¢ = 12,
entonces:

b2=13°-12’=169-144 =25 =5’ /
\
a*=13? py

2 2
Y la ecuacién de dicha elipse sera: 1x_32+ % =1.

Entonces el didmetro estard dado por la medida del
eje menor de la elipse, es decir, 2b = 2(5) = 10.
Por lo tanto, el didmetro de la ldmpara debe ser 10 cm.

Conclusién

<
Problemasm

En una elipse, los focos cumplen una propiedad reflectora im-
portante: una linea tomada desde un foco de la elipse, sera re-
flejada por esta exactamente sobre el otro foco.

Esta propiedad reflectora parecida a la de la pardbola hace que
la elipse o las formas elipticas posean gran aplicaciéon en ambi-
tos cientificos, arquitectdnicos, acusticos o artisticos.

oJ1aWelp
°
v,
=

—-10

1. Una ingeniera eléctrica disefia un reflector de luz semi-eliptico para un teatro, dicho reflector tiene 13
centimetros de altura y 10 centimetros de didmetro. Determina a qué distancia del vértice del reflector

concentrara la luz dicho reflector.

2. Un puente cuya abertura tiene forma semi-eliptica sobre un rio tiene 28 metros de largo y una altura de
12 metros sobre el nivel del rio. Determina la altura maxima que debe tener un barco de 14 metros de

ancho para que pase con total seguridad bajo el puente.

Lw ZI_I

Asume que el barco es si-
métrico respecto el eje ver-
tical, y que pasa justo en
medio del puente. Ademas
piensa que el barco tiene
la misma altura en todo
punto.



Resuelve los siguientes problemas de aplicacidn de elipse. Modela cada situacion en el plano cartesiano.

B 1. Un paso a desnivel construido en forma semi-eliptica tiene 12 metros de largo y una altura maxima de 3
metros a partir del centro. Determina la altura maxima que debe tener un camidn para pasar por debajo
del paso a desnivel, si la anchura de este camidn es de 3 metros del centro de la calle hacia cada lado.

B 2. Una arquitecta y un ingeniero trabajan en el disefio de un puente con forma semi-eliptica para un rio de
30 metros de ancho. El puente debe ser tal que un barco de a lo sumo 20 metros de ancho y 3 metros
de alto pueda cruzar debajo de este con total seguridad. Determina la altura que debe tener el puente.

3. La Tierra cumple con recorrer una orbita eliptica en exactamente un afio, dicha elipse tiene como uno de
sus focos el Sol. El instante en el que la Tierra se ubica mas cerca del Sol se conoce como perihelio y son
aproximadamente 147 millones de kilémetros de distancia; mientras que el instante en el que estd mas
alejada del Sol se conoce como afelio y se ubica a una distancia aproximada de 153 millones de kiléme-
tros. Determina la ecuacién de la érbita de la Tierra.

El astrbnomo y matematico aleman Johannes
Kepler, estudié y descubrié las tres leyes del
movimiento de los planetas, la primera de las
cuales se enuncia: “Los planetas tienen movi-
mientos elipticos alrededor del Sol, estando este
situado en uno de los dos focos que contiene la
elipse”.

15m

4. Una estructura arquitecténica fue disefiada para poder enviar se-
cretos a otra persona sin que los demas los escuchen. La forma de
su disefo es semi-eliptico(aprovechando las propiedades focales
de la elipse), la altura de dicha estructura en el punto mds alto
es de 15 metros y la distancia entre los vértices del salon es de  Si dos personas estan sobre los
34 metros. Determina la ubicacion que deben tener dos personas ~ focos de la elipse, las ondas de

sonido que salgan de un foco seran
para que uno pueda escuchar al otro aunque se hablen por susu- ! . .

reflejadas directamente hacia el
rros.

otro foco.

e e

5. Para curar los calculos renales en una persona, en ocasiones se
utiliza un procedimiento conocido como litotripcia. Este procedi-
miento utiliza una cubierta semi-eliptica, y se fundamenta en la
propiedad de los focos de una elipse: se localiza un aparato ge-
nerador de ondas de choque en el foco de la elipse y estas ten-
drdn efecto sobre el otro foco, lugar donde se encuentra el célculo
renal. Si el aparato tiene 13 cm de altura y 10 cm de diametro,
determina a qué distancia podria estar el calculo para poder pul-
verizarlo utilizando este aparato.




4.1 Actividad introductoria

Materiales
- Hoja de papel vegetal
- Comp’as N
- Plumén »
Actividad 2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
1. Dibuja una circunferencia no demasia- quede exactamente sobre un punto de la cir-
do grande sobre el papel vegetal, colo- cunferencia.

ca un punto en su centro y otro afuera
un poco lejos de dicha circunferencia y
alineados verticalmente.

0 )

4. La figura que se forma tiene dos ramas vy el
centro de la circunferencia esta dentro de una
rama y el punto dibujado fuera de la circunfe-

. . rencia esta dentro de la otra.
3. Realiza el mismo proceso con puntos

cercanos en la circunferencia hasta vol-
ver al punto con el que se inicié. Analiza

la figura formada. m

Definicidn
La figura de las dos ramas que queda marcada en la actividad es una hipérbola. Observa que cada punto
de ella cumple la condicién de que la diferencia de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene
constante.

Preguntas
1. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia estd mas lejos de ella?

2. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia estd muy cerca de la circunferencia?

3. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia no esta alineado verticalmente con su
centro?

4. ¢Cuanto es la diferencia de un punto de la hipérbola hacia los dos puntos fijos dibujados?

5. Explica por qué se cumple que la diferencia de un punto de la hipérbola a dos puntos fijos se mantiene
constante.




4.2 La hipérbola*

Problema inicial Recuerda que el lugar geométrico que
cumple esta condicion es una hipérbola.

/

Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de
los puntos que cumplen que la diferencia de sus distancias \
a dos puntos fijos F (—c, 0) y F,(c, 0) es siempre igual a 2a,

dondeO<ac<ec.

Solucién
Si el punto P estd en la rama izquierda: d(P, F,) — d(PF)) = 2a.

Si el punto P estd en la rama derecha: d(P, F) - d(PF,) = 2a.

Tomando en general los puntos P(x, ¥) que cumplen la condicién y
utilizando la distancia entre dos puntos.

d(P,F)-d(PF)=1%2a
V(x—=c)2+ (y—0)2 —(x+c)2+ (y—-0)> =+2a transponiendo,
Vix—c)+y* =+2a +\(x+c)2+y’ elevando al cuadrado,
(x—c)2+y* =4a? +4a(x+c)’+y* +(x+c)?+3y? simplificando,
ta \/m =qa?+ cx elevando al cuadrado,

a’[(x +c)? +y*] = a*+ 2a*cx + c2x* simplificando,

(c*—a?)x* — a*y? = a?(c*— a?).
Dado que 0 < a < ¢, se cumple que ¢?—a? >0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b% = ¢ - a@?,
donde b > 0. Sustituyendo en la Ultima igualdad: b%x? — a?y? = a?b>.

Esta igualdad se puede expresar como: X “Z—z =1. (Dividiendo por a?b? ambos miembros).

@
Definicién .
La ecuacién que determina el lugar geométrico de una hipérbola estd dada por: % — z— =1.

2 2

Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de la hipérbola y tienen coordenadas:

F.(—Va?+ 6%, 0)yF,(Na?+ b2, 0).

La diferencia de las distancias de un punto de la hipérbola a cada uno de los focos siempre es 2a.

Ejemplo

Deduce la ecuacion de la hipérbola con focos F (-5, 0) y F,(5, 0) y a = 3.

De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =5y a = 3 por hipdtesis, para calcular b se tiene que:

¢*—a?=b? entonces, b*=52-32=25-9=16 =42

Por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola es: 336—2 - Z—i =1, o bien, %2 - f—; =1.
Problemas;
1. Deduce la ecuacién de la hipérbola de cada literal.
a) Fl(—5, 0), F2(5, 0),a=4 b) Fl(—3, 0), F2(3, 0),a=2 c) Fl(—4, 0), F2(4, 0),a=3

2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.
S b)iz—y{:l c)

@ 5

oo|%,
|
o<,
1
=



4.3 Elementos y propiedades de la hipérbola

Problema inicial ~

2 2
Utilizando la grafica de la ecuacion de la hipérbola = — % =1:
a’> b

a) Determina las coordenadas de los puntos A y A..

b) Determina la ecuacion de las diagonales del rectangulo que
muestra la figura, si B (0, -b) y B,(0, b).

-

Solucién
a) Dado que A,y A, estan sobre el eje x, y pertenecen a la hipérbola, se puede evaluar la ecuacion de la

iné = x> 0? . x?
hipérbola en y = 0. = ——==1yresolviendo: = =
a* b a
x* = a?
x=ta

Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son: A (-a, 0), A,(a, 0).

b) Para la recta /, dado que pasa por los puntos (a, b) y (0, 0):

b
Utilizando la ecuacion dos puntos: Y =~ X-

N

Para la recta m, dado que pasa por los puntos (-a, b) y (0, 0):

Utilizando la ecuaciéon dos puntos: y = —%x.

Conclusién
Los puntos A, y A, de la hipérbola se llaman vértices, y tienen coordenadas A (-a, 0) y A,(a, 0). Ademas, el

punto medio del segmento A A, se conoce como centro de la hipérbola.

. . b b , . )
Las rectas que tienen ecuaciones Yy = Ex yy= —Ex se llaman asintotas Asintota }Y\ Asintota

de la hipérbola, y cumplen que sus graficas se aproximan a la hipérbola
pero nunca la tocan.

El segmento de recta cuyos extremos son los vértices de la ¢ NV S X
hipérbola se conoce como eje transverso, y el segmento de recta
cuyos extremos son los puntos (0, —b) y (0, b) se conoce como eje
conjugado. t

Para graficar la hipérbola, primero traza las
asintotas y los vértices.

Ejemplo
Determina las coordenadazs de Izos vértices, los focos y las ecuaciones de las
asintotas de la hipérbola % T 1. Luego graficala en el plano cartesiano.
Determinando los valoresde a, b,c: a=3,b=4,c=V32+42 =+/25 =5,

Vértices: A (-3,0),A.(3,0) Focos: F,(=5,0), F,(5,0)

, 4 4
Asintotas: Y = 3%5Y=-3X

Al rectangulo formado entre los puntos A, A, B, y B, en ocasiones se le
llama rectangulo asintético, y puede utilizarse para trazar las asintotas de la
hipérbola a partir de las diagonales de dicho rectangulo.

P >
roblemas £
Determina las coordenadas de los vértices, ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego

graficala en el plano cartesiano.

xZ 2
N3 b)

RN

_y_z_ 2 __ A2 —
4—1 d) x?—y*=1

INES

—%2:1 c)

[EnY
)]

@



4.4 Desplazamientos paralelos de la hipérbola

Problema inicial - 1
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacidn (’HTZ) - (ij)z 1 }
Solucién L X
Considerando la ecuacién de la hipérbola & — £ =1 y desplazandola 2 4
unidades hacialaizquierday 1 unidad hacia arriba, se obtiene la ecuacioén: i
(@+2 -1 _, +
5 7 ) \

Por lo tanto, la grafica es la hipérbola

, , [ =7 B -5 >4 3 -2 -10p1 5 4 X
X _Y _ _ -1
5 7 1 con centro (-2, 1). >
Conclusién

La ecuacion de una hipérbola desplazada % unidades horizontalmente y  gecyerda que para desplazar una
(x=hp _ =k

k unidades verticalmente esta dada por: =——— - ~——=1. grafica h unidades horizontalmente,
@ y k unidades verticalmente se cambia

Para graficarla, se puede ubicar el centro y graficarla como si este fuese el  la variable x por la expresién x — h;
origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla. Y12 variable y por la expresion y — k.

Ejemplo 1 R
Determina la ecuacion de la hipérbola % - % =1 desplazada —4 unidades horizontalmente y —3 unidades
verticalmente.

Tomando la ecuacién original y reemplazando x por [x — (—4)], y v por [y — (-3)].
(x+4) _ (y+3) _ 1
16 9
Ejemplo 2
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

2 2
(’”Tz) - % = 1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

2 2
Esta hipérbola es equivalente a %—% =1 desplazada -2 unidades horizontalmente y -1 unidad

verticalmente, es decir, tiene centro C(-2, —1).

y
R A Xy (x+2) (y+1)?_ /
Ecuacidn 9 16" 1 5 "1 - 1
Vértices | A(-3,0),A,(3,0) A(-5,-1),A(1,-1) i I
7 3
Focos |F,(-5,0),F,(5,0) F.(=7,-1), F,(3,-1) At F
4 5
4 4 y+1=%(x+2)=>y=?x+?,
Asintotas |Y =3 % Y=—"3X
4 4 11
yHl==F(x+2)=2y=-3%-7

®
Problemasw

1. Para cada literal determina la ecuacion de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

a)sz—%zzl,h=3,k=l b)%z

Y1 h=2k=— X_Y o h=-3k=-
c=1h=2k=-4 ¢) ;-4 =Lh=-3k==2

2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.
Luego grafica en el plano cartesiano.

) g -0 =g b) B - (y+ 21 =1 ) (w+ 2= (y+1p=1

74



4.5 Ecuacion general de la hipérbola

Problema inicial
t Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion 9x* — 4y*— 18x + 16y — 43 = 0. }
Solucién
Completando cuadrados para x y para y: 2
9x*—-4y>-18x+ 16y—43=0 ordenando y agrupando, \
9(x*>—2x) —4(y*—4y)-43 =0 completando cuadrados, )

9(x—1)2-4(y—-2)*-9+16-43=0 sumando eigualandoal, Fie o2

1
9(x_1)2 4(‘)}_2)2 _ . e S
A A2 oy simplificando, \_4_/%0101 z\\s i
.Bl

(x_—l)z — (y_z)z - 1

4 9 :

Por lo tanto, la gréfica es una hipérbola con centro (1, 2), vértices A (-1, 2), A,(3, 2) y asintotas
3 . 3 1 3 . _ 3 7
y=2==(x-1),esdecir,y =5x+5; y=2=-=(x-1) esdecir, y=—5x+ 7.

Conclusién

Una hipérbola puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacién
y dejandola igualada a 0.

En general, para determinar el centro, los vértices y asintotas de una hipérbola cuya ecuacion sea de la
forma dx? — ey? + fx + gy + h = 0, se completan cuadrados perfectos en x y y, para expresar en la forma

(x—h? _ -k?_
e

(x=h)?  (y-k? _
@ b =1

Ejemplo

Determina las coordenadas de los vértices, los focos y asintotas de la hipérbola x> — y> —2x — 4y — 4 = Q,
luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

x*—y*—2x-4y—-4=0 y
(x=1P2=(y+2)0-1+4-4=0
(x=1P-(y+27=1 .
Esta hipérbola es equivalente a x> — y?> = 1 desplazada 1 unidad horizontal- <5
mente y —2 unidades verticalmente, es decir, tiene centro C(1, -2).
Ecuacion x—-y2=1 (x=1)P-(y+2)0=1
Vértices A (-1,0),A[1,0) A (0,-2),A,(2,-2)
Focos F.(—V2,0),F,(V2,0)| F(-V2+1,-2),F,N2+1,-2)
Asintotas y=Xx,y=—x y=x-3, y=—x-1

b
Problemas.
Determina las coordenadas de los vértices, las ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola.

Luego graficala en el plano cartesiano.
a)4x*>—-9y*—16x+18y—-29=0 b) 25x* - 4y*-100x—-16y—16=0 c)x*—4y*+2x+8y—-7=0
d) 16x>—9y*+32x—54y—-209=0 e)x’-y’-4y—-8=0 f)4x*-9y*—-8x—-32=0

@



4.6 Practica lo aprendido N

1. Deduce la ecuacién de la hipérbola de cada literal.

a) F,(-5,0),F,(5,0),a=3 b) F,(-3, 0), F,(3, 0), y vértices A (-2, 0), A,(2, 0).

2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.

3. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.
Luego graficala en el plano cartesiano.

)t L= b) - L =

4. Para cada literal determina la ecuacién de la hipérbola desplazada A unidades horizontalmente y k
unidades verticalmente.

X_Y_qg h=2k= X_Y_q h=-3k=-
a) 5-1.=Lh=2k=3 b) 5 =1,h=-3,k=-1

©

5. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

(=27 _ (y+2) _ =27 _
a) 5 5 =1 b)(x+1)2—T_1

6. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

a)x’—4y*+2x-8y—-19=0 b) 9x*—y*+6y—18=0

7. Encuentra la ecuacion que determina cada una de las siguientes graficas.

7
\
/
s 6
\\ 5 // 5 BZ
=~ 1 B // 4
L A\ 2~ | x 3 Fl. Al 7 -FZ
5 413" 0[R2 7R 2
B
1 4 D
/// =2 \\\ 3 / Py \
= 3 ~ _Z_Lo/__z_evs\lonlzx
1 N
a N\
y




4.7 Aplicaciones de la hipérbola*

Problema inicial
Un barco envia sefales hacia dos torres ubicadas sobre
la costa a 10 km una de la otra, si al recibir la sefial se
calcula que la ubicaciéon del barco a una de las torres es
6 km mas lejana que la distancia a la otra torre. Deter-
mina la posible posicién del barco si este navega a 4 km
de distancia de la costa.

.
Solucién . Y
Considerando la situacion como una hipérbola % - y—z = 6 /
cuyos focos son las torres, entonces dado que la diferencia J
de las distancias a las dos torres en ese instante es 6 km, se *\ N —~
puede determinar el valor de a, y como también se conoce N }j( /!
la distancia entre las dos torres (focos), es posible conocer el \( ] 1 ™ IK/\\&
1 - 2 o x

valor de ¢, asi:

|d,-d,| =2a =6, entonces a =3, / S

- \

2¢ =10, entonces ¢ =5,

=3

=c-a’=5-3"=4

2

2
Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola que modela la situacién es: 2 — £ =1.

32

-
Para localizar el barco bastara encontrar la coordenada en x cuando y = 4:

g—z— %z =1 Despejando x2.
x*=2(3?)
x =432

Conclusién
En una hipérbola los focos cumplen una propiedad reflectora
importante: si se toma una linea desde un foco esta, sera refle-
jada por la hipérbola exactamente sobre el otro foco.

Esta propiedad reflectora parecida a la de la elipse y la parabo-

la hace de las formas hiperbdlicas herramientas de aplicacion
en diversos ambitos cientificos.

*
Problemasm

42

El sistema de navegacién ruso CHA-
YKA y el sistema LORAN utilizan este
principio para la localizacién de na-
vios, sin embargo poco a poco este
tipo de sistemas estd siendo reem-
plazado por la localizacion GPS.

~

1. Las sefiales de un barco recibidas por un sistema CHAYKA cuyas torres estan ubicadas sobre la costa a 26
km una de la otra, si al recibir la sefial se calcula que la ubicacién del barco a una de las torres es 10 km

mas lejana que la distancia a la otra torre. Determina la posible posicidon
de distancia de la costa.

2. Un telescopio Maksutov-Cassegrain funciona de modo que recibe las
sefiales de luz, y son reflejadas por un espejo parabdlico (cortado) ha-
cia el foco, el cual es foco de otro espejo, pero este es hiperbdlico como
lo muestra la figura. Determina la funcién del espejo hiperbdlico y ex-
plica el funcionamiento del telescopio Maksutov-Cassegrain.

del barco si este navega a 12 km

Espejo [~
parabdlico

G L
hiperbdlico m

Espejo
parabdlico




4.8 Practica lo aprendido N

Resuelve los siguientes problemas de aplicacién de hipérbola. Modela cada situacion en el plano cartesiano.

1. En el universo las trayectorias de un cometa pueden tener diversas
formas, desde elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas, siempre tenien-
do al Sol como foco de dichas figuras. Tomando un cometa cuya tra-
yectoria es hiperbdlica (solo sera visto una vez en la historia), cuya
ecuacion esta dada por:

Donde los nimeros 20 y 21 representan cuatrillones de metros. De-
termina la distancia minima en que pasara el cometa con dicha tra-
yectoria del sol.

2. Las torres de enfriamiento de las plantas nucleares de energia se disefian con forma de hiperboloide
de una hoja, si el diametro de la parte mas alta es 3.75 m y se ubica a 9 m de altura, y el didmetro mas
pequefio es de 3 my se ubica a 6 m de altura, determina aproximadamente el diametro de la base de la
torre.

e N\
Una forma de hiperboloide es un cuerpo geométrico

que resulta de girar una hipérbola alrededor de algu-
no de sus ejes. Si se gira alrededor del eje transverso
se conoce como hiperboloide de 2 hojas y si se gira
alrededor del eje conjugado se conoce como hiper-
boloide de 1 hoja.

Hiperboloide de 2 hojas  Hiperboloide de 1 hoja

—

= J

_ . L La torre de Polibino fue construi-
3. La torre de Polibino fue la primera estructura disefiada con forma . ) .
da por el ingeniero ruso Vladimir

de hiperboloide. Si el didmetro de la parte mas alta de una torre hi- Shijov, v la construccion de to-
perboloide es 4v5 m y se ubica a 32 m de altura, y el didmetro mas rres hiperboloides fue patentada
pequefio es de 4 my se ubica a 16 m de altura, determina el didmetro por el mismo Shujov en el afio
de la base de la torre. 1896.

4. Una avioneta vuela sobre la ciudad de San Vicente y describe una
trayectoria hiperbélica dada por la ecuacién 4y? — x* = 2500.

Determina cudl es la menor distancia sobre el nivel del suelo a la
gue estara dicha avioneta.




4.9 Problemas de la unidad ~

Piensa cémo seria la ecuacién de
. . . ‘s . una parabola horizontal.
1. Grafica la pardbola determinada por cada ecuacién en el plano cartesiano. P

a) x = 2y? b) x = -3y? c)x+1l=(y-2) d)x+2=~y+1)?

Piensa cémo seria la ecuacion de

2. Grafica la elipse determinada por cada ecuacidn en el plano cartesiano. una elipse horizontal.
2y N (x=2P (y-1) (x+1)2  (y+1)?
— 4 = = — 4 ¥~ = —_— e = y _
a) 22 32 b) 9 25 1 C) 16 25 1 d) 4 + 9 =1

Piensa cdmo seria la ecuacion
3. Grafica la hipérbola determinada por cada ecuacién en el plano cartesiano.  de una hipérbola horizontal.

y_x_ y_x_ +1)P _ (x—2) _ =20 _ -
a) =1 b)9 16_1 c) 5 n =1 d) 2 (x+1)2=1

4. Clasifica las siguientes ecuaciones segun el tipo de figura que determinan en el plano cartesiano, parabola,
circunferencia, elipse o hipérbola.

a)2—§+g—z=1,a¢b b)y—k:%)(x—h)z c) a2+ y* =12 d)(x#zh)z_(y;zk)zzl
e x=hp+y=kr=r ) G- =1 8y =% h B g axb

5. Determina qué tipo de figura (pardbola, circunferencia, elipse o hipérbola) corresponde a cada ecuacion.

a) 9x? + 25y —54x—-144=0 b)x>+y*+4y+3=0 c)y’+x+4y+4=0

d)4x*-y*+8x—-2y+7=0 e)2x’—4x-y+4=0 f)x?+y?+2x-8=0

g) 9x? +4y*—16y—-20=0 h) 9x? - 9y?—18x+54 =0 i)x?+y?—2x—-2y-2=0

j)9x*—16y>—18x—32y—-151=0 k)y*+x+2y+3=0 [) 25x% +9y*—50x + 18y —191=0
En resumen

Las cuatro figuras estudiadas (pardbola, circunferencia, elipse e hipérbola) reciben el nombre de cénicas, y
estdn dadas por los siguientes tipos de ecuaciones:

2

= —x X2+ y2 =12 £2+y_=1 2y
4p a? b2 ? - E = 1
Parabola Circunferencia Elipse .
Hipérbola

Estas figuras pueden tener variantes, como estar en posicidon horizontal, desplazadas o expresadas con

todas las operaciones desarrolladas e igualadas a cero. En general, las ecuaciones presentadas arriba se
conocen como: ecuaciones candnicas de dichas figuras.

- )

@




4.10 Problemas de la unidad ~

1. La base de un triangulo tiene longitud fija y sus vértices se ubican en
los puntos (—4,0) y (4, 0), determina el lugar geométrico que describe
el otro vértices si se cumple que el producto de las pendientes de ¢ /\
los lados variables siempre es igual a 4.

AN
L

-4 4

N4

2. Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacion x? + y? = 16 y reducir
las coordenadas en y de cada punto de ella a % .

En este ejercicio se puede
observar cdmo una elipse

NY
4
puede ser vista como una
N circunferencia reducida

N
|
N

/AN

4 respecto a una direccién a
una razon constante.

i
y

3. Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mueve
sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento AB
gue cumplen estar a una proporcién 3:2.

ANY
N Puedes asumir las coordenadas de A(a, 0) y
B(O, b) "\ las de B(0, b), utiliza el Teorema de Pitdgoras
’\ para establecer una ecuacion. Luego puedes
")\ calcular las coordenadas de un punto sobre
p N un segmento dividido a una razén dada.
N 7
A(a, 0)
N\ 4

4. |dentifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a la recta y + 2 = 0 y a la circunferencia x*> + y> = 16. Asumiendo que dicha
circunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

ANY

4
Determina la relacién que existe entre las

distancias del centro de la circunferencia
variable a larectay al centro de la circunferencia
> X fija.

ya
N

1™

\ )
N

En resumen
Todas las figuras cénicas son llamadas de esta manera porque
todas se pueden obtener de realizar cortes por un plano sobre

un cono de doble hoja como lo muestra la figura. Parabola
Circunferencia

Puedes encontrar informacién acerca de las cé- Hipérbola
nicas en el video oficial del Ministerio de Educa-

cién de El Salvador (MINED) titulado “Cénicas”,

en la direccién https://qoo.ql/Lg3dGW.

Elipse




5.1 Practica en GeoGebra: construccion de secciones conicas

En esta prdctica se construirdn graficas de secciones cénicas a partir del uso de variables, de modo que,
al dar valores diferentes del centro, pardmetro, longitudes de los ejes, etc., se puedan construir secciones
conicas de la misma familia (pardbolas, circunferencias, elipses o hipérbolas). Sigue los pasos indicados en
la parte de “Practica” para construir la cénica. Luego trabaja en GeoGebra la parte “Actividades” que esta
al final de esta practica.

Practica
Construccion de una parabola de parametro p y vértice (A, k).

1. Ingresa en la barra de entrada la variable p con valor de 2 Entrada|p = 2
digitando p = 2.
¢ )
H « ! ” . . » Vista Algebraica X
2. Presiona “enter” para obtener en la Vista Algebraica (panel Nimero
izquierdo) la expresién de la derecha. —> . p=2
3. De la misma manera introduce las variables 4 y k, con valor » Vista Algebraica X

NUmero

de 5 para ambas variables, en la Vista Algebraica se tendra un hea

resultado como el que muestra la imagen de la derecha. k=5
p=2
4. Grafica el foco, digitando en la barra de entrada F = (h, k + p), el
punto F (foco) aparecera en la vista grafica. Entrada’ F = (h, k + p)
5. Grafica la directriz, digitando en la barra de entraday =k —p, la Entrada: y=k - p|
recta directriz aparecera en la vista grafica. A A

6. En el botdn de cénicas, selecciona la opcidn Parabola.

Sl VS NP NIENE

» Vista Algebraica X |» Vista @ Elipse

7. A continuacidn selecciona el punto F (ya sea en la Vista Grafica o  Namero N1 i
en la Algebraica) y luego selecciona la recta directriz. Se obtendra P” | paraboa
la grafica que se muestra abajo. ’F\y Rosa €3 concaporcropors
® fy=3

Archivo Edita Vista Opcones Heramientas Vertana Ayuda

Entiade.

8. Puedes cambiar los valores de las variables p, /, k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica para
corroborar las respuestas de los problemas de la leccidon 1. También puedes ver las formas de la ecuacion
de la pardbola dando clic derecho sobre la ecuaciéon de la cénica en la Vista Algebraica para expandir

\_  todas las opciones. )

@




[

Construccion de una elipse conocidos los valores de a, ¢y centro (A, k).
[

[ 1 » Vista Algebraica X
1. Ingresa las variables a, ¢, h y k desde |la barra de entrada con Nﬂ;ﬂifg
valoresde 5, 3, 1y 2 respectivamente. En la Vista Algebraica c=3
se obtendra un resultado como el que muestra la figura de > ::;
la derecha.
2. Grafica los focos y un vértice, digitando las coordenadas de fmgb// 1= f’wjm\ = )
los puntos F, F,y A, de la forma F1 = (h - ¢, k), F2 = (h + ¢, k) ng . Hiptbon
y Al = (h - a, k). Los puntos apareceran en la vista grafica. e 5 Z;'pp

® A1=(4,2)
~® F1=(2,2)
® F2=(4,2)

3. En el botdn de cdnicas, selecciona la opcidn Elipse.

4. A continuacion selecciona el punto F1 luego selecciona el punto F2 y finalmente el punto Al (vértice). Se
obtendrd la grafica que se muestra abajo.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

] A~ OO &) N =) @)
» Vista Aigebraica X | » Vista Grafica
Cénica
® d: 16x? +25y? - 32x -
Numero
a=5
c=3
h=1
k=2
Punto
® A1=(4,2)
® F1=(2,2)
® F2=(4,2)

Entrada;

5. Puedes cambiar los valores de las variables a, b, h y k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica
para corroborar las respuestas de los problemas de la leccion 3. También puedes ver las formas de
la ecuacidn de la elipse dando clic derecho sobre la ecuacién de la cénica en la Vista Algebraica para
expandir todas las opciones.

Actividades

1. Construye una circunferencia con los valores del centro (A, k) y el radio r.

2. Construye una hipérbola con valores de a, ¢y centro (A, k).

3. Verifica las respuestas de los problemas que resolviste durante las clases de toda la unidad y corrobora
que estan correctos.

4. Contruye una parabola horizontal.

. Contruye una elipse vertical.

6. Contruye una hipérbola vertical.

Ul




5.2 Practica en GeoGebra: grafica de la ecuacidn general de cdnicas

En esta practica se utilizara la Hoja de Calculo de GeoGebra para graficar cdnicas dada una ecuacién en for-
ma general, asi sera mas sencillo identificar el tipo de cdnica que estd expresada, e incluso se puede utilizar
la Vista Algebraica para obtener la ecuacién en forma candnica. Para ello sigue los pasos indicados en la
parte de “Practica” y construye la ecuacién general para graficar la cdnica correspondiente. Luego trabaja
en GeoGebra la parte “Actividades” que esta al final de esta practica.

Practica

Grafica de la cénica dada por su ecuacién general.

~ Hoja de Caleu
@

1. Abre el menu Vista y seleccio- .
HP4 B ‘ & Vista Giica2 Cltoarier? £IN G100 J1=- 18~
na la opcién Hoja de Calculo. R S Bt B e o

i Protocoio de Consiruccion CtteMayis L
. Calcuacora deprovabiidad  CifsMayis+P.

& Actuaiza las Vistas (impia astros) CireF:
Recdlcuo de fodos los obieos CIfsR

'
N
I

s

oo 5
[

7
N

9

Entraca.

, . l L. ~ Hoja de Calculo
2. Ubicate en la fila 1 y digita los valores 4, -1, 8, =2, 7, uno AINCIEFE D~ [EH-
en cada columna, como lo muestra la figura de la derecha. Al 8| c| o e F |
1 4 -1 8 -2 7
2

3. Ahora digita en la barra de entrada la ecuacién general, tomando como coeficiente de x?, y?, x, y y la
constante, los valores de la celda A1, B1, C1, D1y E1 respectivamente, de la siguiente manera: A1*x"2 +
B1*yA2 + C1*x + D1*y + E1 = 0.

Entrada: AT*x*2+ B1*y*2+ C1"x+ D1*y+E1=0

Achivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abiir sesion...

4. Al introducir la o LT e

ecuacién se mues- 2 Y Abrucs X Wi it S e B .
e © cidxt-yTeBx-2y = Al B [ c | o [WEN r e [ A [ 1 [ 4
tra la grafica de R R .
una hipérbola en
la Vista Grafica,
como lo muestra
la imagen de aba- I
jo.

Mmﬂmm.mm‘A

&

£

3

NN NN
3B BINRRR BN

Entrada.




(

5. Cambiando el valor de las celdas A1y B1 a 1, se obtiene la gréfica de una circunferencia.

A clel<N =]

» Vista Algebraica % |» Vista Grafica X |~ Hoja de Célculo L
Conica AINCIEEE (= [EY
® cixteyiedx-2y=- A

I T = N - I BT
o2 7

Entraga:

6. Cambiando el valor de la celda B1 a 0, se obtiene una parabola.

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda Abri sesion...
Y el BN ol (=) P NN B
> VisiaAlgebraica X |» Vista Gréfica % |~ Hoja de Calculo x
Cérnica LAINCIEEEIE~ @
® cixesx-zy=7 . A B c D [ T - I T
] 0 8 2 7 2
2
: 3]
[
s 5
6
“ 71
L8|
9
[0
[
: [0z
1

Enlrada.

7. Cambia la ecuacién a la forma candnica, dando clic > Vs ngoraea > v Gt
derecho sobre la ecuacion y selecciondandola. Como S rerda o TR e BIy s CTRe DIy ETo0
muestra la figura. —__—_—S—
*-| Mostrar el objeto L
A% Mostrar efiqueta
& Rastro

%/ Renombra
4. Borra

<+ Propiedades

Actividades | /

Identifica qué tipo de cdnica es cada una de las siguientes ecuaciones, verifica si tu respuesta del problema
5 de la clase 4.9 es correcta, si no, determina cual fue el error.

a) 9x? + 25y —54x—-144=0 b)x>+y>+4y+3=0 C)y*+x+4y+4=0
d)4x*—y>+8x—-2y+7=0 e)2x’-4x-y+4=0 flxX+y*+2x—-8=0
g)9x*>+4y*—16y—-20=0 h) 9x?—9y*—-18x+54 =0 )ax*+y>-2x—-2y-2=0

j) 9x?—16y*—-18x—-32y—-151=0 k)y?*+x+2y+3=0 [) 25x%* +9y*—50x + 18y—191=0

\_ J

D




5.3 Practica en GeoGebra: propiedades de las secciones cdnicas

En esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para verificar las propiedades de los focos de las sec-
ciones cénicas (parabola, elipse e hipérbola) que se utilizaron en las aplicaciones de estos contenidos. Para
ello sigue los pasos indicados en la parte de “Practica” y construye la propiedad. Luego trabaja en GeoGebra
la parte “Actividades” que estd al final de esta practica.

Practica Cualquier linea desde el foco sera reflejada
Verificacién de la propiedad del foco de una parabola. €n una misma d|reccl|on paralelaal )2, Ll
bién al recibir una linea paralela al eje, esta

- . L sera reflejada hacia el foco.
1. Utilizando el archivo creado en la practica 5.1, gra- J

fica una pardbola con vértice (0, 0) y pardmetro

p = 4. y B Eeld
> Vis| Al pugo Grafici
E
; . .z © (A Puntoen objeto
2. En el botén Punto, selecciona la opcién Punto so-~ 2 o
bre objeto y localiza un punto en la pardbola, de tal I ncsn
modo que pueda moverse alrededor de toda la pa- R emRecene
, ® 1 4Z Namero complejo
rabola. D Cm
£ Raices

3. Dibuja un segmento
de recta que vaya des-
de el foco (F) hasta el
punto localizado en la
parabola, tal como lo
muestra la figura de

abajo.
4. Grafica una recta tangente a la pardbola en el punto dibujado en el nume- N ra jSl[olwAFAIN
ral 2, utilizando el botén de Rectas, opcidn Tangentes, y seleccionando el P VIANGbrEIC 4 Recapependicdar -
s ® c:x*-16y= " Recla paralela
punto y luego la parabola. l ) Numero ' 3¢ ez
::: é’ Bisectriz
5. Dibuja una recta paralela al eje ¥ que pasa por el punto dibujado en el nu- ‘Eu’:"%(‘.!sf,‘* /0 Tangentes
meral 2, utilizando el botdn Rectas, opcidn Recta paralela, seleccionando feca Q] RedPosraDameta
. . . . . © i: 16.64x -8y o%° Ajustelinea
el punto y el eje y. Se obtiene la siguiente figura: Sy 5] s
©g=213 Eﬁ Lugar geomeétrico
rchivo Edita Vista Opciones N«nng;%l"emg .y:l‘a.i.‘
K e /




-

6. Coloca los puntos B y C sobre la recta tangente, y el punto D sobre la recta paralela al eje 1y, tal como lo

muestra la figura.

» Vista Grafica

PR s/s 0 12 14 |16 18 20 22 24 28 28 3

7. Mide los angulos DAB y FAC, utilizando el botén de dngulos, opcién Angulo, tal como lo muestra la figura.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

Al OO 4 N =2l 4]

» Vista Algebraica Xl |» vista Grafic £ Angulo

Cénica

® c:x*-16y=0 «, Anguio dada su ampiitud
Namero
h=0 o,
g " Distancia o Longitud
p=4 4 Aea
Punto o
@ A=(15.48,14.98) A pendiente
® B=(20.91,25.47)
® C=(10.04,4.46) 0.2 Lista
® D=(15.48,20.81)
® F=(0,4) alp Relacion
Recta :
®fy=4 /| Analizador de funciones
® i:15.48x -8y =119.8"
® jix=1548
Segmento
® g=1898
Angulo
® a=27.33°
® p=27.33°

Entrada:

8. Con el cursor puedes mover el punto sobre la pardbola y verificar que el angulo con que se refleja la recta
emitida por el foco se mantiene constante respecto de la recta paralela al eje de la pardbola. También
puedes dar clic derecho sobre el punto y marcar la opcidon animacidn para recorrer todos los puntos de
la parabola de manera automatica.

Actividades
1. Realiza una contruccion para verificar la propiedad de los focos de una elipse que se utilizé en las aplica-

ciones sobre la elipse.

2. Realiza una construccién para verificar la propiedad de los focos de una hipérbola que se utilizé en las
aplicaciones sobre la hipérbola. )

©



5.4 Practica en GeoGebra:

problemas sobre el lugar geométrico de las cdnicas

En esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para verificar las respuestas de los problemas sobre
lugar geométrico de secciones cénicas que se resolvieron en la clase 4.10. Para ello sigue los pasos indica-
dos en la parte de “Practica” y construye los lugares geométricos correspondientes. Luego trabaja en Geo-
Gebra la parte “Actividades” que estd al final de esta practica.

Practica
Retomando el problema 4 de la clase 4.10:

Identifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a larectay + 2 =0y a la circunferencia x* + y> = 16. Asumiendo que dicha cir-
cunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

Archvo Edia Vista Opciones Heramientas Verlan

RIALAMPIOIO) 4N

1. Utiliza la barra de entrada para graficarlarectay + 2 =0y o 5o ’
la circunferencia x? + y? = 16. s :
2. Inserta un deslizador con la variable a, seleccionando el .\
botdn deslizador y dando un clic sobre la Vista Grafica = ==
en el lugar que se quiere colocar, usar el valor minimo 117 \ il e [
de —3.46 y maximo de 3.46 y presionar “enter”. L Cale I
3. Para compgobar la respuesta del problema, la cual .
X . ,
es “y = -7t 17, ingresa en la barra de Entrada el )
X fle .
punto C = (x, — Vi 1), escribiendo: _— ‘
C=(a, (-an2/4)+1) » Entrada: “C = (3, (-a*2 1 4)+ 1)"
4. En el botén de Angulo selecciona la opcién Distancia > QO] N === ]
. . . > VistaGrafic| | Anquio [
o Longitud, selecciona el punto C graficado en el paso fa :zu:oqaqasuamp..m
3,y larectay+2=0. Después de ello aparecera en la > TR
Vista Grafica una etiqueta que muestra la distancia del s
punto C a la recta, y en la Vista Algebraica aparecera Al ponene
una variable con nombre “distanciaCf”, la cual almace- ” - S
na el valor numérico de la distancia medida. =) Avaizadorde unciones

5. Ahora construye una circunferencia, utilizando la opcién de centro y radio, luego selecciona como centro
el punto C, construido en el paso 3, y en la entrada del radio escribe la variable que almacena la distancia,
es decir, “distanciaCf”. Se puede observar el resultado obtenido, en la figura de abajo.

LY

7 Circunferencia (centro, radio)
Radio

distanciaCf

OK Cancela




\

. Observa que la circunferencia graficada en el paso 5 es tangente tanto a la recta y + 2 =0 como a la

7. Haz clic derecho sobre el punto Cy selecciona la opcién rastro (se puede cambiar el color del punto, si se

8. Finalmente puedes dar clic derecho sobre el deslizador y seleccionar la opciéon animacion para correr

Actividades

1. Cambia el rango entre el valor minimo y el maximo del deslizador, observa el resultado y escribe la

. Realiza una construccién para verificar la respuesta al problema 2 y 3 de los problemas de la unidad de

circunferencia x? + y> = 16. Puedes mover el deslizador horizontalmente y ver cémo se mueve dicha cir-
cunferencia.

» Vista Grafica

desea), ahora mueve el deslizador de nuevo y observa cémo se marca el lugar geométrico con el rastro.

> Vista Grafica

a=298

automaticamente el lugar geométrico y comprobar que la respuesta es correcta.

conclusion de este resultado, enfocdndote en la tangencia de la circunferencia conlarectay+2=0yla
circunferencia x* + y? = 16.

la clase 4.10:
a) Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacién x> + y> = 16 y re-
ducir las coordenadas en y de cada punto de ella a %.

b) Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mue-
ve sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento
AB que cumplen estar a una proporcion 3:2.

)




Funciones
trascendentales |

%Efm'*”g@xfwwwmamw- El Foncepto docle ch)te?ZIa sengmoréta a -||? IGreC|a
¢ o 0% el . .
e ST S, e Oy et antigua, cuando Euclides ( a.C.) utilizd este

& .e* u’ & 7’ . . . ’ 7
t“‘“m .f.:.,ﬂqz""ws, - term.lnc.a para |nd|c?r el numerc,) dg veces que debia
f_h;mwlfr'mﬁ wd{w % multiplicarse un numero por si mismo. El pensador
Sotsoo. Byffons. 7u0 1. sythone. beyei- francés Nicole Oresme (siglo XIV d.C.) presentd
,"“fa"- 744 }Soyga.s'rvon-zgﬁﬁqv;-u. ] , )
e A Brm0m - . por primera vez la nocién de exponente racional e
Extracto del manuscrito original del Triparty en irracional. En el trabajo Triparty en la science des
la science des nombres. nombres (1484) del matemdtico francés Nicolas
Chuquet (siglo XV d.C.), aparecen por primera vez los nUmeros negativos como coeficientes,
exponentes y soluciones de ecuaciones. Mas adelante, alrededor de 1694, el matematico
suizo Johann Bernoulli (Siglos XVII-XVIII d.C.) publica un importante trabajo acerca de las
funciones exponenciales.

A finales del siglo XIX varios problemas de la
naturaleza sedescribieron matematicamente
por medio de las funciones exponenciales.
Svante Arrhenius formalizo la relacion entre
la constante cinética de una reaccion quimica
y la temperatura. Thomas Maltus establece
que el crecimiento poblacional tiene un
comportamiento exponencial a través del ; . : :
tiempo. Y las observaciones de Newton La poblacidn mundial aumenta de manera exponencial.
sobre el enfriamiento de los cuerpos dieron

paso a la ley del enfriamiento, que tiene un decaimiento exponencial.

Se estudiaran en esta unidad las propiedades de los exponentes enteros, exponentes
racionales y se generalizard la potencia para todo exponente real. Esto permitira definir
la funcion exponencial y estudiar sus propiedades.



1.1 Propiedades de potencias con igual base y exponente natural

Problema inicial
L Efectla las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un numero.

a) 28 x 2% b) 3¢ + 32 c) (22
Solucién
Si a es un numero real y n un entero positivo, entonces a"=axax..xa — exponente
a_/
- Q" — s potencia
n- veces
|—> base
a)2*x 23 b) 36 + 32
22x23=(2x2)x(2x2x2) 3.3 3
S R ~ 32
5-veces
=2 =33 x;z;xzxg simplificando
Se cumple que: 2% x 23=22+3= 25, =3x3x3x%x3
4- veces

Se cumple que: 35+ 3%2=36-2=3%,
c) (2%)°
(22)°=(22) x (2%) x (2?)
=(2x2)x(2x2)x(2x2)
=2X2x2x2x2x2

—~—
6-veces

=26
Se cumple que: (22)3 = 22*3 = 26,
Definicion
1. Si a 'y b son nimeros reales, m y n enteros positivos, las reglas para efectuar operaciones con potencias
de igual base son:

a)amx at=an"*t" b)a™ +a*=a™ " (siaz0y m > n) c) (@™) =am*"
m
La propiedad del literal b) también se escribe como fraccién: % =a" . Si @ es un ndmero real:
at=a
2. Si a es un numero real positivo, entonces:
a) Si n es par entonces: b) Si n es impar entonces
(-a)"=(-a) x (-a) x - x (-a) =a" (-a)"=(-a) x (-a) x - x (-a) =-a"
(- 7 |- 7
Y Y
cantidad par de cantidad impar de
numeros negativos numeros negativos

<
Problemasm

Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.
a) 36 x 34 b) (-3)? x (-3)* ¢) (=2 x (=2)*

d)5'+ 5’ ) (-2 + (-2 ) (-3 = (-3
) (6’ h) (10’ )13



1.2 Propiedades de potencias con igual exponente natural

Problema inicial
EfectUa las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un niumero.

3.5 33 63
a)23x3 b) =
Solucién o
a) 23 x 33 b) >
23x3%=2x2x2%x3x3x3 Del problema anterior se tiene: 6° = 23 x 33,

=(2x3)x(2x3)x(2x3); asociando, Al dividir ambos miembros de la igualdad por 23

se tiene:
=6xX6x6
—_—
3-veces 6_3 - 2% 3 =33
ps 23 2

Se cumple que: & . (9)3 =33
Se cumple que: 22 x 33 = (2 x3)3 =63, 22 '

Conclusién
¢ Siay b son nimeros reales y m es un entero positivo, las reglas para efectuar operaciones de potencias

con igual exponente son:
a) amx b™ = (a x b)" b)z—:=(%)m(5ib¢0)
e La propiedad b) se expresa como division asi:
am™+bm™=(a~+bm
*Sia,,a,,...,a sonnumeros reales, entonces:

m m m — m
al xa’x--xa =(a,xa,x-xa)

Ejemplo

Expresa el producto 22 x 32 x 52 como una sola potencia.
a) 2°x3°x5?=(2x3x5)*=30°

Por lo tanto, 22 x 32 x 52 = 302,

b d
Problemas /
Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.

a) 610 x 410 b) (-3)" x 67 c) (5)° x (-8)°
d) (=2)° x (=7)° e) 125+ 6° f) 20° + (~4)°

g) (-24)* = (3)* h) (-15)° = (-5)° i) (=35)" + (=7)*



1.3 Exponente cero y exponente negativo*

Problema inicial
Asume que la propiedad a™ + a”=a™ " se cumple para todo entero m y n. Efectia las siguientes divisio-

nes de dos maneras distintas:
a)e+63 b) 33+37

Solucién
a) 6+ 63 b) 33 + 37

Utilizando las propiedades de la divisién Utilizando la simplificacion:
63+63=1 33;37=i
: Y
: ; s _ ELY Y
Si las propiedades de exponentes se verifican = I 3xax3xFx T3
en este caso, entonces:
6°+6%= 63
=g°

Por lo tanto, 63 + 63 = 6°. - 14
3

_ 1
3x3x3x3

‘o : ’ 1
Asi 6%y 1 representan el mismo numero. Por Io tanto, 33 + 37= -
Si las propiedades de exponentes se verifican en
este caso, entonces:
33+ 37=33-7
=34
Por lo tanto, 33 +37=3"*

1 . .
Entonces 3™y 3; representan el mismo ndmero.

Deﬁnici()n
a) El exponente cero.
Si a es un numero real con a # 0 entonces:

Con esta definicidn las propiedades de exponentes positi-

vos se aplican también a los exponentes negativos y cero.

Siay bsonreales, my n enteros:

a’=1.
am

a)amxan=am+n b)_n=am—n C) (am)n=amxn

b) El exponente negativo. a

m m
Si @ es un nimero real con @ # 0 y n un nimero d) a" xbm=(axb)" e) ‘z—m = (%)
entero positivo entonces: J
1
a’"=—.
an
P *
roblemas £
1. Escribe las siguientes fracciones como una potencia con exponente negativo:
a) = b) — c) — d) =
23 3 (-5)° 108
2. Escribe las siguientes potencias con exponente negativo como fracciones:
a) 27’ b) 3°° c)5? d) 72

52



1.4 Raiz n-ésima de un numero real

Problema inicial

L Determina un valor real de x en cada una de las siguientes ecuaciones.

a)x*=27

b) x* =625

Solucién

a) La descomposicion prima de 27 es: 27

3
3
27=33 3

= W o

Por lo tanto x = 3, es solucion de la

ecuacion.

Asi, a 3 se le denomina la raiz cubica de
27y se denota por 3 =327.

Deﬁnicién

Sea n un entero positivo, un nimero b que cumple la condicién b" = a es

llamado raiz n-ésima de a.

Al trabajar con raices n-ésimas de nimeros reales se distinguen dos casos:

1. Si n es impar, a cada numero real a le corresponde una Unica raiz

n-ésimay se denota por Va.

2. Si n es par, a cada numero real positivo a le corresponden dos raices
n-ésima reales, una positiva Na y una negativa —¥a.

b) La descomposicion prima de 625 es: 625 |5
125 (5
625 = 5% 255
5(5
1

Por lo tanto, x = 5 es solucidn de la ecuacion.
A5 se le denomina la raiz cuarta de 625: 5 = {/625.

También x = -5, es solucidn de la ecuacion.

A -5 se le denomina raiz cuarta negativa de 625:

-5=-4625

_radical
indice <— %

radicandog

Sin=1= ia =a.

Sin=2= ia =+a.

Si n es un entero positivo
n
entonces V0 = 0.

Si se cumple una de las siguientes condiciones n es impar o n es par y a > 0 entonces Va" = a.

Ejemplo

a) El nimero —8 tiene una Unica raiz cubica:

ya

-8=(-2)=>3-8=-2.

Todo numero real a
tiene una Unica raiz
cubica Va.

b) El nimero 16 tiene dos raices cuadradas:

\/1_6:4y—\/1_=—4

Todo numero real positivo
,x @ tiene dos raices cuadra-

\/IE daS\/Ey—\/E.

y=x

>
Problemasm

Expresa las siguientes igualdades utilizando la notacidn de raiz n-ésima.

a)2*=8

e)6*=36

(33

b) (-5)* =-125

f) (=2)*=-32

)22

c)3*=81 d) (-7)* = 2401

g) (-4)° =-1024 h) 5°=3125
1\ 1 1\3 1

9 (-3) - % )(-3) -+

3



1.5 Expresion de numeros sin el simbolo radical

Problema inicial

Expresa los siguientes nimeros sin el simbolo radical. Un nudmero es divisible
a) 3 /729 b)* /16 por 3 si I.a .SL.Jma de sus ci-
81 fras es divisible por tres.

Solucién
a) 729 b) 4[>
729=3° se descompone 729, ;—? = % se descomponen 16y 81,
. 4
=3*x33 se reescribe como producto = (%) al utilizar propiedades de potencia,
de potencias de indice 3,
=(3x3)? al utilizar propiedades de 5 16
potencia, entonces al elevar 7 a la cuarta se obtiene .
=93,
Por lo tanto, 4\/% = % .
Es decir, al elevar 9 al cubo se obtiene 729.
Por lo tanto, 1729 = 9.
Conclusién
Para escribir sin radical el numero real ¥a realiza lo siguiente: Ejemplo: 1728
1. Escribe la descomposicion prima de a, si el radicando es una
fraccién se descompone el numerador y el denominador. —_— 1728 =2°x% 33
2. Expresa la descomposicion como producto de potencias con
exponente n. —> 1728=23x23x3?
3. Utiliza la propiedad de producto o divisidon de potencias con el
mismo exponente. —>1728=(2x2x3)3=123

4. Se obtiene una expresion de la forma a = b", entonces Vaq = b. — V1728 =12

Si n es un entero impar y @ un nimero real entonces \—a = —a.

Si n es par, las raices n-ésimas de nUmeros negativos no son numeros reales.

*
Problemasm

Expresa los siguientes nimeros sin el simbolo radical.

a) V16 b) Y243 c) V128 d) /100000
e)3-216 f) V256 g)s 512 h) s /64
343 729

Q



1.6 Operaciones con raices rn-ésimas

Problema inicial

Utiliza la definicion de raiz n-ésima para expresar con un solo radical las siguientes operaciones.

L 2) 6 * 20

b) V96 +3 c)\/128

Solucién

a) 6 x320
Re)=6 y (20)°=20
(V6)* x (3/20)* = 6 x 20
(/6 x3/20)*=6x20
V6 x320 =36 x 20
V6 %320 =120
Por lo tanto, /6 x3/20 =%/120.

b) V96 + /3
(Vo6)'=96 y (V3)'=3
(Vo6)' + (V3)* =96 +3
(Y96 +43)*=96 + 3
Vo6 V3 =196 + 3
Vo6 +V3 =432
Por lo tanto, {96 + 33 =4/32.

c) X128
(s =128
[(128)T = (R/128) = 128
(\A128)% =128
(Vi/128)° = 128
3128 = 128
Por lo tanto, \¥128 = /128.

se utiliza la definicion de raiz cubica,

se multiplican miembro a miembro las igualdades anteriores,
al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cubica,

se efectua el producto.

se utiliza la definicion de raiz cuarta,

se divide miembro a miembro,

al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cuarta (196 + 33 > 0),

se efectua la division.

se utiliza la definicion de raiz cuadrada,
se utiliza la definicion de raiz cubica,

al aplicar propiedades de potencia,

se efectula el producto,

se expresa la potencia como raiz sexta (\/\3/128 > O).



Conclusion , .
Sia,,a,, .., a, son nimeros reales

Para efectuar: Se tiene que: Escribiendo como raiz entonces:
n-ésima: Va. x V. x - xNan, = Naxa. x -+ xa,
a) VaxVo = M ax¥b)y=axb = NaxVb=Yaxb 4

La propiedad b) también se utiliza asi:

b) Va+¥b = (a¥b)=a+b = Na+Vb=Na=:b b)%zn\/%
\b

mfn mfn mxn _ mn mxn,
c) \/E = ( \/5) -a = \/6 = \/5 Simplificar una raiz es expresarla con
un radicando menor al inicial.

Para simplificar una raiz n-ésima se utiliza la propiedad de la

Simplificar a la minima expresion es
multiplicacion:

simplificar el radicando al menor valor
posible.
Var x b =¥a" x b , y
" Después de efectuar una operaciéon con
= a\/E radicales siempre debe simplificarse a
la minima expresion.

S J
Ejemplo
1. Simplifica los resultados del Problema inicial.
a) {120 b) V32 c)¥128

V120 =22 x3 x5 {32=2"x2 8128 = V26 x 2
=235 =2\2 =232
=215 Por lo tanto, V32 = 2/2. Por lo tanto, {/128 = 2Y/2.

Por lo tanto, 3120 = 2V/15.

2. Efectua las siguientes operaciones:

a)Vax3g x32 x4 b)}‘/g?
VaxgxV2xVa=Y4x8x2x4 3"5?:3128
=V22x 22 x2x2? =327
=328 =3/33
=2 -3

*
Problemasw

Efectla las siguientes operaciones, simplifica a la minima expresion tu respuesta.

a) Y4 x310 b) =375 x V50 c) -45 x (-/81) Un nimero es divisible

por 3 si la suma de sus
d)3/320 +%/10 e) 486 =+ (-6 ) f)—3192 = (-6 ) cifras es divisible por 3.
g) W80 h) =640 i) V-256

@



1.7 Suma, resta y potencia de raices n-ésimas

Problema inicial
Efectla las siguientes operaciones:

a) {16 +54

Dos raices pueden sumarse o restarse si son

Solucién

a) V16 +354
Simplificando a la minima expresion:
V16 =323 x 2 y

=232

V54 =32x33
=332
Se efectUa la suma de raices semejantes:
V16 +V54 =232 +332
=532
Por lo tanto, {16 + 354 = 532.

Conclusién

b) (6\/2)3 semejantes es decir, el indice y el radicando
son el mismo.
b) (Va4 )?

Se descompone la potencia como producto:
(/4 ) =%axax%a

=4xaxa

=%/43 se expresa como potencia
Simplificando: ¥/43 =¥/(22)> =26 = 2.

Por lo tanto, (Y4 )3 = 2.

1. Los pasos para realizar suma o resta de raices n-ésimas son:

e Simplificar las raices a la minima expresion.

e Sumar o restar raices semejantes.

2. La potencia de una raiz real cumple (V)" =Xa x Vg x - x Ya,

Y Por ejemplo:
m-veces or ejempio:
_11 _21 _3' 4V _11 AV _2/ GV _11
Utilizando las propiedades de raiz n-ésima: (\a )" =\axax - xa §/-2, no son ndmeros reales.
m-veces /

El nimero i/a no es real, sin es
par y a negativo.

Reescribiendo como potencia el radicando: (Va )™ = ¥ a™

*
Problemas‘

J

1. Efectua las siguientes operaciones.

a)i24 +3/81 b) V32 +3/512
e) Y500 -/108 f) V576 —372
i) N27)? j) }8)°

c) V80 + Y405 d) 40 +3135
g) V486 — 144 h) 4243 - 448
k) (/25)? ) (27)

2. Para demostrar que 2 = {10 + V108 —3-10 + V108, realiza los siguientes pasos:

a) Demuestra que (1 + \/5)3 =10+ 6V3, luego escribe esta igualdad como raiz cubica.

b) Demuestra que (-1 + V3)2=-10 + 6V3, luego escribe esta igualdad como raiz cubica.

c) Efectua la resta de las raices cubicas de los literales anteriores y concluye.



1.8 Exponente racional

Problema inicial

1. Simplifica las siguientes expresiones, escribe tu respuesta como una potencia.

)\ b) 175

2. Demuestra que V24 =22,

Recuerda que para todo
numero real a positivo:

Wa ="%a y @' =a

Solucién
1.a) V26 =22 x 27 x 22 b) V212 =323 x 22x 23x 23
=2x2x2 =2x2x2x2
=23 =24
Por lo tanto, /26 = 23, Por lo tanto, /212 = 2%,
6 ——> exponente
=2 Se observa que 4 ==
Se observa que 3 > indice q 3 indice
2.82% =\\2* por propiedades de raices n-ésimas,

= ‘3\1\/(22)2 al aplicar propiedades de potencia,
=22 se utiliza que Yqg" = a.

Por lo tanto, $2* =322. Observaque2=2 — ~ fexppnente
6 3 —— indice

Deﬁnicién

®
Problemasw
1. Escribe las siguientes raices como potencias con exponente fraccionario, simplifica si se puede.

8

Si a es un numero real positivo, m y n son nimeros enteros y n es positivo, entonces:

m

a” =Xa"

i X i £ iz n-ési u ia m-ésima.
Una potencia con exponente racional 2 es la ra ésima de una potencia m-ésima
n

Ademds, si r es un entero positivo se cumple que Va™ = Na™, por lo que es valida la simplificacién de

exponentes racionales, para todo a > 0:

12 —> exponente

a)\2 b) \3* 032 d) 337
e) 52 f) 3210 g) e h) /52
2. Escribe las siguientes potencias fraccionarias como raices de una potencia.
1 5 5 3
a) 52 b) 32 c) 2?2 d) 78
3 7 E 1
e) 127 f) 112 g) 9 h) 10



1.9 Propiedades de los exponentes racionales

Problema inicial
Realiza las siguientes operaciones expresando tu respuesta como potencia con exponente racional.

3 3 8 1 21 2 2 3 3
a)2*x2° b) 3*+ 33 c) (8°) d)3*x9° e)32*+2¢
Solucién
1 1
a) 24 X 24 25 x 23 se escribe como raiz, +38=3310+3/31 se escribe como raiz,
= «[25 X 23 310 31
=428 =13?
8 9
=2° =33
=2 =33
5,3 10 1 10_1
Por lo tanto, 24 X 24 2% Observa que: 2* *=22 | Por lo tanto, 3% + 3° = 3%. Se observa que: 3% *=33,
21 1 2 2
c) (8%)?% = ((82) se escribe como raiz cibica, |d) 3°x 9°=3/32 x /g2 se escribe como raiz,
=43/g2 se escribe como raiz cuadrada, = \/3 32x 92
2
-8 - W
1 2
=g =27
- g gt
Por lo tanto (8°)* = 8°. Se observa que: = 8. Por lo tanto 33 % 93 273
3 3
e)32°+2°=4323 +423 se escribe como raiz, Observa que: (3 x 9)§ 27 %
V328 + 23
={(32=:2)
=163
3
= 16"
Por lo tanto 324 : 2" = 164 Se observa que: (32 + 2)4 164
Conclusién
1. Las propiedades con exponentes enteros se aplican también a los exponentes racionales. Si a y b son
numeros reales positivos, m y n son nimeros racionales, entonces:
a)amxar=qm"t" b)‘;—'::am‘” c) (@™ =amxn d) a™ x b™ = (a x b)™ e)Z—::(%)

2. Para simplificar una potencia racional se debe verificar que la base sea la menor posible.

Ejemplo
Simplifica las respuestas de los literales c), d) y e) del problema inicial.
1 1 x1 2 3 Kx?:
c)8=(23)*= 2% =2 d)27°= (33)3 = 3»T 3? e) 164 (24)'=27% =23

<
Problemasm

Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.

78 13 1 5
a)2°x2° b) 9° x 9% c) 25+ 25° d) 27° + 27
10 3

8%y g) 16" 4° h) 9g*+ 2

9
7

e) (9')

DIN



1.10 Operaciones con raices de distinto indice

Problema inicial
Efectla las siguientes operaciones.

a)\3 x33x 43 b) 45 x {3+ X3
Solucién
Se escribe cada raiz como exponente racional:
a)\3 x33x43 b) 5 x {3+ ¥i3
x /3 x ] =3%><3%><3é Yo xig+7X =9%x9%+9%
3 XN3 x\3 9 x3y9++9
_ i g
3,2,1 3,4 1
=3666 =912 12 12
=31 = 9%
1
=3 =92 |
Por lo tanto, V3 x 3 x¥/3 = 3. =(32)? simplificando

Por lo tanto, Y9 x {9 + X/9 = 3.

Conclusién
Para operar raices con distinto indice, se realizan los siguientes pasos:

1. Cada raiz se escribe como potencia con exponente racional.
2. Se efectuan las operaciones utilizando propiedades de exponentes racionales.
3. Se simplifica el resultado.

Ejemplo

Efectla las siguientes operaciones:

a)V32x3a+%2

5
5 &

1
V32 x4+ 42 = x Y22 + 42 #{3=3"x3°
5 2 1 L1

:25)(2§+2g =3 °

o
N
-

wiN ol ojw NI

1} 1]
N
o ~
w
o
I} 1}
w w

no se puede simplificar,

— 9% =332 se escribe como raiz,
=73 =3/9
=8 Por lo tanto, v/3 +%/3 =3/9.

Por lo tanto, V32 x4 + 2 = 8.

*
Problemas‘

Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.

a) g xg + 8 b) V3 x33 )33 %33
d) Va4 x32 x X32 e)\243 x39 +%/3 f)325 =45



1.11 Practica lo aprendido

N\

N

~
1. Efectua las siguientes operaciones, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:

a) 56 x 5° b) (—4) x (-4)? c)26x23 d)37x37

e) (-6)™* x (—6)2 f) 39+ 3¢ g)2+2° h) (-5)*+ (-5)®

)4 <4 =272+ (=2)7 k) (4%)° ) [(=3)]7

m) (27)° n) (67)* 0) (57)7 p) [(=2)7°]7
2. Realiza los siguientes ejercicios, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:

a) 3*x 5% b) 2°x 3 c) (—4)*x 82 d) (-6)3x (-5)73

e)9°+3° f) 1672+ (-2) g) (-35)" + 57 h) (-18)* + (-3)™*

3. Realiza las siguientes operaciones simplificando tu respuesta:

a) {12 x324 b) ¥-20 %325 c)ag 6 d) ¥/80 + -5

e) V324 f) {56 +1189 g) V64 -4 h) (24)?

4. Simplifica las siguientes raices: Escribe cada raiz como potencia racional.

a)\a b) {9 c)%27 d) V16
5. Efectua las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta a la minima expresion:

a) {9 x /9 b) V8 x /8 x 2 c)N27 133 d) ¥/8 x4 x %12
6. Realiza las siguientes operaciones:

a) (2 +33)4 - V6 + \3) b) (2 -33)/4 + V6 + 3) )
Exponente irracional )
El nimero V2 es irracional, por lo que su valor solo es aproximable: V2 = 1.414213...

Considera la siguiente sucesidn de potencias racionales:

31=3, 314 =4.655536..., 3141 =4.706965..., 314%=4727695..., 3'142=4728733...

La sucesion se aproxima al nimero real 4.728804...

Los exponentes de la sucesidn se aproximan al valor V2. Por lo que, se dird que la sucesién se aproxima

al valor 3\2,

De esta forma, si x es un numero irracional y a > 0, es posible definir la potencia a* siguiendo el proceso

anterior.

Por lo tanto, la potencia a* estd definida para todo nimero real x y a > 0. Las propiedades vistas anterior-

mente se generalizan para todo exponente real. Si a y b son nimeros reales positivos, r y s nimeros reales:
a)axa’=a ** b)%=a“s c)(@)y=axs d) axb =(axb) e Z—:=(%)r )

ol



2.1 Definicidn de la funciéon exponencial

Problema inicial

Para cada literal completa la tabla 'y graﬁiaxla funcién dada. X D) ) 0 1 2
a) flx) = 2* b) fiz) = )
Y
Solucién Ry
a) flx) = 2° b) fix) = (3)
. ) 1)\
Si =2 se tiene f(-2)=27= 1 Six=-2 se tiene f{-2) = (3] =(2%)2=2"=4
. . !
Si =1 se tiene fi-1)= 2= Six =1 se tiene fi-1) = (3] = (27)*=2"=2
. ) 1\0
Six=0setiene f{0)=2°=1 Six=0se tiene f(0)=(5)=1
. ) 1\t 1
Six=1setiene f{1)=2'=2 Six=1setiene f(1)=(5) =2
. ) 1\2 1
Six=2setiene f(2)=22=4 Six=2setiene f(2)=(5) =2
X -2 -1 0 1 2 x -2 -1 0 1 2
1 1 1 1
y n e 1 2 4 Y 4 2 1 > T

Se traza una curva sobre los puntos obtenidos en cada caso.

Y

)

-2 -1 0 1 2 3

Deﬁnicién

Sea a un nimero real positivo y diferente de 1. La funcion f: R — R definida

. . ) En la funcién exponencial
por f(x) = a* se llama funcién exponencial. Al niimero a se le llama base.

la variable x esta en el ex-

La gréfica de la funcion exponencial f(x) = a* pasa por los puntos (0, 1) y (1, a). ponente.

Si se cumple que 0 < a < 1, entonces f(x) = @, se puede escribir de la forma f(x) = b, donde b = é > 1.
Por ejemplo f(x) = (%) = (2 =2~

<
Problemasm

Grafica las siguientes funciones exponenciales:

a) flx) = 3* b) flx) =37 c) flx) = 4 d) flx) = 4™

©



2.2 Funciones exponenciales simétricas

Problema inicial

1. Grafica las siguientes funciones en un mismo plano cartesiano.

a) flx)=3" b) f,(x) =37 c) f,(x) =-3*
2. Compara la coordenada en x de los puntos de f;(x) y f>(x) que tienen la misma coordenada en y.
3. Compara la coordenada en y de los puntos de f;(x) y f5(x) que tienen la misma coordenada en x.

2}

(2.3)

R

(1.3

(0,1) (0,1) (0,1) (0,-1)
(1,3) (-1, 3) (1,3) (1,-3)
(2,9) (=2,9) (2,9) (2,-9)

Solucién )
1. a) f,(x)=3" Yy y=f
) 9
x -2 | -1 0 1 2 .
1 1
y = = 1 3 9 7
9 3 6
5
b) £,(x) =3~ 4
o 3
x -2 | 2 0 1 2 ,
y 9 | 3 1| 5| 3
PR
c) f,(x)=-3"
x -2 | -1 0 1 2
y | -5 | -5 | 1] 3| 9
y=1x)
2' X S 3 X %
filx)=3" | f(x)=3 filx)=3" | f,(x)=-3

Si (x, y) es un punto de la gréfica de f, entonces
(=, y) es un punto de la gréfica de £, . Las grafi-
cas son simétricas respecto al eje y.

Si (x, y) es un punto de la gréfica de f, entonces
(x, —y) es un punto de la gréfica de f, . Las grafi-
cas son simétricas respecto al eje x.

Se observa que:
e La grafica de la funcion y = 3™ es simétrica a la grafica de la funcién y = 3* respecto al eje .
e La gréfica de la funcidn y = —3* es simétrica a la grafica de la funcidon y = 3%, respecto al eje x.



Conclusién
1. Las funciones y = a*y y = a™* son simétricas respecto al eje y.
Para graficar y = a™ se cambia el signo a la coordenada en x de los puntos de la grafica de y = a®.

2. Las funciones y = a*y y = —a* son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a* se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la grafica de y = a*.

3. Las funciones y = @™y y = —a™, son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a™ se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la grafica de y = a™.

Ejemplo
Grafica la funcién £, (x) = =37

y\
Para graficar f4 (x) = -3 se cambia el signo a la coordenada en y de los ! 5
puntos de la grafica de f,(x) = 3™ s
7
6
flx) =37 | f,(x) =-3~ >
4

1 1
(23 | (-3 %
2

1 1
(1L3) | (-3 :

(0, 1) (0,-1)

(-1, 3) (-1,-3)

(=2,9) (=2,-9)

y=1x)

*
Problemasw

1. Grafica las siguientes funciones en el mismo plano cartesiano utilizando las simetrias:
fi(x) = 2%, f(x) = 2%, f(x) = =2, f,(x) = =27,

2. Grafica la funcion f4 (x) =-37a part'ir de la funcién fl(.X') =3 Comprueba que fa es simétrica a fl respecto
al origen: si (a, b) estd en la grafica de f, en-
tonces (-a, —b) estd en la grafica de f,.



2.3 Caracteristicas de las funciones exponenciales

Problema inicial

Se muestran las siguientes funciones y sus graficas:
1. f(x)=3" 2. f(x)=3" 3. flx)=-3"
y Y Y
. 5 2 -1 f 12 ..
8 8 =1
7 7 =2
6 6 =3
5 5 -4
4 4 -5
3 3 -6
2 2 -7
=% ad 1 2 X S 1 2 X 9 \
Para cada una de las gréficas determina:
a) Interceptos con los ejes b)Dominio y rango
c) Si la funcidn es creciente o decreciente d) Asintotas de la funcién
_
f es una funcién creciente sia< b = f(a) < f(b).
.. fes una funcién decrecientessia < b = f(a) > f(b).
Solucién

1. f(x)=3"

a) Interceptos con los ejes: b) Dominio y rango:

Eje y: ,(0) =3°=1, el intercepto es (0, 1).

Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.

c¢) La funcidn es creciente:
Si b < c entonces 3° < 3¢

. flx) =37

a) Interceptos con los ejes:

Ejey: £,(0)=37=3°=1, el intercepto es (0, 1):

Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.

¢) La funcién es decreciente:
Si b < centonces 3 >3

D, =R
Rfl = ]O‘OO[

d) Asintotas de la funcioén:
y =0 es asintota horizontal de la funcién,
pues la grafica de f1 se aproxima a la recta
y =0 a medida que x disminuye su valor.

b) Dominio y rango:
Dr,=R
sz = ]O’OO[

d) Asintotas de la funcién:
y =0 es asintota horizontal de la funcion.

3. Las graficas de las funciones f,(x) = =3y f,(x) = 3* son simétricas respecto al eje x.

Interce'pto Dominio Rango CreC|er.1te © Asintota
en el ejey Decreciente
. Creciente _
fi(x) =3 (0,1) R 10, o Si b < ¢ entonces 3% < 3¢ y=0
. Decreciente _
f,(x)=-3 (0,-1) R J=e0, 0f Si b < c entonces —3° > -3¢ y=0




Conclusién

La siguiente tabla reine las caracteristicas de las graficas de las funciones f,(x) = o, f,(x) = a™y f,(x) = —a*

donde a > 1.
f,(x) = a f(x) = a* fi{x)=-a*
Interce.pto en el (0, 1) (0, 1) (0,-1)
ejey
Dominio R R R
Rf = ]0' +oo[ Rf = ]—oo, 0[
Rango 1 Rr, =10, +o0 2
8 =(yER|y>0} =10, el ={y€ER|y <0}
Creciente o Creciente Decreciente Decreciente

Decreciente

Si b < c entonces a® < a¢

Si b < centonces a®>a™

Si b < ¢ entonces —a’ > —a¢

Asintota

y=0

y=0

y=0

Ademas, observa que las funciones f, £, y f, no tienen intercepto con el eje x.

Si a es un numero real tal que a > 1, entonces:
e La funcidn f(x) = @, se llama funcién exponencial creciente.
e La funcidn f(x) = a™, se llama funcién exponencial decreciente.

<
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1. Utiliza la simetria respecto al eje x para completar las caracteristicas de la funcion f(x) =—a™ a partir de
las caracteristicas de la funcién f(x) = a™, a > 1.

Intercepto . Creciente o ,
. Dominio Rango . Asintota
enelejey Decreciente
Decreciente
s o 1 =
fle) = a (0,1) R 10, o Sib < centoncesa®>a* y=0
flx) =-a™* R y=0

2. Determina el intercepto en el eje y, dominio, rango, monotonia y asintotas de las siguientes funciones.

a) fyx) = 2 b) £,(x) = 2 Q) f(x) = 2" d) f,x) = -2
3. Resuelve las siguientes desigualdades utilizando la grafica de la funcién y = 2%,
a)2x=>1 b)2r<1

4. Demuestra que la funcion f(x) = 2* + 2 es creciente en [0, o[, desarrollando los siguientes pasos:

a) Demuestra que sic # 0y d # 0 entonces (c + %) - (d + %) =(c- d)(l - %)

b) De a) prueba que (2° +27%) — (2¢+ 279) = (2° - Za)(l - 2a1+b)'

c) De b), concluya que si 0 < a < b entonces fla) < f(b).

5. Demuestra que la funcién f(x) = 2* + 2~ es decreciente en ]-, 0].



2.4 Desplazamientos horizontales y verticales de la funcidn exponencial

Problema inicial

N
1. Grafica las funciones de cada literal en un mismo plano cartesiano.
a) f(x) =27 f(x) =271, f,(x) = 2" b) f(x)=2% f,(x)=2"-1, f(x) =2"+1
2. Describe la grafica de las funciones fz(x), fa(x) como un desplazamiento horizontal o vertical de la funcidn
fl(x)' )
Solucién
a) filx)=2% f(x) =274 fi(x) =2**1
X -2 -1 0 1 2
1 1
fl(x) Z 17 11 12 14
M Pl T T,
A | 3 4 2
1 ¢ "1 v P
f,(x) 5 1 2 4 8

Al dibujar las graficas de las funciones se observa que:

* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha de la funcién f, (x).
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la izquierda de la funcién f,(x).

b) f,(x)=2% f(x)=2"-1, f(x) =2"+1

x | 2] 2] o 1] 2
W 7| 3| 1| 2] 4
-2 -31 0| 1| 3
ol 2 2] 2| 3| s

* La grafica de f,(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad
hacia abajo de la funcién f,(x).

* La grafica de f,(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad
hacia arriba de la funcién £ (x).

Conclusién

La grafica de la funcidn f(x) = a* " es un desplazamiento horizontal de A unidades de la funcién f(x) = a*.
e Si h > 0 el desplazamiento es hacia la derecha. ¢ Si h <0 el desplazamiento es hacia la izquierda.

La grafica de la funcion f(x) = a* + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la funcién f(x) = a*.
e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba. e Sik < 0 el desplazamiento es hacia abajo.

<
Problemasm

La asintota horizontal de

flx)=a*+kesy=k.

1. A partir de la gréfica de f{x) = 3* grafica las siguientes funciones:
a) flx) =32 b) flx) = 3**1

2. A partir de la grafica de f(x) = 4~ grafica las siguientes funciones:
a) flx) =41 b) flx) = 4++2

c) flx)=3*-3

c) flx)=4"+2



2.5 Grafica de funciones exponenciales con simetria y desplazamientos®

Problema inicial

La simetria se aplica si la poten-
cia es negativa o si la variable
tiene signo negativo.

En cada literal traza la gréfica de f(x) a partir de la grafica de fl(x) = 2%, utiliza simetria y desplazamientos.
a)flx)=2*"1+1 b) flx) = 2"V -1
Solucién

a) La grafica de f, se dibujé en la clase 2.1.

Se grafica y = 2*~%, como un desplazamiento de una unidad
hacia la derecha de f,.

Se grafica f(x) = 2*~* + 1, como un desplazamiento de una
unidad hacia arriba de y.

Si (x, y) es un punto de f,(x), entonces el punto (x + 1, y + 1)

es un punto de la gréfica de f{x).

b) Se grafica fz(x) = 27" a partir de la simetria con la grafica de f1
respecto al eje y.

Se puede escribir f(x) = f,(x—1)-1.

Asi, f(x) es un desplazamiento de una unidad a la derecha y
una unidad hacia abajo de £,(x).

Sea (x, y) un punto de £,(x), entonces el punto (x + 1, y — 1)
es un punto de la gréfica de f{x).

Conclusién
Para elaborar la gréfica de una funcién exponencial f(x) se Ejemplo: flx) =—2"1-1
realizan los siguientes pasos: ~ 1. f (x) = 2*
1. Se dibuja la grafica de f,(x) = a*. y4 il 2
3

2. Se dibuja una funcién £,(x) de acuerdo a los signos de la
potencia y el exponente de f{x):
* o se utiliza simetria respecto al eje y.

Simetria respecto
al origen.

2. f(x) ==27
x

S

e —qa” se utiliza simetria respecto al eje x.
* —a*se utiliza simetria respecto al origen.

3. Desplazamiento, escribiendo f(x) = f,(x — h) + k entonces
el punto (x, y) de la gréfica de f, se desplaza al punto
(x+ h,y+k) de la gréfica de f.

<
Problemasw

<

{/ Desplazamiento

3. flx) =—2Y-1

Grafica las siguientes funciones utilizando simetrias y desplazamientos:
a)flx)=3*"2+1 b) lx)=4=~"1-3 c) flx)==2*"1+2

e) flx)=37""+2 f)flx)=27""2+1 g flx)=-3"""1-1

©

d) flx) =—3=+1-3

h) flx)=-3*"2+2



2.6 Ecuaciones exponenciales

Problema inicial

Encuentra una solucién para cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 5% =25 b)2:=1 )4 =8 d) (§)= 81
Solucién
a)5*=25 b) 25 =3
Descomponiendo 25 =52, Descomponiendo 8 = 23,
sustituyendo 5* = 52, sustituyendo 2* = % ,
Por lo tanto, x = 2. escribiendo con exponente negativo 2% = 273,

Por lo tanto, x = -3.

c)4*=8 d) (%) =81
Descomponiendo 4 = 2%y 8 = 23, Descomponiendo 9 =32y 81 = 3%,

) . 1\
sustituyendo (22)* = 23, sustituyendo (i) =34

aplicando propiedades de potencia 2** = 2%, escribiendo con exponente negativo: (372)* = 34,

entonces 2x = 3. aplicando propiedades de potencia: 372* = 3¢,

3
Por lo tanto, x = > entonces —2x = 4.

Por lo tanto, x = -2.

Definicién
Una ecuacidn exponencial es aquella que tiene términos de la forma Ejemplo: 27 = 1
a*cona >0ya#1l. °
iy . . - 1 1

Para resolver una ecuacién exponencial se realiza lo siguiente: 27%=(33)F=3% y 953" B
1. Se escriben todos los términos en la misma base para obtener una 3 o

. . . s - 33r=3

igualdad de potencias con la misma base: a’= a°.
2. Se igualan los exponentes r = s y se resuelve esta ecuacion. - 3x =-2

Por lo tanto, x = — %

>
Problemas.w

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 25= 16 b) 37+1 = 9v+2 ¢) 5 4=t d)2m2=7
e) 25x+7=% f) 93x+1:27—2x—2 g) 8—x+3=4x+2 h) 42x—1 :%



2.7 Ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones cuadraticas

Problema inicial
A partir de la ecuacién exponencial: 4* — 2* = 2 realiza lo siguiente:

a) Escribe 4* como potencia de 2. b) Sustituye y en lugar de 2 en la ecuacion.
c) Resuelve la ecuacion resultante. d) En las soluciones encontradas sustituye 2*en lugar
e) Resuelve las ecuaciones resultantes. dey.
Solucién

a) Se representa 4* como una potencia de 2: b) Al utilizar que (22)* = (2%)? se tiene:
4% =(2%)*=2* al descomponer 4 = 22 (29)2=2%=2
Asi, se obtiene la ecuacidén (22)*—2%= 2. 8

y-y=2

c) Resuelve la ecuacion resultante. d) En las soluciones encontradas sustituye
y?—y =2 es una ecuacioén cuadratica, 2*en lugar de y.
resolviendo:

y=2 o y=-1
y-y-2=0 ! !

(y=2)y+1)=0
y=2 o y=-1

e) Resuelve las ecuaciones resultantes.

2¥=2 o} 2% =—1, esta ecuacion no tiene solucion,
2% =21 ya que 2* > 0, para todo x real.
x=1

Por lo tanto, la solucién es x = 1.

Conclusién
Una ecuacion exponencial, en la que aparece una suma o resta de potencias, se puede reducir a una ecua-

cion cuadratica si una de las bases es el cuadrado de la otra.
Este tipo de ecuaciones se representa asi: p(a*)* + ga* + r = 0.

Para resolverla se realiza lo siguiente:

1. Se efecttia el cambio de variable y = a®.

2. Se resuelve la ecuacion py? + qy + r =0, del paso anterior.

3. En las soluciones encontradas y =y, y =,, se sustituye y pora“: a*=y, ya*=y,.

4. Por ultimo se resuelven ambas ecuaciones, si se puede. Estas son las soluciones de la ecuacién original.

b
Problemasw
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas.

a)4*-2"-12=0 b) 9*-2(3)+1=0 Si una potencia tiene la forma
a**’, con r un numero real, se
c)4"-6(2*)+8=0 d) 5(25*) - 26(5*)+5=0 reescribe a**" = a’ (a¥).

Por ejemplo, 2**1 = 2(2%).
e)9**1+8(3*)—1=0 f)4*+2—5(2**1)+1=0
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2.8 Practica lo aprendido N

1. Justifica las siguientes afirmaciones.
a) La grafica de las funciones y = 2* y y = 2 son simétricas respecto al eje y.
b) La grafica de las funciones y = 3*y y = =3 son simétricas respecto al eje x.
c) Si (a, b) es un punto de la grafica de la funcidon y = 3*entonces (—a, —b) es un punto de y = -3,

2. Utilizando las gréficas de las funciones f,(x) y f,(x). Determina la ecuacién de f,(x) a partir de f,(x).
a) /(x) = 5* b) f,(x) = 4~
y A

y=f(x)\

f,(x)

Ul

y=1x)

=/f,(x)

<
|

N W
~—
\

c) f(x) = 2¥ d) f,(x) = =2~
Y
/ Y
2 -1 0 x
2 2
y=fx) y=flx) y=hx)
/ >
i 1 x y=1(x) ,

3. Grafica las siguientes funciones y describe sus caracteristicas: interceptos con los ejes, dominio, rango,
asintota de la funcion y crecimiento o decrecimiento.

a) flx)y=2"3-2 b) flx)=3>"1+4 c) flx)=5"*2+2 d) flx) =—4*"1-1

4. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 23x—1:32 b) 3—2x+3=i

3x-3 —
> c)4 =1

1
d) 25x+3:g e) 7—2x—4:49 f) 16x—3:82x—1
5. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas:

a) 9x_4(3x)+3=0 b) 62x_5(6x)_6=0 C) 32x+3_4(3x+1)+1=0




2.9 Problemas de la unidad ™

1. Simplifica las siguientes expresiones:

a) (372)33:(34)2 b) [22 x2(724)—2 -1 c) 25—4 X 5—3 d) 3—4;4i 68

2. En los siguientes literales se tienen dos nimeros reales,

, Utiliza el hecho que a < b= Na < b, con n ente-
establece cual es el mayor de ellos.

ro positivo, y el exponente racional para escribir las

a)v2y¥2  b)\3y¥s  c)¥i2yve d)4yigg  raicesconindice comin, para N2y V2t
N2=2°=27=N2" y \2=3"=2"=N23

3. En los siguientes literales determina cudl de los dos nimeros reales es el mayor de ellos:

a)\V2yVa b) V8 y V16 c)V125y+5 d) % y3 8_11 Escribe cada radicando como una potencia

4. Efectta el producto (\3 — /48 + 2)(+/3 +1/48 + 2).

5. Racionaliza el denominador de la fracciéon = realizando los siguientes pasos:
3
a) Escribe 3/3 como una potencia.

.z 3 . s .
b) Resuelve la ecuacién N3x = 3, escribe la solucidon como una potencia.
2
3

c) Efectua i

X .y . .
x>, conx la solucion del literal anterior.

6. Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones.

6 4 10
a) — b) — c)—
) % ) = ) =
7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 24x-2 - gx+1 b) 3Br= Q72x+3 C) 2—x=\/§
d)2°x4°=128 e) 9~ 4(371) +27=0 flas—27"2+4=0
g) (4x—3)(6x+1)(32x—6)= 6 h) 12x—2 - 22x—4 |) _3x_ 9(3—x) + 10 - 0
8. Justifica las siguientes afirmaciones:
a) \5 y 425 representan el mismo numero.
b) Las graficas de y = 2*y y = =2 no se intersecan en ningun punto.
c)y =2%yy = 4*se intersectan en un solo punto.
9. Grafica las siguientes funciones.
a) flx)=27+2~ b) flx) = 2*— 2+
10. Determina para cada funcidn del problema anterior lo que se pide:
Y a) Dominioy rango b) Los intervalos donde es creciente o decrecientey
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Funciones
Trascendentales Il

A principios del siglo XVII, los matematicos ingleses John Napier y Henry Briggs introdujeron
y perfeccionaron el logaritmo, un concepto de gran importancia practica y tedrica por su
propiedad de simplificar operaciones tediosas como la multiplicacidn, la division y la extrac-
cion de raices. La motivacion de Napier era facilitar los calculos en trigonometria esférica
utilizados en astronomia. Briggs sugirié el 10 como base y cred tablas de logaritmos para
ndmeros cercanos.

Red ortogonal de espirales
logaritmicas

Mosaico decorativo en
Corinto siglo Il d.C.

Actualmente los logaritmos tienen aplicaciones
en muchas ramas de la ciencia: permiten medir
la intensidad del sonido, el nivel de acidez de una
sustancia conocido como pH, la intensidad de los
sismos a través de la escala Richter, los grados de
tonalidad de escala cromatica en la musica, entre

otras. El sismdgrafo permite medir la intensidad y
duracidn de los sismos.

En esta unidad se exploran algunas propiedades de las funciones como la inyectividad,
la sobreyectividad y la biyectividad. Conoceras la composicion de funciones que permi-
tira definir la funcion inversa como un caso especial de la composicion y luego definir la
funcion logaritmica y estudiar sus propiedades.



1.1 Funciones inyectivas

Problema inicial
Responde las siguientes preguntas:
a) Sea f(x) = x + 1, se sabe que f(3) = 4, éexiste otro valor x en R tal que f{x) = 4?
b) En el caso de la funcién f(x) = x2, se cumple que f(2) = 4, éocurre lo mismo que el caso anterior?

Solucién
a) Se elabora la gréfica de f(x) = x + 1. b) Se elabora la grafica de f(x) = 2.
Y

_______ Y No ocurre lo mis-
: 5 mo, ya que existen
: 3 !

: : dos valores de x que
2 cumplen f(x) = 4:

1 f x=2yx=-2.

El Gnico valor de x tal que f(x) =4 es x = 3.

Definicion
Una funcién f: A— B es inyectiva en A, si a valores diferentes del conjunto A le corresponden valores dife-
rentes del conjunto B. Simbdlicamente: si a, b son elementos de A con a # b entonces f(a) # f(b).

También se puede definir de la siguiente manera: f : A — B es inyectiva en A, si a cada imagen en B le co-
rresponde una Unica preimagen de A.

Para determinar graficamente la inyectividad de una funcién se trazan rectas horizontales sobre la grafica,
si una recta interseca a la grafica en dos o mds puntos, entonces la funcion no es inyectiva.

Ejemplo
Determina si las siguientes funciones son inyectivas:
a)flx)=x+1 b) flx) = x?

Yy

~ /
4

/_}
‘/»r 0 T 3 Y 37 *
Toda recta horizontal interseca en un solo punto La recta horizontal que pasa por el punto (2, 4)
ala funcion. Por lo tanto, f(x) = x + 1 es inyectiva. también pasa por el punto (-2, 4). Por lo tanto,

f(x) = 22 no es inyectiva. En este caso 2 # —2 pero
f(2) = fi-2) pues f(2) =4y f-2) = 4.

>
Problemasw

Determina si las siguientes funciones son inyectivas en su dominio:

@

a) flx)=2x-6 b) flx) =—x>-2x-6 c) flx) = 2x° d) flx) =% e) flx) =~x



1.2 Funciones sobreyectivas

Problema inicial N
Una funcién de A en B que tiene como ecuacidn y = f(x) se puede representar de las siguientes formas:

1.ffA—B 2.fA—B; x— flx) Esta representacion significa “la funcion de A en B tal que x
x — flx) toma valores en Ay f(x) en B”.

a) Dada la funcion f: R — R; x — x2, éexiste un valor x en el conjunto de partida que cumple f(x) = -1?
b) Considera la funcién f: R — R; x — x°. Siy es un nimero real, determina el valor de x tal que f(x) =y

L siy=1,y=8. )
Solucién
a) Se elabora la gréfica de f(x) = x%. b) Se elabora la gréfica de f(x) = x>.
No hay valores de x El valor de x tal que
tal que flx) =-1. flx)=1,esx=1.
fll)=13=1.
El valor de x tal que
T2 X flx)=8,esx=2.
-1 fl2)=23=8.
Conclusion
Una funcién f: A — B es sobreyectiva, si cada nimero en B es imagen de, al menos, un niimero en A.
1. Para decir que una funcién no es sobreyectiva se debe encontrar un
. Recuerda que el rango es el con-
valor y en B que no tenga preimagen en A. junto de valores que puede to-
2. Una funcién f: A — B, donde el conjunto B es igual al rango de la mar la funcién Ry = {f(x) | x € A}.
funcion Ry es una funcidn sobreyectiva.
Ejemplo
a) La funcién f: R — R ; x — x?, no es sobreyectiva  b) La funcién f: R — R ; x — x* es sobreyectiva pues
pues no existe un nimero real x tal que x? = —1. un nimero y en R es imagen del numero W Al

evaluar se tiene: f(\y) = (\y)* = y.
El rango de f(x) = x> no es R sino Ry = [0, oo .
El rango de f(x) = x*es R = R.

b 2
Problemas‘w
Identifica si cada una de las siguientes funciones es sobreyectiva.

a)fR—R b) R— R ofR—R El conjunto ]— o, a[ U ]a, o[ se puede
X—X x—3x-2 x—x*-1 escribir en la forma R - {a}, que repre-
P N . _ senta el conjunto de los numeros reales
d) . E ]xc;o, 0 e)f. Hi Eiz . Ao, oox[: E/(l' dl exceptuando al nimero a.
—_— — —_— — —\x
gfR-{0}—R h)AR-{1}—R-{0} i)fR—R
x 1 x— li x— |x| fix) = |x|es la funcion valor absoluto.
x —x



1.3 Funciones biyectivas*

Definicién
Una funcién f: A— B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.
¢ Si una funcién no es inyectiva se puede restringir el dominio para que sea inyectiva, en algunos casos se
puede hacer de varias maneras.
¢ Para que la funcidn f sea sobreyectiva basta encontrar el rango R; y hacer B = Ry.
Se llama restriccion de la funcién f a la que se obtiene como resultado de los pasos anteriores.

Ejemplo

1. Verifica que la funcion f: R — [0, o[ ; x — x? no es biyectiva.
2. Haz una restriccion del dominio para que la funcion f sea biyectiva.

y
= flx)
&
\ / 1. Las rectas horizontales cortan en dos puntos a la gréfica, asi la funciéon
\ 2 / no es inyectiva, por lo que tampoco es biyectiva.
2 1 0 1 2 T X
y
y=/,(x)
2. Eliminando los puntos con primera coordenada negativa, se obtiene la 4
gréfica de una funcion inyectiva, a la que se denomina f,. Su dominio es 3 /
[0, o[ y su rango es [0, oof. > /
Por lo tanto, la funcién f: [0, o[ — [0, oo[; x — x* es biyectiva pues ! /
es inyectiva y sobreyectiva. T T 3 3 X
y
v =f(x)
¢ Otra restriccion de f se obtiene eliminando los puntos con primera
\ 3 coordenada positiva.

2
Por lo tanto, la funcidn f2: [-o0, O] — [0, oo; x — x? es biyectiva

1
\ pues es inyectiva y sobreyectiva.
P2 100 1 2 3

<
Problemasw

Determina si cada funcidn es biyectiva, si no lo es, haz una restriccion de f para que lo sea.

a)f,R—R b)fR—R c) f: [0, 10] — [0, oo[
X—X x—x—1 x— x?
dfR—R e)f:R-{0}—R-{0} f)f: R— [0, oof
x—x?—2x +3 x—>% x— |x|
g)fR-{1}—R h)f, R—R i)t R—R
x— 14 x— 2 x—27 141

®



1.4 Composicion de funciones

Problema inicial
B En el departamento de Morazan el beneficio promedio, en ddlares, que obtiene un productor de dulce de
atado esta dado por f(x) = 0.53x, donde x representa la inversion realizada por el productor. Se sabe que
la inversion realizada por un productor esta dada por la funcién g(x) = 69.19x, donde x es el nimero de
toneladas de cafla de azucar utilizadas. A partir de lo anterior contesta: -y T T LA A
1. ¢Cual es la inversidn realizada por el productor si utiliza 2 toneladas? T | P/ £
2. ¢Cual es el beneficio obtenido por el productor si utiliza 2 toneladas?
3. Determina una funcién que proporcione el beneficio obtenido a partir
de una cantidad x de toneladas de cafia de azucar utilizadas.

-

Solucién

1. Utilizando la funcién de inversion g, se tiene g(2) = 69.19(2) = 138.38. 8,
Por lo tanto, la inversion realizada es de $138.38.

2. La inversion realizada al utilizar 2 toneladas es g(2) = $138.38. Toneladas Inversién
Utilizando la funcidn de beneficio f se tiene que !,
flg(2)) = f(138.38) = 0.53(138.38) = 73.3414.
Por lo tanto, el beneficio es de $ 73.3414. Inversion Beneficios
3. Al utilizar x toneladas se tiene una inversion de g(x) = 69.19x.
Al utilizar unainversion g(x) se tiene un beneficio de f{g(x)) =0.53(g(x)) . @ R A,
Por lo tanto, el beneficio a partir de la cantidad x de toneladas es
f(g(x)) — 0.53(69.19x) =36.6707x. Toneladas Inversion Beneficios

Definicion
Dadas dos funciones f(x) y g(x), la composicién de / y g se denota por (fog)(x) y se define como:

(fo8)(x) = flg(x))
La composicion de f y g es una funcidn que resulta de evaluar la funcidn g(x) en la funcion f(x).
La expresion fog se lee f compuesta con g. La expresion f(g(x)) se lee fde g de x.

Ejemplo

~

Efectta las composiciones fog y gof, con las funciones flx) = 2x + 1y g(x) = x — 3.
(fog)(x) = flg(x))
=2(g(x)) + 1 se evalua la funcién g(x) en f(x),
=2(x-3)+1 Observa que, en general, (fog)(x) no es
=2x—-6+1 igual a (gof)(x):
Por lo tanto, (fog)(x) = 2x—5.

Si flx) =2x+ 1y g(x) =x— 3 se tiene que

(goN(x) = g(f(x)) (fog)(x) = 2= 5 Y (gof)(x) = 2x — 2.
=flx)-3 se evalua la funcion f(x) en g(x),
=(2x+1)-3 En este caso (fog)(x) # (gof)(x).
=2x-2

Por lo tanto, (geof)(x) = 2x — 2.

®
Problemasw

Efectia la composicidn fog de las siguientes funciones:

a) flx) = 4x, g(x) = 3x b) flx) =—x+2, glx)=x+5 o) fle)=vx+1,8(x)=x-4
d) flx) = 1, gla) = x+ 1 &) flx) =x+1, glx) = = ) flx) = 3% gla) = 2+ 2
g flx)=x+1, g(x) = 2 h) f(x) =%,g(x) =5 i) flx) =x, glx) = 4°

&



1.5 Dominio de la funcion composicion*

Problema inicial
Se tiene la gréfica de las funciones f: [0, 00 = [0,00[; x =Vx y ¢ R—=R;x —x — 1.
Yy Y

Dy = [0, o] 2 y£ i) D= R ’ y=g(x>/

Rr=10, o] */ Re=R ; /

—F ol 1 2 3 X f —F 0 /1 7 3 X
La composicion esta definida como (fog)(x) = f(g(x)), es decir g(x) se evalla en f(x). A partir de esto, realiza
lo siguiente:

a) Determina el intervalo de los valores que puede tomar g(x) para que f(g(x)) esté definida.

b) éCudl es el intervalo de valores que debe tomar x para que g(x) esté en el intervalo del literal anterior? )

&

Solucién
a) Los valores que g(x) puede tomar deben estar en el domino de f{(x).
Por lo que el intervalo que se pide es [0, oo.

b) Se determina el intervalo a partir de la grafica.

y y En la funcién g(x) los valores del in-
1 tervalo [0, oo[ se obtienen al evaluar
2y =1t) 2 y=gx) los valores del intervalo [1, oo[.
I / | Por lo tanto, x debe tomar valores
‘F of 1 2 3 —F 0 /f 2 3 X enelintervalo [1, o[ para que g(x)
_1 _ /e .
‘ V esté en el intervalo [0, oof.

Deﬁnicic')n

El dominio de la composicidn de f y g esta dado por el conjunto: Dy.g = {x € Dg | g(x) € Dj}.

El dominio de la composicion de funciones (fog)(x) son los valores que pertenecen a D, (el dominio de g(x))
tal que g(x) pertenece a Ds(el dominio de f(x)).

Ejemplo

Utilizando las funciones: f(x) = vx — 9, con dominio Dy = [9, o[, y g(x) = 3x, con dominio Dg = R, encuentra
el dominio de la funcién compuesta (feg)(x) = flg(x)) =V3x - 9.

Se tienen los dominios Dy = [9, oo y D, = R. Para determinar Dy, = {x € D, | g(x) € Df} se tiene que g(x) es
un valor de Ds={x € R | x = 9} si se cumple que g(x) =9, sustituyendo se obtiene 3x =9, porlo
que x = 3 entonces Dy, = {x € Dy | x = 3}. Por lo tanto, Dy, = [3, o|.

<
Problemasm

Determina el domino de la composicidn de funciones (fog)(x):

a)fR—R b) f: [3, oo[ — [-1, oo o) f:[-1, o[ —=[-1,00[  d)f: [0, 00[ [0, oo
x—3x+1 x—x*—12x+35 x—x2-1 x—x
g R—R g: [0, oo — [0, o] g R- {0}~ R~(0} g R-{0}—R- (0}
x—2x+4 x —x x—— x—=

118



1.6 Funcion inversa

Problema inicial
Dadas las funciones f(x) = 2x + 2 y g(x) = %x— 1, efectua las composiciones:

a) (feg)(x) b) (ge/)(x)
Solucién
a) (fog)(x) b) (g/)(x)
(fog)(x) = flg(x)) (gof)(x) = g(flx))
= 2(g(x)) + 2 = Hax+2)-1
=2(7x-1)+2 =x+1-1
=x—2+2 =X
- x Por lo tanto, (gof)(x) = x.
Por lo tanto, (fog)(x) = x.
Definicién
Sea f: A— B una funcidn, si una funcién g: B— A cumple las condiciones:
1. (fog)(x) = x, para todo valor x en B. 2. (gof)(x) = x, paratodo valorx enA.

entonces a g se le llama la funcién inversa de /'y se denota por f .

La funcidn inversa f~* cumple (f o f )(x) = f{f (x)) = x, asi para encontrar la ecuacién de la funcién inversa
se despeja y de la ecuacion f(y) = x, donde y = f (x).

Ejemplo
Obtén la funcion inversa de f(x) = 2x + 2.

. .z A
Escribe la ecuacion = f(y) =% A la funcién A(x) = x se le denomina funcién identidad.
evaltayenflx)=2x+2 > 2y+2=x, Para una funcién I: A— B, la funcién identidad cumple

. las siguientes condiciones:
al despejar y se obtiene: =4 y=3x—1.
1.Si h: B— B; x — x entonces (hol)(x) = I(x).
Por lo tanto f‘l(x) - lx_ 1 2.Sih: A— A; x — x entonces (loh)(x) = [(x).
’ 2 .

b 2
Problemasw
1. Determina la ecuacién de la funcién inversa de las siguientes funciones.

a)f R—R b)fR—R )£ R—[1, o[ d) £ R-{0}—R- {0}
x—5x-1 x— o x—(x-2)+1 1ol
e)fR-{1}—R-{1} f)f:[0,00[— [0, 0] 8) f: [0, o[ = [1, oo h) f: [1, o[ = [0, oo

xﬁ% x—x x—x2+1 x— (x—1)?

2. Comprueba con la composicién de funciones, que la funcién encontrada en cada literal del problema

anterior es la funcion inversa. Comprueba que (fof *)(x) = x y (fof ) (x) = x.



1.7 Existencia, dominio y rango de la funcidn inversa

Problema inicial

a) Grafica las funciones f(x) = 2x + 2y f (x) = L -1 en un mismo plano Los puntos (a, b) y (b, @)
cartesiano y observa que si (a, b) es un punto de la grafica de fentonces son simétricos respecto a
(b, @) es un punto de la grafica de /. i =,

b) Sea (a, b) un punto de la gréfica de f, demuestra que si f posee funcidn inversa f ~, entonces (b, a) es un
punto de la grafica de .

c) Grafica la funcidn f(x) = 2, luego para cada punto (a, b) de f(x) grafica el punto (b, a) y dibuja la curva
que une estos puntos.

d) La curva que obtuviste en c), icorresponde a la gréafica de una funcién?

Solucién y
a) Se observa que las graficas de fy f~* son simétricas respecto a la recta y = x. Por (0,2) f
lo tanto, si (a,b) es un punto de la grafica de f entonces (b, a) es un punto de f . /
. (51,0
€ ?X
b) (a, b) es un punto de la grafica de fsiy solo si f (a) = b. § o
Al aplicar la funcidn inversa a la ecuacidn anterior se tiene f7(f (a)) = f X(b). - i
Asi, por la definicidn de funcién inversa se tiene: a = f (). d
Por lo tanto, si (a, b) es un punto de la grafica de f entonces (b, a) es un punto de
la grafica de f .
y
c) Se grafican algunos puntos (b,a): (0, 0), (1, 1), (1, -1), (4, 2), (4, -2). 2 "

Se traza la curva que une estos puntos.

d) La curva que se obtuvo no corresponde a la grafica de una funcidn pues hay rec-
tas verticales que cortan en dos puntos a la curva.

Definicién
Una funcion f: A— B posee funcién inversa siy solo si es biyectiva. N
De acuerdo a la clase 1.3, una funcién puede restringirse para | Lagraficade/f™es y la,b)
que sea biyectiva y asi tener funcion inversa. simétrica a la de f,
con eje de sime- (b, a)
triay=x. f
Si (a, b) es un punto de la gréfica de f(x) entonces (b, a) es un x
punto de la grafica de f(x). El punto (a, b) es
simétrico al punto
El dominio de la funcidn inversa es el Dy / Rr (b, a). 74
rango de la funcidén inicial y el rango de ==
la funcion inversa es el dominio de la —
funcion inicial: Rf- f Dy

Df—1 = Rf Yy Rffi = Df.

b
Problemasm

En los siguientes literales determina la funcidn inversa, su dominio y su rango. Ademads grafica la funcion y
su inversa en el mismo plano cartesiano. En el literal d) realiza una restriccién de la funcién.

a)fR—R b)f:]R{—{—l}ﬁ]Rl—{O} ¢) f: -0, 0] — [0, o[ dfR—R

x—x° x—(x+1)-4

x—3x-2 x—

@ x+1



1.8 Practica lo aprendido

1. En los siguientes literales determina la ecuacién de las composiciones (fog)(x) y (gof)(x):

N\

a) flx) =-x+5, g(x) =—x—2 b) flx) =x*+ 4, glx)=-x+1
o) fle) =—x+1,8(x)=4-x2 d) flx) = 2%, g(x) = x> —x
. Encuentra el dominio de las siguientes funciones:
a) flx) =v1— a2 b) flx) = —+—— o) flx) = \/1 Escribe cada funcion
x?—2x-3 x COMOo una composi-
_ 1 - x _aVx cién de funciones.
d)f(x)—JXZ+1 e) flx) =3*-9 f) flx) =3
. Se tienen las graficas de las siguientes funciones:
f,(x) =49 — 2 f,(x) =\2x? =2 fx) =25
y y y

3
y
=
|
N

Para cada una:

a) Determina el dominio como el conjunto de los valores donde la funcién esta definida.

b) Restringe el dominio de la funcién para que sea inyectiva.

c¢) Con el dominio encontrado en b) determina el rango de modo que la funcién sea sobreyectiva.
d) Traza la grafica de la funcion con el dominio y el rango restringidos en b) y c).

4. A partir de las funciones redefinidas en el problema 3 realiza lo siguiente:

a) Para cada funcién determina la ecuacion de la funcidn inversa.
b) Determina el domino y rango de la funcién inversa.
c) Grafica en el mismo plano cartesiano fy .

. Considerando los puntos P(a, b), Q(b, a) y la recta I: y = x demuestra que d(P, I) = d(Q, ).

. Se tienen las siguientes funciones y sus inversas:

f;: [0, 00[ — [0, oof; x — f;7%: [0, o[ — [0, oof; & —x
fy[F1,00[ = [0, 00[;x —x+1 £, [0,0[ = [-1,0;x —x~-1

Realiza lo siguiente:

a) Determina la ecuacién de la funcién g, (x) = (f,of,)(x).

b) Determina la ecuacién de la funcién g,(x) = (f,*of,™)(x).

c) Efectda las composiciones (g,0g,)(x) y (g,°g,)(x).

d) En este caso, ¢cudl es la funcién inversa de g, (x) = (f,°f,)(x)?

e) Sean f, y f, dos funciones cualesquiera, tal que las funciones £, f,7, f,of,y f,of,* estén definidas.

Demuestra que f,*of ™ es la funcién inversa de fof..

J

@



2.1 Definicion de logaritmo

Problema inicial
¢Qué valor debe tomar el exponente x para que se cumplan las siguientes igualdades?

a)2:=8 b) 3* =5
Solucién .
a)2"=8 b) 3v=5
29=23 Se escribe 8 como potencia de 2. 3*=2771
x=3 3*= (3% Se escribe como potencias de la
misma base.
Por lo tanto, x = 3. 3¢ = 3-3
x=-3

Por lo tanto, x =— 3.
Definicion
Sean a, b y x nimeros reales tal que b > 0, a > 0y a # 1, se define el
logaritmo base a de un nimero b como sigue:

logb=x&a*=b

Significa que el logaritmo es el exponente al que se debe elevar el nUme-
ro a, llamado base, para obtener el nimero b.

Ejemplo
En el Problema inicial se tiene que
a) 2’°=8 < log,8 =3y se lee el logaritmo base 2 de 8 es igual a 3. argumento
% logaritmo
a1 1 __ ; 1 i _
b)33= 57 & Iog327 =-3y se lee el logaritmo de > base 3 es igual a —3. base
b
Problemasm
1. Escribe como un logaritmo cada una de las siguientes potencias.
2 — 4 _ -1 — i -2 - i
a)2’=4 b) 34=81 c) 10 =1 d) 4 =16
1 3
e) 2 =2 f)25'=125 g) 25 =34 h)2 =L
32
2. Escribe cada logaritmo como una potencia.
a) log,64 =6 b) log,25 =2 c) Iog% =-1 d) Iogg% =-3
=2 _1 3 1 1
e)log,32=> f) Iogs“x/_—z g) |0g4\/_=Z h) |og2@=_3

122



2.2 Logaritmo de un nimero

Problema inicial
1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:

a) log,16 b) Iog%
2. Demuestra que log a°=c,cona>0ya # 1.
Solucién

1. a) log,16 b) Iog%

Sea x =log,16 Seax= Iog%

x=1log,16 & 2*=16 se aplica la definicion de x= Iog% S 3%% se aplica la definicion de

logaritmo, logaritmo,
& 2*=2*% seresuelve la ecuacion, S 3x=% se escribe 9 como potencia

S x =4,

de 3,

& 3* =372 sereescribe con exponente

S x =-2.

2. Se tiene que x = log a° & a* = a“. Por lo tanto, x = c.

Conclusic')n

negativo,

Calcular el valor de un logaritmo x = log b es encontrar el valor del exponente x que cumple a* = b.

De manera general para encontrar el valor de un logaritmo se realizan los siguientes pasos:

1. Se escribe como potencia log b = x & a* = b.
2. Se resuelve la ecuacion a* = b.

Si b = a“ entonces log b = ¢, por lo que log a°=ccon a>0ya# 1.

Ejemplo

a'=aeloga=1
a’=1elog1=0

Encuentra el valor del logaritmo log,64.

Solucion 1

Sea x = log,64 entonces x = log,64 © 4°=64 < 2*=2°©2x=6& x=3.

Solucién 2
Utilizando la propiedad log a‘ = c: log,64 = log,4° = 3.

<
Problemasm

Determina el valor de los siguientes logaritmos:

a) log, 10 b) log,1

1
e) log,81 f) Iog%z
) . 1
i) Iog%% i) log, 5

c) log,2*°
g) log.4

k) log,>

d) log,32

h) log, 125

1) log:9



2.3 Propiedades de los logaritmos*

Problema inicial

a) log,4 +log,8y log,32 b) log,8 —log,4 y log,2

2. Demuestra las siguientes propiedades.
a) log M + log N =log MN
c) blog M = log M"

1. Compara el resultado de la operacidn y el logaritmo para cada uno de los siguientes literales.

c)3log,4ylog4® d)log,8ylog4’

b) log M —log N = Ioga%
d)log M=log N & M=N

Solucién
1. a) log,4 + log,8 = log,2* + log,2* y log,32 = log,2°
=2+3 =5
=5

Por lo tanto, el resultado es el mismo.
Se observa que log 4 + log,8 = log (4 x 8) = log,32.

c) 3 log,4 = 3log,2’ y log,4* = log,(2?)*
=3(2) = log,2°
=6 =6

Por lo tanto, el resultado es el mismo.
Se observa que 3 log,4 =log,4° = 6.

b) log,8 —log,4 = log,2* —log,2* y log,2 = 1
=3-2
=1

Por lo tanto, el resultado es el mismo.

Se observa que log,8 —log 4 = Iogz% =log,2.

d) log,8% =log,2° y log,4* = log,2°
=6 =6

Por lo tanto, el resultado es el mismo.
Se observa que 8% =43,

2.Sean x =log My y =log N, por definicién se tiene M= a*y N = &.

a) Se tiene el producto MN = o* &’ = a**?
Al escribir como logaritmo: log MN = x +y
Por lo tanto, log MN = log M +log N.

c) Se tiene la potencia M? = (a%)® = a®*
Se reescribe como logaritmo bx = log M"
Por lo tanto, blog M =log M".

Conclusién

X

b) Se tiene el cociente M_a_ a

N o
Por definicion de logaritmo Ioga%= x—y

Por lo tanto, Iogaﬂ—z\/‘; =log M —log N.

d) En este caso x = log My x = log N

Entonces M =a*y N = a*
Por lo tanto, M = N.

Sean a, My N nimeros positivos con a # 1, los logaritmos cumplen las siguientes propiedades:

1.log M +log N = log MIN

3. blog M = log M®

*
Problemas‘

2. log M —log N = Iogaﬂ—zg

4.log M=log N M=N

Observa:

(log,4)* = 2° =8y log,4’ = 3log,4 = 3(2) = 6.
Se tiene que (log,4)® # log,4°.

Por lo que, en general, (log M)* # log MP

Efectla las siguientes operaciones.

a) log,2 +log,8 b) log,12 + log,18

12 5 11 2
e) Iogz? + Iogzg f) |033§ + Iogag

i) 3log,3 + log,243 j) 5l0g,8 + 3log,32

124

c) log,96 —log,3 d) log,6 —log,24

6 3
g) log,= - Iog3% h) log, 7~ Iogf?2

k) 2log,54 — 3log,18 1) 2logz12 - 2log218



2.4 Cambio de base de un logaritmo*

Problema inicial

& ¢ Como calcularias el valor de log,5 utilizando el logaritmo La mayoria de calculadoras cientificas solo permi-
en encontrar el valor ae logaritmos de base ye.
base 107 t trar el valor de logaritmos de base 10

L El nimero neperiano: e = 2.718281828459045...

Solucién

Sea x = log,5. Entonces:

2*=5 por la definicidn de logaritmo, ]

El logaritmo base 10,
log 2*=1log 5 se aplica logaritmo a ambos lados de la igualdad, usualmente, se denota
xlog2=log5 utilizando propiedades de logaritmo, sin la base: log, o = loga.
_log5
X = @ .

Se utiliza la calculadora para determinar el cociente:

[ log | [ - N log | e - Pantalla de la calculadora

Por lo tanto, log,5 = 2.321928095... [1':'9 5 + los 2 J
2 3219280595
Definicion
Sean a, b y ¢ nimeros positivos tales que a # 1y ¢ # 1. Se denomina cambio de base a la igualdad:
log b
log b = Bl
Ejemplo
1. Demuestra la propiedad del cambio de base para 2. Calcula el valor de log,8. En este caso Nno es
¢ =10. necesario utilizar la
. . calculadora.
Se tiene que x=log b < a*=b. Se utiliza c = 2.
log 8 = log,8 _log,2® _ 3
Se aplica logaritmo base 10: log a* = log b. 0g,° = log,4 ~ log,2? ™ 2°

. . ) Por lo tanto, Iog48:%.
Se aplica la propiedad del logaritmo de una po-

tencia xlog a = log b. Se puede utilizar cualquier base.
log,2®* 3log,2 3
.. _logb lo 8=|Og38= 3£ - 2082 _ 3
Se despeja x: x = Tog @ loga#0yaquea#l. &, log,4 ~Tog,2? ~ 2log,2 2
Por | i log b = 1280
or lo tanto, se tiene que log b = oga -

Problemas;
1. Simplifica los siguientes logaritmos con la propiedad de cambio de base.

1 1 Observa que el argumento del
a) |0g432 b) |0g4§ c) I‘)geﬁ\/§ d) |0g4\/_§ logaritmo y la base son poten-
e) |Og%27 f) IOg%?; g) |0g%\/§ h) IOg%% cias de una misma base.

B 2. Calcula el valor de los siguientes logaritmos.
1 Utiliza ¢ = 10.
a) log 24 b) log,3 c) log15 d) log1v2



2.5 Definicion de la funcion logaritmica y su grafica

Problema inicial

N
1. a) Utiliza la siguiente tabla para graficar la funcién 2. a) Utiliza la siguiente tabla para graficar la funcion
flx) = log x. flx) = logux.
1|1 1|1
X Z ? 1 2 4 X X ? 1 2 4
Yy Yy
b) Determina sila funcién f(x) = log,x es creciente b) éLa funcion flx) = logix es creciente o
o decreciente. decreciente?
\ J
Solucién 1 1 1 1 1 1 1\2
N 1\ _ o 1o o N . 1\_ o1 1\2 _
1.a) Six = - se tiene f(4) =log,; =log, 27 =2 2.a) Six = - se tiene f(4)— logi7-= Iog%(2 =2
: 1 .. 1 1 o N 1\ _ 1_ 1_
Six = se tiene f(i) =log,5> =log,2"=-1 Six = se tiene f(i) =logi5 =logi5=1
Six=1setiene f{1)=log,1=10g,2°=0 Six=1setiene f(1)= logil= Iog%(%)o =0
Six=2setiene f(2)=log,2=1 Six =2 setiene f(2)=log12 = Iog%(%)_l =-1
Six =4 setiene f(4) =log,4 =log,2’=2 Six=4setiene f(4)=logi4 = Iog%(%)_z ==2
1|1 101
x| 717 1121 4 x| 717 11214
y|=2|-1]0]1]2 yl2[1]0]-1]|=2
Se traza una curva sobre los puntos obtenidos. Se traza una curva sobre los puntos obtenidos.
Yy g
Iogzb2 ,
1 T
log,a
Moo
-1
-2 '
log, y=log.x
b) Si 0 < a < b, entonces log,a < log,b. b) Si 0 < a < b, entonces log:a > log1b.
Por lo tanto, f{x) = log,x es creciente. Por lo tanto, f{x) = log1x es decreciente.
Definicion

La funcion logaritmica se define como sigue f: ]0, o[ — R
x —log x

donde a es un nimero positivoy a # 1.

La monotonia de la funcién f{x) = log_x se describe a continuacion:
2. f(x) = Es decrecientesi0 < a < 1.

1. Es creciente sia > 1.

<
Problemasw

Un logaritmo estd bien definido si el
argumento es positivo.

La gréfica de f(x) = log x pasa por
los puntos (1, 0) y (a, 1).

Grafica las siguientes funciones logaritmicas.

a) flx) = log,x b) f(x) = log,x

c) flx) = log1x d) flx) = log1x



2.6 Relacion entre las funciones exponencial y logaritmica

Problema inicial
1. Grafica en un mismo plano cartesiano las funciones f(x) = log,x y g(x) = 2*y observa que si (a,b) es un
punto de f entonces (b, a) es un punto de g.
2. Efectua las composiciones:

a) flg(x)) b) g(f(x))
Solucién
1. La funcién f(x) = log,x se graficé en la clase anterior y la funcién g(x) = 2* se graficé en la clase 2.1 de la
unidad 4.
Y
o) flx) =log,x | glx)=2
3 (4,2) (2,4)
(1,2 ¥ =flx)
? (@,2) (2,1) (1,2)
(1 (0,1)¢
ile (1,0) 0,1)
-2\-1 ¥ 4 x
1 1
(3-1) (13)
1 1
: (z2) (23)

2. Efectia las composiciones:
a) flg(x)) = f(2Y)
=log,2*
=x

b) &(f(x)) = g(log,x)

- 2I0g1x

=X

Conclusién
1. Las funciones y = log xy y = a* son simétricas respecto a la recta y = x,
dondea>0ya=1.

2. Para dos nimeros realesa y b cona > 0y a # 1 se tiene que
log,a’= by a's?=b (con b >0).

3. La funcidn logaritmica es la funcion inversa de la funcién exponencial.
f:R —]0, 0o f7:]0,00[ — R
x —a” x — log x
a

Por la definicion de
logaritmo @'°8* = x.
Y (a, b)
y =a*
(0,1) y

(b, a)

= log x

S

(1,0)

4. y = a” tiene como asintota horizontal la recta y = 0, haciendo uso de la simetria se obtiene que

y =log x tiene como asintota vertical la recta x = 0.

5. El dominio de la funcién logaritmo es el rango de la funcién exponencial: ]0, oo|.
El rango de la funcidon logaritmo es el dominio de la funcion exponencial: R.

6. La funcidén logaritmo, al ser la inversa de la funcidn exponencial, es una funcién biyectiva.

*
Problemasm

7 X

Para cada funcién escribe su funcion inversa y graficalas en el mismo plano cartesiano.

a) flx) =log,x b) f(x) = log,x

o fix) = ()"

1 X
Recuerda que (Z) =4

&



Problema inicial
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones y comprueba las soluciones encontradas.

a) |Og2x =3 b) |og3(x -1)=2 Verifica que el argumento del logaritmo es positivo al sustituir los valo-
c) |0g5x2 =4 d) |0g6(3x(x +1))=2 res encontrados.
Cuando se trata con logaritmos se consideran solo las soluciones reales.
Solucién
a) Se utiliza la definicidn de logaritmo: b) Se utiliza la definicién de logaritmo:
logx=3ex=2x=8. log(x—-1)=2¢ex-1=3’x-1=9x=10.
Como 8 > 0 entonces, x = 8 es solucion de la Puestoque 10-1=9>0.
ecuacion. Por lo tanto, x = 10 es solucion de la ecuacion.
c) Se utiliza la definicién de logaritmo: d) Se utiliza la definicién de logaritmo: 3x(x + 1) = 62
log.x*=4 & x*=5* Se resuelve la ecuacion:
S x =152 3x2+3x-6=03(x+4)(x-3)=0
& x =125 S x=-4o0x=3

Verificando si x =—4, 3(-4)(-4 + 1) =36 > 0.
Six=3,3(3)(3+1)=36>0.

Por lo tanto, x = —4 y x = 3 son soluciones de la

ecuacion.

Se verifica que (+25)? > 0.
Por lo tanto, x = 25 y x = 25 son soluciones
de la ecuacion.

Conclusién
Una ecuacidn logaritmica es una ecuacion en la cual aparece la variable x en el argumento del logaritmo.

Para resolver una ecuacién de la forma log M = b, donde M es una expresion algebraica de variable x, se
resuelve la ecuacion a” = M que se obtiene al aplicar la definicién de logaritmo: log, M= b < a® = M.

Luego se verifica si las soluciones encontradas satisfacen la condicion del argumento M > 0.

Ademas, las ecuaciones exponenciales pueden resolverse aplicando logaritmos:

a*=beloga*=logb & xloga=1Ilogb @x=:zgz
Ejemplo
Observa la siguiente solucién:
EH7°=2< log7=log2 © xlog 7 =log 2 @x=:g%®x=2.80735...
b
1. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a)logx=4 b) log,(x+1) =5 c) log, x> =6 d) log,x*=6
e)logx= -2 f)log,(2x + 1) =-1 g) log,x? =2 h) log (x> +4) =3
i) log (x(20—x)) =2 j)log (x(13 - x)) =2 k) log (x(x+3))=1 1) logix = %
2

B 2. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a)9*=15 b) 2¢*1=13 c)5*-1=1953125



2.8 Ecuaciones logaritmicas, parte 2

Problema inicial
L Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones:

a) log,x +log,(x—1)=1 b) log (2x) = log (x + 1)
Solucién
a) Se usa la propiedad de la suma de logaritmos:  b) log,(2x) = log,(x + 1)

log,x + log,(x— 1) = log,(x(x — 1))
2x=x+1 Se utiliza la propiedad:
sustituyendo en la ecuacion se obtiene: log M =log N=M=N
log,(x(x—1)) =1
x=1 se resuelve la ecuacion.

se debe aplicar la definicion y resolver: s g e 1 dal ‘
log(x(x-1))=1¢ (x(x—1)) =21 e ev_a uax=1en Cf a logaritmo

S (x-2)(x+1)=0

Por lo tanto, la solucién es x = 1.
S x=20x=-1

se verifica que el argumento es positivo en cada
logaritmo:

six=2,2>0,2-1=1>0.

Six=-1,-1 < 0. No es solucion de la ecuacion.

Por lo tanto, la solucién es x = 2.

Conclusién
Para resolver las ecuaciones logaritmicas se utilizan las propiedades de los logaritmos para llevar la ecua-
cion a la forma log M = b.
1. Para todo My N, nimeros positivos se cumple que

_ _ M
a) log M + log N =log MN b) log M —log N = Iogaﬁ
c) log M" = blog M d) log M = log N & M =N
2. Se debe comprobar que el argumento de cada En la propiedad log M® = blog M, M debe ser un nime-
logaritmo es positivo al sustituir los valores en- ro positivo. Si b es par se debe tener cuidado.
contrados para verificar que son soluciones de la Ejemplo:

2 — - - =22 —
log x —4(:»2Iog3x—4=). logx=2ex=3"=9
En este caso falta la solucion x = -9.
Asi, es mejor no utilizarla en la solucién de ecuaciones.

ecuacion.

b
Problemasm

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) log,x + log,(x—2) =3 b) Iog%(x2 +1)2==-2
c) log,(3x) + log,(x—2)" =1 d)log(x+1)=log(1-x)
e)log,(x—3)°=6 f) Iog%(x —2)6=-18

g)log,(x+1) +log,(x*—x +1)=2 h) log,(x* — 6x* + 16)* = 12



2.9 Logaritmo base 10 y logaritmo natural*

Problema inicial
H 2019
E1. Dete,rmma fel.valor de log 2, . o Observa que
2. {Cuéntos digitos tiene el numero 22°°? n se escribe con 1 digito siy sélo si 10° < n < 10!

n se escribe con 2 digitos siy sélo si 10! < n < 10?
n se escribe con 3 digitos siy sélo si 10> < n < 10°

Solucién
1. Se calcula log 2%°*° = 2019log 2 = 607.77956...

2. Observa el nimero de digitos de los nimeros
12,.,910,11,12,..,99, 100, 101, .., 999, 1000, 1001, ..., 9999, 10000, 10001...

1 digito 2 digitos 3 dl'gYitos 4 digitos 5 digitos
Entonces se puede deducir que, si n es un numero positivo: X
n se escribe con m digitos siy sélo si 10" < n < 10™ y=10°

10m
El nimero de digitos de 22°° esta determinado
por el exponente m tal que
10m1 < 220 < 10™ © log 10™! < log 22°¥ < log 10™
&m-1<log2?®<m

Del problema 1 se tiene que 607 < log 22°%° < 608. T m-1 togn m ¥

Por lo tanto, 22°%° se escribe con 608 digitos. g )
Observa que si 10™t < n < 10™,

entonces m—1<logn<m,
ya que la base es 10 > 1.

Conclusién
1. El logaritmo base 10 de un numero a se denota por log a.

2. El nimero de digitos de un nimero entero positivo a es el nUmero entero m inmediatamente mayor a
log a.

3. El logaritmo natural de un numero a es el logaritmo log a, la base es el nimero neperiano e = 2.71828...,

y se utiliza la notacion log,a = In a.
El logaritmo natural es muy util en el calculo infinitesimal.

<
Problemasm

1. ¢ Cuantos digitos tienen las siguientes potencias?
a) 32019 b) 51000 C) 20192019

E= 2. éCudles potencias de 2 tienen 2019 digitos?

E=3. Obtener el valor de los siguientes logaritmos:

a)In2 b)In3 En la calculadora utiliza |a tecla @
c)In10 d) In% para calcular el logaritmo natural de
) In% ) In 13_1 un ndmero.

130



2.10 Practica lo aprendido ™

1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:

a) log.49 b) log, 2 c) Ioggé
d) log11 e) log5 f) Iog%%
g) logn2 h) Iog%% i) log ;2
i) log 4 k) log .5 ) log 2=

2. Determina el valor de las siguientes expresiones:

a) log 2 +log 3 b) log4 + log 25 c) log,99 - log,11
28 63 48 10
d) log.4 - log,500 e) log, 5~ + log, 7~ f) log,7 +log, 3~
15 36 4 . 15 20
g) log, = —log,30 h) Ioggg— Ioggﬁ i) log ;7> +log ;5
3. Calcula el valor de las siguientes expresiones, sin usar la calculadora.
log 125 log.49 log 64
a) IogggS b) Iog337 <) Iog:32
E4. Encuentra el valor de los siguientes logaritmos con la propiedad del cambio de base:
1
a) log,15 b) log,6 c) Iogzg
d) log:3 e) logi2 f) logs=
2 33 32
5. Grafica las siguientes funciones:
a) flx) = logix b) flx) = logwx c) f(x) = logwx
6. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) logx = % b) logx(x +2) =1 c) log,x(2 — 3x) =-2
d) log,(2x—3) =log.5 + log,7 e)log(x—3)+log(5-x)=0 f)log (x—8)—log (x—9)=log 4
g) log (—x) —log (6 —x) =1 h) log (x—2) + log (x +3) =1 i) log,(x* +9) = 1 + log,(2x* - 33)

& 7. Determina la cantidad de digitos de los siguientes nimeros:

a) 2350 b) 31234 C) 498765

& 8. Encuentra la potencia de base 11 que se escribe con 100 digitos. ¢ Existe otra?




3.1 Razones trigonométricas de cualquier angulo (repaso)

Problema inicial

1. Se tiene la gréfica del dngulo 6, O es el origen, OP es el lado terminal del Y P, y)
angulo 6 dibujado en posicién estandar, r es la longitud del segmento OP. [ '
Escribe las razones trigonométricas del angulo 6. -
2. ¢Las razones trigonométricas dependen del valor de r? — 6 >X
\ 4
Solucién
1. y 1 2. Se elige otro punto P'(x', ') tal que OP' es también
P, y) lado terminal de 8, como muestra la figura:
""" ’ _J
sen O ==
r y/
r Se cumple que P es un punto del
p segmento OP'.
c > 5
) L,
Sea A la proyeccion de P en el
~ eje x y A' la proyeccién de P' en
J o el eje x
______ P, ) | J€ X.
| cos 6 = %
r/ o Se cumple que APOA ~ AP'OA', por critero AA de se-
) : mejanza de tridngulos.
(¢] X -
Si r' = OP', entonces de la semejanza se tiene que
ye sen0=%=%, c059=%=% y tan0=%=%.
______ P(x, )
tanf =2 Por lo tanto, las razones no dependen del valor de r.
X
r .
siempre que x 0
ya 9 S
5 > X
Conclusién

1. Las razones trigonométricas no dependen de la longitud del segmento OP.

2. Las razones trigonométricas dependen Unicamente del dangulo 6.

3. Al dngulo 0 le corresponde un Unico valor de sen 6, un Unico valor de cos 8 y un Unico valor de tan 6.
4. Las razones trigonométricas sen 6, cos 8y tan 6 son funciones del dngulo 6.

De ahora en adelante se llamaran funciones trigonométricas a las razones seno, coseno y tangente.

®
Problemasw

1. Calcula las funciones trigonométricas del angulo 6 a partir del punto P(x, y).

a) ¥ b) X c)
P(1,3)
P(-3,43)
0 0
(—O X € Ol X

2. Comprueba que el punto P'(cos 0, sen 6) pertenece al segmento OP en cada literal del problema 1.

132



3.2 Circulo trigonométrico

Problema inicial
1. Dibuja en el plano cartesiano una circunferencia centrada en el origen y de radio 1. Representa el dngulo
de 60° tomando como lado terminal un radio de la circunferencia.
2. Determina las coordenadas del punto P(x, y), que es la interseccién de la circunferencia con el lado
terminal del dngulo.

Solucién y
1. 2. En la figura se forma el triangulo rectangulo POA,
! Plx, ) P es el punto P(x, v), O es el origen y A es la pro-
: yeccion de P sobre el eje x.
Yo P
60"':; Utilizando razones trigonométricas:
>X x
-1 o A 1 sen60°=%=yycos60°=T=x
1 y
Por lo que se tiene:
- o0 = sen 60° =By x = cos 60° = =
! o 4 Yy=sen == yX=cos =3.
o . . A
Los tridangulos notables a utilizar en los angulos Por lo tanto, las coordenadas del punto P son:
de referencia en el Circulo trigonométrico son: 1 3
P(7.3)
2
1 V2
2
VA u
2
\_ ’ )
Conclusién
1. Se denomina Circulo trigonométrico (CT) a la circunferencia de radio 1, y
centrada en el origen O.
1
2. Las coordenadas de un punto P(x, ) en el circulo trigonométrico estan
determinadas por el angulo 6 dibujado en posicién estandar con lado
terminal OP. Por definicién de las razones trigonométricas de cualquier ; /9\
. q x . cos
angulosetlenesen0=%=yycosH:T:x. 1 0 . X
1
Por lo tanto, P(x, y) = P(cos 6, sen ). o ol
P(x, y)
3. Para todo angulo 6 es posible determinar los valores de cos 0y sen 6 =1

como coordenadas de un punto en el CT.

*
Problemasm

1. Para cada valor de 6 grafica el punto P(cos 6, sen 6) en el CT. Dibuja un circulo por cada literal.
a) 6 =120° 60=210° b) 6 = 30°, 6 = 300° c) 0=45°,0=135°

d) 6 =-45°, 6 =-135° e) 6 =360°, 6 = 405° f) 6 = 495°, 6 = 540°
2. Obtén el seno y coseno de los siguientes dngulos utilizando el circulo trigonométrico.

a)f=0° b) 6 =90° c) 0=180° d) 8=270° Utiliza el hecho que
P(cos 6, sen 6) =P(x, y).



3.3 Periodicidad de las funciones seno y coseno en el circulo trigonométrico

Problema inicial
Grafica los siguientes puntos en el CT y determina sus coordenadas:

a) P(cos 30°, sen 30°) b) P(cos 390°, sen 390°)
Solucién
a) ya
1
sen 30° = % cos 30° = ?
P(x, y)
30 R
-1 0 1.
x 1
\\ Por lo tanto, P(cos 30°, sen 30°) = P(?, 7)
-1
b) Y i Se descompone el dngulo 390° = 30° + 360°.
/ P(x, y) El angulo de referencia es 30°, asi se tiene que
] 30° 1 V3
- ¢ ° = °== ° = °o 12
1 _/3900 1, sen 390° = sen 30 5 Y cos 390° = cos 30 5
Por lo tanto, P(cos 390°, sen 390°) = P(?, %)
-1
Conclusién
Sea 6 un angulo cualquiera y sea a = 6 + 360°. Se cumple que al dibujar los Y1
angulos 6 y a, en posicion estandar, tienen el mismo lado terminal en el CT.
Asi se cumple que P(cos 6, sen ) = P(cos(6 + 360°), sen(6 + 360°)). P
a I 01
Una funcidn f es periddica si existe un valor ¢ tal que para todo x se cumple = 0 _9/ P
que f(x) = flx + t). Por lo que las funciones seno y coseno son periddicas pues +360
cumplen las siguientes propiedades:
cos(6 + 360°) = cos O sen(6 +360°) =sen O -1

Ejemplo
Determina el valor de sen(-330°).
sen(—330°) = sen(—330° + 360°) = sen(30°) = %, aplicando la periodicidad.
Por lo tanto, sen(—330°) = 5 -

>
Problemasw

1. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores:

a) sen 405° b) cos 420° c) sen(-300°)
d) cos(-675°) e) sen 1080° f) cos 630°
g) sen(—900°) h) cos(—630°) i) sen 540°

2. Utiliza las formulas del seno y coseno de una suma para demostrar las siguientes propiedades:
a) cos(0 + 360°) = cos 0 b) sen(f + 360°) = sen O cos(a + B) = cos a cos B—sen a sen B
e

sen(a + f) = sen a cos [ + cos a sen ff



3.4 Periodicidad de la tangente en el circulo trigonométrico

Problema inicial
Para cada uno de los angulos:
1.0=30°

. P'(—x, —y) es el punto simétrico
2.6=-30 de P(x, y) respecto al origen.

Realiza lo siguiente:
a) Grafica el punto Q simétrico al punto P(cos 6, sen 8) respecto al origen y escribe sus coordenadas.
b) Determina el angulo a en posicion estandar que corresponde al punto Q.
c) Célcula el valor de tan a.

_
Solucién o
1. a) Se prolonga el segmento OP hasta cortar nuevamente al CT. Este punto de
corte es Q pues OQ = OP = 1. Sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°)
p por ser simétrico al punto P.
30° ? b) Sean los puntos A(1, 0) y B(-1, 0). Por angulos opuestos por el vértice se
X cumple que ¥BOQ = «AOP = 30°. Por lo tanto, a = 180° + 30° = 210°.
Q
c) Se tiene el punto Q(—cos 30°, —sen 30°), entonces:
-1 2100_—sen 30° _sen30° _ 30° = 1
¥ tan = Z0s30° ~ cos30° ~ tan V3
2. yl a) Se grafica el punto Q y sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°) por ser
simétrico al punto P, respecto al origen.
Q
s [30° a=150"\ | b) Sean los puntos A(1, 0) y B(—1, 0). Por angulos opuestos por el vértice se
— P cumple que ¥QOB = ¥AOP = 30°. Por lo tanto, a = 180° — 30° = 150°.
1 0 -3071 ,
P c) Se tiene el punto Q(cos(—30°), —sen(-30°)), entonces:
o _ —Sen(=30°) sen(=30°) _ w1
) tan 150° = ~c0s(=30°) ~ cos(—30°) - tan(-30°) = -G
Conclusién
Sea 6 un angulo cualquiera, entonces: yl
Q(cos(6 + 180°), sen( + 180°)) = Q(—cos 8, —sen 6).
6+ 180 P
, oy _—senf senf , / 0
Asi, tan(6 + 180°) = ——57 = .- = tan 6. =i = T
Q
Por lo tanto, la propiedad de periodicidad de la tangente esta dada por la
expresion: tan(6 + 180°) = tan 6. -1
Problemas ./
1. Utiliza la periodicidad de la funcién tangente para calcular los siguientes valores:
a) tan 225° b) tan 210° c) tan 240° d) tan 180°
e) tan(—150°) f) tan(—135°) g) tan(-120°) h) tan(-300°)

2. Utiliza la férmula de la tangente de una suma para demostrar la propiedad tan(6 + 180°) = tan 6.

tan o+ tan 8

e )= l-tanatanf



3.5 Funcion seno

Problema inicial
1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcion y = sen 6.

0 0° | 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 300° | 360°

sen 6

2. Determina su dominio y rango.

Solucién
1.
0 0° 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 330° | 360°
1 1 1 1
sen 0 0 5 1 ) 0 3 -1 -5 0

0
2. Dominio. La variable 6 puede tomar el valor de cualquier angulo. y1\
Por lo tanto, el dominio de la funciéon y=senfesR. & S‘;” o
Rango. Del CT se tiene que el valor del seno de cualquier angulo ¢ 0 x
puede tomar valores en el intervalo [-1, 1].
Por lo tanto, el rango de la funcién y = sen B es [-1, 1]. 1] y =sen 6 toma

valores en [-1, 1]

Conclusion
La funcidn f(6) = sen 6 tiene dominio D;= Ry rango Ry = [-1, 1].

La funcidn f(0) = sen 6 es una funcién periddica, es decir, existe un valor « tal que f(0 + a) = f(6) para todo
valor de 6. Se llama periodo de la funcion f al valor mas pequefio a > 0 tal que f(6 + a) = f(6). El periodo de
la funcion seno es 360°. En general se cumple que sen (6 + 360°n) = sen 6 para todo angulo 6 y para todo
n entero.

<
Problemasm

1. La siguiente figura muestra la funciéon seno
graficada en el intervalo [0°, 450°]. Utiliza la 1%—--359 --------- /
c : : N

pe,r|f3d|C|dad de’ la funcién para completar la ¢ 0 18 30 3 o i o 750
grafica hasta el angulo 720°. -1

2. Grafica la funcion f(6) = sen 6, en el intervalo [-360°, 0°].



3.6 Funcion coseno

Problema inicial

1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcién y = cos 6.

0 0° | 60° | 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°
cos 6
2. Determina su dominio y rango.
_
Solucién
1.
0 0° | 60° | 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°
1 1 1 1
cosf| 1 > 0 -5 | 1| -3 0 5 1
y
¢ >0
. . . . y "
2. Dominio. La variable 6 puede tomar el valor de cualquier 1
angulo. Por lo tanto, el dominio de la funcién y = cos 6 es R.
0
Rango. Del CT se tiene que el valor del coseno de cualquier N Ty X
angulo puede tomar valores en el intervalo [-1, 1]. Por lo _ 0
tanto, el rango de la funcién y = cos f es [-1, 1]. Y = cos U'toma
valores en [-1, 1]
-1
Conclusién

La funcidn f(6) = cos O tiene dominio Dy= Ry rango Ry = [-1, 1].

La funcién f{6) = cos 6 es una funcién periddica. El periodo de la funcidn coseno es 360°. En general se
cumple que cos (0 + 360°n) = cos 6 para todo dngulo 6y para todo n entero.

*
Problemasw

1. La siguiente figura muestra la funcién coseno
graficada en el intervalo [0°, 450°], utiliza la 1[

periodicidad de la funcién para completar la < %
grafica hasta el angulo 720°. —ll

2. Grafica la funcion f(60) = cos 6, en el intervalo [-360°, 0°].

______________________________




3.7 La tangente en el circulo trigonométrico

Problema inicial - ~
Se traza la recta x = 1y se dibuja un angulo 6 con lado terminal OP, donde

P(x, y) es un punto en el CT. Luego el segmento OP se prolonga hasta el
punto P' que estd en larecta x = 1.

yl
/1
-1 K
1. Determina las coordenadas del punto P'(a, b) en funcién de 6. \\O/ !

2. ¢Para cudles valores de 6, la funcién y = tan 6 no esta definida?

P(x, y)

-1
_ J
Solucién y
. 1
1. Se tiene que a =1, ya que P' es un punto de la recta x = 1. P'(1, tan 6)
Utilizando la definicién de tangente se tiene que tan 6 = % = % =b.
9
Por lo tanto, P'(a, b) = P'(1, tan 6). —1\ Ol Al *
2. Comotan 0 = l, no esta definida si x = 0. Este valor corresponde a los y b0,
angulos 6 =90° y 8 = 270°, cuyos puntos en el CT son (0, 1) y (0, —1) L=
respectivamente.
<180
., . o , c +180°/-B\ .
También x = 0, si se suma o resta 180° de estos angulos. Por lo tanto, A \ 5 / 17
todos estos valores se pueden escribir asi: 90° + 180°n, donde n es un
numero entero.
P(0, -1)
Conclusién

-1
La tangente de un angulo 6 puede representarse en el circulo trigonométrico yl'
de la siguiente manera: P(1 tan )
1. Se dibuja el punto P correspondiente al angulo 6 en el CT. %
2. Se prolonga el segmento OP (O es el origen) hasta cortaralarectax=1. .
NS

0
3. Se llama P' al punto de corte. La coordenada en y de P' esigual atan 6. -1 /
b
Problemasm

Representa el valor de la tangente de los siguientes angulos, utilizando la figura de la conclusién:

[y 0]
¥

La funcién tan 6 no esté definida para aquellos angulos de la forma:
6 =90° + 180°n donde n es un nimero entero. 4

a) 6=30° b) 6 = 60° c) 6=135°

d) 6 =—-45° e) B =-120° f) 6 =-150°



3.8 Grafica de la funcion tangente

Problema inicial

N
1. éQué sucede con el valor de tan 6, si 6 toma valores cercanos a 90° y —90°? Utiliza las siguientes tablas.
6 88° 89° 89.5° | 89.9° | 89.99° (V) —-88° -89° -89.5° | —89.9° | —89.99°
tan 0 tan 0
2. Completa la siguiente tabla y grafica la funcién y = tan 6 en el intervalo ]-90°, 90°[.
0 -60° | —45° | -30° 0° 30° 45° 60°
tan 60
3. Determina el dominio de la funcién y = tan 6.
| 4. éCual es el rango de la funcion y = tan 6? )
Solucién
1. Para angulos cercanos a 90°.
0 88° 89° 89.5° 89.9° 89.99°
tan 6 28.6... 57.2... 114.5... 572.9... | 5729.5...
El valor de tan 6 se vuelve cada vez mayor cuando 6 toma valores muy cercanos a 90°.
Para angulos cercanos a —90°.
0 -88° -89° —-89.5° —89.9° —89.99°
tan 6 —28.6... =57.2... | =114.5... | =572.9... |-5729.5...
El valor de tan 6 se vuelve cada vez menor cuando 6 toma valores muy cercanos a —90°.
Se observa que 0 =90° y 6 = —90° son asintotas verticales.
yA
2. Latabla queda de la siguiente manera: 4
6 | -60° | -45° | -30° | O 30° | 45° | 60° }
tan6 | -1.7..| -1 |-0.5... 0 0.5.. | -1 1.7... 2
Al graficar se obtiene la figura de la derecha. 1
—-45° 45° >0
3. Enla clase anterior se vio que la funcidn y = tan 6, no esta definida para los - 41
valores 8 = 90° + 180°n, con n entero. Por lo tanto, el dominio es: S
R —{90° + 180° n | n es entero}.
-3
4. A partir de la grafica se obtiene que el rango de y = tan f es R. -4
.. 9=:—90° 9=:90"
Conclusién

La funcién f(6) = tan 6 tiene como dominio el conjunto R — {90° + 180°n | n es entero} y su rango es R.
Ademas, las rectas 6 = 90° + 180°n, donde n es un nimero entero, son asintotas verticales de la grafica de

la funcion tangente.

La funcién f(6) = tan 6 es una funcidn periédica. El periodo de la funcion tangente es 180°, y por tanto, en

general, tan (0 + 180°n ) = tan 6 para todo n entero.

*
Problemasm

Utiliza la periodicidad de la tangente para graficar la funcion f(0) = tan 6 en el intervalo ]-270°, 270°].

139



3.9 Periodo y amplitud de las funciones trigonométricas

Problema inicial

~

J

1. Grafica en un mismo plano cartesiano las fun- 2. a) Grafica la funcion g,(6) = cos 6 en el intervalo
cionesf,(6) =sen 6y f,(6) = 2sen 6 en el inter- [0°, 360°] luego, grafica g,(6) = cos 26 en el in-
valo [0°, 360°]. tervalo [0°, 180°], utiliza la siguiente tabla.

0 0° 90° | 180° | 270° | 360° 0 0° 45° 90° | 135° | 180°
sen 6 20
2sen 0 cos 20
b) Comprueba que g,(6+180°) = g,(6) y completa
L la grafica hasta el angulo 360°.
Solucién

1. Completando la tabla. 2.a) Completando la tabla.

0 0° 90° 180° 270° 360° 0 0° 45° 90° 135° 180°
sen O 0 1 0 -1 0 20 0° 90° 180° 270° 360°
2sen 0 0 2 0 -2 0 cos 260 1 0 -1 0 1

y
1 N . g,(0)=cos 0
2 * E '
1 !
y=£,(6)
0 90° 18 270° 360° >0
_1 .
-2 .
Cada punto de f,(6) = 2sen 6 se obtiene multipli-
cando por 2 la coordenada en y de los puntos de la
grafica de f,(60) =sen 0.
Cada punto de la gréfica de g,(6) = cos 26 se
obtiene multiplicando por % la coordenada en
6 de los puntos de la gréfica de g,(6) = cos 6.
Definicion

Se llama amplitud de la funcién trigonométrica f(6) = A sen 0 al valor |A| y es el maximo valor que puede
tomar la funcidn. En este caso, el rango de la funcién es [-|A], |A]]. Esta funcidn se obtiene multiplicando
por A todas las coordenadas en y de la funcién sen 6.

La funcién f(6) = sen BO, donde B es un numero real diferente de 0, cumple que

sen (BO +360°) = sen BO < sen B(O + %) =senBf & f(é? + %) = f(0).
Asi, el periodo de la funcion f{6) = sen BO es 3|6T0|° (se utiliza |B|, porque el periodo es positivo).

Estas definiciones también se aplican a las funciones f{8) = Acos 6y f(0) = cos B6.

>
Problemasm

Grafica, en el intervalo [0, 360°], las siguientes funciones utilizando la amplitud y periodicidad.

@ a) fl0) =3sen O b) f(6) = —2cos O c) f(0) = sen 36 d) f10) = cosg



3.10 Desplazamiento vertical de las funciones trigonomeétricas

Problema inicial
En cada literal grafica las funciones en un mismo plano cartesiano.

a)f,(0)=senByf,(0)=sen6+1;[0°,450°]

b) g,(0) =sen Oy g,(0) =sen 6-1; [0°, 450°]

7] 90° | 180° | 270° | 360° 7] 0° [ 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
senf+1 sen -1
_
Solucmn Observa que las funciones sen(6 + 1°)
a) Se completa la tabla. y sen 6 + 1 son distintas.
6 90° | 180° | 270° | 360°
sen(6)+1 2 |1 0 1
y/
5 Cada punto de £,(6) = sen 6 + 1 es un desplazamien-
y=16) to de 1 unidad hacia arriba de un punto de la grafica
! ' ; de f,(6) =sen 6.
S0 180W60° ’
-1
b) Se completa la tabla.
0 90° | 180° | 270° | 360°
senf-1 0o|-1]|-21]-
y/
y=8,(6) .
1 /I Cada punto de g,(6) = sen 6 -1 es un desplazamien-
. to de 1 unidad hacia abajo de un punto de la gréfica
0
p de g,(6) =sen 6.
180° 2770° 360°
-2
Conclusién

La gréfica de f{6) = sen 6 + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de la funcién sen 6.

e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba.

e Sik < 0 el desplazamiento es hacia abajo.

Dada la funcidn f{6) = sen 8 + k con dominio R, su rango es el intervalo [-1 + k, 1 + k].

Estas reglas también se aplican a la funcidn f(6) = cos 6 + k como desplazamiento vertical de la funcidn cos 6.

En general la grafica de f(x) + k es un desplazamiento vertical de la grafica de f(x): hacia arribasik >0y

hacia abajo si k < 0.

*
Problemasw

Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:

a)flf)=cos OB +1
c)fl0)=cos B-2

b) f(6) =sen 0 +2
d) f(0)=sen 6 -3




3.11 Desplazamiento horizontal de las funciones trigonomeétricas

Problema inicial

En los siguientes literales grafica las funciones en un mismo plano cartesiano, en el intervalo dado.

a) f,(0) =sen Oy f,(6) = sen(6 — 90°); [0°,450°]

b) g,(0) = cos By g,(6) = cos(6 +90°); [0°, 450°]

0 0° 90° | 180° | 270° | 360° | 450° 0 0° [ 90° | 180° | 270° | 360° | 450° | 540°
sen 6 cos O
sen(6 —90°) cos(6 + 90°)
\
Solucién
a) Se completa la tabla.
7] 0° 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen 6 0 1 0 -1 0 1
sen(@-90°) | -1 | o 1 | o ™1 ] o

Cada punto de f,(6) = sen(6 — 90°) es un desplaza-
>0 miento de 90° hacia la derecha de un punto de la gra-
ficade f,(6) =sen 6.

b) Se completa la tabla.
0 0° | 90°
cos 6 1 0
cos(6 +90°) 0

Y
=g,(0)
1

Cada punto de g,(6) = cos(6 + 90°) es un desplaza-
miento de 90° hacia la izquierda de un punto de la gra-
fica de g (6) = cos 6.

4

:, S NN

Conclusién

<
Problemasw
Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:

12

La grafica de f(6) = sen(0 — ) es un desplazamiento horizontal de o unidades de la grafica de sen 6.
e Sia> 0eldesplazamiento es hacia la derecha. ¢ Sia <0 eldesplazamiento es hacia la izquierda.

Estas reglas también se aplican a la funcidn f(0) = cos(6 — a) como desplazamiento de la funcion cos 6.

En general, la grafica de f(x — h) es un desplazamiento horizontal de 4 unidades de la gréfica de f(x):
e Hacia la derechasi A > 0. e Hacia la izquierda si A < 0.

a) f(0) = cos(6 — 45°) b) f(6) = cos(6 — 90°)

c) f(0) = sen(0 — (-30°)) d) f(0) = sen(6 + 90°)



3.12 Forma general de las funciones trigonométricas

Problema inicial N
Grafica la funcidn f(6) = 2sen (36 + 90°) en el intervalo [0°, 360°] realizando los siguientes pasos:

1. Considera las funciones f,(6) = sen 36, £,(0) = 2sen 36y f(6) = 2sen (36 + 90°) y completa la Tabla 1.
2. Completa la Tabla 2.

3. Grafica en el mismo plano cartesiano las funciones f,(6) y f,(6), en el intervalo [0, 120°].

4. Utiliza la periodicidad para completar la grafica de f2(0) hasta el intervalo [0°, 360°].

5. Grafica en otro plano cartesiano las funciones £,(6) y f(6). Utiliza la Tabla 2.

Tabla 1 Tabla 2
(%) 0° 30° 60° 90° 120° (%) 0° 30° 60° 90° 120°
1,(6) 1,(0)
1,(6) f16)
_ _J

Observa que

Solucién f(0) = 2sen (36 + 90°) = 2sen 3(6 — (-30°)).
1. Se completa la tabla 1. 2. Se completa la tabla 2.
0 0° | 30° | 60° | 90° | 120° 6 0° | 30° | 60° | 90° | 120°
fi6)| o 1 0 -1 0 £0)| o 2 0 -2 0
£,0)| o 2 0 -2 0 o) | 2 0 -2 0 2
3y 4. Se grafican las funciones f, y f,. 5. Se grafican las funciones
y £,(6) = 2sen 360y f(60) = 2sen 3(6 - (-30°)).
2 ? Y
4/ 4 2 y=16)
A
- \ffflw) 5
1 SRVEAV/AVa
| 1V
El periodo de f, es 360° =120°. g

La grafica de f{6) es un desplazamiento de 30° hacia

., la izquierda de la gréfica de f.(6) = 2sen 30.
Conclusién . & 1:(0)

Una funcién de la forma f(6) = Asen B(6 — ), con A =0y B # 0, tiene las siguientes caracteristicas:
1. Tiene amplitud |A|, por lo que su rango es [—|A], |A]].

=0 y es un desplazamiento horizontal de a unidades respecto a la funcién Asen B6.

2. Tiene periodo T8T

Para graficar una funcién de la forma f(6) = Asen B(6 — ) se pueden realizar los siguientes pasos:

[BI

1. Se grafica la funcién sen B en el intervalo [O 3600]
2. Se graficalafuncion Asen BOy se utiliza la periodicidad para completar el intervalo en el que se graficara.

3. Se efectua el desplazamiento horizontal de a unidades para obtener f(6) = Asen B(6 — a).

<
Problemas‘w

Grafica cada funcidn, en el intervalo [0, 360°] utilizando los desplazamientos, amplitud y periodo:

a) fl6) = 2sen(6 - 30°) b) f(6) = 3cos 2(6 + 45°) c) f(0) =—sen(46 + 240°)



Problema inicial

1. Encuentralalongitud del arco del CT cuyo dangulo 2.Encuentraeldngulo central del CT cuyalongitud
central es 45°. es % En una circunferencia de radio r, la lon-
gitud del arco subtendido por un angulo
central 0 esta dado por 2mr3gg:.
Solucién
1. El radio del CTes r = 1. S 2. Sea a el angulo central tal que 2n$=g.
La longitud del arco - .
; — T (360°\ _ 5n0
subtendido por el an- T Se despeja a = 6 ( o )' 30°.
gulo de 45° esta dado 45° , .
45° Zl 1 5 X Por lo tanto, el dngulo que subtiende un
or: 2m(1 - =2T—. .
P (1) 360 8, arco de longitud % es 30°.
Por lo tanto, la longitud
T -1
del arcoes —. J

4

Definicion
En el circulo trigonométrico se define: 1 radian como el dngulo que
subtiende un arco de longitud 1.

Asi ¢t radianes es el dngulo que subtiende un arco de longitud ¢ y se t /
representa como ¢ rad (o solo ¢).

0 -1\

El angulo 6, con 0 < 6 < 360°, subtiende un arco de longitud T

entonces el angulo 6, con 0 < 6 < 360°, tiene un valor de %ﬁ rad.

Esta definicion se extiende a cualquier angulo de la siguiente manera: si
6 es un angulo cualquiera, entonces su valor en radianes esta dado por

0

T rad.

El sistema en el que se escriben los

180° angulos en grados se denomina siste-

Si se tiene la medida de un angulo ¢ en radianes, su valor 6 en grados | M2 sexagesimal de éngulos.

esta dado por 0 = %Oet.

d) 270°

Ejemplo
a) Expresar en radianes el angulo 120°. b) Escribe en grados el valor de g
o _ 120° _2n n_ 180°(R\ _ 2o
120° = 50" rad = 3 rad 5 ();) 36
1. Se tienen los siguientes dngulos en grados, determina su valor en radianes:
a) 60° b) 15° c) 10°
e) 135° f) 150° g) 210°

2. Se tiene los siguientes angulos en radianes, determina su valor en grados:
a) 2Tt rad b) Tt rad c) % rad

e) 1 rad ﬂ%bw g%ﬂw

h) 315°

d) 2T rad
12

h) 9?“ rad



3.14 Practica lo aprendido ~

1. Dibuja el circulo trigonométrico y grafica el punto P(cos 6, sen 6) para cada valor de 6.
a) 6 =60° b) 6 =150° c) 6 =240° d) 6 =330°

2. Utiliza la representacion del seno y coseno en el CT para demostrar la identidad sen?d + cos?0 = 1.

3. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores.
a) sen 750° b) cos 765° c¢) tan 600°
d) sen(-660°) e) cos(—690°) f) tan(—495)

4. Realiza lo que se pide:

a) Demuestra que la funcién f: [-90°, 90°] — [-1, 1]; 6 — sen 6, es biyectiva.

b) Restringe la funcién coseno para que sea biyectiva. Utiliza la gréfica de la clase 3.6.

5. Utiliza la representacion de la funcidn tangente en el CT para demostrar la identidad 1 + tan?6 = G
Cos

6. Realiza los siguientes problemas:
a) Traza la recta y = 1, que es tangente al CT en el punto (0,1).
b) Sea 6 un angulo en el primer cuadrante. Dibuja los puntos R(0,1), P(cos 6, sen 6) y Q el punto de
interseccién de la recta y = 1 con la prolongacion del segmento OP.

c) Demuestra que 0Q = 1
sen 0
d) Determina las coordenadas del punto Q(a, b)

1
tan2 sen?0’

e) Demuestra que 1 +

7. Determina el periodo de las siguientes funciones y graficalas en el intervalo dado.

a) tan (6 —90°); [0, 360°] b) tan 26; [0, 270°]
8. Determina el periodo y la amplitud de las siguientes funciones, luego graficalas en el intervalo dado.
0
a) f(6) = sen 56; [0°, 144°] b) /(6) = cos 3; [0°, 1080°]
c) f(6) = 4 cos 6; [0°, 360°] d) /(6) = 2sen 6; [0°, 360°]

9. Grafica las siguientes funciones utilizando desplazamientos, amplitud y periodo. Ademds determina su
dominio y rango.

a) f(6) = 2cos(66 — 120°) b) 16) = 4sen(26 + 120°)
C)f(0) = —2cos(46 + 180°) d) f(6) = 3sen(360 - 225°)

10. Reescribe los dangulos en el sistema sexagesimal al sistema circular y viceversa.
a) 20° b) 50° c) 140° d) 345°
e) 500° f) —150° g) & rad h) 4—9“ rad
o 5T N T T
i) 3 rad i) 80 rad k) 3mrad ) -3 rad

fg 11. Siun arco circular de 9 centimetros subtiende el angulo central de 45° en una circunferencia, écudl es
la longitud del radio de la circunferencia?

12. El radio de una circunferencia es 5 cm, determina la medida del dngulo central, en radianes, que sub-
\_ tiende un arco de 12 cm. )




3.15 Problemas de la unidad ~N

1. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) log,(x*—8) =3 b) log.x = 4 c) log,x = —%
2
d) 23+2= 256 @e) 2% = 3x-2 E f) gx+5 = 3x-2

2. Utiliza desplazamientos horizontales y verticales para graficar las siguientes funciones:
a) flx) = log,(x—1) b) f(x) = log,x + 2 c) flx) = log,(x—1) -1 d) f(x) = log,(x +2) -3

3. Para cada funcién del problema anterior determina: dominio, rango, asintotas y su funcién inversa.

E4. Interés compuesto. Si una cantidad de dinero C se invierte durante ¢ afios, con un interés del 7% anual,
recapitalizable (que se reinvierte) n veces al afo. El dinero que se obtiene al final de los ¢ afios esta dado

por la férmula D(t) = C (1 + L)nt.
100n
Maria realiza un depdsito a plazo de $500, en una Cooperativa de Ahorro. El interés anual del depdsito

es del 4%. El dinero se recapitaliza 4 veces al afio (cada tres meses).
r
100n

a) Sustituye los valores conocidos en la férmula D(t) = C(l + )nt, para obtener una féormula que dé

el dinero acumulado por Maria después de ¢ afios.
b) é Cudnto dinero habra acumulado Maria después de 2 aiios?
c) ¢Cuantos afios deben transcurrir para que Maria acumule al menos $750?

E5. crecimiento poblacional. El crecimiento de una poblacién alo largo del tiempo esta dado por la siguiente
funcion exponencial: P(t) = C(1 + r).. Donde C es la poblacion inicial, r es la tasa de crecimiento y £ la
cantidad de afios transcurridos. La poblacion de El Salvador para el afio 2017 se estimé en 6172011 con
una tasa de crecimiento poblacional de 0.3%. Utilizando la informacidn anterior resuelve los siguientes
problemas:

a) Si la tasa de crecimiento se mantiene igual, écual sera, aproximadamente, la poblacién en El Salvador
en el aiio 20307
b) éEn qué afio la poblacidon alcanzara los 7 millones de habitantes?

6. Justifica la veracidad de la siguiente proposicién: para todo nimero natural n se cumple que si 2" tiene
k digitos entonces 2"*!tiene k digitos o 2" ! tiene k digitos.

7. Restringe la funcion tangente para que sea una funcién biyectiva y graficala.

8. Grafica las funciones inversas de las funciones trigonométricas utilizando Utiliza los dngulos en
las funciones restringidas del problema 4 del Practica lo aprendido 3.14 y el el sistema circular.
problema anterior.

9. Demuestra que para todo angulo 6 se cumple que Utiliza la desigualdad
a)sen?0 <1 b) |sen 6 + cos 6] <2 triangular.
c) (sen B + cos 0)* =1+ sen 260

2tan 6 o °
d) |sen O +cos @] <V2  Utiliza el literal anterior. e) <1, 6 #90° + 180°n, donde n es un

1+tan?0 — ,
numero entero.

] ) o El método de exhaucion fue usado satisfactoriamente
10. Aproximacion del valor de 1. Con los siguientes po- | por Arquimedes (287-212 a. C.) para hallar la férmula

ligonos inscritos en el circulo de radio 1, calcula el exacta del drea del circulo. El método consiste es inscribir

cociente del perimetro del poligono entre el dia- poligonos regulares en el circulo para aproximar su drea.
metro del circulo: Con este método también realizé aproximaciones del co-

Octs | b) Dodecs | ciente del perimetro de la circunferencia por su didme-
a) Octagono regular ) Dodecagono regular tro, es decir, de la constante .
Dunham, W. (2004) Viaje a través de los genios.

\_ J

©



4.1 Practica en GeoGebra: funciones trigonométricas

Con el desarrollo de esta prdactica aprenderds sobre las graficas de las funciones trigonométricas en
GeoGebra y sus propiedades: amplitud, periodo y desplazamientos.

Practica
1. Cambiar la numeracidn del eje.
a) Clic derecho en la Vista Grafica. b) Selecciona Vista Gréfica
c) Selecciona EjeX. d) Selecciona el cuadro Distancia.
e) Selecciona en el cuadro desplegable
/2.
7 Preferencios X
"\ Vista Grafica CRmEE .
Basico EjeX EjeY Cuadricula
.l_ EjE'S B Ejex
ﬁ CUad”‘CUIa i [2 Numeros en gradaciones
Ba"a dE Navegal:lon [ Solo la rama positiva
@\ ZOOm 3 . M Distancia: /2 he
\ EJE'X 2 EJE‘Y y Gradaciones: | | | v
Ver todos los objetos — lunidad =
- - ruce en; O esion al borde
Vista estandar Ctrl+M ¢ o0 Achestcn albord
Permitir seleccionar
.7 Vista Grafica ..
2. Grafica de funciones trigonométricas.
a) Funcidén Seno. Escribe en la barra de Entrada sen x. > Entrada:sen x

b) Evaluando valores en la funcidon seno. Cuando se evalldan
angulos en grados en las funciones trigonométricas debe co-
locarse el simbolo de grados correspondiente. Escribe en la
barra de Entrada a = f(90°), b = f(90), c = f(rt / 2). Observa que > FEntrada‘[f(71/2)
en b = f(90) el programa evalta 90 radianes.

3. Amplitud de las funciones trigonométricas.
Grafica la funcion g(x) = 2sen x. Escribe en la barra de entrada g(x) = 2*f(x).

4. El comportamiento de la funcidn f(x) = asen(x) con a > 0.
Creacion de un deslizador.

a) En la barra de herramientas selecciona Deslizador. >|]232
b) Clic en la Vista Gréfica. /—\
Deslizador \ %
s = Nomb
c) Aparecerd un cuadro en el que debe colocarse el nombre al Otimen |
. ;. . DILE
deslizador, en este caso a. Coloca en minimo 0 y en maximo OEmen  [Aaton
5. Incremento 0.1, y clic en Ok. ‘ o
ntervalo Deslizador Animacion
d) leuJa Ia funcio/n f(x) =sen x. Min: 0 Max: 5 Incremento: 01|
OK Cancelar

e) Dibuja la funcion g(x) = asen x.

f) Selecciona el punto del deslizador y observa que a medida que se mueve hacia la derecha la funcién
se dilata, mientras que hacia la izquierda se contrae.

g) Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia animacion.
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5. Periodo
a) Grafica la funcion f(x)=cos x.

b) Grafica la funcién cos 3x. Escribe en la barra de Entrada g(x)=f(3x).
¢) Grafica la funcién cos § Escribe en la barra de Entrada h(x)=f(x/3).

ANVANAV

6. Desplazamientos verticales u horizontales.

a) Grafica la funcion f(x)=cos x. b) Grafica la funcion g (x) = cos (x —30°).
c) Grafica la funcién A (x) = cos (x + 60°). d) Grafica la funcién g, (x) = cos(x) + 3.
e) Grafica la funcién £ (x) = cos(x) - 2.

Para escribir subindice en GeoGebra se utiliza

. . . ., Entrada: | o_1(x) = f(x-30°)
guion bajO como se muestra a continuacion.

Actividades

1. Grafica las funciones del problema 8 de la clase 3.14.

2. Grafica las funciones del problema 10 de la clase 3.14.

3. Crea un deslizador B, con minimo 0, maximo 5 e incremento 0.1. Luego grafica las funciones f(x) = sen x
y 2(x) = sen Bx. Observa el comportamiento de la funciéon g a medida que el valor de B aumenta o dis-
minuye.

4. Realiza una animacién utilizando deslizadores para desplazamiento vertical y horizontal.

J




4.2 Practica en GeoGebra: construccion de las funciones seno y coseno

Es posible construir las funciones trigonométricas observando su comportamiento en el circulo trigonomé-
trico. A continuacion se graficara la funcidn seno.

Practica
1. Dibujar el circulo trigonométrico. —_—

a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcion Circunferencia (centro, punto). ==
b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto.

/O
-2 18 16 -14 -12 -08 -06 -04 -02 0 02z 04 06 08 12 14 16 18 2

2. Dibujar el angulo.

a) Selecciona un punto P en el CT. {u
b) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. ———> v
c) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El angulo se nombra automaticamente como a.

* Vista Grifica X

-18 -8 -4 -12 12 14 16 18

3. Punto de construccion. Este punto tendra como
coordenada en x el angulo a en radianes (el pro-
grama lo convierte automdticamente) y como
coordenada en y la coordenada en y del punto P
(es decir sen ).

a) En la barra de Entrada escribe S = (o, y(P)) y

presiona Enter. \

Entrada: S=(a, y(P))
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(

4. Cambiar la numeracion del eje x.

b) Clic en Vista Grafica.
rc) Clic en EjeX.

™A Vista Grafica

| | Ejes
\ |£ Cuadricula
\ Barra de Navegacién

& Zoom »
\ EjeX : EjeY >
Ver todos los objetos

Vista estandar Ctri+-M

-+ Vista Gréfica ...

5. Graficando la funcién seno.

a) Clic derecho en la Vista Grafica (ningun elemento debe estar seleccionado).

/ d) Clic en el cuadro Distancia y selecciona la opcién m / 2. Luego salir.

Bésico EBX EjY Cuadricula

FEEx | -
B Wmeros an gradacanes

[ 5ok la rama positiva

ey

E Distancia: mi2 ~
Gradaciones | | | -
Rl Uridad:
Cruce an: 0.0 [ Adhesidn al barde

= Pemitir seleccionar

a) Selecciona el punto S y dar clic derecho.

b) Clic en rastro.

c) Selecciona el punto P, clic derecho y luego inicia la animacién

Punto S: {a, (D))
Coordenadas polares
Objeto visible

Acl Efiqueta visible

Rastro

Objeto auxiliar

Renombra

= BT

Borra

.2 Propiedades .

Punto P: Punto sobre c
Coordenadas polares

* Objeto visible

Al Eliqueta visible

Rastro

Animacidn

Objeto auxiliar

Renombra

N EA I Y

Borra

Propiedades ..

Actividades

/0| p
‘o

mn/2

31n/2 ol

Construye la funcidn coseno a partir del circulo trigonométrico.




4.3 Practica en GeoGebra: construccion de la funcién tangente

De igual manera que las funciones seno y coseno, la funcién tangente se puede dibujar a partir del circulo

trigonométrico. Sin embargo, se tiene la dificultad que el dngulo al recorrer los valores [— 211] en el CT, la

funcién debe evaluarse en el intervalo [—— 0] Para realizar esto se explicara la utilidad de la funcidn Si del

bloque de légica.

Practica

1. Clic en el botdn Ayuda de Comandos, que se encuentra a la derecha de
la barra de entrada. Se desplegara el panel de comandos.

2. Selecciona la funcién Si del bloque de légica. En este comando deben Funciones Matematicas S
. + Todos los comandos
ingresarse 2 o 3 datos separados por coma. + 3D

+ Algebra
- - - + Conica
Si[ <Condicion>, <Entonces>, <Si no> | +/ Diagrama
+ Discreta
+| Estadisticas
Condicidn: Se introduce una condicion en la que esta involucrada una i nancieros
Funciones y Calculo
variable, puede ser una igualdad, una desiguladad, entre otras. 3 GeoGebra

Entonces: Es el valor que el comando devolvera si la condicién es ver- + Lista

dadera.

Si no: Es el valor que el comando devolvera si la condicién no es verda-

Ayuda de Comandos

+/ Guion (scripting)
+| Hoja de Calculo

-| Légica

- ConservaSi
CuentasSi
EsEntero
EstaDefinido
EstaEnReqgion

- Relacid
dera. Sie acion
& Mintimi hd
3. Se creard un numero b a partir de un deslizador a, de tal manera
gue si el valor de a es negativo entonces el valor de b serd 0y si
el valor de a es positivo entonces b tomara el valor de a. Destizaor x
a Mombre
(®) Nimero
a) Crea un deslizador con nombre a, de -5 a 5 e incremento 1. Ohoguo | 2
O Entero [ Aleatorio
b) Escribe en la barra de Entrada b =, luego pegar el comando Si tntznzto [ e
del bloque de Io'glca A win: |5 Wax 5 Incremento: |1
oK Cancelar
c) Se debe evaluar si a es negativo por lo que la condicidén a
ingresar es a<0. El valor que el comando devolverd es O si se
cumple a<0. El valor que el comando devolvera es a si no se Entrada: b=Si[]
cumple que a<0.
Entrada: h=Si[a<0, 0, a]
En el caso que a sea negativo En el caso que a sea positivo
b tomara el valor de 0. b tomara el valor de a.
» Vista Algebraica X » Vista Algebraica X
NOmero Namero
foeees ... a= _5 . ] a=2
...... b=0 b=2




-~

4. Dibujar el Circulo Trigonométrico:
a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcién Circunferencia (centro, punto). . » @

b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto.
c) Grafica larecta x = 1.

5. Dibujar el angulo:
a) Coloca el punto A(1, 0).

b) Selecciona un punto P en el CT.
c) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. ‘é‘

d) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El angulo se nombra automa-
ticamente como «.

6. Representacién de la tangente.

a) Traza la recta que pasa por los puntos O y P. ,/
b) Nombra Q al punto de interseccidn de la recta trazada y la recta x = 1. a

c) Oculta la recta trazada.

7. Punto de construccidn. Este punto tendrd como coordenada en x el angulo o en radianes (el programa lo
convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en y del punto Q (es decir tan a).

a) Construye el angulo 8. Entrada: 6 = Sifja > 3* m /2, 0-2 7, a]

b) Nombra T al punto de construccion.
En la barra de Entrada escribe T = (8, y(Q)) y presiona Enter. — Entrada:T = (6, y(Q))

8. Grafica de la funcion.
a) Cambia la numeracion del eje x en términos de Tr. '
5

b) Selecciona el punto T, clic derecho y clic en Rastro.
c) Seleciona el punto P, clic derecho y luego iniciar Animacion.

Punto F Punto P; Punto sobre c :
Coordenadas polares 2 f

Coordenadas polares
“. Objetovisible D

“~| Objetovisible

) . Asl Etiqueta visible ¢
Asl Bligueta visible " c

4" Rastro w2 FLEEEL e
. Rastro A _ . —
Animacidn

Renombra s .
/4 Boma /7 Bora

.7 Propiedades ... ~,7 Propiedades ..

%

Actividades

Construye la funcion cotangente a partir del circulo trigonométrico.

\
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4.4 Practica en GeoGebra: el método de exhaucion

Se construira un poligono inscrito en el circulo trigonométrico para observar la aproximacién que tiene el
area del poligono, a medida que sus lados aumentan, respecto al drea del circulo.

Practica

1. Construccion del circulo trigonométrico.
El centro debe ser O(0, 0) y A(1, 0) el punto.

» Vst Gratca

o 4s o4 o2 ® 6z o+ o8 am

e

2. Construir un deslizador para el nimero de lados de un poligono regular con nombre n.
Minimo 3, maximo 100 e incremento 1.

Deslizador X

®Numero  Nombre

O Angulo n

OEntere  [JAleatorio P

Intervalo Deslizador Animacion

Min: Max: Incremento:

3. Construccién del angulo central a dada su amplitud.
a) Selecciona los puntos A, 0 y como amplitud 360° /n. Clic en OK.
b) Aparecera otro punto en el CT. Dar el nombre B.

AN
&

Angulo R
< ©°F Angulo dada su amplitud d
Pt Angulo dada su amplitud
Angulo
em
/ Distancia o Longitud
- 360°/n (al|
] - >
Area
(® sentido antihorario
/A/ Pendiente
() sentido horario
{1,2} Lista
- . | OK | | Cancelar
a=p Relacién
\%/‘ Inspeccidn de funciones

4. Contruccion del poligono regular.
a) Selecciona la opcidon Poligono regular y escoge los puntos Ay B.




©

b) En el cuadro que aparecera a continuacion, escribe el nUmero de vértices n.

©, O, £

: Poligono regular x
> Poligono ©7 Poligonoreg
— 2
- Vértices
Poligono regular
jgono regu n Gl
Poligono rigido oK Cancelar

Poligono vectorial

v v

Aparecerd automaticamente el valor del area del poligono cons-
truido.

5. Calcular el area del circulo, con el comando Area del bloque
de Geometria. Observa cémo se aproxima el drea del poligo-
no regular a la del circulo a medida que se incrementa el
nuimero de lados.

6. Determinar los perimetros del poligono y de la circunferen-
cia.
Perimetro del poligono
Perimetro de la circunferencia | gntrada- C=Perimetro|c]

Entrada: P=Perimetro[poligono1]

7. Comparar los perimetros del poligono y la circunferencia
cuando aumenta el nimero de lados del poligono.

—_—>

—>

7 it Geficn - sshawcion g - O
=

n=3

- Poligono
@ poligono1 =1.29904

Ayuda de Comandos
-/ Geometria 2

- Angulo

- Arco

- ArcoCircunferencia

-~ ArcoTresPuntos
Area

- Baricentro
BaricentroBaremado
- Bisectriz

- CentroTridngulo

- Comprueba

- CompruebaDetalles

-~ Contorno

-+ Clbica

- CurvaTriangular

8. La constante T se define como el cociente del perimetro del circulo entre su radio. Utiliza la contruccion

realizada para obtener una aproximacion del valor de .

9. Construccién de un poligono regular que circunscriba al Circulo trigonométrico.

Construye un segmento OO, de longitud dada, con longitud

X. cos —

oo

1

/ Recta
<" Segmento

o+ Segmento de longitud dada

Longitud

1/ cos (a/2)
/ Semirrecta

S Poligonal

7 Segmento de longitud dada K

[l

OK Cancelar

" Vector

-'; Equipolente

10. Construir el dngulo central B dada su amplitud.

a) Selecciona los puntos O,, O y como amplitud a. Clic en OK.
b) Cambia el nombre al punto resultante por O,.

€7 Angule dada su amplitud x

Angulo

a ()
@® sentido antihorario

O sentido horario

OK Cancelar

11. Construir el poligono regular utilizando los puntos O, y O,. El nimero de lados debe ser n.

Actividades

. El punto O, se debe colocar en el eje

Efectla las 3 aproximaciones realizadas en los problemas anteriores (area, perimetro y el valor 1) con el

\_ poligono construido en el numeral 10.

J




Sucesiones aritmeéticas
vy geomeétricas

++ Las sucesiones tanto aritméticas como

-+« geometricas han sido una tematica que se

Numeros figurales (triangulares y cuadrangulares) de la ha desarrollado a lo Iargo de la historia sin

época de los griegos. definir un autor principal. Hay registros de

diferentes culturas, por ejemplo en Babi-

lonia, los créditos y los calculos conllevaban de alguna manera una férmula parecida

al interés compuesto, lo cual requiere trabajo con sucesiones geométricas; los egipcios

también trabajaron con la suma de sucesiones para expresar algunas fracciones; los grie-

gos trabajaron con patrones y disefiaron nimeros figurales como los que se observan en
la primera imagen.

Q e o0 e
°
°

En el analisis de las sucesiones siempre
esta el analisis de patrones, los cuales
han sido utilizados en diferentes areas.
En la actualidad se aplican férmulas fi-
nancieras, cuya base (en algunos casos)

son las sucesiones geomeétricas, inClu-  yng de las sucesiones mds famosas e importantes es la sucesién
so algunos fendmenos de la naturale- de Fibonacci, la cual modela algunas formas de la naturaleza.

za, como la reproduccién de algunos seres vivos, pueden modelarse como sucesiones
geométricas o aritméticas segun la situacién.

La unidad contiene un repaso sobre patrones, con el objetivo de identificar su secuencia
y la forma en que se han generado para luego realizar un estudio generalizado. Luego se
hara un estudio mas amplio sobre las sucesiones aritméticas y geométricas, y se analiza-
ra la suma de los primeros n términos de una sucesion.



1.1 Patrones

Problema inicial
Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.
a) Determina en la Figura 4 y la Figura 6 si la secuencia se va formando de igual manera.

é? ] é?
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6
b) ¢ Cudl figura corresponde a la Figura 7 si la secuencia se va formando de la misma manera?

mOBCw S " I 5 RO B

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7

c) Determina el nimero faltante y la regla que se ha utilizado para generar la secuencia.

Posiciéon 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4  Posicién 5  Posicion 6  Posicion 7 Posicion 8

&

Solucién - N
a) Puede observarse que cada figura se obtiene agregando dos cuadradosa [ ]
la figura anterior, acomodandolos en forma de L. Entonces, la Figuradyla [ |

Figura 6 son las que muestran las figuras de la derecha. ! [ 1] | [ [ 1]
Figura 4 Figura 6

b) Si se considera que el cuadrado grande va rotando 90° en el sentido horario respecto a su centro, la
Figura 2 se obtiene rotando una vez la Figura 1, la Figura 3 se obtiene rotando una vez la Figura 2, la
Figura 4 se obtiene rotando dos veces la Figura 3, la Figura 5 se obtiene rotando una vez la Figura 4y la
Figura 6 se obtiene rotando una vez la Figura 5. Por lo tanto, la Figura 7 se obtiene rotando dos veces
la Figura 6, por lo que la Figura 7 es E

c) Puede observarse que +1 +2 +3 +4 +5 +6
Posiciéon 1  Posicién 2 Posicién 3 Posiciéon 4  Posiciéon 5  Posicién 6  Posicion 7
Entonces, el siguiente nimero deberd ser 23 + 7 = 30.
Para generar un nimero se suma el nimero anterior y su posicion.

Conclusién
Un patrén matematico es una secuencia de niumeros o figuras que satisfacen cierta regla y con la cual pue-
de generarse cualquier elemento de la secuencia.

Problemasm

Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.

a) Determina las figuras 5, 6 y 7 que corresponden b) ¢Cudl figura corresponde a la Figura 77?

a la secuencia e identifica la regla que se ha utili-
zado para generarla. EE Eh ﬂ EE H:‘ ﬂ é?

Figural Figura2 Figura3 Figurad4 Figura5 Figura6 Figura?7

H c) Determina el nimero faltante y la regla que se
ha utilizado para generar la secuencia.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 2 6 12 20 30 42 é ?
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Problema inicial

Observa la siguiente secuencia:
1 2 3 4 5 6 7 8 9

a) éCual es la regla que se ha utilizado para generar la secuencia?

b) éCudles son los nimeros que corresponden a las posiciones 8 y 9?

c) éCudl seria el nimero correspondiente a la posicion 20? ¢y a la posicion 1007?
d) ¢ Cuadl seria el nimero correspondiente a una posicién cualquiera n?

.

Solucién
a) Al observar la secuencia se puede determinar que todos los nimeros son multiplos de 3, por lo que la
regla utilizada es multiplicar por 3 el nUmero de posicidn en la que se encuentra.

b) Por el resultado del literal a, en las posiciones 8 y 9 corresponden los nimeros 3(8) = 24 y 3(9) = 27.

c) Como el nimero se obtiene multiplicando la posicion por 3, entonces 3(20) = 60 es el nimero que
corresponde a la posicidon 20 y 3(100) = 300 es el numero que corresponde a la posicién 100.

La sucesién también pue-
de generarse sumando 3 al
nUmero anterior.

d) El nimero que correspondera a la posicidon n es 3n.

Definicion
A una secuencia de numeros que sigue cierta regla también se le conoce como sucesion. En una sucesion,
sus elementos tienen un orden y habitualmente se denotan por a,, donde n representa la posicién que
ocupa dicho elemento. Por ejemplo, en la sucesion del Problema inicial, a, =3, a,=6, a,=21, a, = 3n.

A cada elemento de una sucesion se le llama término y al término que ocupa la n-ésima posicion (con n
un numero natural) se le llama término general. Por ejemplo, a, = 3n es el término general del Problema
inicial.

Una sucesidn es finita si tiene una cantidad finita de elementos. Caso contrario, se dice que la sucesién es
infinita.

Al ibi L, h d En algunas ocasiones no es posible
escCribir una sucesion se hace en oraen, a,, @,, 4, ..., Q,, ..., encontrar el término general, en

donde los puntos suspensivos indican que la sucesion sigue. una forma simple, que describa
una sucesion.

Ejemplo

Determina el término general de la siguiente sucesion y calcula los términos 20, 41 y 101.

-1,2,-3,4,-5, ..

Observa que la sucesion va alternando signo en sus términos, y en cada posicion impar su signo es negativo
y en cada posicion par, su signo es positivo. Nota que esto puede escribirse como:

N 1 sinespar
(-1)"= o
—1sinesimpar



Ademas, los valores absolutos de los nimeros que componen la sucesién son todos consecutivos y coinciden
con su posicion dentro de la sucesién, por lo tanto, el término general es a, = (-1)" n.

Por lo tanto, los términos 20, 41y 101 son a,, = (-1)*20 =20, q,, = - 41,y a,,, =— 101.

>
Problemasw

1. Para cada sucesion, encuentra el término general y los términos que se piden.

a)2,4,6,8,... icudleseltérmino 42? b)1,3,5,7,9, 11, ... icudl esel término 217?
c)1,4,9, 16, 25, ... éicudleseltérmino 11? d)1,8,27,64,125,... éicudleseltérmino 8?
e)l 1111 l... écual es el término 9547 f)2,0,2,0,2,.. écudleseltérmino 10?, ¢y el 557?

l2l3’4l5'6

2. Enlista los primeros cinco términos de la sucesion que tiene término general g , en cada uno de los
siguientes casos:

a)a,=3n+1 b)a, =4n-2 ca,=-n+2 d)a,=n*-3

3. Observa el siguiente proceso: sea 7 el nimero de elementos de la Figura 5, en la siguiente sucesion:

[ J
[ J [ N J
[ ] [ N J [ N N J
[ J [ N J o000 [ 3N N N J
[ J [ N [ 2N N J o000 000606 -
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5
¢ Se reordenan los elementos e Se duplica la figura. ¢ Se unen las dos figuras iguales forman-
de la figura 5. do un rectangulo de 5 x 6 elementos.
[ J o0 000 [ ] o0 0000 Porlotanto,
[ N ] o000 [ N ] o0 000O0
00 00 [ 2 N J o000 0O0 2T5:5(6)
o000 [ N o000 o000 O0O0
o0 000 [ o0 000 o000 0O

Generaliza el proceso anterior para determinar el término general 7. de la sucesién.

Una de las sucesiones mds famosas es la conocida Sucesion de Fibonacci.

Fibonacci fue un matematico italiano que nacié en Pisa, alrededor de 1175. Su nombre verdadero era Leo-
nardo de Pisa pero comuUnmente se le conocia como Fibonacci, nombre que representa la versidon corta de
Filius Bonaccio, que significa hijo de Bonaccio.

La sucesion de Fibonacci es de la siguiente forma:

a =1
a=1
an = an—l + an—z

Los primeros términos de la sucesién de Fibonaccison: 1,1, 2, 3,5, 8, ...; es decir, los términos de la sucesidn
de Fibonacci pueden determinarse sumando los dos términos anteriores.

Esta sucesion tuvo su primera aparicién cuando se planted el problema que involucraba la reproduccién de
un par de conejos, con la hipdtesis que estos eran inmortales, se volvian adultos al cabo de un mes, y que de
cada pareja de conejos nacia una pareja de conejos (un macho y una hembra).




1.3 Sucesiones aritmeéticas: definicion

Problema inicial
Observa la siguiente secuencia y responde: N

& N

Figura 1

Figura 2

Figura 3
Figura 4

a) Enlista el numero de elementos de los primeros 10 términos de la sucesion.

b) ¢Cudl es la regla que se ha utilizado para generar la sucesién?

c¢) Si a un término se le resta su término anterior, ¢ qué se puede observar si se hace en repetidas ocasiones?
d) Si sumas los términos 1y 10, 2y 9, 3 y 8 y asi sucesivamente, équé sucede?

_
Solucién
a) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.
Término Q, | QG | Q3 | Qg | A5 | G | Q7 | Ag | Q9 | Qg9
Ndmero de elementos | 3 5 7 9 11 | 13 | 15 | 17 | 19 | 21
b) Si se observan las figuras, se han ido afladiendo dos cuadrados respecto a la figura anterior.
o . -aq,=5-3=2
c) Al tomar un término y restarle su anterior se puede observar que el resultado ZZ Zl _ il 39 >
siempre es el mismo cuando se hace varias veces. En este caso resulta ser 2. AT -
ag_agz 19_17:2
d) Obsérvese que los términos 1y 10,2y 9,3y 8,4y 7,y 5y 6, a pares siempre estdn a una misma
distancia de los extremos. Puede observarse que al sumar términos que estan a igual distancia de los
extremos, el resultado es siempre el mismo: 24.
3 5 7 9 1|1 1|3 15 17 19 21
11+13=24
9+15=24
7+17=24
5+19=24
3+21=24
Definicion

A la sucesién donde sus términos pueden obtenerse sumando un mismo numero al término anterior se
llama sucesion aritmética.

Una sucesién aritmética tiene la propiedad que al restarle a un término su anterior siempre se obtendrd el
mismo resultado. A este resultado se le llama diferencia.

Un detalle importante que hay que re-
saltar sobre las sucesiones aritméticas es

Otra de las propiedades de una sucesion aritmética finita es que que la diferencia puede ser un nimero
al sumar términos que estan a una misma distancia de los cualquiera, esto es, puede ser un ndme-
extremos el resultado es el mismo. ro entero, racional, decimal o irracional.

<
Problemasw

Identifica si cada sucesion es una sucesion aritmética. En caso de serlo, determina su diferencia.

a)s, 11, 17, 23, 29, 35, ... b)-3,0,3,6,9,12, 15, ...
5 7 9 11
01,234,578, .. d2335455%, .-

e)—4,-4, -4, -4, -4, -4, ... f)11,7,3,-1,-5,-9, ...



1.4 Sucesiones aritméticas: término general*

Problema inicial
Encuentra el término general de la sucesién aritmética del Problema inicial de la clase 1.3.

Solucién
Obsérvese primero que si a,_; es un término cualquiera, a, es el término que le sigue. Como cada figura se
obtiene sumando dos cuadrados a la figura anterior, se tiene que
5=3+2, 7=5+4+2, 9=7+2, .. Qui=0Q,+2

a,=a,+2 a;=a,+2 as=Qas;+2
Se tiene entonces que
a,=a,+2, a;=a,+2, a,=a;+2, as=a,+2,.., Q,,=0,3+2, A, 1=C,+2, QA,=Cpq+2

Se necesita encontrar una férmula en términos de la posicién que ocupa en la sucesidon. Notese entonces

que,
an = an—l + 2

=a,,+(2+2)
=a,3+(2+2+2)
=Q,,+(2+2+2+2)

Si se continlia de ese modo an=a4+(2+2n+_£i--+2)=(a3+2)+(2+2n+_‘-1--+2)
=q;+(2+2++2)=(a,+2)+(2+2+--+2) 4=n-(n-4).
as + ( o )=(a, +2) +( ol
=, +(2+2+--+2)=(a;+2)+(2+2+ -+ 2
2 (_n_z_) (a,+2) (_n_z_)

=, +(2+2+--+2)

n-1—

Se tiene entonces que a, es igual al primer término mdas n — 1 veces 2, es decir, el término general de la
sucesiénes a, =a, +2(n —1).

Conclusién
En una sucesion aritmética, si d es su diferencia, su término general esta dado por a, = a, + d(n — 1).

Ejemplo

Calcula los términos 4, 12, 17 y 99 de la sucesién aritmética @, = —2 + 6(n — 1) y determina cual es el tér-
mino a; y su diferencia.

Para calcular los términos que se piden, se sustituye la n por la posicidn del término. Asi,

a,=—2+6(4-1)=-2+6(3)=—2+18=16 a,=—2+6(12-1)=—2+6(11) = 64
a,=-2+6(17-1)=—2+6(16) =94 (oo =—2 +6(99 —1) =—2 + 6(98) = 586

i ) ) En muchas ocasiones, el término general de una sucesion arit-
Ademas, a, =— 2y su diferencia es d = 6. mética se presenta en la forma a, = @, — d + dn. Por ejemplo,
a,=—2+6(n —1) puede escribirse como a,, =—8 + 6n.

<
ProblemasA

1. Establece el término general de las sucesiones aritméticas de los problemas de la Clase 1.3.

2. Determina los términos 1, 7, 11, 20 y 100 de cada una de las siguientes sucesiones aritméticas:

a)a,=5+4(n-1) b)a,=-1+7(n-1) ca,=2-3(n-1)
d)a,=-4-(n-1) e)a,=3-(n-1) fla,=5-3(n-1)
g a,=7+>(n-1) h)a,=-0.6+2(n-1) )a,=—0.4-0.7(n-1)

©



1.5 Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 1*

Problema inicial
Resuelve cada literal.
a) éCuantovalelasumal+2+ 3+ +28+ 29+ 30? Busca una forma de calcularla sin sumar término a
término.
b) Si se tienen los nimeros 1, 2, 3, ..., n—3,n—2y n—1, é{cuanto vale la suma de todos ellos?
c) ¢Cudnto vale la suma S, de los primeros n términos de la sucesion a,, = a, + d(n — 1)?
d) En la sucesién aritmética a,, = 1 + 2n, icuanto vale la suma de los primeros 10 términos?

Para el literal a, considera también
lasuma30+29+28+---+3+2+1.

Solucién

a) Si se realiza la suma
1 +(2)+(3 +---+128+29+30

+30+29+28+ -+ 3 +(2/+1
31+31+31+--+31+31+31 - (1)

el resultado es el mismo. Enlasumal+2+3+...+28+29+ 30 hay 30 términos, por lo que en la suma
(1) se esta sumando 30 veces el nUmero 31, por lo tanto es igual a 31(30).

Por otra parte, la suma en (1) se obtuvo sumando 1+ 2+ 3+ -+ +28 + 29 + 30 dos veces, por lo que la
31(30)
2

suma pedida es igual a . Al simplificar, se obtiene

15
31(30) _ 31(30) _ _

Porlotanto,1+2+3+...+ 28+ 29+ 30 = 465.

b) Si se utiliza la misma técnica utilizada en la parte a), se tendria

1 )+ 2 )+( 3 |+ - +Mn=-3)+n-2)+n-1
+ n-1+n-2+n-3+ -4+ 3 |+ 2 + 1

n 4+ n + n +-4+ n + N o+ N e (2)

La suma en (2) tiene n — 1 términos, por lo que vale n(n — 1). Pero nuevamente, se ha sumado dos
veces1l+2+3+-- +n—-3+n—-2+n-1, porloque

nin-1
1+2+3+-- +n—3+n—2+n—1=%.
c) Se colocan los n términos en el nuevo orden
+d +d +d +d
S, = & + a + a +--+ a, + a1 t Q
—d —d —d —d
Sp= @, G t Gy, tt Qs o o
2S,= (a, + ) + (A1 + @) + (Apa+ @3) + - + (A3 + Q) + (@ + Q) + (014 @y)

En el dltimo rengldn, todas las parejas tienen el mismo valor a, + a, porque en cada suma el primer
sumando va aumentando por d y el segundo por —d.

Como hay n parejas se tiene 2S, = n(a, + a,). Por lotanto S, = % n(a, +a,).

Si se sustituye a,, = a, + (n — 1)d, se tiene que S,, = % n[2a, + (n —1)d).




d) Se quieren sumar 10 términos de la sucesién a, = 1 + 2n, entonces se calcula el primer y décimo tér-

mino
a,=1+2(1)=3,

a,,=1+2(10)=21.

Asi, la suma de los 10 primeros términos es:

S, =2 nla; +a,) =3(10)(3 + 21) = 5(24) = 120.

Definicion
n
La notacion Zai es una forma abreviada de escribir lasumaa, +a, +a; + ==* + a,, + a,; + a, y se lee “la

=1
sumatoria de a; desde i igual 1 hasta i igual n”.

Bajo esta notacion, la suma de los n primeros términos de una sucesion aritmética esta dada por

n
8, = Zai = %n(a1 +a,) = %n[ZOL1 +d(n—-1)]; cond ladiferenciade lasucesion.
=1

A esta suma se le conoce como suma parcial de una sucesion o serie, que en este caso se trata de una su-
cesion aritmética. t

El simbolo X es una letra griega que corresponde a la letra mayuscula sigma. Cuando se
utiliza para representar una suma se hace referencia a él como “el simbolo de sumatoria”.

b

~

1. Para cada caso, calcula lo que se pide.
a) La suma de los primeros 21 términos de la sucesién a, = —6 + 6n.
b) La suma de los primeros 28 términos de la sucesion a,, = 11— (n — 1).
c) La suma de los primeros 77 términos de la sucesion a, =—4 + 5(n — 1).
d) La suma de los primeros 33 términos de la sucesiéon a, = 0.5 + 2(n — 1).

2. Dos flechas se encuentran dentro de un tridngulo y un pentagono de modo que apuntan a los vértices
de estos. A continuacidn se muestran cuatro figuras de la secuencia en la que giran las flechas:

3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2
5 3 5 3 5 3 5 3
4 a 4 1

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Si las flechas siguen siempre el mismo movimiento, determina el nimero de figura en la cual las flechas
habran apuntado un mismo vértice por trigésima vez.



1.6 Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 2

Problema inicial
¢Cuantos términos de la sucesion a, =5 + 2(n — 1) deben sumarse para obtener 1845?

Solucién .
Como la suma de los primeros n términos de una sucesion aritmética es 3 n[2a, +d(n —1)] se tiene que

@, =5y 2nl2a,+d(n-1)]= s n[2(5) +2(n -1)] =3 n[10 +2(n - 1)] = 5n + n(n—1) = n? + 4n = 1845.

Se ha obtenido una ecuacién de grado 2 donde la incégnita es n. Como se desea saber cudntos términos
deben sumarse para obtener 1845, hay que determinar las soluciones de dicha ecuacion.

Resolviendo,
n(n+4)=1845 = n*+4n-1845=0 = (n+45)(n—41)=0.

De aqui se tiene que n = —45 o n = 41. Pero por ser n una posicion de la sucesién, este no puede ser
negativo, por lo tanto, se deben sumar 41 términos de la sucesién a,, =5 + 2(n — 1) para obtener 1845.

Conclusién
Para determinar el nUmero de términos que deben sumarse de una sucesidn aritmética para obtener un
resultado especifico, debe resolverse la ecuacién cuadratica que resulta de igualar la férmula de la suma
parcial con el total que se desea.

b 3
Problemasm

1. Determina el nimero de términos que deben sumarse en cada sucesion aritmética para obtener el re-
sultado indicado.

a)a,=—1+(n—1); suma parcial 434 b) a, =3 + 4(n —1); suma parcial 1081
c)a,=-3+3(n—1); suma parcial 270 d)a,=5-2(n—1); suma parcial —391
n
e)a,=—4-7(n-1); suma parcial =129 f)Z[— 100 +4(i—1)]=0 1081y 391 son
=1 e
217 es multiplo de 7. ! multiplos de 23.

2. éCuantos términos de la sucesidn aritmética 2, 8, 14, ... hay que sumar para obtener 1064?

Carl Friedrich Gauss fue un matematico, fisico, astronomo y geodesta aleman, nacio el 30 de abril de 1777 y fallecié el
23 de febrero de 1855. Es considerado el principe de los matematicos y desde sus afios tempranos mostré extraordina-
rias pruebas de su habilidad mental. De nifio, después de haberle preguntado a varios miembros de su familia sobre la
pronunciacion de las letras del alfabeto, aprendio a leer por su cuenta.

Gauss ingreso a la escuela cuando alcanzé los 7 afios de edad, donde eventualmente se incorporo al curso de Aritmé-
tica, estudios en los cuales la mayoria de pupilos permanecian hasta los 15 afios, que era la edad en la que terminaban
sus estudios obligatorios. En dicho curso ocurrié un evento digno de mencionar, ya que fue de gran influencia para la
futura vida de Gauss: en una ocacidn Buittner, el director de la escuela, quien también era su maestro de Aritmética, did
a la clase el ejercicio de escribir todos los nimeros del 1 al 100 y sumarlos. El problema apenas habia sido asignado,
cuando Gauss puso la tableta donde escribia sobre la mesa y dijo: iAqui estal, mientras los demas pupilos aun estaban
calculando, multiplicando y sumando; en ese momento Blittner vio la tableta de Gauss y encontré escrito un solo nu-
mero, que era la respuesta correcta.

Gauss estaba en posicién de explicar al profesor cémo llegé a este resultado y dijo: “100+1=101, 99+2=101, 98+3=101,
etc., y asi tenemos tantos pares como hay en 100. Asi, la respuesta es 50 x 101, o 5050”.

Dunnington, G. W., Gray, J., Fritz-Egbert Dohse. Carl Friedrich Gauss:
Titan of Science. The Mathemathical Association of America.




1.7 Sucesiones aritméticas: problemas

Problema inicial
Determina la diferencia de una sucesion aritmética cuyo tercer término es 27 y cuyo quinto término es 35.

Calcula el primer término y el término general de la sucesion.

Solucién
Si a, es la sucesién aritmética con diferencia d entonces a,, = a, + d(n—1).
De los datos, se tiene que a; = 27 y as = 35. Pero
a;=a,+d(3-1)=a,+2d =27,
a5=a1+d(5_1)=a1+4d=35.

Luego,
as—a3;=35-27=a,+4d-a,—-2d=2d
= 8=2d
>d=4

Sustituyendo d = 4 en la primera ecuacion a, + 2(4) =27 = a,=27-8=19.
Entonces, el primer término y el término general de la sucesién son

a,=19ya,=19+4(n-1)=15-4n.

Conclusién
En ocasiones se conocen algunos datos de una sucesidn aritmética, y para determinar el término general

de esta, se utiliza la definicidn de sucesién aritmética y los datos conocidos.
Si se conocen dos términos de la sucesidn aritmética, para determinar el término general se resuelve el

sistema de ecuaciones lineales que resulta de aplicar la definicién del término general en cada término
conocido.

*
Problemasw

1. El segundo término de una sucesion aritmética es 12 y el cuarto término es 22. Determina el término
general de la sucesion.

2. El quinto término de una sucesién aritmética es —11 y el décimo primer término es —26. Calcula el
séptimo término.

3. De una sucesién aritmética se sabe que a, =—5 y que a,s = 31. Calcula a,,.

4. El octavo término de una sucesidn aritmética es 8 y el vigésimo es 44. Determina el término general de
la sucesion.

5. Calcula la suma de los primeros 10 términos de la sucesién aritmética que tiene por séptimo término a
—25 y cuyo noveno término es —35.

6. Se tiene que as + g + A, + Qg + Ay + Q1 = 219 y @, = 34. Determina el término general a,, de la sucesion
aritmética.

n
7. Dada la sucesidn aritmética a, =43, a, = 37, ..., écudl es el primer entero n tal que Zai <0?
=1



2.1 Sucesiones geométricas: definicion*

Problema inicial
a) Si el drea del cuadrado en la Figura 1 es 1, determina el drea sombreada si cada cuadrado se ha dividido

en cuatro cuadrados iguales.

[T

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) éQué regla se puede establecer para encontrar el valor del area sombreada en cada figura?
c) De acuerdo al literal b), enlista los 7 primeros términos de la sucesion.
d) Si se divide un término entre su anterior, {qué se observa? Realiza este procedimiento al menos tres

~

)

L veces.
Solucién
a) Si el drea sombreada en la Figura 1 es 1, al haberse dividido en cuatro partes iguales, el area sombreada
en la Figura 2 representa la cuarta parte respecto al area sombreada del cuadrado de la Figura 1, es decir,
el drea sombreada es igual a %.
De igual forma, el area sombreada en la Figura 3 es la cuarta parte del cuadrado que estd sombreado en
la Figura 2, por lo que el drea sombreada es % +4= 1_16'
Continuando con el mismo andlisis, el area sombreada en la Figura 4 es la cuarta parte del cuadrado que
esta sombreado en la Figura 3, es decir que el drea sombreada es % +4= é.
b) Para encontrar el area sombreada en una figura se puede dividir entre 4 el valor del area sombreada de
la figura anterior.
c) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.
Término a; a, a; a, Qas Qg a,
. 1 1 1 1 1 1
Valordeldrea | 1 | 3 | 7¢ | 54 | 256 | 1024 %096
d) Al dividir un término entre su anterior se tiene
R eq =1 .1 _1 . 1 .1 _1
Gra=yrl=y @7+ =7096 * 1024 4 s~ 0a=%56 764 ~ 4
Se puede observar entonces que siempre se obtiene el mismo resultado: %.
Conclusién

Una sucesién donde sus términos pueden obtenerse multiplicando por un mismo numero el término
anterior se llama sucesiéon geométrica.

Una sucesion geométrica tiene la propiedad que al dividir un término entre su anterior, el resultado siempre
es el mismo. A este resultado se le llama razén.

>
Problemasm
Determina si las siguientes sucesiones son geométricas. En caso de serlo, especifica la razén.

a)2,4,6,8,10,12, .. b)1,3,9,27,81, ..
c) 3, -6, 12, —24, 48, =96, ... d) -1, -2, -4, -6, -8, 10, ...



2.2 Sucesiones geométricas: término general*®

Problema inicial
Encuentra el término general de la sucesién geométrica de la clase 2.1.

Solucién
Se sabe que si a,_; es el término, n — 1, a, es el siguiente término. Como cada término de la sucesién

geométrica se obtiene multiplicando por% el término anterior, se tiene que

1_1 1_1.1 1.1 1 =1
4 4)<1, E—ZXZI a—zXEw-van_z;xan—l
a4 =+xa 1 1
2 =X a3 =% A =7%xa
Es decir,
_1 _1 _1 _1 _1 _1
aZ_ZXalr CL3—ZXG2, a4_ZxG3r---l Q=7 X Qs an—l_zxan—b Q,=7%X0p

Se desea encontrar una formula que describa la sucesidn en términos de la posicidon que ocupa un elemento.

Noétese que,
a, =X an_l—(_x_) X Q= <_x_x _) X Qg = (—)(—l X _l XT) X A,y

Si se continta de ese modo,

(i, 1.1 1 (1,11 1 (1,11 1 (1,11 1
an_(4x4x4x x4)xa4 (4x4x4x x4)xa3_(4x4x4x x4)xa2_(4x4x4x x4)xa1
—_— —_ —_— —_—

n—4 n-3 n-2 n-1

Entonces, a, es igual al primer término multiplicado por el producto de n — 1 veces la razén %; es decir,
-

~1
gue el término general de la sucesién geométrica es a,, = al(%) , donde a, = 1.

Conclusién
En una sucesion geométrica, si r es su razén, su término general esta dado por a, = a, 7"~

Problemas 7

o~

1. Establece el término general de las sucesiones geométricas del problema de la clase 2.1.

2. Observa el siguiente proceso:

Paso 1.Se divide un cuadrado de lado 1 en 9 Paso 2.De cada cuadrado que queda, se di-
partes iguales y se quita el del centro. vide en 9 partes iguales y se quita el cuadra-
do del centro de cada uno de ellos.

Si se sigue de ese modo, determina el va-
lor del drea del cuadrado mas pequefio en
el que queda dividido el cuadrado inicial,
después de haber realizado el proceso n
veces. A esta figura se le conoce con el
nombre de Alfombra de Sierpinski.

Paso 3.Se realiza el mismo proceso
con los cuadrados que quedan, divi-
diéndolos en 9 partes iguales y qui-
tando el del medio.




2.3 Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 1

Problema inicial
1.SeaS=1+r+r’+ri+..+r3+r"2+ "% Calcula el valor de S —rS y determina otra expresion para S.

2. Calcula la suma de los primeros n términos de la sucesion geométrica a,, = a,r"* ™.

n-1
3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesién geométrica a,, = (%) .

Solucién
1.SetienequeS=1+r+r*+r¥+..+r"2+r2+r"!se multiplica por r toda la expresion y se obtiene
rS=r(l+r+r’+r+ .  + 132+ + ") =+ P+ P+ B2
Si se resta rS de S se obtiene

S=1+y+rf+r+. .. +rP+rf+ryt
rS = PP TR

S-rS=1 -
PorloqueS(1-r)=1-r"Sir#1,se despejaSy setiene queS = 11__: = ';__11 .
Esdecir,sirz1l, 1+r+r2+ri+.. +r3+pr2+prl= rr__ll . Si r =1 la suma significa sumar n veces 1

porlo que S = n.

2. Al enlistar los primeros n términos de la sucesion
Qq, A= TQAy, A3=T2A1, Ay=T30q, ..., Apy = 7730, Qg = 77204, A, = 70y

Y calcular lasuma
a,+ra,+ria +ria L A Ba o rta = a1+ rr a3 A e )

=a1(rn 1) sir#1l.

r—

Sir=1, entonces lasumaes na,.

3. Utilizando el resultado de 2, como se quiere calcular la suma de los primeros 5 términos, n = 5, ademas

a,=1lyr= %, entonces la suma buscada es La fraccién compleja se calcula
< como
(l) 1 1023 a
4 1024 1023 . 3 _ 341 D_a.c_a_d_ad
1 = = - == —, —_FTd_bx—_—_
1 1 3 1024 4 256 c c be
i 7z d
4 4

Conclusién
La suma parcial de una sucesidon geométrica a,, = a,r" "%, escrita con el simbolo de sumatoria, esta dada por

r'=1 .
a #
1(r_1) sirz1l

n
S, = Z a.r=
=1

na, sir=1.
P b3
roblemas £
N
1. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesion a,, = 15(2)* 1. Puede utilizarse la cal-
culadora cuando hay
2. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesién a,, = 3(-2)" % que efectuar potencias
grandes. También es
. o ‘ 4 4 4 recomendable dejar la
3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesiéon 4, ——, —, — —, ...
3’9" 27 respuesta expresada en
1 1 L . i0 i
4. Calcula la suma 2 + (—3) +(§) + - hasta el término 5. Deja expresado con | fracciony no aproximar. |

exponentes.



2.4 Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 2

Problema inicial .
B ¢ Cuantos términos de la sucesidén geométrica cuyo primer término es >V razén —4 deben sumarse para

obtener 102.5?

Solucién
n
Se sabe que Z a; = l((—“)#% 102.5.
~ 2\ -4-1
Entonces 1(1-(=4)\_1
3(—5 )‘E [1-(-4)"] =102.5

= 1-(—4)"=102.5(10) = 1025
= (—4)"=-1024 e (1)

Un primer analisis que puede hacerse es que, se tiene la potencia de un nimero negativo y este resulta ser
negativo, por lo tanto, n debe ser impar. Como n es impar, (— 4)" = — 4", por lo que resolver (1) es equiva-
lente a resolver 4" =1024.

Se escribe 1024 como potencia de 4: 1024 = 4°, Al sustituir se obtiene 4" = 4°, Entonces n = 5.

(—4)** para obtener 102.5.

N

Por lo tanto, deben sumarse los primeros 5 términos de la sucesion a,, =

Conclusién
Para determinar el nimero de términos que deben sumarse de una sucesién geométrica para obtener un

resultado especifico debe resolverse la ecuaciéon exponencial que resulta de igualar la férmula de la suma
parcial con el total que se desea.

*
Problemas Z

i 1. Determina cuantos términos deben sumarse de cada sucesién para obtener el resultado indicado

a)l, 2,438, 16, ... suma parcial 511 b) 2, 6, 18, 54, ..., suma parcial 2186
c) 4,-20, 100, — 500, ..., suma parcial -10416 d)a, :%(2"‘1), suma parcial %

_ 2 o 364 o 1\ ., 6303
e)a, —g(—S) !, suma parcial - fla,=3 (—7) , suma parcial 3201

2. Determina los posibles valores que pueden obtenerse al calcular una suma parcial de la sucesion 1, -1,
1,-1,1,..

3. A partir de un segmento de longitud 1 se construye la siguiente sucesion:

Paso 1. Se divide el segmento en tres partes iguales y se extrae el seg-
mento del medio. Se tienen dos segmentos de longitud 3

Paso 2. Luego se dividen los otros dos segmentos en tres partes iguales
y se extraen los segmentos del medio. Se tienen cuatro segmen-

. 1
tos de longitud 3

Si se continUda este proceso, responde:
a) En el paso n, écudntos segmentos se han extraido?
b) éCudl es la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen en el paso 107?
B c) ¢En qué paso la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen es menor a 0.1?



2.5 Sucesiones geométricas: problemas

Problema inicial
El tercer término de una sucesién geométrica es 20 y el octavo término es —640. Determina el término
general de la sucesion.

Solucién
Si a,, es el término general de la sucesidon geométrica y r su razén entonces a,, = @, .

Se sabe que a; = 20y a, = —640. Pero a; = a,r* = 20 y a, = a,1’ = —640. Si se divide q, entre a; se tiene
Qg a,r’ 5 _ —640 _

=—2=r - —32.

as  ar? 20

De r°> =— 32 puede deducirse que r = -2, ya que (-2)° =—32.
Falta calcular el primer término de la sucesidn, y para ello se toma a; o a; y se utiliza el hecho que r =-2.
as = al(—Z)z = 4a1 =20 > a, = 5.
Por lo tanto, a,, = 5(-2)".
Conclusién
En ocasiones se conocen algunos datos de una sucesion geométrica, y para determinar el término general
de esta, se utiliza la definicidn de sucesién geométrica y los datos conocidos.
Si se conocen dos términos de la sucesidon geométrica, para determinar el término general se dividen am-

bos términos y se resuelve la ecuacidn que resulta. En este caso, la ecuacion es de la forma r" = ¢, por lo que
hay que calcular un numero r tal que al elevarlo a la potencia n resulte el nimero c.

<
Problemasm

1. El cuarto término de una sucesién geométrica es 1y el séptimo término es 3 Determina el término ge-
neral y el quinto término.

. Lo L . o P 4 . I
2. El primer término de una sucesidon geométrica es 3 y el tercer término es 3 Determina el término general
y el cuarto término. Hay dos posibles soluciones.

3. En una sucesién geométrica, el quinto término es 48 y el octavo es 384. Determina el décimo segundo
término.

4. (Qué término de la sucesién geométrica 2, 6, 18, ... es 131227

5. El segundo y quinto término de una sucesidon geométrica son 10y 1250, respectivamente. ¢Es 31250 un
término de esta sucesion? Si es asi, ¢qué término es?

6. Calcula la suma parcial de los primeros 6 términos de la sucesidon geométrica cuyo tercer término es 28
y su sexto término es 224.



2.6 Practica lo aprendido ~N

1.

2.

. ¢Cudl es el primer término de una sucesion aritmética a,, tal que as, =29y d =-3?
. Calcula la suma de los primeros 17 términos de a,, =2 + %(n -1).

. Calcula la suma de los primeros 12 términos de a,, = — £
.Calculalasuma5+9+13+ - +401.

. ¢Cuantos términos deben sumarse de la sucesién -9, -6, -3, ... para obtener 66?
. ¢Cuantos términos deben sumarse de la sucesién 26, 21, 16, ... para obtener 74?
. Calcula el término 6 de la sucesion 3, 6, 12, 24, ...

10.

11.
12.

13.

\_ 14.

Determina el término general de la sucesion 1, 4, 7, 10, ...

Calcula el término 30 de la sucesion aritmética que tiene primer término 2 y diferencia 3.

Slw

2 n.

El término 7 de una sucesién geométrica es 192 y su razén es 2. Calcula los primeros cuatro términos
de la sucesion.

En una sucesién geométrica se tiene que az = 16, r = — 4. Determina el valor de a,,.
Calculalasuma3+6+12+---+6144.

¢Cuantos términos hay que sumar de la sucesién a,, = 3(—2)"* para obtener 2049?

éCudntos términos hay que sumar de la sucesion del problema 11 para obtener——iéZ? )

2.7 Problemas de la unidad ~

1.

. El cuarto término de una sucesién aritmética es 10 y el sexto término es 16. Determina una expresion

. El quinto término de una sucesién aritmética es 17 y su diferencia es 2. Determina la suma de los prime-

. Si el término 6 de una sucesion aritmética es 8 y el término 11 es —2, écudl es el primer término?, écual

. ¢Cudntos términos de la sucesién 2, 8, 14, ... hay que sumar para obtener 2907?

. Una deuda puede ser pagada en 32 semanas pagando S5 la primera semana, $8 la segunda semana, $11

. Sean a y b las soluciones de la ecuacion x> — 3x + A = 0, y sean c y d las soluciones de la ecuacion

Los dngulos internos de un tridngulo estan en sucesién aritmética con diferencia 10°. ¢ Cudnto mide cada
angulo?

para el término n-ésimo de la sucesion.
ros 11 términos de la sucesion.

es la diferencia?

la tercera, y asi sucesivamente. Hallar la cantidad de dinero que se debe.

x?—12x + B = 0. Se sabe que a, b, ¢ y d forman, en ese orden, una sucesion geométrica. Determina los
valores de Ay B. )




Métodos de conteo

Los métodos de conteo surgen como una necesidad para analizar y comprender matema-
ticamente juegos de azar (comprender la suerte), historicamente esta teoria surge de las
formas de entretenimiento de la alta sociedad que existian en Francia, hacia el siglo XVII
aproximadamente, las cuales consistian en participar en juegos que incluian lanzamientos
de dados, monedas, extraccion de objetos, cartas, etc., es por ello que para establecer
matematicamente el fendmeno de la suerte, surgen los métodos de conteo empleados
y descubiertos por los matematicos franceses Blaise Pascal y Pierre de Fermat, quienes
aplicaron estos métodos para comprender y analizar las decisiones mas favorables para
los jugadores, a modo de tener mas éxito basando las decisiones en conceptos matema-
ticos.

Ademds del surgimiento historico para resolver
una situacion de la vida cotidiana, estos conceptos
después de su estudio a lo largo de los siglos mas
recientes, se han desarrollado a tal punto de ser
aplicados a ramas tecnoldgicas como la compu-
tacién, para el cifrado de informacion, y continua
siendo una herramienta para el analisis y creacion
de juegos de azar y concursos donde en muchas
ocasiones, mas que la suerte, juega la matematica.

Baraja francesa del siglo XVI
aproximadamente.

A continuacién se estudiaran algunos contenidos como el diagrama de arbol, a partir de
ello se introduciran algunos principios basicos de conteo, luego se hara un estudio mas
amplio sobre las permutaciones, las combinaciones y las aplicaciones del conteo a situa-
ciones especificas.



Definicién

Un conjunto es una coleccién de objetos que pueden ser numeros, letras, personas, y practicamente cual-
quier tipo de cosas. Cada objeto del conjunto recibe el nombre de elemento. Si a es un elemento de A, se
denotapora €EAo0A3a,yselee “apertenece a A” o “A contiene al elemento a”. La cantidad de elementos
gue tiene un conjunto se conoce como cardinalidad del conjunto y dado un conjunto A se denota la cardi-
nalidad de A por n(A) (o en ocasiones como|A|). Un conjunto se denota encerrando entre “llaves” todos
los elementos del conjunto. Si los elementos estan expresados en forma de lista, se dice que el conjunto
esta expresado por extension, por ejemplo: A={1, 2, 3, a, b, c}.

Si los elementos estdn expresados por una regla o caracteristica de todos los elementos, se dice que el
conjunto esta expresado por comprension, por ejemplo:

- El conjunto se lee: los x tal que x es
{x| x es un nimero positivo menor que 6}. | un nimero positivo menor que 6.

Se entiende como el conjunto formado por los “x” tal que (o de modo que) dicho “x” cumple ser un nime-
ro positivo menor que 6.

Para representar graficamente un conjunto a menudo se utiliza un évalo
en cuyo interior se ubican todos los elementos del conjunto, esta repre-
sentacion se conoce como diagrama de Venn, por ejemplo el conjunto
B=1{1, 3, 6, 8} se puede representar en un diagrama de Venn asi:

Ejemplo 1

Determinalacardinalidad del conjunto A={2, 4, 6, 8, 10}y si es posible, expresa el conjunto por comprension.
La cardinalidad de A es: n(A) = 5.

Se puede expresar por comprensién como: A = {x| x es un nimero positivo par no mayor que 10}.
También se puede expresar como A = {Los nimeros positivos pares no mayores que 10}.

Ejemplo 2

Expresa los siguientes conjuntos por extension (si es posible) y determina la cardinalidad del conjunto.

Para denotar conjuntos cuyos elementos siguen
un patrén pero no terminan, se pueden utilizar
puntos suspensivos, como en el literal b, y en
este caso la cardinalidad del conjunto se denota
a)A={1,3,5,7}yn(A)=4. por infinito, co.

b)A={2,4,6,8,10,12, ..}y n(A) = ».

a) A = {Los niumeros positivos impares menores a 8}
b) B = {x| x = 2n, para n en los nUmeros naturales}

Definicién
Un conjunto B es subconjunto de un conjunto A si se cumple que todo ele-
mento de B es elemento de A (Sia € Bentonces a €A), y se denota por
B c Ao A DB, que se lee “B incluido en A” o “A incluye a B”.

Por ejemplo, siA=1{2,3,5, 8,9}y B ={2, 5}, entonces B C A.

El conjunto que no posee elementos se conoce como conjunto vacio, se denota por @, y se cumple que
n(@) = 0. Para todo conjunto A se cumple que @ C A.

El conjunto formado por todos los subconjuntos de un conjunto A se conoce como conjunto potencia de A.
SiA={a, b, c}, entonces el conjunto potencia de A es {®@, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.



1.2 Operaciones con conjuntos

Problema inicial
Considerando los conjuntos A={2,4,5,7}yB={1, 3, 4,5, 9}.

a) Determina el conjunto de los elementos que estan en A o en B.

b) Determina el conjunto de los elementos que estan tanto en A como en B.

c) Determina el conjunto de los elementos que estan en A pero no estan en B.

d) Considerando U ={1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10}. Determina el conjunto de los elementos que estdn en U
pero no estan en A.

\
S .. U
olucién
a) El conjunto es: {1, 2, 3,4,5, 7, 9}. 6 A B g
b) El conjunto es: {4, 5}.
c) El conjunto es: {2, 7}.
d) El conjunto es: {1, 3, 6, 8,9, 10}. 10
Definicion
La operaciéon entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estdn en A o en B se conoce como unién de conjuntos, se
denota AUB, y se lee “A unido B”.
La operacién entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estan tanto en A como en B se conoce como interseccion
de conjuntos, se denota ANB, y se lee “A intersectado B”.
La operacién entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estan en A pero no estan en B se conoce como diferencia
de conjuntos, y se denota A — B.
La operacién entre dos conjuntos A y U que cumplen que A c U y toma U
los elementos de U que no estdn en A se conoce como complemento del .
conjunto A, y se denota A°. Al conjunto U a menudo se le conoce como
conjunto universo o simplemente universo.

Problemas;
1. Para cada literal, determina los conjuntos AUB, ANB, A—By B —A.

a) A= {al c, dl e, fl g}r B= {br dl fr h} b) A= {_21 0; 1/ 4/ 7}/ B= {_2I 1/ 4}
c)A={a, b},B={a,b,c,d} d)A={2,3,4},B={5,6,7}

2. Para cada diagrama de Venn, determina los conjuntos A, B, AUB, ANB, A—B, B— A, A°y B¢,

a) U b) u c) u d u

A B A f B 6 A g B
6 Sor ) 7
GO [t
4 9 C 4 e




Problema inicial

a) éCuantos elementos tiene A? U

Considerando los conjuntos Ay B representados por el diagrama de Venn de la derecha, resuelve:

b) ¢ Cudntos elementos tiene B?

e) éCudantos elementos tiene A?

A B
c) éCudntos elementos tiene A(B? .
d) éCuéntos elementos tiene AUB? .

.

Solucién
El conjunto universoes: U={1, 2, 3,4,5, 6, 7}.

a) Identificando el conjunto A = {1, 2, 3}, entonces el nimero de elementos de A serd: n(A) = 3.

b) Identificando el conjunto B = {1, 3, 4, 6}, entonces el nimero de elem

entos de B sera: n(B) = 4.

c) Identificando el conjunto ANB = {1, 3}, entonces el numero de elementos de A(B sera: n(ANB) = 2.
d) Identificando el conjunto AUB ={1, 2, 3, 4, 6}, entonces el nimero de elementos de AUB sera:

n(AUB) =5.

e) ldentificando el conjunto A°= {4, 5, 6, 7}, entonces el nimero de elementos de A° serd: n(A°) = 4.

En general
Considerando los conjuntos A y B de modo que n(A) = a,
n(B) = by n(ANB) = ¢, entonces se cumple que

U ¢ elementos
A

n(AUB)=(a—-c)+(b-c)+c
=a+b-c.

Y esto es equivalente a tener: /

_ _ Y
n(AUB) = n(A) + n(B) - n(ANB). (@ - ¢) elementos (b — ¢) elementos
De forma parecida analizando A° como los elementos de U U
gue no estan en A se puede concluir que
n(A°) = n(U) — n(A).
En general, para los conjuntos U, Ay B se cumple que Ac

n(AUB) = n(A) + n(B) - n(ANB),
n(A°) = n(U) - n(A).

b

o~

1. ConsideArando el diagrama de Venn de la derecha, resuelve los literales.
a) n(AUB) b) n(V) c) n(A°) d) n(B°)
e) n[(AUB)] f)n(A°NB°)  g) n[(ANB)] h)n(AUBF)

Utilizando diagramas de Venn puedes comprobar que (AUB)® = A°N\Bcy (AB)c = A°UB-.
Estas propiedades se conocen como identidades de De Morgan.

2. Considerando los conjuntos U, A y B en los que se cumple que n(
n(ANB) = 14, determina:

a) n(AUB) b) n(A°) c) n(B) d) n[(AUB)‘] e) n[(ANB)‘]

{0,

U) =60, n(A)=35, n(B)=21y

f) n(A-B) g) n(ANB°)




1.4 Aplicaciones de la cardinalidad de conjuntos

Problema inicial
Considerando los nimeros naturales del 1 al 100, resuelve:

a) éCuantos multiplos de 3 hay? b) ¢ Cudntos que no son multiplos de 3 hay?
c¢) éCudntos multiplos tanto de 3 como de 5 hay? d) ¢ Cudntos multiplos de 3 o de 5 hay?
Solucién

Considerando U como el conjunto de los nimeros naturales del 1 al 100. Denotando como A al conjunto de
los niumeros en U que son multiplos de 3 y como B al conjunto de los multiplos de 5 que estan en U.

A =1{3(1), 3(2), 3(3), ..., 3(31), 3(32), 3(33)}
B ={5(1), 5(2), 5(3), ..., 5(18), 5(19), 5(20)}

a) La cantidad de multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la cardinalidad del conjunto A, es decir, n(A) = 33.
U

b) La cantidad de numeros que no son multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la
cardinalidad del complemento de A, es decir:
n(A°) = n(U) — n(A) = 100 — 33 = 67.

c) El conjunto formado por los multiplos de 3 y de 5 es el mismo conjunto que el U
de los multiplos de 15 que hay entre 1y 100. Los multiplos comunes de 3 v 5 son
ANB ={15(1), 15(2), 15(3), 15(4), 15(5), 15(6)}. | Ios multiplos del minimo comun
Entonces n(ANB) = 6. multiplo de ellos, es decir, 15.

C

- &

d) El conjunto formado por los multiplos de 3 o de 5 esta dado por el conjunto AUB.
n(AUB) = n(A) + n(B) —n(ANB)=33+20-6=47.

Conclusién
La teoria de conjuntos puede resultar muy util para realizar conteo de situaciones que se modelan a partir
de conjuntos.

<
Problemasw

1. Determina cudntos nimeros del 1 al 100 no son multiplos de 3 ni de 5. Luego realiza el diagrama de Venn
gue representa dicha situacién.

2. Considerando los niumeros naturales del 1 al 100, resuelve:

a) ¢Cuantos multiplos de 2 hay? b) ¢ Cuantos que no son multiplos de 3 hay?
c¢) éCudntos multiplos de 2 y de 3 hay? d) ¢ Cuantos multiplos de 2 o de 3 hay?
e) éCudntos niumeros que no son multiplos de 2 ni de
3 hay?
3. La tabla muestra la cardinalidad de la interseccién de los conjuntos A Ac ot
de la fila y de la columna. Considerando los conjuntos Ay B, llena
. L B 42 56
la tabla con la informacién que falta: 5 10

Total 76 100




2.1 Diagrama de arbol

Problema inicial
Hay 4 tarjetas numeradas de la siguiente manera , , , ; determina de cuantas formas se pueden
colocar tres de ellas en una fila.

Solucién
Analizando la posicién de las tarjetas como muestra el <
diagrama de la derecha. .

1 2
A partir de él se puede observar que cada camino que se < .

pueda tomar es una forma en que se pueden colocar las !
tres cartas, y estas se pueden contar a partir de la ultima . <
columna de tarjetas numeradas.

Por lo tanto hay 12 formas. < <

—
1
—
<
—
Definicion

El diagrama en donde se listan todas las posibilidades de un suceso por casos y se representa por lineas
rectas se conoce como diagrama de arbol, el diagrama de la solucidn es un ejemplo de diagrama de arbol.

[N][=]

[ERN

[w]f=]

En los eventos sobre extraccion de objetos, se dice que es con reemplazo cuando al extraer un objeto este
se devuelve al grupo de extraccidn, y sin reemplazo cuando el objeto no se devuelve.

Problemasm

1. Utiliza un diagrama de arbol para determinar de cuantas formas se pueden extraer sin reemplazo 3 boli-
tas de color rojo, amarillo y verde (una de cada color) de una bolsa, si se extrae una bolita a la vez.

2. Utiliza un diagrama de 4rbol para calcular cuantas formas hay para repartir 4 dulces de diferente sabor
entre 4 personas, si ninguna puede quedar sin dulces.

3. Maria tiene 2 pantalones, 1 falda, 2 blusas y 3 pares de zapatos, todos diferentes. Utiliza diagrama de
arbol para determinar cuantas formas diferentes tiene Maria para vestirse.

4. Utiliza un diagrama de arbol para calcular el total de maneras que hay para extraer 2 cartas con reempla-
zo de entre 5 cartas diferentes.

5. Se lanzan tres dados diferentes. Determina el niUmero de casos donde la suma sea 5.

En el primer dado solo puede caer 1, 2 0 3, sino
ya no podria sumar 5.



2.2 Principio de la suma

Problema inicial
¢De cuantas maneras se puede viajar de Santa Ana a La
Unidn, si pasando por San Salvador hay 5 caminos diferen-
tes y pasando por Chalatenango hay 3 formas diferentes?
Considera que ningln camino pasa por ambos lugares.

Solucién
Para viajar de Santa Ana a La Unidn hay 2 opciones: pasar por San Salvador o bien pasar por Chalatenango,
y ninguna ruta pasa por ambos lugares a la vez. De forma que para saber el total de maneras que hay para
ir de Santa Ana a La Uniénes5+3=28.

Conclusién
Si un evento o condicion A puede ocurrir de @ maneras, un evento o condicion B puede ocurrir de b mane-
ras, y ambos eventos no ocurren al mismo tiempo, entonces el total de maneras en que puede ocurrir el
evento A o B (es decir uno de los dos) es a + b. Este resultado se conoce como principio de la suma.

Ejemplo

En una zapateria tienen 4 tipos de sandalias, 2 tipos de zapatillas y 3 tipos de botas, écuantos tipos de za-
patos diferentes ofrece la zapateria?

La zapateria ofrece 3 tipos de zapatos: sandalias, de las cuales hay 4 tipos diferentes; zapatillas, de las cuales
hay 2 tipos diferentes; y botas, de las cuales hay 3 tipos de botas diferentes.

Asi se cumple que la zapateria ofrece 4 + 2 + 3 = 9 tipos de zapatos diferentes.

b 3
Problemasm

1. En una zona de comedores hay 3 locales en donde se puede comprar, si el primero tiene 4 opciones de
comida, el segundo 5 y el tercero 7, determina de cuantas formas se puede comprar comida en alguno
de los locales.

2. Maria tiene 4 centros escolares para realizar sus horas sociales, en el primer centro escolar tiene 2 opcio-
nes, en el segundo tiene 3 opciones, en el tercero tiene 4 opciones y en el cuarto solamente una opcién
para realizar las horas sociales. Determina cuantas opciones tiene en total Maria para realizar sus horas
sociales.

3. Determina cuantas maneras hay para que al lanzar 2 dados al mismo tiempo, la suma de los puntos sea
704.

4. En la situacion del problema 3, determina cuantas maneras hay para que la diferencia de los puntos sea
203.



2.3 Principio de la multiplicacion

Problema inicial

¢De cuantas maneras se puede viajar de Ahuachapdn a San
Miguel pasando por Cuscatlan, si para llegar de Ahuachapdan
a Cuscatlan hay 3 formas diferentes de llegar a, by c, y para
llegar de Cuscatldan a San Miguel hay 4 formas diferentes
parallegard, e, fyg?

.

Solucic')n Ahcuacha][::),an ;Zuscslt'lan e|1
Para salir de Ahuachapan a Cuscatlan existen 3 formas dife- a Luscatian an dlgue
rentes, y por cada una de ella al llegar a Cuscatlan hay 4 for- a <e
mas diferentes de llegar a San Miguel, entonces el total de g
maneras para llegar de Ahuachapan a San Miguel pasando por d
Cuscatlan es 3 x 4 = 12 maneras diferentes. b <$

g
Las 12 maneras son: ad, ae, af, ag, bd, be, bf, bg, cd, ce, cf, cg. d
s

Conclusién g
Si un evento o condiciéon A puede ocurrir de @ maneras, y para cada una de estas maneras un evento o
condicion B puede ocurrir de b maneras, entonces el total de formas en que puede ocurrir el evento Ay el
evento B (es decir los dos) es ab. Este resultado se conoce como principio de la multiplicacién.

Es posible que para resolver algunos problemas sea necesario aplicar tanto el principio de la suma como el
principio de la multiplicacion.

Ejemplo
José quiere repartir una manzana, una pera y una naranja a sus Manzana Pera Naranja
dos hermanos. Determina de cudntas maneras puede repartir hl
las frutas si incluso puede darse el caso que le dé a un hermano h1< h2
todo y al otro nada. h1 <

Tomando como referencia la fruta, para cada una de estas, la

manzana tiene 2 posibilidades: que se dé al hermano 1 o al her-

mano 2; luego, la pera también tiene 2 posibilidades, y la naranja h2 <
igualmente tiene 2 posibilidades, entonces José puede repartir

la fruta de 2 x 2 x 2 = 8 maneras diferentes.

b

Problemas.w

1. Determina de cudntas maneras se puede formar una pareja de un nifio y una nifia de entre 4 nifos y 3
nifias.

2. En un comedor hay 3 tipos de platos fuertes, 2 tipos de arroz y 3 tipos de ensalada. Determina de cuantas
maneras se puede formar un almuerzo escogiendo entre un plato fuerte, un tipo de arroz y una ensalada.

3. Determina de cudntas maneras se pueden repartir una pera y un mango entre 3 personas diferentes.
Considera que no se pueden dar ambas frutas a una sola persona.

4. Maria tiene 4 calzonetas y 3 camisetas para baloncesto, y tiene 5 calzonetas y 4 camisetas para futbol.
¢De cuantas maneras puede vestirse Maria para jugar baloncesto o futbol?



2.4 Factorial de un nimero

Problema inicial
Determina de cuantas maneras es posible arreglar 4 personas en una fila.

Solucién

. . . . Puestol Puesto2 Puesto3 Puesto4
En la primera posicién de la fila puede colocarse cualquiera de

P3 P4

las 4 personas, entonces hay 4 posibilidades. P2—ps — p3
P2 —— P2

» _ _ P1 P3——1p3 — p;

Luego, en la segunda posicion de la fila ya solo se tienen 3 per- pg —_ P2 —— P3
P3 —— P2

sonas (porque en la primera posicién ya quedd una) entonces

P3 — P4
hay 3 posibilidades. Pl—"pa — p3
P2 P3—_ Eéll — g‘ll

Andlogamente, para la tercera posicion solo hay 2 posibilidades PA<—— P1 —P3
y para la ultima posicién solo habra 1 posibilidad. P3 P1

P2 —— P4
Pl—"ps — p
Por lo tanto, por principio de la multiplicacidn, el total de mane- P3 P2 — Pl P4

- P4 —— P1

ras de arreglar 4 personas en una fila es: P4 < P1L ——P2
4x3x2x1=24. Eg—gg

PL——p3 —p2

Hay 24 maneras diferentes para arreglar 4 personas en una fila. P4 P2 —— II;% — II;%
PL —— P2

P3——p3 b1

Definicién
Para un niumero natural n, se define el factorial de n como el producto de los nimeros consecutivos desde

1 hasta n. Se denota el factorial de n por n!, y se lee “n factorial”. Entonces:
nl=nx(n-1)x(n—-2)x-+-x3x2x1. (Observaquen!=nx(n—1)!)
Ejemplo
Calcula o simplifica el resultado de las operaciones con factorial. 018!
a) 3! b) 6! + 4! c) 4! -3l d Sois
| = 6! _6x5x4 1-31= 1) — 3l
31=3x2x1 el 4] 3._(4I><3.) 3! 20181 _ S x 2017
=6 -30 :3-(4‘1) 2018 ~ 2018
=603) =2017!
=18
Problemas; Primero calcula lo que estd entre
1. Calcula el resultado de las operaciones con factorial. parentesis.
a) 4! b) 5! c)(5-3)! d)6!—4!
e) (2 +3)! f) 4!+ 3! g) 4! x 3! h) (2 x 3)!
2. Calcula o simplifica las siguientes expresiones con factoriales.
51 6 4 2019! 7! 7! 9!
a) 3y b) (?)! )% ) So19 &) 7= ) 27— 8) 21Gnan
3. Determina el valor de x.
a)x!=110(x—2)! b) 12x! + 5(x + 1)! = (x + 2)!

4. Determina de cudntas maneras se pueden arreglar las letras de la palabra ARBOL.



2.5 Permutaciones

Problema inicial
Determina la cantidad de maneras en que se puede colocar 3 vocales diferentes en una fila.

Solucién
Se pueden considerar los 3 puestos de la siguiente manera.

Primero Segundo Tercero
Para elegir la vocal que estara en el primer puesto hay 5 posibilidades (cualquiera de las 5 vocales, a, €, i, 0, u).

5

Primero Segundo Tercero
Luego para el segundo y tercer puesto quedardn Unicamente 4 y 3 posibilidades respectivamente.

5 . 4 . 3

Primero Segundo Tercero
Por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de maneras de colocar 3 de las 5 vocales en una fila
es:5x4x3=60.

Conclusién
Una secuencia ordenada de objetos donde el orden importa se conoce como permutacion.

El total de permutaciones que se pueden realizar tomando r de n (0 < r £ n) esta dado por:

nx(n-1)x(n-2)x.x(n-r+1)=

! n!
ek L Observa que nP0 = oo™ 1. ]

Este total se denota por nPr, y se lee “n permuto r”, es decir
n!
nPr—Ex(n—1)><(n—2)X~--><(n—r+1J)— o
r factores

El total de maneras de ordenar n objetos diferentes es n!, por otro lado, con la férmula de permutaciones se tiene
n!

|
e %, y esto debe ser n!, por lo tanto se cumple que 0! = 1.

que nPn =

Ejemplo

¢Cudntos numeros de 3 cifras se pueden formar con los digitos del 1 al 9, si no se repite

ningun digito?

Al tomar 3 cifras, es importante el orden entre ellas (forman nimeros diferentes),

entonces considerando la permutacion tomando 3 de 9 objetos, 9P3 =9 x 8 x 7 = 504. QR3=9x8x7
Por lo tanto, se pueden formar 504 nimeros. 3 factores

>
Problemasw

1. ¢ Cudntos numeros de 2 cifras sin repetir se pueden formar con los digitos del 1 al 5?

2. ¢De cudntas maneras se pueden repartir 3 caramelos de diferente sabor para 6 estudiantes, consideran-
do que ninguln estudiante recibe mds de un caramelo?

3. Calcula la cantidad de maneras en que se puede elegir un presidente, un vicepresidente y un tesorero de
un grupo de 6 personas.

4. Determina la cantidad de maneras que hay para sentar 5 personas en 3 asientos.

5. ¢De cudntas maneras se pueden arreglar 5 personas en una fila, si una persona especifica de ellas debe
estar al inicio?



2.6 Permutaciones y métodos de conteo

Problema inicial
Determina cuantas formas hay para ordenar 3 nifios y 4 nifias en fila, si todos los nifios deben estar juntos. J

Solucién
Se puede considerar los nifios como un solo bloque y luego arreglar Unicamente 5 objetos en fila (las 4 nifias
y el blogue de nifios).

Nifia Nifia Nifia - Nifia
Nifios
Se pueden ordenar los 5 elementos (las 4 nifias y el bloque de los nifios) de 5! maneras, y luego, se puede
ordenar el bloque de los nifios de 3! maneras.

5 4. 3 2 1

Nifia Nifia Nifia 3 2 1 Nifia

Y aplicando el principio de la multiplicacién, se tiene que el total de maneras que hay para ordenar 3 nifios
y 4 nifias de modo que los 3 nifios estén juntos es 5! x 31 = 720.

Conclusién
En permutaciones es comun utilizar la estrategia de considerar un conjunto de elementos que deben ir
juntos como un solo objeto, y ordenar tanto los elementos del bloque como todos los objetos, aplicando
el principio de la multiplicacidn.

Ejemplo
Determina de cudntas maneras se pueden ordenar 3 hombres y 4 mujeres en fila, de tal manera que los
hombres no estén a la par (uno a la par de otro).

Las maneras de colocar las 4 mujeres en una fila se puede hacer de 4! maneras. Entonces los hombres
pueden estar en cualquiera de los espacios que se marcan en la figura de abajo.

Mujer Mujer Mujer Mujer

Entonces los hombre se pueden arreglar separados de 5P3 maneras. Aplicando el principio de la multipli-
cacion, el total de formas para arreglar 3 hombres y 4 mujeres de modo que los hombres no estan uno ala
par de otro es 4! x 5P3 = 24 x 60 = 1440.

Problemas;
1. Determina cuantas formas hay para ordenar 4 hombres y 3 mujeres, si los 4 hombres deben estar juntos
siempre.
2. Se tiene 9 libros de historia y 6 de matematica (todos distintos), écuantas formas hay para ordenar 5
libros en un estante si se debe cumplir que estos 5 libros son de una misma materia?
3. ¢Cuantas cadenas de 6 letras diferentes se pueden formar si las primeras 2 deben ser vocales y las ulti-
mas 4 consonantes utilizando las letras de la “a” a la “j”?
4. ¢{De cuantas maneras se pueden ordenar en una fila 4 hombres y 4 mujeres, si estos deben ir intercala-
dos?
5. ¢De cudntas maneras se pueden sentar 4 estudiantes en 6 sillas colocadas en una fila, si dos especificos
de ellos siempre se sientan juntos (sin dejar sillas vacias de por medio)?




2.7 Permutaciones con repeticion

Problema inicial
¢Cuantos numeros de 5 cifras se pueden formar con los digitos 2, 4, 5, si en el nUmero se admiten digitos

repetidos?

Solucién
Considerando los 5 espacios de las cifras del nimero:

DM UM C D U
Entonces comenzando con las unidades, habran 3 opciones (cualquiera de los nimeros 2, 4 0 5).
3
DM UM C D U
Luego, para las decenas también habran 3 opciones (dado que en el nimero se admiten digitos repetidos).
3 .3
DM UM C D U

Y andlogamente para centenas, unidades y decenas de millar también habran 3 opciones para cada uno.
3 3 3 3 3
X X X X
DM UM C D U
Por lo tanto, se pueden formar 3° = 241 nimeros de 5 cifras con los digitos 2, 4 y 5 admitiendo repeticion.

Conclusién
El total de formas que hay para formar cadenas de longitud r con n elementos que se pueden repetir en la

cadena es: n'.

Ejemplo

¢Cuantos subconjuntos se pueden formar de un conjunto con n elementos?

Tomando cada elemento del conjunto y considerando que para formar un subconjunto dicho elemento
solo tiene dos opciones: estar en el subconjunto o no estar. Asi para cada elemento de los n del conjunto

se cumple que
Este resultado significa que la cardi-
2 2 2 2

X X ... X X nalidad del conjunto potencia de un
Elemento1l Elemento 2 Elementon—1 Elementon | conjuntode cardinalidad n es 2".

Por lo tanto, el total de subconjuntos que se pueden formar de un conjunto con n elementos es 2.

P >

roblemas £

1. Determina cudntas formas hay para colocar 3 letras en una fila utilizando a, b, c y d; considera que las
letras se pueden repetir.

2. El cédigo binario es una forma de representacién numérica alternativa al sistema decimal, y es muy
utilizado en el ambiente computacional porque solo utiliza dos digitos o caracteres, el 0 y el 1 que se
conocen como bits y resultan faciles de almacenar en una computadora. Determina cuantos nimeros de
7 cifras se pueden representar en cédigo binario.

3. Determina cudntos subconjuntos de A = {a, b, c, d, e, f} se pueden formar.
2 4. El nimero de la placa de un vehiculo esta conformada por 2 letras, que ocupan las primeras 2 posiciones,

y 4 nimeros. Si en una placa se pueden repetir tanto letras como nimeros, y se pueden usar las letras A,
B, C, D, Ey los nimeros del 1 al 9, determina cudntas placas se pueden elaborar con estas condiciones.



2.8 Permutaciones circulares

Problema inicial

Determina de cuantas maneras se pueden sentar 4 personas en una mesa redonda. Se considera el mismo
arreglo cuando al girar un arreglo coincide con otro.

Solucién
En este caso, considerando un arreglo particular, por ejemplo:
P2 P1 P1 P4 P4 P3 P3 P2
P3 P4 P2 P3 P1 P2 P4 P1

Dado que la mesa es redonda, los cuatro arreglos de arriba son equivalentes, es decir, solo cuentan por 1.

Entonces el mismo arreglo se puede rotar 4 veces (una vez por cada silla), entonces si consideramos arreglar
a todas las personas como si fuera una fila, esto se puede hacer de 4! maneras, pero haciendo esto se
estaria contando 4 veces cada ordenamiento, entonces el total de maneras en que se pueden sentar 4
personas en una mesa redonda es: %! =3l = 6 maneras.

En general
El total de permutaciones que se pueden realizar orgenando r de n objetos de manera circular estd dado
por: Ll

r

En particular, el total de permutaciones de n objetos de manera circular esta dado por:

%’ =(n-1)!

Ejemplo

Determina de cuantas formas se pueden ordenar 4 de 6 personas en una mesa redonda.
El total de formas en que se pueden ordenar 4 de 6 personas en una fila es 6P4.

Dado que es un arreglo en una mesa redonda, en el total anterior se estaria contando 4 veces cada arreglo,

por lo tanto, el total de formas que hay para ordenar 4 de 6 personas en una mesa redonda es % =90.

b g
Problemasw
1. ¢De cudntas maneras se pueden subir 7 nifios a un carrusel con 7 caballitos todos idénticos?

2. En una mesa redonda hay 5 sillas y 7 personas (2 quedan paradas), determina de cudntas maneras se
pueden sentar.

3. Cinco amigos juegan en una mesa redonda, determina de cuantas maneras se pueden ubicar, si 2 de ellos
siempre quieren estar a la par.

Puedes utilizar el método visto en la clase 2.6.

4. Cuatro bailarines y cuatro bailarinas interpretan una danza en donde forman un circulo y se toman todos
por las manos. ¢De cudntas formas pueden ubicarse los bailarines si en la danza deben aparecer alterna-
damente un hombre y una mujer?

5. Determina de cudntas formas pueden sentarse 4 parejas de novios si la pareja de cada persona debe
estar justo en la posicién de enfrente de la que se ubique.



Problema inicial

Determina de cuantas maneras se pueden sentar 7 personas en una mesa redonda, si una persona se sienta
en el centro y las otras 6 alrededor.

Solucién
Considerando el siguiente esquema de la situacion.

En este caso dependiendo de la persona que esté en el centro se considerara un arreglo (o caso) diferente,
y luego por cada persona que esté en el centro se ubican 6 personas en forma circular, es decir, el total de
maneras para sentar 7 personas con esta condicion es: 7x (6 —1)! =7 x5! =7 x 120 = 840.

Conclusién

Para contar las maneras en que se pueden ordenar objetos de forma circular puedes considerar 2 estrate-
gias:

1) Ordenar los objetos en fila y determinar cuantas rotaciones se estarian contando de mas.
2) Colocar un elemento que sirva de referencia y arreglar los demas en torno a él.

b

—

B 1. Para discutir sobre “La mejora de los aprendizajes de matematica en El Salvador” se reinen 12 personas
en una mesa redonda, 3 japoneses, el Ministro de Educacién de El Salvador y el Director Nacional de
Educacion Media, el resto son especialistas en Educacidon matematica. Determina de cudntas maneras
se pueden sentar si:

a) No importa el orden.

b) Los 3 japoneses siempre estan juntos, y el Director Nacional siempre estd a la izquierda del Ministro.
2. ¢ De cuantas maneras se pueden sentar 6 personas en 9 sillas de una mesa redonda?

3. Se coloca una familia de 6 personas en una mesa redonda, determina de cuantas formas se pueden sen-
tar si el padre y la madre se sientan frente a frente.

B 4. En un congreso sobre “Educacién y prevencién de enfermedades de transmision .
sexual en adolescentes”, asisten 8 personas que se sientan en dos ruedas, de 4
asientos cada una como lo muestra la figura. Determina de cuantas maneras se
pueden sentar las 8 personas en los 8 asientos.

5. Determina de cuantas formas se puede colorear un cubo con 6 colores diferentes. Si se considera que si
al rotar el cubo los colores coinciden con otra coloracién, entonces la coloracién es la misma.



2.10 Permutaciones con objetos idénticos*

Problema inicial
En el juego de boliche las bolas salen en fila y todas tienen el mismo tamafo y el mismo peso, determina
todas las posibilidades de orden en que pueden salir 7 bolas de boliche si 2 son azules, 3 verdes y el resto
negras.

Solucién
Se puede considerar que el total de formas de ordenar las bolas es x.

Si las bolas fueran diferentes, el total de maneras en que se pueden ordenar 7 bolas diferentes es 7!

Ademads, cada caso en que podrian salir A1A2V1V2V3N1N2“ W
las bolas tendria 2!13!2! formas diferentes 0000000 AA VYV, VNN,
de ordenarse (si fueran diferentes), como AAVVVNN AAVV VNN, b 213121
lo muestra la figura de la derecha. :
A2A1V3V2V1N2N1 y
Entonces se cumple que 7! = x(2!312!). AV AVVNN } 71
1°1 22371 2

Por lo tanto, el total de formas (x) para 00000060 AV A V,V.N N,
ordenar 2 bolas azules, 3 verdes y 2 AVAVVNN AV,AV.V.NN, L 213121
negras es: . . :

R TETE TR v AVAVVNN, )

" x casos

En general
El total de permutaciones que se pueden realizar con n objetos si r, son de un tipo (todos idénticos), r, de
otro tipo (todos idénticos también), hasta r, de otro tipo, y cumplen que r, + r, + --- + r, = n esta dado por:

n! . . .
P mr— Este resultado se conoce como multicombinatorio, por-
rirtl..r! I L

172 k que se puede demostrar utilizando combinaciones.

Ejemplo
En el juego de ajedrez hay 16 piezas de color negro y 16 piezas de color blanco. Para cada color hay 2 torres,
2 caballos, 2 alfiles, 1 rey, 1 reina y 8 peones. Determina de cudntas maneras se pueden ordenar en fila 2
torres, 2 caballos, 2 alfiles, el rey y la reina de color blanco.

Considera que las piezas del mismo tipo tienen
forma idéntica.

En total hay 8 piezas, y hay 2 torres idénticas, 2 caballos idénticos, 2 alfiles idénticos, entonces el total de
formas que hay para ordenar estas piezas en fila es:
8!
Problemas ./ 212121

1. ¢ De cudntas maneras se pueden arreglar las letras de la palabra PATRIA?

2. Un barco manda senales utilizando banderas de colores. Si el barco tiene 3 banderas amarillas, 2 blancas
y se colocan todas las banderas en fila para realizar una sefial, ¢cudntas sefales diferentes se pueden
hacer?

[ 3. Para formar una comisién de jovenes que participard en un evento organizado por el Centro de Capa-
citacién y Promociéon de la Democracia (CECADE) se deben elegir 1 jefe representante, 2 suplentes y 4
delegados acompafiantes. Determina de cudntas maneras se puede escoger la comisiéon de un grupo de
10 jovenes.

B 4. Determina de cuantas maneras se pueden arreglar las 16 piezas negras del ajedrez, si se ubican de ma-

nera circular.

=71=5040.




2.11 Conteo por complemento

Problema inicial
En una fabrica se cuenta con 6 ventiladores; debido a que siempre se necesita que el lugar se mantenga
fresco, al menos un ventilador se mantiene encendido. Determina cudntas formas hay para satisfacer esta
condiciodn.

Solucién
Todos los posibles casos que se pueden dar son, que solo un ventilador esté encendido, que 2 de los 6
ventiladores estén encendidos, y asi sucesivamente hasta el caso que los 6 ventiladores estén encendidos.

Para contar todas las formas posibles en que estard al menos un ventilador encendido, se pueden contar
todas las maneras en que se pueden encontrar los ventiladores, es decir, como cada ventilador tiene 2
opciones (estar apagado o encendido), todas las posibles maneras en que se pueden encontrar los venti-
ladores son 2°.

Y el Unico caso que no cumple es cuando todos los ventiladores estan apagados, es decir 1 caso. Por lo tan-
to, el total de maneras en que al menos un ventilador estd encendido es: 2°— 1 = 63.

Conclusién
En ocasiones, la cantidad de casos que se pueden dar para que un evento o condicién A suceda son dema-
siados y se vuelve dificil contarlos. Sin embargo, en ocasiones puede ser mas facil contar lo que no se pide,
es decir, el complemento de lo que se quiere, y restarselo al total de maneras de ordenar todos los objetos
sin condiciones. Denotando el conjunto de todos los casos posibles por U se tiene que
A c Uy n(U) es finito, entonces n(A) = n(U) — n(A°)

Ejemplo

Determina cuantas formas hay para ordenar 3 nifias y 3 nifios si no pueden estar las 3 nifias juntas.
Contando los casos en que las 3 nifias estan siempre juntas, esto se puede hacer de 4! x 3! maneras.

Y los 3 nifios y 3 nifias (6 en total) se pueden ordenar de 6! maneras.

Entonces, restdndole al total de maneras de ordenar los 6 nifios las formas en que las 3 nifias siempre estdn

juntas da como resultado 6! — 3! x 41 =41(30 - 3!) = (4 x 3 x 2 x 1)(30 — 6) = 576. Por lo tanto, se pueden
ordenar de 576 formas diferentes.

b

Problemasm

1. Determina cuantos numeros de 7 cifras se pueden formar en cddigo binario (utilizando los digitos 0y 1)
de modo que la multiplicacidn de todos los digitos del numero sea cero.

2. Se colocan 4 cifras del 1 al 4 en una fila, permitiendo repetir las cifras. Determina el nimero de filas que
tienen al menos dos cifras iguales.

3. Hay 4 nifias y 2 nifios, determina de cuantas maneras se pueden colocar los 6 en una fila, de modo que
los niflos no estén juntos.

B 4. En el juego de ajedrez la torre puede atacar a otra pieza que se encuentra
en linea recta en un tablero de 8 x 8, como lo muestra la figura. Determina
de cudntas maneras se pueden ubicar 2 torres para que no se ataquen si:

a) Una torre es negra y la otra blanca.  Para el literal b considera que las torres
b) Ambas torres son del mismo color.  del mismo color si se pueden atacar.

©



2.12 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando estrategias de conteo de permutaciones.

1. En un congreso sobre “Oportunidades para jovenes con discapacidad” participan 10 personas que
hablan espafiol, 15 que hablan inglés, 14 que hablan francés, y entre ellas 5 hablan espanol e inglés,
7 hablan inglés y francés, 4 hablan espafiol y francés, y hay 2 personas que hablan los tres idiomas.
Determina cuantas personas asistieron al congreso.

A
2. En la figura se muestra un hexagono regular cuyo lado mide 1 cm. Deter-
mina de cudntas maneras se puede unir el punto A con el punto B usando
3 segmentos de longitud 1 cm.
B

3. En una competencia de atletismo participan 3 personas. ¢ De cudntas maneras diferentes pueden lle-
gar los atletas, si pueden haber incluso empates triples?

4. Determina el valor de x en la ecuacion x! = 72(x — 2)!

5. Hay 4 nifios y 5 nifias, y se colocan 4 de ellos en una fila de modo que en cada extremo hay un nifio
y en las posiciones centrales hay nifas. Determina de cuantas maneras se puede formar la fila de 4
personas.

6. Hay 7 tarjetas numeradas del 0 al 6, de ellas se sacan 4 y se colocan en fila, determina cuantos nime-
ros multiplos de 5 se pueden formar al tomar las tarjetas como digitos del nimero, considerando que

el primer digito de izquierda a derecha no puede ser cero. AR O A5

el valor de las unidades debe ser 0 0 5.

7. Determina cuantas formas hay para repartir 10 dulces de diferente sabor entre 3 nifios, si puede darse
el caso que se den todos los dulces a un solo nifio.

8. En una clase hay 4 grupos formados por 3 niflos y 2 niflas cada uno, determina cudntas maneras hay
para ubicar cada grupo en filas de asientos diferentes si ademads tanto los nifios como las nifias de cada
grupo deben estar siempre juntos.

9. ¢De cuantas formas se pueden ubicar en un estante 3 libros de 7° grado (iguales), 6 libros de 8° (igua-
les) y 4 de 9° (iguales), si los de 8° deben estar todos juntos?

10. Determina de cudntas formas se pueden ubicar circularmente 7 personas si:

a) Dos de ellas estan juntas.
b) Dos de ellas no estan a la par.




3.1 Combinaciones

Problema inicial
Determina de cuantas formas se pueden seleccionar 3 letras del siguiente conjunto {a, b, c, d, e}.

Solucién
Tomando x como el total de formas de seleccionar 3 letras del ath) )
conjunto {a, b, ¢, d, e}. ac
{a, b, c} Eﬁac + 31
Dado que en una selecciéon de 3 letras no importa en que orden cgb
se haga, entonces cada seleccidn multiplicada por 3! dard como E a ] p
resultado todas las formas de ordenar 3 de las 5 letras, es decir, bgi } SF3
x(31) = 5P3. cbe { 3
{b c, e} c%b v 31
. ebc
Por lo tanto, el total de formas que hay para seleccionar 3 letras ecb
; . X Casos .
del conjunto {a, b, ¢, d, e} es: = 5;3 -10. : ]

Conclusién
Una seleccidn de objetos donde el orden no importa se conoce como combinacion.

Una combinacién a menudo esta relacionada con la forma de escoger un grupo de objetos, porque en este
sentido no importa el orden, sino el conjunto final de objetos que se elija.

El nimero total de combinaciones que se pueden realizar escogiendo r objetos entre un conjunto de n
objetos, con 0 < r < n esta dado por: [P

rl
Este nimero total de combinaciones se denota por nCr, y se lee “n combino 7, es decir:

P —1)--(n—r+1 ! n!
nCr = 2 < HECHL ) O~ |

Observa que nC(n —r) = #

=nCry es equivalente de n objetos]
distintos escoger r que se sacan o escoger n — r que se dejan.

Ejemplo

En una bolsa hay 3 pelotas rojas (iguales) y 4 pelotas verdes (iguales), determina de cudntas formas se pue-
den ordenar en una fila las 7 pelotas.

Se puede considerar que se tienen 7 espacios en la fila, entonces serd suficiente escoger en cuales espacios
iran las bolas rojas (las bolas azules iran en los espacios restantes), y esto se puede hacer de 7C3:

_ 7x6x5
7C3 = 55,7 =35

Por lo tanto, las 7 pelotas se pueden ordenar de 35 formas diferentes.

Este problema se puede resolver utilizando permutaciones o combinaciones,
dependiendo si se toma de referencia los objetos o los espacios de los objetos.

b
Problemas,w

1. ¢ Cuantos licuados diferentes se pueden hacer combinando 2 frutas que pueden ser fresa, melén, zapote,
guayaba, papaya y mango? ¢ Cudntos con 3 frutas?

2. Se tienen 5 puntos en el plano cartesiano de modo que no hay 3 de ellos alineados. Determina cuantos
segmentos de recta que unan 2 de dichos puntos se pueden trazar.

3. Se tiene el conjunto {1, 2, 3, 4, 5}. ¢ Cuantos de sus subconjuntos tienen solo un nimero? ¢ Cuantos dos
numeros? ¢ Cuantos tres nimeros? ¢ Cuantos cuatro nimeros? ¢ Cinco nimeros? ¢Y ningln ndmero?



3.2 Combinaciones y principios de conteo

Problema inicial
Se dispone de un grupo de 5 mujeres y 3 hombres, resuelve:
a) éCudntas formas hay para escoger 2 personas, si ambas tienen que ser del mismo sexo?
b) ¢ Cuantas formas hay para escoger 4 personas, de modo que sean 2 hombres y 2 mujeres?

Solucién
a) Para esta situacién se pueden dar 2 casos:
Caso 1: pueden ser 2 mujeres, estas se pueden elegir de 5C2 maneras diferentes.
Caso 2: pueden ser 2 hombre, estos se pueden elegir de 3C2 maneras diferentes.

Por lo tanto, por el principio de la suma, el total de formas para escoger 2 personas, ambas del mismo
sexo es: 5C2+3C2=10+3=13.

b) Primero se pueden elegir las mujeres de 5C2 maneras. Luego por cada forma de escoger las mujeres hay
3C2 maneras para escoger los hombres.

Por lo tanto, por el principio de la multiplicacion, el total de formas para escoger 4 personas (2 de un sexo
y 2 de otro sexo) es: 5C2 x 3C2 =10 x 3 = 30.

Conclusién
En algunas situaciones serd necesario aplicar los principios de suma y multiplicacién a las combinaciones
para contar todos los casos. Ademads, en las permutaciones puede analizarse cdmo escoger los objetos que
se ordenaran para luego ordenarlos.

Ejemplo

Se tienen 7 libros de matematica (todos diferentes) y 5 sobre derechos de la nifiez y la adolescencia (todos
diferentes). Determina de cuantas formas se pueden ordenar 3 libros de matematica y 2 sobre derechos de
la nifiez y la adolescencia en un estante.

Se pueden elegir primero los 3 libros de matematica, esto se puede hacer de 7C3 formas, y luego se eligen
los 2 libros sobre derechos de la nifiez y la adolescencia, esto se puede hacer de 5C2 formas.

Finalmente los libros se pueden ordenar de 5! formas. Por lo tanto, aplicando el principio de la multiplica-
cion, el total de maneras para ordenar todos los libros es: 7C3x5C2 x 5! =35 x 10 x 120 = 42 000.

*
Problemas‘

1. Determina cudntas formas hay para ubicar 2 nifios y 3 nifias en una fila, escogienddlos de un grupo de 3
nifos y 4 ninas.

2. De un grupo de 6 hombres y 4 mujeres se desea formar una comision de tres personas, determina cuan-
tas comisiones distintas se pueden formar si:

a) No hay restricciones. b) Debe haber solo hombres o solo mujeres.
c) Debe haber dos hombres y una mujer. d) Debe haber al menos una mujer.



Problema inicial
La cuadricula de la derecha representa las calles de Sonsonate por
las que se puede conducir, determina de cuantas formas puede ir
una persona desde el punto A al punto B por el camino mas corto.

Solucién
Para que un camino sea de longitud minima debe moverse Unica- B

mente hacia la derecha y hacia arriba (sino se estaria regresando),
entonces el problema se resume a hacer una cadena de 6 + 4 = 10
pasos, de los cudles 4 son verticales y 6 son horizontales. A

Para ello, basta con escoger donde irdn los 6 pasos hacia la derecha, y esto se puede hacer de 10C6 formas.

Por lo tanto, el total de caminos mas cortos para llegar del punto A al punto B es: 10C6 = 210.

Conclusién
En una cuadricula de n x r celdas, para determinar el total ’ B
de caminos mas cortos que van del punto A al punto B se
pueden usar combinaciones, y el total sera igual a: (n + r)Cr.

Ty

Esta construccion por caminos puede ser muy util para la
demostracion de algunas identidades combinatorias. A r |

Ejemplo
Determina de cuantas formas se puede ir desde el punto A hasta el
punto B por el camino mds corto si se debe pasar por el punto C.

Para llegar de A a C se tienen que dar 4 pasos horizontales y 3 ver-
ticales, entonces hay un total de 7C4 caminos de longitud minima.
Luego para llegar de C a B hay 6C4 caminos de longitud minima. A

Por lo tanto, aplicando el principio de la multiplicacion, el total de caminos de longitud minima que van de
A hacia B pasando por C son 7C4 x 6C4 = 35 x 15 = 525.

b 4
—

B Para la siguiente cuadricula, determina cuantos caminos de longitud minima hay que

a) Llevan de A a B.

b) Llevan de A a B pasando por M.

c) Llevan de A a B pasando por N.

d) Llevan de A a B pasando por My N.

e) Llevan de A a B pasando por M o N.

f) Llevan de A a By no pasan por M ni por N. A
g) Llevan de A a B pasando por P.




Problema inicial
Demuestra utilizando un argumento por caminos, la propiedad recursiva de Pascal:
(n+1)C(r+1)=nCr+nC(r+1)connzr

Solucién
Considerando una cuadricula de dimensién (n —r) x (r + 1), y considerando que para llegar del punto A al
punto B solo hay dos casos, pasando por el punto D o pasando por el punto E.

El total de maneras para llegar de A hasta B es (n + 1)C(r + 1), debidoa que (n—r) + (r+1)=n+ 1.

Ademas, para llegar al punto D hay nCr maneras,
debidoaque (n—r)+r=n.

Y para llegar al punto E hay nC(r + 1) maneras, debi-
doaque(n—-r—-1)+(r+1)=n.

(4 — u)—

Por lo tanto, (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1). A 1 |

Conclusién
Para demostrar algunas identidades combinatorias se puede utilizar el conteo de caminos, para ello hay
gue crear una cuadricula que se adecue a la situacion y luego contar los caminos de dos maneras diferentes.

Ejemplo

Demuestra la identidad utilizando un argumento por caminos:
(nCo)? + (nC1)? + -+ + [nC(n - 1)1* + (nCn)?> = 2nCn

Considerando una cuadricula de n x n, entonces el total de caminos de P,

longitud minima que hay para llegar de A hasta B es 2nCn. p. | B
]

Y también se pueden contar estos caminos en casos, un caso (que pase por - n

el punto p ) seria que en los primeros n pasos no hay pasos horizontales, P J

entonces en los siguientes n pasos no hay pasos verticales, esto se puede

hacer de (nC0)(nC0) maneras. A ' ip,

n

Otro caso (que pase por el punto p,) es dar un paso horizontal en los primeros n y entonces solo se podria
dar un paso vertical en los tltimos 7 pasos, esto se puede hacer de (nC1)(nC1) maneras. Asi sucesivamente
hasta llegar al caso (que pase por el punto p ) que en los primero n pasos todos sean horizontales y los
dltimos 7 pasos sean todos verticales, esto se puede hacer de (nCn)(nCn) maneras.

Por lo tanto, (nC0)2 + (nC1)2 + - + [nC(n - 1)]? + (nCn)? = (2n)Cn.

b
—

Demuestra la siguiente identidad utilizando un argumento por caminos en la figura de abajo:

nCr=2Co(n-2)Cr+2C1[(n-2)C(r-1)] + 2C2[(n - 2)C(r - 2)]. B“

b LT T tny
T }
P,




3.5 Identidades combinatorias contando de 2 formas®

Problema inicial

Utiliza un argumento por conjuntos para demostrar la siguiente identidad combinatoria.
nCo+nC1+nC2+--+nCn-2)+nCn-1)+nCn=2n

Solucic’m

Contando la cantidad de subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de n elementos. Contando
de 2 maneras distintas.

Forma 1: Contando las posibilidades que tiene cada elemento.

Cada elemento tiene 2 posibilidades, estar o no estar en el subconjunto; por lo tanto el total de
subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de cardinalidad n es: 2".

2 2 2 2

X X eee X X
Elemento1l Elemento 2 Elementon—-1 Elementon

Forma 2: Contando las posibilidades que tiene cada subconjunto.

La cantidad de subconjuntos con cero elementos son: nCO.
La cantidad de subconjuntos con un elemento son: nC1.
La cantidad de subconjuntos con dos elementos son: nC2.

Y asi sucesivamente hasta llegar a la cantidad de subconjuntos que tienen n elementos.
Por lo tanto el total de subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de cardinalidad n es:

nCo+nC1+nC2+--+nCn-2)+nCn-1)+nCn
Y como se conté lo mismo, se debe cumplir que: nC0 + nC1+nC2 + - + nC(n-2) + nC(n - 1) + nCn = 27,

Conclusién

Para demostrar identidades combinatorias se puede contar alguna situacién de dos formas distintas, este
método se conoce como comparacion.

®
Problemasw

Demuestra las siguientes identidades utilizando un argumento por conjuntos.
a) nCr =nC(n-r).
b) (n +1)C(r+1)=nCr+nC(r+1),connzr+1.
c) nCr=2C0(n-2)Cr+2C1[(n-2)C(r-1)] +2C2[(n-2)C(r-2)],conn2r+2,r 2 2.
d) (n + m)Cr = nCo(mCr) + nC1[mC(r-1)] + --- + nC(r - 1)(mC1) + nCr(mCo), con (m 2r)y (n 2 r).

Para b), considerar un conjunto A con n + 1 elementos del cual se sacan r + 1 elementos, y
gue para un elemento particular de A hay dos opciones: estar o no estar en la extraccion.

Para c), considerar un conjunto A con n elementos que se puede dividir en dos conjuntos,
uno con 2 elementos y otro con n — 2 elementos, y se sacan r elementos de A.

Para d), razonar de manera similar al literal anterior.



3.6 Triangulo de Pascal

Problema inicial ~
Realiza las siguientes actividades:
a) Elabora una tabla y coloca en las filas valores de n desde 0 hasta 5, y en las columnas valores de r
desde 0 hasta 5 también. En cada celda (que sea posible) calcula el valor del combinatorio nCr.
b) Ordena los valores de los combinatorios en forma triangular, desde el valor de n = 0 hasta n = 5.
c) Determina el patréon que sigue una fila a partir de la que le antecede y a partir de él deduce los valores
de la sexta fila del tridngulo sin calcular directamente los combinatorios.

_ J
Solucién
a) En la primera fila solo se puede calcular un combinatorio, 0C0 = 1; rTol1l213]4]5s
en la segunda fila solo se pueden calcular 2 combinatorios, 1C0 y n
1C1; en la tercera fila solo se pueden calcular 3 combinatorios, 2Co, 0|1
2C1y 2C2. Asi sucesivamente se calculan los valores de la tabla. 11111
b) Ordenando los combinatorios de la tabla en forma triangular: 211121
n=0 1 3(1|13(3]1
n=1 11 4014641
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1 511 |5|10|10|5 |1
n=4 1 46 41
n=5 1 51010 5 1
c) Analizando el tridngulo formado, los costados siempre serdn unos, n =0 1
puesto que alli queda el valor de nC0 (=1) y nCn (= 1), y al parecerel n=1 O+
numero que queda por debajo y en medio de dos niUmeros, eslasuma p =2 12 1
de los dos nimeros que estan por encima de él. Por ejemplo, 2 estd 5 =3 1 3 3 1
por debajode 1y 1, yse cumple que 1+ 1=2; de maneraandlogal0 pn=4 1 4 ®+@ 1
estd debajode 6y 4,y secumple que 6 +4 =10. Siguiendo este patréon, =5 1 5 1010 5 1
los valores de la fila 6 serian: 1,1+ 5,5+10,10+10,10+5,5+1y1. n=6 1 6 15 20 15 6 1

Conclusién
El triangulo construido por los combinatorios se llama oCo
triangulo de Pascal. El patrén deducido en el Problema 1Co 1C1
inicial puede ser probado matematicamente utilizando la 2Co 2C1 2C2
propiedad recursiva de Pascal que se demostré en la clase 3Co 3C1 3C2 3C3
anterior, (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1). 4Co 4C1 4C2 4C3 4C4

5Co 5C1 s5C2 5C3 s5C4 s5Cs
egCo 6C1 6C2 6C3 6C4 6Cs 6C§

P >
roblemas £
1. Determina los valores de la séptima y octava fila del triangulo de Pascal sin calcular los combinatorios.

2.Ala f:i.erecha s,e muestran dos filas del triangulo deIPasca!. 1 /5 10 10 /5 1
Justifica el cdlculo que genera el segundo renglén apli- NN NN N
cando que (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1). 1 61520156 1



Problema inicial
Considerando el desarrollo del producto (x + y)°, determina el coeficiente que acompafia a la parte literal
x%y3,

Solucién
El desarrollo de la expresion (x + y)° se puede expresar a partir de (x + y)° = (x + y)(x + y)(x + y)(x + y)(x + y).

Para desarrollar (x + y)(x + y)(x + y)(x + y)(x + y) se toma x o0 vy de cada paréntesis y se multiplican, luego se
simplifican términos semejantes. El coeficiente de x*y® es igual al nimero de casos en que se toman tres y
de entre los 5 paréntesis, es decir 5C3 = 10.

Por lo tanto, el coeficiente que acompainia la parte literal x%y* en el desarrollo del producto (x + y)° es:
5C3 =10.

Teorema
En general considerando el desarrollo de (x + y)", el coeficiente que acompanfa a la parte literal x”~"y”, con

0<r<nes: nCr.

Por lo tanto, se cumple el siguiente resultado para desarrollar (x + y)™:
(x +y)" = (nCo)x" + (nC1)x" 1y + (nC2)x"-2y2 + - + [nC(n - 2)1x2y" 2 + [nC(n - 1)]xy"~* + (nCn)y".

Y se puede expresar utilizando sumatorio de la siguiente manera:

(x+y)= ZO (nCr)xm-ryr.

Este resultado se conoce como binomio de Newton, y ademads puede ser utilizado para demostrar algunas
propiedades o identidades de los combinatorios que no son tan obvias utilizando conteo.

Ejemplo
Demuestra la siguiente identidad combinatoria: nC0 + nC1+ nC2 + --- + nC(n - 2) + nC(n - 1) + nCn = 2.

Utilizando el binomio de Newton y ddndole los valores numéricos parax=1yy=1.
(1+1)"=(nCo)1" + (nC1)17 1 + (nC2)1"~212 + - + [nC(n - 2)]121" -2 + [nC(n - 1)]17~* + (nCn)1"

2" =nCo+nC1+nC2+--+nCn-2)+nCn-1)+nCn.

b d
L~

1. Determina el coeficiente de x” en el desarrollo del binomio (1 — x)™.

2. Determina el coeficiente de x*y® en el desarrollo del binomio (x + 3y%)%.

9
3. Determina el coeficiente del término que no contiene x en el desarrollo del binomio (xz + 7) .

4. Demuestra: 3 3"(nCr) = 4n,
r=0 Puedes aplicar un método similar al del
ejemplo.



3.8 Técnica de los separadores*

Problema inicial
José quiere comprar 5 dulces en la tienda y le dan a escoger 3 sabores diferentes, fresa, mango y uva. ¢De
cuantas formas puede escoger José los 5 dulces que desea comprar, si incluso podria comprarlos todos de
un mismo sabor?

Solucién
Se pueden escoger los sabores en orden, fresa, mango y uva, y se pone una | (separador) entre los grupos

DR 000001 OO

Entonces una fila de 5 bolitas (O) y 2 separadores (|), corresponde a una Unica combinacién de sabores
de dulces, por lo tanto, el problema se reduce a contar el total de maneras que hay de ordenar 5 bolitas
idénticas y 2 separadores idénticos. Y esto se puede hacer escogiendo los 2 lugares de entre los 7 que pue-
den ocupar los separadores, es decir de 7C2 maneras (o bien escogiendo los lugares de las bolitas de 7C5

00I00IO

El total de formas en que se pueden escoger 5 dulces de entre 3 sabores es 7C2 = 21.

En general
El total de formas para escoger r objetos de n tipos diferentes entre si, si los objetos de un tipo son idénticos
entre si, se puede hacer agregando n — 1 separadores y el total estaria dado por:

(n+r-1)Cr.

Problemasm’
1. Determina cuantas formas hay para pedir 6 pupusas escogiendo entre queso, frijol con queso, revueltas
y queso con loroco, si:
a) No hay restricciones.
b) Debe pedirse al menos 1 de cada clase. Puedes asegurar una de cada clase y luego
c) Se deben pedir al menos 3 revueltas. pedir las otras 2 de cualquier clase.
d) Deben pedirse 2 de queso y a lo sumo 2 revueltas.

2. Determina todas las soluciones de la ecuacion x, +x, + x,+ x, = 8, si:
a) Son enteros no negativos.
b) Son enteros positivos.

Puedes analizar de manera parecida al
problema 1 literal b.



3.9 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando estrategias de conteo de combinaciones.

1. Se tienen 3 cartas iguales, y se dispone de 5 sobres de diferente color. Determina de cuantas formas se
pueden colocar las cartas en los sobres.

2. Determina cudntos tridngulos se pueden formar uniendo tres vértices de un hexagono.
3. ¢Cuantas cadenas binarias (de ceros y unos) de longitud 8 tienen como maximo 3 unos?

4. Se tiene 6 nifias y 3 nifios, determina de cuantas formas se pueden ordenar si los 3 nifios no pueden estar
uno a la par de otro (siempre tienen que estar separados por al menos una nifa).

5. Determina cudntos caminos de longitud minima hay para llegar de A hasta B en la siguiente figura.

A

6. Resuelve:

a) En el binomio de Newton (x + )" = _fo(nCr)x”""yr, sustituye x = 1y y = -1, para demostrar la relacion
S(-1)'nCr=0.
r=0

2020 r .y .7 .
b) Encuentra el valor de 3(-1)"(2020Cr) utilizando la relacién del literal a.
r=2

B 7. Un grupo de 7 amigos quiere comprar paletas en una heladeria, si en la heladeria hay 7 sabores dife-
rentes de paletas, determina de cudntas formas se puede comprar una paleta para cada integrante del
grupo de amigos.




3.10 Problemas de la unidad ~

1.

Ha.

. Demuestra la igualdad nCr =

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mds adecuada.

Determina cudntos paralelogramos hay en la figura de la [ [/ [/ [/
derecha. Las lineas horizontales y oblicuas son paralelas / / / /

respectivamente. / / / /
/77 7 7

2. Considerando el siguiente arreglo de puntos sobre el tablero de la figura.

] L] (] (] L]
] L] L] (] L]
] L] L] (] L]
] L] L] (] L]
(] (] (] (] (]

Determina el nimero de formas en que se pueden seleccionar 3 puntos de modo que sean los vértices
de un tridngulo rectangulo cuyos catetos sean paralelos a los lados de la cuadricula.

. De un grupo de 8 estudiantes se hardn 4 grupos de 2 estudiantes. Determina cuantos grupos se pueden

formar si:

a) Cada grupo hablarad sobre un tema distinto que puede ser: equidad de género, democracia, medio
ambiente o educacién integral de la sexualidad.

b) Todos los grupos deben discutir sobre la inclusividad.

Determina de cuantas maneras se pueden agrupar 9 personas en 3 grupos, cuando el nimero de perso-
nas de cada grupo es:

a)2,3vy4. b)3,3y3. c)2,2y5.

, n! . . . .
. Demuestra la formula TTr1 5 Vistaen la clase 2.10 aplicando combinaciones.
At

[(n-2)C(r-2)] aplicando la férmula pCq = (pL

n(n-1) -)I |
-q)lq!"

r(r-1)




3.11 Problemas de la unidad ~

Resuelve los siguientes problemas utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1. Se pintan los 5 cuadrados de la figura con los colores rojo, verde
y azul; de modo que dos contiguos (a la par uno del otro) tengan
diferentes colores, y no se requiere utilizar todos los colores. De-
termina de cuantas formas se pueden pintar en cada caso:

a) Sin restriccién b) Simétricamente c) Solo verde y azul

2. Determina el numero de filas compuestas por las cifras: 1, 2, 3, 4 y 5 no repetidas y de modo que en los
dos extremos hay nimeros impares.

3. En un pais que tiene varios aeropuertos, una aerolinea ofrece vuelos que conectan cualesquiera dos ae-
ropuerto de dicho pais. Si se sabe que la aerolinea realiza 42 vuelos diferentes (que conectan 2 aeropuer-
tos diferentes en cada vuelo), determina cuantos aeropuertos tiene dicho pais tomando en cuenta que
el viaje que conecta un aeropuerto A con un aeropuerto B se considera diferente al viaje que conecta al
aeropuerto B con el aeropuerto A.

4. Una rana se ubica en el escalén 10 de unas gradas, la rana se mueve un escaldn por salto (hacia arriba o
hacia abajo). ¢ Cuantas formas existen para que la rana en su décimo salto quede en el escalon 14?

5. Determina de cuantas formas se puede ir por la ruta mas corta en Q B
las condiciones siguientes: | 1

a) De A a B pasando por P.

b) De A a B pasando por Q.

c) De AaB.

6. Demuestra que 15C0 + 16C1 + 17C2 + 18C3 =19C3.

Puedes sustituir el primer término 15C0 (= 1) por 16C0 (= 1), v luego
aplicar la férmula pCq + pC(q + 1) = (p + 1)C(q + 1) repetidamente.
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Probabilidad

Unidad

El contexto histérico en el que surgieron los conceptos de probabilidad se dieron en el
ambito de la resolucion de problemas que aparecian al momento de realizar algunos
juegos de azar, por ejemplo, en un juego dos personas elegian que al lanzar una moneda
caeria cara o corona y el ganador seria aquel que lograba ya sea 5 caras o 5 coronas, sin
embargo, los jugadores se retiraban cuando uno tenia 4 caras y el otro 3 coronas. Si cada
jugador habia puesto 32 monedas, el problema era determinar la forma mas justa de re-
partir las 64 monedas. Este problema fue planteado por un experto jugador y apostador
llamado Antoine Gombaud, caballero de Meré, a los matematicos franceses Pascal y Fer-
mat, quienes mediante correspondencia resolvieron todo tipo de problemas sobre juegos
de azar, creando la nocidon de probabilidad y aplicandola en la resolucién de estos proble-
mas; estos estudios fueron retomados después por el matematico francés Pierre-Simon
Laplace, quien presenta la teoria analitica de las probabilidades y se sigue hasta que se
formaliza matematicamente toda la teoria de probabilidades con la axiomatica del mate-
matico ruso Kolmogodrov, en 1933 aproximadamente.

La rama de la estadistica inferencial se
fue desarrollando conforme los afios pa-
saron, y su aplicacion en diversos campos
cientificos ha resultado muy importante,
puesto que a partir de la inferencia se ha
podido modelar fendmenos y predecir
comportamientos de estos fendmenos
con bastante certeza, en areas como la

economia, educacién, transporte, cons-

Imagen representativa sobre el problema de Monty Hall, en un tru ccién, etc.
concurso de television de 1963.

Los contenidos que estudiards en esta unidad abarcan primero la nocién de probabilidad
experimental y tedrica, y luego se construiran los axiomas de Kolmogdrov para el estudio
de la probabilidad, finalmente se estudia la probabilidad condicional y la importancia de
los experimentos independientes.

s



1.1 Actividad introductoria

Materiales
- Una moneda, un lapicero, un juego de naipes.

Actividad
- Dibuja en tu cuaderno una tabla con 3 filas y 11 columnas, en la primera columna
coloca los titulos, prediccion y resultado, y en la primera fila los niumeros del 1 al 10.

- Coloca en la segunda fila los resultados que podrias predecir al tirar una moneda, si en el primer lanza-
miento crees que caerd cara coloca “Ca” abajo del numero 1, sino coloca “Co”. Observa el ejemplo vy llena
la fila de predicciones en tu cuaderno; como lo muestra el ejemplo:

Lanzamiento| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Prediccion | Ca

Resultado

- Ahora realiza 10 lanzamientos con la moneda y llena la fila de resultados. Luego responde:

a) Analiza si es mas factible que en 10 lanzamientos de la moneda se obtengan 10 caras, o que en 10
lanzamientos se obtengan 6 caras y 4 coronas.

b) éCudles son todos los posibles resultados que se podian obtener al lanzar una moneda?

c) ¢Cuantas veces se obtuvo cara como resultado al lanzar la moneda 10 veces? ¢ Cuantas veces se obtu-
VO corona?

d) Divide la cantidad de caras obtenidas en los resultados entre 10 (frecuencia relativa).

Definicidn
Al lanzar una moneda no se puede saber con certeza el resultado que se obtendrd, sin embargo, puede
existir una forma de tener un parametro sobre los resultados que son mas certeros y los que no. La rama de
la matematica que estudia la forma de representar con nimeros la mayor o menor certeza de la ocurrencia
de un resultado para realizar predicciones se conoce como: probabilidad.

Un proceso que genera un conjunto de datos (o resultados, como el hecho de lanzar una moneda) se
conoce como experimento. El conjunto de los posibles resultados que se pueden obtener al realizar un
experimento se conoce como espacio muestral. Un elemento del espacio muestral se conoce como evento
simple y cualquier subconjunto del espacio muestral se conoce como evento.

El valor obtenido dividiendo la cantidad de veces que se obtiene un resultado especifico entre el total de
veces que se realiza un experimento (frecuencia relativa) se conoce como: probabilidad experimental.

(A) = Numero de veces que sucede un evento A
e

" Total de veces que se realiza un experimento ’
Problemas

Utilizando el juego de naipes (baraja), realiza una prediccion respecto al color que se puede obtener en
cada carta, al sacar 10 cartas (después de sacar una carta, no se devuelve). Luego realiza el experimento y
escribe los resultados en una tabla, asi como lo hiciste en la actividad:

a) éCual es el espacio muestral del experimento del color que tiene una carta extraida de la baraja?

b) Ejemplifica al menos 5 eventos simples que pueden ocurrir en el experimento de extraer 10 cartas y
ver su color.

c) Basado en los resultados obtenidos, calcula la probabilidad experimental que al extraer una carta, esta
sea de color negro.




Problema inicial

Considerando el experimento de lanzar una moneda una vez.
a) ¢Piensas que la posibilidad de caer cara es mayor que la de caer corona?
b) éCon cudl nimero se podria expresar la posibilidad de caer cara?

Solucién
a) Al lanzar una moneda solo hay dos posibles resultados, cae cara o cae corona. Ambas opciones ten-
drian la misma posibilidad de caer.

b) Solo hay dos posibles resultados y para que caiga cara solo hay una forma; ademas los resultados tie-
nen la misma posibilidad de caer y esto se puede expresar como una fraccion:

l <—— Una forma de caer cara.
Dos posibles resultados cara o corona. ——> 2

Definicion
Si en un experimento se cumple que cada evento simple (cada posible resultado) tiene la misma posibilidad
de ocurrir, entonces el valor obtenido dividiendo el total de elementos que tiene un evento A (casos favo-
rables), es decir, n(A), entre el total de elementos del espacio muestral S (casos posibles), es decir, n(S), se
conoce como probabilidad tedrica, ademas:

A
P(A) = %

Ejemplo

Calcula la probabilidad de que al lanzar un dado caiga un nimero par (la cantidad de puntos sea par).
Considerando el espacio muestral S={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Denotando el evento A = “Cae un nimero par”, este evento se puede expresar como A = {2, 4, 6}.

Por lo tanto, P(A) = % =%=%_

b J

~

1. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado dos veces caiga el nUmero 3 en ambas ocasiones (la
cantidad de puntos sea 3).

2. Determina la probabilidad de que al lanzar dos dados, la suma de todos los puntos (de ambos dados)
sea’.

3. Considerando el espacio muestral (S) como conjunto, analiza el siguiente S| A
diagrama de Venn, si cada evento simple tiene la misma probabilidad
de ocurrir, resuelve:

a) Determina la probabilidad tedrica de A.
b) Determina la probabilidad tedrica de B.

g B

4. Calcula la probabilidad tedrica del evento de sacar una carta roja en una extraccién de una baraja y com-
parala con la probabilidad experimental. Para la probabilidad experimental utiliza |a clase anterior.



Problema inicial
Se tira un dado una vez y se definen los siguientes eventos:

A:Cae 1,203 B:Cae 1,305

a) éQué representa el evento “ocurre A o B”? Determina su probabilidad.
b) éQué representa el evento “ocurre Ay B”? Determina su probabilidad.

Solucién
a) El evento ocurre A o B, significa que al lanzar el dado puede caer 1, 2, 3 0 5, es decir, AUB ={1, 2, 3,
5}. Entonces se tiene que los casos favorables son 4 y los casos posibles (al tirar un dado) son 6. Por lo
2

tanto, P(Ao B) = % =3

b) El evento ocurre Ay B, significa que al lanzar el dado puede caer 1 o 3 (para que se cumpla tanto A
como B), es decir ANB = {1, 3}. Entonces se tiene que los casos favorables son 2 y los casos posibles
son 6, por lo tanto, P(Ay B) = i %

Conclusién
Sean A y B dos eventos cualesquiera de un espacio muestral (S), al evento definido por “ocurre tanto A

como B” se denota por AB y se lee “evento A intersectado B”.

Cuando la interseccién de 2 eventos es vacia, es decir, ANB = J, se dice que los eventos A y B son
mutuamente excluyentes.

Ademas, al evento definido por “ocurre el evento A o el evento B” se denota por AUB y se lee “evento A
unido B”. Puesto que se cumple que n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB), entonces:
n(AUB) _ n(A)+n(B)—n(ANB) _ n(A) n(B) n(ANB) _

P(AU B) = ) n1(S) = m m O P(A) + P(B) = P(Aﬂ B)

Cuando los eventos A y B son mutuamente excluyentes se cumple que: P(AUB) = P(A) + P(B).

Ejemplo

¢Cual es la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja de 52 cartas, el resultado sea un “as” 0 7?
Se puede denotar los eventos: A: La carta es un “as”. B: Lacartaesun?7.

Se cumple que n(A) =4 (los 4 “ases” de la baraja), n(B) = 4 (los 4 “sietes” de la baraja), y el evento de extraer
un “as” oun 7 es AUB y ademas ANB = I, por lo tanto:
4 1 1 _ 2

4
P(AUB):P(A)+P(B): §+§ :E-'.E:E.

b

—

1. Determina la probabilidad de que al lanzar dos dados el resultado de sumar sus puntos sea 5 o 7.

2. Considerando los eventos A, By C en el espacio muestral (S), analizael |S A B 7 C
diagrama de Venn y determina: @
a) P(ANB) b) P(AUB) c) P(ANC) d) P(AUCQ)

e) é¢Cudles eventos son mutuamente excluyentes y cudles no? 2 15 9

3. Determina la probabilidad que al ordenar 3 nifas y 3 nifios, dos nifias especificas estén siempre juntasy
2 nifos especificos estén siempre juntos.



Problema inicial

En una empresa se producen 500 dispositivos, entre celulares, tablets, laptops; entre estos 500 dispositivos
la probabilidad de que un producto sea un celular defectuoso es 2—10, la probabilidad de que el producto
sea una tablet defectuosa es 13—5, y la probabilidad de que sea una laptop defectuosa es %. Determina la

probabilidad de que al seleccionar uno de los 500 productos, este sea defectuoso.

Solucién
Considerando los eventos  A: es celular. B: es tablet. C: es laptop.

Sea D el evento: producto defectuoso; solo tiene tres opciones a
saber, ser celular defectuoso, ser tablet defectuosa o ser laptop
defectuosa.

Observando el diagrama de Venn a la derecha, se cumple que
P(D) = P(DNA) + P(DNB) + P(DNC).

-3

Ademés se sabe que P(DNA) = 2—10, P(DNB) = 155,

-1
P(DNC) = 5.
Por lo tanto, la probabilidad de que al extraer uno de los 500 productos sea defectuoso es:

P(D) = P[(DNA)U(DNB)U(DNC)] = P(DNA) + P(DNB) + P(DNC) = 2—10+ %+ 5—10 - % = 5%

Conclusién
Para calcular la probabilidad de un evento D que se divide en varios even- S
tos particulares A, A, A,, ... /A , mutuamente excluyentes y que la union
de todos los A, conforman el evento D, se calcula de la siguiente manera:

P(D) =P[(DNA)U(DNA,U .. U(DNA )] =P(DNA,) + P(DNA,) +... + P(DNA ).

Ejemplo
Para una rifa se utilizan papeles de 4 colores diferentes, - de todos los papeles estan premiados. De todos

los papeles premiados % son verdes, % son rojos y 1_18 son morados. Determina la probabilidad de que al
extraer un papel de color amarillo, este tenga premio.

Considerando los eventos D: El papel sale premiado. A.: El papel es verde y premiado.
A,: El papel es rojoy premiado.  A_: El papel es morado y premiado. A,:Elpapelesamarilloy premiado.

Entonces, P(D) = P(DNA)) + P(DNA,) + P(DNA,) + P(DNA,).

Luego, P(DNA,) = P(D) - P(DNA,) - P(DNA,) - P(DNA,) = & — 72 = 3= — 75 = 3¢

b

~

1. Se encuesta a algunas personas acerca de su sexo y profesion, y a partir de ello se sabe que del total de
personas, % son mujeres médicas, % son mujeres matematicas, y % son mujeres que laboran en otras

actividades. Determina la probabilidad de que al seleccionar una persona encuestada, esta sea mujer.

2. En una clinica pediatrica se atiende la misma cantidad de nifias y de nifios, y % de todos los nifios aten-
didos son nifias mayores de 12 meses. Determina la probabilidad de que sea atendida una nifia de a lo
sumo 12 meses.



1.5 Axiomas de probabilidad (tedrica)

Problema inicial
Considerando el experimento de tirar un dado, resuelve:
a) Determina la probabilidad de obtener un 3 en la tirada.
b) Determina la probabilidad de obtener 1, 2, 3, 4, 5 0 6 en la tirada.

Solucién
Expresando el espacio muestral como S={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Sean Ay B los eventos correspondientes a cada literal.

n(A) _ 1

a) Se cumple que A = {3}, entonces P(A) = MOIRCE

b) Se cumple que B={1, 2, 3, 4, 5, 6}, entonces P(B) = %= % =1.

Axiomas de Kolmogdrov
Para dos eventos A y B de un espacio muestral S se cumple:

1) 0< P(A) £ 1. Dado que A C S, entonces se cumple 0 < n(A) < n(S).

2) P(S) = 1. En esta situacion los casos favorables son todos los casos posibles, o bien A =S.

Del axioma 2 y 3 se deduce que P(S) = P(SUJ) = P(S) + P(@),]

3) Si ANB = & entonces P(AUB) = P(A) + P(B). y entonces P(2) = 0.

Ejemplo

A partir del axioma 3 de Kolmogdrov, demuestra que si A, By C son eventos del espacio muestral S, y

ANB=BNC=CNA =, entonces P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C). L N R p——

que: (AUB)NC = (ANC)U(BNC).

Puesto que (AUB)NC = (ANC)U(BNC) = FUY = I, entonces por el axioma 3:

P[(AUB)UC] = P(AUB) + P(C)  -------- (1) De la misma manera si cada pareja de los eventos
A,A,A, .., A son mutuamente excluyentes,

Luego como ANB = J, entonces por el axioma 3: v " Py

entonces se tiene que:
P(AUB) = P(A) + P(B) - 2)

P(A,UA,U...UA)=P(A)+P(A)+..+PA)

Por lo tanto, sustituyendo (2) en (1), se cumple que
P(AUBUC) = P[(AUB)UC] = P(A) + P(B) + P(C).

®
Problemasw

1. Determina la probabilidad que al formar un grupo de 5 personas entre 4 mujeres y 4 hombres si:

a) estd integrado por 2 hombres y 3 mujeres; Utiliza las propiedades de

los

b) estd integrado por al menos un hombre o por al menos una mujer; pinatorios para simplificar los

c) esta integrado por 3 o por 4 mujeres. célculos.

2. Sean A, B, Cy D eventos del espacio muestral S,y ANB=ANC=BNC=BND=CND=DNA=, demuestra

que P(AUBUCUD) = P(A) + P(B) + P(C) + P(D).

204



1.6 Probabilidad del complemento*

Problema inicial
L Calcula la probabilidad que al tirar un dado 3 veces caiga 1 al menos una vez. j

Solucién
Considerando el evento A: Cae 1 al menos una vez en 3 tiradas, entonces se puede definir el evento:

A= No cae 1 en las 3 tiradas.

Ademads, para el espacio muestral S, se cumple que S = AUA®y ANA°= J entonces:

P(S) = P(AUA®) = P(A) + P(A°), pero P(S) = 1 (por los axiomas de Kolmogdrov), entonces P(A) + P(A°) = 1.
Por lo tanto P(A) =1 — P(A°).

Luego, n(S) = 6° (considerando que cada tirada tiene 6 opciones) y n(A°) = 53 (hay 5 opciones, 2, 3, 4,5y 6)
o _ nlA)_ 5125
por lo tanto, P(A®) = — = = = ===,

n(S) 6 216
i g=1_ 125 _ 321
Finalmente P(A) =1 -P(A) =1~ 37== 57¢.

Conclusién
Sea A un evento dentro de un espacio muestral S. Al evento A se le conoce como complemento del evento
A,y a P(A°) se le conoce como probabilidad del complemento del evento A. Se cumple que
P(A) = 1 — P(A°).

Ejemplo
Determina la probabilidad que al ordenar 3 nifias y 3 nifios no queden las 3 nifias todas juntas.
Considerando el evento A: Las 3 nifias no quedan todas juntas. También puedes encontrar los casos favora-
) ) bles contando por el complemento y calcular
Entonces A°: Las 3 nifias quedan todas juntas. directamente lo que se esta pidiendo.

Luego n(A°) = 413! y n(S) = 6!

n(r) _4131_1 g 1.4
OB _5,yporlotanto,P(A)—1 z =%

Luego P(A°) =

b
Problemas.
1. La probabilidad de que una tuerca producida por una maquina sea defectuosa es 41—0, determina la
probabilidad que la tuerca sea no defectuosa.

i 2. Determina la probabilidad de que al tirar una moneda 10 veces se obtenga al menos una cara.

i 3. En un juego de dados se lanzan 6 dados, y un jugador gana si en la tirada se obtiene al menos un “1” en
alguno de los dados. Determina la probabilidad de ganar en este juego de dados.

4. Considerando el evento A en el espacio muestral (S), analiza el diagra- S
ma de Venn y determina:

a) P(A9) b) 1-P(A°) c) P(ANA°) d) P(AUA)




1.7 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas sobre probabilidad.

1. Determina el espacio muestral del experimento de lanzar 2 dados al mismo tiempo. Luego expresa como
subconjunto el evento “la suma de los puntos es 7”, y el evento “la suma de los puntos es 5”.

Eg2. Carmen se transporta por la ciudad de Santa Ana, se encuentra
en el punto Ay desea llegar al punto B como lo muestra la figura. Vi
Determina la probabilidad de que tomando los caminos mas cor-
tos se cumpla lo siguiente:

a) Carmen pasa por el punto M o por el punto N. P
b) Carmen pasa por el punto P y por el punto N.

3. Considerando los eventos A, By C en el espacio muestral (S), analiza el diagrama de Venn y determina:

a) El espacio muestral S, el evento A, el By el C. S
b) P(A), P(B) y P(C). A B C
c) P(ANB), P(BNC) y P(ANC). 9,
d) P(AUB), P(BUC) y P(AUC).
e) P(A°), P(B) y P(C°).

f) 1-P(A%), 1 - P(B%) y 1 — P(C°). 1
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4. Se eligen el presidente y vicepresidente de una comisién de entre 5 hombres y 5 mujeres. Determina la
probabilidad de que el presidente sea mujer y el vicepresidente sea hombre.

5. Considerando las piezas de Braile formadas por un rectangulo con 6 celdas en el que cada celda puede
estar vacia o tener un punto en relieve. Al seleccionar una pieza de Braile, determina:

a) La probabilidad de que la pieza tenga exactamente 3 puntos y 3 vacios.

b) La probabilidad de que la pieza tenga un punto o un vacio.
c¢) La probabilidad de que la pieza tenga 8 puntos.

6. En una tienda de electrodomésticos se determina que al llegar un cliente, la probabilidad de que compre
un televisor es 1i5, que compre una refrigeradora es 3—70, y que compre una lavadora es 1% Determina la
probabilidad de que al llegar un cliente se venda alguno de estos 3 productos. Considera que cada cliente
compra a lo sumo un producto.

7. En un juego de azar se descubre que un dado estd cargado, pues al lanzarlo 20 veces, en 17 ocasiones
cayo 6. Si el juego consiste en lanzar un dado una vez y que no caiga 6, determina la probabilidad de
ganar el juego.

8. Se encargaran 12 pupusas para cenar, y se puede escoger entre pupusa de ayote, revueltas y de queso.
Determina la probabilidad de que al encargarlas, al menos una pupusa sea revuelta, considerando que
cada tipo de pupusa tiene la misma probabilidad de ser seleccionada.

\_ J




2.1 Probabilidad condicional

Problema inicial

Los resultados de una encuesta sobre profesiones se Ocupacion Mujeres | Hombres | Total
muestran en la tabla de la derecha. Calcula la proba- Médico 40 31 71
bilidad de que al elegir una persona sea una mujer Matematico 22 24 46
matematica dado que ya se ha elegido una mujer. Oficios en el hogar 15 15 30
Total 77 70 147

S°|uc'°n L . Ocupacion Mujeres | Hombres | Total

Sea A: es matematico y B: es mujer. "

Médico 40 31 71

Dado que ya se sabe que al elegir la persona esta fue Matematico Q2D 24 46
mujer (ya no cabe la posibilidad de que sea hombre), | Oficios en el hogar 15 15 30
entonces los casos posibles son 77. Total D) 70 147

Y los casos favorables estan en la celda donde coincide que sea mujer como que sea matematico, es decir,
son 22 casos favorables.

Por lo tanto, P(A si ya sucediod B) = % = %

Definicién
Dados dos evento Ay B, se puede estar interesado en encontrar la probabilidad de que suceda el evento A
suponiendo que ya sucedio el evento B. Esto se conoce como probabilidad condicional, se denota P(A/B),
y se lee: “La probabilidad de A dado B”. Para calcularla se puede considerar que los casos posibles son las
formas en que puede suceder B, es decir n(B), y los casos favorables como las formas en que puede suce-
der ANB, es decir n(ANB). Entonces se cumple que

_ n(ANB)
P(A/B) = B)
Considerando el total de casos que tiene el espacio muestral como 7n(S), se tiene que la igualdad anterior
es equivalente a n(ANB)
_n(ANB) _  n(S)  _ P(ANB)
P(A/B) = n®) - aB - P@)
n(S)

Ejemplo

Determina la probabilidad de que al lanzar un dado el resultado es mayor que 4 dado que es impar.

Considerando, A: es mayor que 4 y B: es impar.

P(ANB) _

1.3_1
PB) B 8 3°

P(ANB) = % (solo 5 cumple), P(B) = % (cumplen el 1, 3y 5), por lo tanto P(A/B) =

*
Problemas‘

1. Considerando la tabla del Problema inicial, determina:
a) La probabilidad de escoger un hombre dado que se ocupa de los oficios del hogar.
b) La probabilidad de escoger un matematico dado que es hombre.
c) La probabilidad de escoger una mujer dado que es matematico.

2. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado el resultado es impar dado que es mayor que 3.

3. En una empresa de carros hay 3 mdaquinas que ensamblan la misma cantidad de carros, y al escoger un

carro al azar, la probabilidad de que sea defectuoso y que sea de la maquina 1 es L Determinala pro-

120°
babilidad de que un carro producido por la maquina 1 sea defectuoso.



2.2 Variantes de la probabilidad condicional

Problema inicial
En una bolsa hay 3 bolitas azules y 5 bolitas blancas, si se extraen dos bolitas, una después de la otra sin
reposicion (sin regresar la primera bolita que se saca a la bolsa), determina la probabilidad de que las dos
bolitas sean de color azul.

Solucién
Sea A: la primera bolita es azul y B: la segunda bolita es azul.

Se esta interesado en que tanto la primera como la segunda bolita sean azules, es decir, P(ANB).

Se tiene que P(A) = %, ahora quedan 7 bolitas, de las cuales 2 son azules. Por lo tanto P(B/A) = %

P(ANB)

De la definicion de probabilidad condicional se sabe que P(B/A) = P(A)

, de lo cual se puede deducir que:

3

28

P(ANB) = P(A)P(B/A) = = x =

Por lo tanto, la probabilidad de extraer dos bolitas azules es %.

Conclusién
Es posible calcular la probabilidad de una interseccidon a partir del resultado de probabilidad condicional

que se estudié en la clase 2.1, para ello se cumple que: P(ANB) = P(B)P(A/B).

Este resultado se conoce como Teorema del producto para probabilidad.

b
Problemas.
1. En una bolsa hay 2 bolitas azules y 4 bolitas blancas, si se extraen dos bolitas, una después de la otra sin
reposicién, determina la probabilidad que la primera bolita sea azul y la segunda sea blanca.

2. Se tiene una baraja con cartas de 4 colores diferentes (uno de esos colores es verde), cada color tiene 5
cartas numeradas del 1 al 5. Si se extraen 2 cartas, una tras otra sin reposicién, determina la probabilidad
de los siguientes eventos:

a) Ambas sean 1.

b) La primera sea 2 y la segunda sea 3.

c) La primera sea 3 y la segunda sea 4 de color verde.
d) Ambas sean del mismo color.

e) La primera sea 2 y la segunda 1 del mismo color.

3. Utilizando el diagrama de Venn de la derecha calcula: U

a) P(B) y P(A). A 1 B
b) P(B/A) y P(A/B). 3
c) Calcula P(ANB) de dos formas diferente a partir de los 5

literales anteriores.




Problema inicial
Se extraen dos cartas una tras otra de una baraja, determina la probabilidad de que la segunda carta sea de
diamantes dado que la primera fue de diamantes, si:

a) La primera carta no se devuelve a la baraja para la segunda escogitacion.
b) La primera carta se devuelve a la baraja para la segunda escogitacion.

Solucién
Considerando A: la segunda carta es de diamantes y B: la primera carta es de diamantes.

a) Para que la primera carta sea de diamantes hay 13 cartas disponibles, y luego dado que no se devuelve,
para que la segunda carta sea de diamantes solamente habria 12 cartas disponibles. Y los casos

posibles son 52 y luego 51 para la segunda carta, por lo tanto, P(ANB) = P(B)P(A/B) = % X %= 1—17
Ademas, para que la primera carta sea de diamantes hay 13 posibilidades, y para la segunda carta
habrian 51 cartas disponibles, por lo tanto, P(B) = 5 %X51" %.

PANB)_ 1 .1 _ 4

P(B) 17" 4 17’

Por lo tanto, P(A/B) =

b) La diferencia con el caso anterior es que para que la segunda sea de diamantes se tendran 13 cartas

disponibles de nuevo, y en los casos posibles 52 y 52, por lo tanto, P(ANB) = 5 x ;—2 =T
. _13 . 52_1 _Pang)_ 1. 1_1
Y andlogamente P(B) = X057 Por lo tanto, P(A/B) = PB) ~ 167 4 4

Conclusién
La probabilidad condicional a menudo se utiliza para agregar condiciones dependiendo la conveniencia o la
situacidon determinada. Por ejemplo para el Problema inicial podria ser de utilidad para estudiar las estra-
tegias de juego, en otras situaciones podria utilizarse para pronosticar el clima, situaciones de epidemias y
caracteristicas de las personas que afecta, entre otros.

b d
A./\

1. En un juego de cartas la primera carta ha sido de tréboles, para ganar es necesario que la segunda carta
también sea de tréboles. Analiza en qué situacidon se tienen mayores probabilidades de ganar, si la se-
gunda carta es extraida de la misma baraja que la primera (sin reponer la primera carta), o si la segunda
carta es extraida de una baraja integra (de la cual no se ha extraido ninguna carta aun).

2. En un estudio se quiere determinar si la diabetes es una consecuencia del sobrepeso,y se investigd que la
probabilidad de que una persona tenga sobrepeso es %, y ademads cuando una persona tiene sobrepeso
la probabilidad de que tenga también diabetes es % Determina la probabilidad de que una persona ten-
ga tanto sobrepeso como diabetes.

3. En una carpinteria se han elaborado 25 pupitres de los cuales 4 estan defectuosos, 5 tienen pequefios
problemas y los demads estan en éptimas condiciones. Determina la probabilidad de que al escoger 2
pupitres uno tras otro, el primero esté defectuoso y el segundo tenga pequefios problemas.

4. En un juego se tienen 3 puertas, y tras una de ellas hay un premio de un carro; el juego consiste en que el
concursante elige una de las 3 puertas, luego el presentador, quien conoce qué hay detras de cada puer-
ta, abre una puerta que sabe que no tiene premio, y da la opcién al concursante que cambie de puerta.
Utiliza la probabilidad condicional para determinar con cual opcidén (cambiando o quedandose con la
puerta) tiene mayores probabilidades de ganar.



Problema inicial
En una carpinteria se disefian pupitres para personas zurdas, y en ella trabajan Marta, Maria y Carlos. Las
probabilidades que un pupitre elaborado por Marta, Maria y Carlos tenga defectos es 0.1, 0.12 y 0.11 res-
pectivamente. Si todos producen la misma cantidad de pupitres, determina:

a) La probabilidad de elegir un pupitre defectuoso.
b) La probabilidad de que al elegir un pupitre defectuoso este lo haya elaborado Marta.

Solucién
a) Sean los eventos A: es de Marta, B: es de Maria, C: es de Carlos, D: es defectuoso.

Entonces se cumple que P(D) = P(AND) + P(BND) + P(CND).

Ademas se sabe que: P(D/A) = 0.1 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Marta).
P(D/B) = 0.12 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Maria).
P(D/C) = 0.11 (La probabilidad de que sea defectuoso, dado que es de Carlos).

Puesto que todos producen la misma cantidad de pupitres, P(A) = P(B) = P(C) = %

P(AND)
P(A)

Andlogamente se cumple que P(BND) = %(0.12) y P(CND) = %(0.11).

Ademas se sabe que P(D/A) = , entonces P(AND) = P(A) x P(D/A) = %(0.1).

Por lo tanto, P(D) = 5 (0.1) + 5 (0.12) + 3(0.11) = 5 (0.33) = 0.11.

b) Ahora bastaria calcular P(A/D) (la probabilidad de que un pupitre sea de Marta dado que es defectuoso).

Dado que P(A/D) = P(F'?(Q)D), y del literal a), P(AND) = —(0.1) y P(D) =0.11.
?(0-1) _ 10 Observa que una probabilidad se puede escribir como frac-

Por lo tanto, P(A/B) = (0.11) _ 33 cién o como decimal, y el Problema inicial también se puede

trabajar convirtiendo los decimales a fracciones.

Conclusién
Para calcular la probabilidad de que un pupitre sea defectuoso fue necesario aplicar la regla de adicion en-
tre las intersecciones de eventos excluyentes (si un pupitre lo elabora Marta no pudo haber sido elaborado
por Carlos o Maria), este resultado se conoce como teorema de probabilidad total.

Luego, se utilizo el resultado para calcular la probabilidad de que un pupitre sea de una persona en particu-
lar dado que ya se sabe que es defectuoso, este resultado se conoce como teorema de Bayes.

1. En una fabrica hay 2 maquinas que ensamblan la misma cantidad de carros cada una; la probabilidad de
gue un carro ensamblado por la maquina 1 tenga problemas es 0.05 y la probabilidad de que un carro
producido por la maquina 2 tenga problemas es 0.07, determina:

a) La probabilidad de que un carro tenga problemas.

b) La probabilidad de que al tener un carro con problemas, este haya sido ensamblado por la maquina 1.

2. Una imprenta posee 3 impresoras, la impresora 1 produce el 20%, la impresora 2 el 40% y la 3 produce el
resto. La probabilidad de que laimpresora 1 i |mpr|ma defectuosamente una pagina es == 100, que lo hagala
impresora 2 es 10 y que sea la impresora 3 es ;5. Determina la probabilidad de que al tener una pagina
defectuosa esta haya sido impresa por la maquma 3.



2.5 Experimentos independientes™®

Problema inicial
Se definen dos experimentos y dos eventos de la siguiente manera:

T,: Lanzar una moneda A : Cae cara
T,: Lanzar un dado A,: Cae unoo dos

a) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A, cuando en T ocurre A .
b) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A , cuando en T, ocurre A,.
c) Encuentra la probabilidad de que en T, ocurra A, y en T, ocurre A,.

S

Solucién
SeanS, y S, los espacios muestrales de T, y T, respectivamente.

a) Puesto que el experimento T, no influye en el experimento T, la probabilidad de A, es: 2 =

2
6
1

b) Puesto que el experimento T, no influye en el experimento T, la probabilidad de A, es:

c) Considerando T, y T, como un solo experimento T con espacio muestral S, y denotando por C el evento
ocurre A enT yA enT, setiene que n(S) = n(S,) x n(S,) y n(C) = n(A,) x n(A,), por lo tanto:

n(C) _n(A)xn(A) n(A) n(A) _
nd) - mE)xnas) - ns) < nE) T

P(C) =

1.1
— X ==
3 2

Y

El resultado del literal c) se puede
expresar como P(C) =P(A ) x P(A)).

Definicién
Tomando dos experimentos T, y T, de modo que A es un evento de T, y A, es un evento de T,, se cumple

que si la ocurrencia del experimento T_ no influye en el experimento T, (y viceversa), se dice que T, y T, son
experimentos independientes.

Se cumple que la probabilidad que ocurra tanto el evento A, en T, como el evento A, en T, es:
P(A,) x P(A)).

Ejemplo
Determina la probabilidad de que al lanzar un dado 2 veces se obtenga “1” en la primera tiraday “2” en la
segunda. Sea A: Cae “1” en la primera tirada, y B: Cae “2” en la segunda tirada.

Como Ay B son eventos de dos experimentos independientes (lanzar el dado la primera vez es un experi-
mento y lanzarlo la segunda vez es otro), entonces la probabilidad es:
- 1.,1_1
. P(A)xP(B) =5 x & =35 -
Problemasm
1. Determina la probabilidad de que al extraer dos cartas de una baraja la primera sea de corazén y la se-

gunda de trébol. Considera que después de la primera extraccion se devuelve la carta.

2. Determina la probabilidad de que al lanzar una moneda 3 veces, se obtenga solamente una cara y sea en
el Ultimo lanzamiento.

3. Determina la probabilidad de que al extraer 2 cartas una tras otra de una baraja (con reemplazo), se
cumpla que la primera es una carta roja, y la segunda es “J” o de diamantes.

4. Determina la probabilidad de que al responder 5 preguntas de verdadero y falso al azar se obtengan 4

respuestas correctas.
217



2.6 Probabilidad de experimentos repetidos, parte 1

Problema inicial
L Determina la probabilidad de que al lanzar 5 veces un dado se obtengan “6 o 3” dos veces.

Solucién
Considerando en un lanzamiento el evento A: Cae 6 0 3y B: No cae 6 ni 3.

Lanzar el dado 5 veces son 5 experimentos independientes, y para obtener el evento se tienen los siguientes
€asos:

A A B B B tiene probabilidad P(A) x P(A) x P(B) x P(B) x P(B) = (%)2@)3
5C2 casos o
A B A B B tiene probabilidad P(A) x P(B) x P(A) x P(B) x P(B) = (%) (%) .

El total de casos es igual al nUmero de maneras que hay para escoger 2 de los 5 lugares en donde ocurrird
el evento A, por lo tanto hay 5C2 casos, y todos estos casos son mutuamente excluyentes y de igual proba-
bilidad, por lo tanto la probabilidad es: 12/2\3 80

sC2(3) () = 3

Conclusién
Sea p la probabilidad de que suceda el evento A en un experimento. Cuando se repite n veces el experi-
mento, la probabilidad de que ocurra el evento A r veces (0 < r < n) es:
(nCr)p’(1-p)"~".

Ejemplo

Analizando el desempefio de un jugador de futbol se obtuvo la informacién de que al tirar una falta, la
probabilidad de que marque gol es %, la probabilidad de que el tiro pegue en algun poste es %, y la pro-
babilidad de que el tiro vaya fuera es % Determina la probabilidad de que al realizar 6 tiros, 3 sean gol, 2
peguen en el poste y 1 vaya fuera.

Considerando en un tiro de falta los eventos A: es gol, B: pega en el poste, C: va fuera.

Puesto que cada tiro de falta es independiente del otro, se puede dar el caso de obtener los 3 goles en los
primeros tiros, luego 2 al poste y 1 va fuera, cuya probabilidad es P(A) x P(A) x P(A) x P(B) x P(B) x P(C).

Luego el total de casos es igual al total de formas en que se pueden escoger los experimentos (tiros) en
que hara gol (6C3) y luego de los restantes experimentos (tiros) escoger cuales pegaran en el poste (3C2).

. . . 1\ (1\(3\_ 3
Cada uno de estos casos tiene una probabilidad de ocurrir de (3) (5) (F))_ 000"
. , 3 _ 9
Por lo tanto, la probabilidad es: 6C3 x 3C2 x 5006 = 750 -

<
Problemasw

B 1. En una bolsa se tienen 3 bolitas rojas y 4 bolitas negras. Se extraen 4 bolitas una tras otra y con reemplazo
(la bolita extraida se devuelve a la bolsa). Determina:
a) La probabilidad de que hayan sido 2 bolitas rojas y 2 negras.
b) La probabilidad de que haya sido a lo sumo 1 bolita roja.
c) La probabilidad de que haya sido al menos 1 bolita negra.

2. Determina la probabilidad de que al extraer 7 cartas (una tras otra) con reemplazo de una baraja tradi-
cional (de 52 cartas) 3 de ellas sean de diamantes, 2 sean de color negro y 2 sean de corazones.



2.7 Probabilidad de experimentos repetidos, parte 2

Problema inicial
En un juego se lanza un dado hasta que se obtiene 2 veces el nimero cinco, determina la probabilidad de
lograr esto en 4 lanzamientos del dado.

Solucién
En este caso en el cuarto lanzamiento debe caer cinco, y en los primeros 3 lanzamientos también debe
caer 1 vez cinco. Como cada lanzamiento es independiente del otro, entonces se tiene que la probabilidad
requerida es:

2
1 5 1_ 25
X=X =) x == —.
3C1 6 (6) 6 432
Conclusién

Considerando un evento A del espacio muestral de un experimento, si el experimento se repite n veces
hasta que ocurra r veces el evento A, entonces el evento A tuvo que haber ocurrido (r — 1) veces en las

primeras (n — 1) repeticiones y en la Ultima repeticion del experimento.

<
Problemasw

E 1. De una baraja tradicional se extrae una carta tras otra, con reposicién (después de extraerla se devuelve
a la baraja), los experimentos terminan cuando se extraen 3 cartas de diamante. Determina la probabili-
dad de obtener estas 3 cartas de diamantes en las primeras 6 extracciones.

2. En un juego de mesa se puede comenzar a mover el pedn hasta que se obtiene 6 en el lanzamiento de
un dado.

Determina:

a) La probabilidad de comenzar a mover el pedn a partir del primer lanzamiento.

b) La probabilidad de comenzar a mover el pedn a partir del tercer lanzamiento.

c) La probabilidad de comenzar a mover el pedn después de a lo sumo 3 lanzamientos.
d) La probabilidad de comenzar a mover el pedn en al menos 3 lanzamientos.

f= 3. La meta de produccién individual de una empresa textil es de 4 camisas sin imperfecciones, y la probabi-
lidad de producir una camisa con imperfecciones es %

Calcula:

a) La probabilidad de lograr la meta produciendo exactamente 5 camisas.
b) La probabilidad de lograr la meta produciendo a lo sumo 6 camisas.

c) La probabilidad de lograr la meta produciendo al menos 7 camisas.

4. Determina la probabilidad de que al sacar cartas de una baraja tradicional (52 cartas) la segunda carta de
tréboles sea en la quinta extraccién, considerando que la extraccidn es con reposicién.

B 5. Un experto de tiro lanza dardos a un blanco, y se sabe que acierta 7 de cada 10 tiros. Un juego consiste en
gue 3 participantes dicen cuantos tiros sera necesario hacer para lograr que 4 dardos den en el blanco;
el primer participante dice que se logrard en 5 tiros, el segundo dice que en 7 tiros y el tercero dice que
en 10 tiros. Determina qué participante tiene mayor probabilidad de ganar.



2.8 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1.

2.

. Para rifar 3 premios participan 15 personas, de las cuales 10 son mujeres y 5 son hombres, determina la

. La probabilidad de que llueva en un dia de octubre es

. Determina la probabilidad de que al lanzar un dado 5 veces se obtenga exactamente un cuatro, un seisy

. EI 30% de los conductores tienen un accidente de transito, el 30% de estos accidentes es debido a que el

H7.

Determina la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja tradicional sea de corazones, si ya
se sabe que la carta extraida es de color rojo.

La probabilidad de que un programa de televisidn sea visto por un hombre casado es 0.3, la probabili-
dad de que sea visto por una mujer casada es 0.4, y la probabilidad de que un esposo vea el programa
cuando su esposa lo ve es 0.7.

Calcula:

a) La probabilidad de que una pareja casada vea el programa.

b) La probabilidad de que una esposa vea el programa dado que el esposo lo ve.
c) La probabilidad de que al menos uno de los esposos vea el programa.

probabilidad de que 3 hombres ganen un premio, si una misma persona no puede ganar dos premios.

1

T
Calcula:

a) La probabilidad de que no llueva durante 5 dias seguidos.

b) La probabilidad de que llueva 3 dias de una semana (5 dias).
c) La probabilidad de que llueva hasta el sexto dia del mes de octubre.

un uno, en alguno de los lanzamientos.

conductor estaba bajo los efectos del alcohol, el 20% por contestar el celular y el 5% cambiaba la emiso-
ra. Por otro lado, el 40% de los conductores van bajo los efectos del alcohol, el 50% contestan el celular
y el 70% cambia la emisora mientras conduce.

Determina:

a) La probabilidad de que una persona choque dado que se conduce ebria.
b) La probabilidad de que una persona choque dado que contestd el celular.
c) La probabilidad de que una persona choque dado que cambié la emisora.

En el control de calidad de una envasadora de alimentos se extraen productos hasta completar 4 defec-
tuosos, si el 95% del producto es producido de buena calidad.

Determina:
a) La probabilidad de que se extraigan 10 elementos en el control de calidad.
b) La probabilidad de que los primeros 4 productos sean los defectuosos.




2.9 Problemas de la unidad ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1. Determina la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja tradicional sea de diamante o de
picas o Jota.

® Picas &Tréboles
¥ Corazones 4 Diamantes

2. Calcula la probabilidad de que al lanzar 3 dados la suma sea 10.

3. Determina la probabilidad de que al ordenar 3 bolas azules (idénticas), 4 bolas moradas (idénticas) y 2
bolas negras (idénticas) las bolas negras queden todas juntas.

4. En un juego se tienen 2 bolsas, la primera contiene 3 bolas blancas, 2 rojas y una negra, la segunda con-
tiene 2 bolas blancas, 3 rojas y 3 negras. Se extrae una bola de alguna de las bolsas.

Calcula:
a) La probabilidad de que se extraiga una bola negra de la segunda bolsa.
b) La probabilidad de que se extraiga una bola roja.

5. En un ropero hay 3 pares de zapatos negros y 4 paresde zapatos cafés. Si se extrae un zapato, determina:

a) La probabilidad de extraer un zapato café derecho o un zapato negro izquierdo.
b) La probabilidad de extraer un zapato izquierdo o de color negro.

6. Calcula la probabilidad de que en una cadena binaria (de 0y 1) de longitud 6 aparezcan al menos 3 ceros
juntos al final de la cadena.

7. Determina la probabilidad de que al ubicar 2 torres en un tablero de ajedrez (8 x 8) estas queden alinea-
das vertical u horizontalmente.

8. Determina la probabilidad de que al ubicar 3 nifias y 3 nifios en una mesa redonda ningun nifio quede a
la par de otro nino.

9. Considerando las piezas de Braile formadas por un rectdngulo con 6 celdas en el que cada celda puede
estar vacia o tener un punto en relieve. Determina la probabilidad de que al escoger una pieza del siste-
ma Braile tenga al menos una casilla vacia (sin punto en relieve).

- J




2.10 Problemas de la unidad

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mds adecuada.

1.

2.

E7.

En un juego se tiene una baraja tradicional de la que se han quitado 3 cartas de corazones, una de dia-
mante y 2 de tréboles, el juego consiste en adivinar de qué palo sera la carta que se extraiga de la baraja
modificada (picas, corazones, tréboles o diamantes). Determina la opcidn que tiene mayor probabilidad
de ganar.

Un juego consiste en adivinar cuantas caras caeran al lanzar 7 veces una moneda, Carmen dice que
caeran 4 caras y Carlos dice que caerdn 3 caras. Determina quién tiene mayor probabilidad de ganar. Si
fueran 8 lanzamientos, determina cudl seria la opcidon mas probable.

f53. Un juego de dados consiste en adivinar después de cudntas tiradas se obtendra 3 veces el nimero 5. Una

persona dice que se lograra después de 6 tiradas, otra dijo que después de 7, y otra dijo que después de
8 tiradas. Determina qué persona tiene mayores probabilidades de ganar. ¢ Qué opcidn habrias dicho tu
para tener la mayor probabilidad de ganar?

. La probabilidad de que en una calle el semaforo esté arruinado es 0.2, la probabilidad de que en dicha

calle ocurra un accidente es 0.5, y la probabilidad de que ocurra un accidente considerando que el se-
maforo estd dafiado es 0.75.

Determina:
a) La probabilidad de que ocurra un accidente y el semaforo esté arruinado.
b) La probabilidad de que el semaforo esté arruinado dado que ocurrié un accidente.

fE5. Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 bolas rojas, todas indistinguibles entre si, se extraen 3 bolas de la

urna, una después de la otra, con la condicién que si la bola es roja se devuelve a la urna, pero si la bola
es blanca no se devuelve. Determina la probabilidad de que al sacar 3 bolas, exactamente una de ellas
sea de color blanco.

. En un consultorio se tiene que la probabilidad de que alguien tenga céncer si se le ha diagnosticado es

0.9, y la probabilidad de que alguien lo padezca si se le ha diagnosticado que no lo tiene es 0.15, ademas
se sabe que el 20% de los pacientes son diagnosticados con cancer.

Calcula:
a) La probabilidad de que un paciente padezca de cancer.
b) La probabilidad de que un paciente sea diagnosticado con cancer si lo padece.

En un juego de un programa de televisidon se gira una ruleta de colores, participan 3 personas. El juego
consiste en adivinar después de cudntas giradas caerd la ruleta en la casilla de color rojo. Una persona
dice que en la tercera girada, otra dice que en la sexta girada, y la Ultima dice que en la cuarta girada.
Determina cudl de las personas tiene mayor probabilidad de ganar si la probabilidad de que caiga rojo en
la ruleta es 0.3. ¢Qué opcidn habrias dicho tu para tener la mayor probabilidad de ganar?




Area F=a?

La figura esta formada por 4 tridngulos de cada color, entonces se tiene que:

A — _ _ 1 1 1 1
AreaF—4T1+4T2+4T3+4T4-4(T1+T2+T3+T4)—4(3+2—2+¥ i

- 4_
Entonces del contenido de sucesiones geométricas: Area F'=4 (22—41) = 14—5.
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