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Unidad 5. Resolucidn de triangulos oblicuangulos

Competencia de la unidad

Resolver triangulos utilizando las herramientas de la trigonometria y aplicarlo a diferentes situaciones

del entorno.

( Tercer ciclo )

Unidad 5: Figuras semejantes

(9°)

e Semejanza

e Semejanza de triangulos

e Semejanza y paralelismo

e Aplicaciones de semejanzay
triangulos semejantes

Unidad 6: Teorema de Pitago-

ras (9°)

e Teorema de Pitagoras

e Aplicacién del teorema de
Pitagoras

Relacién y desarrollo

Primer afio de
bachillerato

Unidad 5: Resolucién de
tridngulos oblicuangulos

e Razones trigonométricas
de angulos agudos

e Razones trigonométricas
de angulos no agudos

e Resolucidn de tridngulos
oblicuangulos

Unidad 6: Identidades y ecua-
ciones trigonométricas

¢ |dentidades trigonométricas
e Ecuaciones trigonométricas

Unidad 7: Vectores

e \ectores

e Producto escalar de vecto-
res

e Numeros complejos

e Practica en GeoGebra

Segundo afio de
bachillerato

Unidad 5: Funciones trascen-
dentales Il

e Funcidn biyectiva e inversa
e Funcidn logaritmica

e Funciones trigonométricas
e Prictica en GeoGebra




Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases
1 1. Razoén trigonométrica
1 2. Razones trigonomeétricas en un triangulo rectangulo
1 3. Triangulos rectangulos notables
1 4. Razones trigonométricas de tridngulos rectangulos nota-
bles
1 5. Tridngulo rectangulo conocidos un lado y un dngulo
) o 1 6. Tridngulo rectangulo conocidos dos lados
1. Razones trigonométricas de

angulos agudos ) )
1 7. Practica lo aprendido
1 8. Aplicacidn de las razones trigonométricas
1 9. Angulo de depresién
1 10. Angulo de elevacién
1 11. Actividad. Construccién de un clinémetro
1 12. Aplicaciones de las razones trigonométricas
1 1. Distancia entre dos puntos
1 2. Simetrias en el plano cartesiano
1 3. Angulos
1 4. Angulos mayores a 360° y menores a —360°

2. Razones trigonomeétricas de . . L

. & 1 5. Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 1

angulos no agudos
1 6. Razones trigonomeétricas de cualquier angulo, parte 2
1 7. Razones trigonomeétricas de cualquier angulo, parte 3
1 8. Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 4
1 9. La identidad pitagodrica
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1 10. Practica lo aprendido

1 1. Area de un tridngulo

1 2. Ley de los senos

1 3. Cdlculo del angulo de un tridngulo conocidos dos lados y
un angulo, parte 1

1 4. Célculo del angulo de un tridngulo conocidos dos lados y
un angulo, parte 2

1 5. Ley del coseno

3. Resolucion de triangulos 1 6. Calculo de los angulos de un tridngulo conocidos sus tres
oblicuangulos lados

1 7. Practica lo aprendido

1 8. Aplicaciones de la ley de los senos y la ley del coseno

1 9. Practica lo aprendido

1 10. Problemas de la unidad

1 11. Problemas de la unidad

1 Prueba de la unidad 5

33 horas clase + prueba de la unidad 5

Puntos esenciales de cada leccion

Leccion 1: Razones trigonométricas de angulos agudos

El desarrollo de la unidad inicia con la justificacidon de que las razones trigonométricas dependen Unicamente
del angulo y no de la longitud de los lados del tridngulo rectangulo. Se establecen las razones trigonométricas
de los angulos de los tridngulos notables, y se calculan razones trigonométricas de cualquier angulo agudo y
angulos conocidas algunas medidas de lados de triangulos rectangulos. Finalmente, se resuelven problemas que
requieran el uso de razones trigonométricas.

Leccion 2: Razones trigonométricas de dngulos no agudos

Se calculan razones trigonométricas de angulos no agudos utilizando el plano cartesiano, y el contenido de la
leccidn anterior (razones trigonométricas de los angulos 30°, 45° y 60°) para el calculo de razones trigonométri-
cas de dngulos especiales (todos aquellos que pueden calcularse con los angulos mencionados previamente). Se
calculan angulos que no necesariamente resulten en angulos especiales.

Leccion 3: Resolucidn de tridngulos oblicuangulos
Se establecen la ley de los senos y del coseno para la resolucion de tridngulos oblicudngulos y de problemas
aplicados al entorno.
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Razones trigonomeétricas de angulos agudos

1.1 Razon trigonométrica*™

Problema inicial
Se consideran los segmentos de recta OA y OB y el angulo formado entre ellos cuya
medida es 6. Sobre OB se toma un punto Q y se traza un segmento perpendicular a OA
y que pase por Q. Se define por P el punto de interseccidn entre este segmento perpen-
dicular y OA, como muestra la figura.

PQ oOP  PQ

Del tridngulo rectangulo OPQ se definen las razones: 58’ oa 55 o

Justifica que las razones definidas no dependen de las longitudes de los lados del triangulo rectangulo OPQ.
-

J

Solucién
Se toma un punto cualquiera Q' sobre OB distinto de Q. Se traza un segmento perpendicular a OA que pase
por Q' y sea P' la interseccion de esta perpendicular y OA, como muestra la figura. Luego, los tridngulos
OPQy OP'Q' son semejantes por el criterio AA (denotado AOPQ ~ AOP'Q'), por lo tanto

PQ _ OP _ OQ B
Pa _0Q PQ _PQ  pqQ oP T 0Q Q/
De PQ - 0 se deduce que — oa-oa
\ En una proporcién
_oa OP _oOP
De 22 OP' oa se deduce que oa~oa a:b =c:d se cumple
. que a:d = c:b.
PQ _ OP PQ _PQ
De = PQ - op se deduce que — op = op'
0 0 o %
PQ _P'Q’ OP _OP' PQ_PQ' ° D \ °
Entonces, 55 =5a70q " oa ¥ op - 0P PP
PQ OP : i
Por lo tanto, las razones o’ 04 y no dependen de las longitudes de los lados del triangulo.
Definicion
Sea ABC un triangulo rectangulo, recto en B y sea 6 la medida de uno de los dngulos agudos del
AABC. Se define a la hipotenusa del triangulo por hip, el lado opuesto al angulo como op y el lado
adyacente al angulo como ady.
Noétese que el opuesto y adyacente en un triangulo dependera de cudl dngulo se tome,
y se debe tener especial cuidado cuando el tridngulo esta ubicado en otra posicion a la ‘
mostrada en la figura.
Se definen las razones sen 6, cos 6, y tan 8 como sen 6 = h: , cos 6 = TZ tan 0 = _p_' y se Ieen seno
de theta”, “coseno de theta” y “tangente de theta”, respectlvamente.
A las razones sen 6, cos 8, y tan 0 se les llama razones trigonométricas del dangulo 6.
En un triangulo rectangulo, el lado que se opone al angulo de 90° se conoce como hipotenusa y los dos lados
Problemas Z que forman dicho dngulo se conocen como catetos. Ademas, la hipotenusa es el lado de mayor longitud.

J

Identifica la hipotenusa, el lado opuesto y adyacente del dngulo 6 y expresa las razones trigonométricas
para cada caso. c

F |
a) b) c)
k /X
G H
pH av




Indicador de logro:

1.1 Establece las razones trigonométricas de un dngulo agudo de un triangulo rectangulo en términos de la hi-
potenusa, el lado opuesto y adyacente a dicho angulo.

Esta unidad es el inicio del estudio de la trigonometria. La teoria de dngulos, los triangulos rectangulos y la
semejanza de triangulos son la principal base para el desarrollo de la unidad. Ademas se requiere del cono-
cimiento de segmentos perpendiculares, de las proporciones y de sus propiedades.

Esta clase debe ser desarrollada con mayor apoyo por parte del docente.

Propésito:

El objetivo principal de esta clase es justificar el hecho de que las razones trigonométricas dependen Unica-
mente del angulo y no de las longitudes de los lados del triangulo rectangulo en cuestion.

La seccion de Problemas busca afianzar en el estudiante el hecho de identificar correctamente la hipotenusa
de un tridangulo rectdngulo, el lado opuesto y adyacente de un angulo dado.

Solucién de problemas:

a) ¢ La hipotenusa es hip = AC, el lado opuesto es op = BC, el lado adyacente es ady = AB.
Las razones trigonométricas del tridangulo ABC son:
- _BC
sen @ = hip = AC”
A -8 cos 0 =99 _ AB
hip — AC’
- op _BC
tan 0 ady =AD"
b) F La hipotenusa es hip = EF, el lado opuesto es op = DF, el lado adyacente es ady = DE.
Las razones trigonométricas del triangulo DEF son:
- 9p _DF
sen @ = hio = EF
0 ady _ DE
D E cos 0 = W BT
-op _DF
tan 0 = ady ~ DE"
c) La hipotenusa es hip = GH, el lado opuesto es op = Gl, el lado adyacente es ady = HlI.
Las razones trigonométricas del tridngulo GHI son:
-op _ Gl
. 2 .y senH—hip-GH,
—gady _ HI
cos 6 = hip ~ GH’
-op _GlI
tan 0 = ady = HI"

@ Sugerencia Metodoldgica



~
1.2 Razones trigonomeétricas en un triangulo rectangulo

Problema inicial ~
Determina las tres razones trigonométricas para el angulo oy 6.
a) b)
Hay que tener cuidado al C
0 elegir el lado opuesto y
5 adyacente al angulo. Por 78
4 6 2V13 ejemplo, en el triangulo ABC,
el opuesto de 6 es AB y el
o lado adyacente 6 a es BC. X
3
4
L J
Solucién

a) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del dngulo a. En  Recuerda que para racio-

este caso, hip =5, op =4 y ady = 3, entonces, nalizar una fraccién, se
Itipli divid |

op ady 3 4 mu. plica y divide por e
—3 . radical que aparece en la

sen(x-—-i cosa =——=— tan(x-ﬂ
hip ~ 5’ hip ~ 5’ ady fraccion.

b) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del dngulo 6. En este caso, hip = 2V13,
op =4y ady =6, entonces,

p 4 2 2 N13 _2V13 . . .
. =20 % £ - _£ _«2X22_2- racionalizando el denominador.
sent =4 = S c VST VG Ve - 13

== racionalizando el denominador.

Definicién
Si se conocen las medidas de los lados de un triangulo rectangulo pueden calcularse las razones trigonomé-
tricas seno, coseno y tangente de uno de sus angulos agudos, identificando la medida de la hipotenusa, del

lado opuesto y adyacente de dicho dangulo y luego calculando las razones como se definieron en la clase 1.1.

Problemas
1. Para cada uno de los siguientes triangulos, calcula las razones trigonométricas sen 6, cos 6, y tan 6.

Simplifica o racionaliza cuando sea posible.
a) b) c)

12 13 345




2. Se definen las razones trigonométricas cosecante, secante y cotangente de un angulo agudo 0, denota-

das por csc 6, sec 6y cot 6, respectivamente:

hip

csc B = 25
hip

secH = ady
_ ady

cot 6 = W

Encuentra las razones trigonométricas csc 0, sec 8y cot 6 para los triangulos del Problema 1.

3. Con base a la definicidn en el Problema 2, demuestra que csc 6 = Ser11 o
4. Con base a la definicion en el Problema 2, demuestra que sec 6 = et
5. Con base a la definicion en el Problema 2, demuestra que cot 6 = tai R

6. En la siguiente figura, ABC es un triangulo rectangulo, <CAB = 90°,
<BCA = 6y BC = 1. Escribe los valores de las longitudes de los seg-
mentos AB, AC, BC, DC y AD en términos del angulo 6.

f)

hip
op
\0 !
ady

El nombre trigonometria deriva de palabras griegas que significan “tridngulo” y “medir”. Se lla-
ma asi porque sus inicios tienen que ver principalmente con el problema de “resolver un trigngu-
lo” (calcular las medidas de los tres lados y tres angulos, conocidos algunos de ellos).

Si bien la trigonometria nace por la necesidad de resolver triangulos, en la actualidad es utilizada
para muchos ambitos como por ejemplo, en la fisica (medicién del movimiento de un péndulo),
la astronomia (medir distancias entre estrellas) o cartografia (medir distancias entre dos puntos).

Alrededor del siglo Il a.C., el matematico Hiparco (180-125 a.C.), nacido en Nicea, Asia Menor, es
considerado el mds destacado de los astronomos griegos, inicia el uso de una tabla de cuerdas
de la circunferencia que en cierto modo equivalia a una tabla rudimentaria de valores del seno.

Abbott, B.A. (1967). Teach Yourself Trigonometry.

J

J

D
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Indicador de logro:

1.2 Calcula las razones trigonométricas seno, coseno y tangente de un angulo agudo.

Propésito:
Luego de haber aprendido a identificar la hipote- Identificar la medida de la hipotenusa y los cate-
nusa, el lado adyacente y opuesto de un dngulo tos de un triangulo rectdngulo para establecer las
agudo de un tridangulo rectangulo, en esta clase razones trigonométricas de uno de los angulos
se establecen las razones trigonométricas de un agudos de dicho triangulo.
angulo agudo a partir de un tridngulo rectangulo
Kcuyas medidas de los lados son conocidas. PN D
Solucién de problemas:
1a) Como hip =13, 0p =12 y ady = 5, entonces, 1b) Como hip = 10, op = 8 y ady = 6, entonces,
—op _12 - ady _ _op _12 4 6 _3 8_4
Sene_hip_B' G_hip 13,t 0_ady_5' sen0=1—0—5,c050 E=§,tan0=g=§.
1c) Como hip = 3+/5, op =3y ady = 6, entonces, 1d) Como hip =9, op = 3\/5 y ady = 6, entonces,
3 A5 6 _2\5 1
senf =5 5=—3cos0=55="7",1a "9‘_‘3- sen0=%,cos€=§,tan0=§.
1e) Como hip = 4, op = 2 y ady = 2+/3, entonces, 1f) Como hip =3, op = \[7 y ady = \2, entonces,
SEn@:%,COSH=V2§,tan9=§. sen O = \/_ COSG ?’tanezg_

hi d
0 hlp 13 0_&_13 teza_y 5

2a) csc =13 S =ady = 5 €O o =12 2b)csc0-— sec@——cotO-Z
3
2¢) csc 0 = /5, sec9-— cot @ =2. 2d) csc 6 = sec@—— cot@—g.
2e) csc 6 = 25ec0—— cot 6 = 3. 2f)csc0—— sec0-£ cot O = g
1 _ .. o0op _ hip _ hip _ _ ady hip_ hip
3'sen0_1'hip_1x Op—op—csc9 4.COS =1+ hp = lxady—ady—seCO
1 _..0p _ ady ady _
5. tanB_lT ady _1XW_W_COJ(9
Fe de errata:
. En el problema 6, los segmentos a
6. Del AABC se tiene que calcular son AC, AB, AD, BD, CD.
AB _ AB - - AC _ AC _
sen 6 = B =1 = AB= sen By cos 6 = 5c -1 = AC= cos 6.

Del AADC puede deducirse que <DAC = 90° — 6 y por tanto, <DAB = 0.

Ahora, en el AABD se tiene:

0= AD _ AD
‘AB “sen®

Luego, CD = BC—-BD =1 —sen?6.

_BD

= BD =sen?f.
sen 6

cos :AD=cosGsen0ysen0=%

sen 6

&




~

1.3 Triangulos rectangulos notables

Problema inic

ial

N
Dados los siguientes tridngulos rectdngulos, encuentra el valor de x y y.
a) ¢ b) F
N 30 y
y X
60° p £ a8
A 1
\ 1 J
Solucién
a) C Si se refleja el tridangulo ABC con respecto a BC se obtiene el tridngulo APC.
Como <BCA = 30° se tiene que ¥PCA = 60°. Resulta que el triangulo APC es equi-
latero, y por lo tanto x = AP = 2.
30°|30°
X X Luego, para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitdgoras en el trian-
Y C a2 =12 2 i
gulo ABC: x? = 1% + y2. Es decir,
A 60° -+ 60° yl=x?2-12=22-12=4-1=3,
1 B 1
Como y >0, entonces, y = V3.
En el tridangulo DEF, los angulos FDE y DFE son complementarios, es decir,
XAFDE + XEFD =90°; por lo tanto, XEFD = 45°. Se tiene entonces que el tridngulo
DEF es isésceles, y por lo tanto x = 1.
Para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitagoras en el triangulo DEF.
y=12+x*=12+1%=2.
Como y >0, entonces, y = V2.
Definicion
Al tridngulo rectagulo cuyos dngulos agudos son de 30° y 60° y al
triangulo rectangulo cuyos dngulos agudos son de 45° se les conoce -~ ‘
como tridngulos notables. 5
g 2 NEY N2/ 45
) 1
Se suele hacer referencia a estos
tridangulos como triangulo de 30 y 60° /\45° .
60; y triangulo de 45.
1 1
Ejemplo
Dados los siguientes tridangulos, encuentra los valores de x y y.
Cl
a) b) E'
30° 2
X
y y
60° D' a O e
A' 3 B' X

&

_/

@ Sugerencia Metodoldgica




a) Notese que AA'B'C' ~ AABC, entonces,

x_3 _ - > _3 -
5=1 @ x=32)=6 y F=7 > y=3\3
30°
X
y
60°
A B'
3
b) De igual forma que en a) AD'E'F' ~ ADEF, entonces, F'
x_2 -2 _
12 = x= \/5_\/5 2
it H rq . y
Luego, como el AD'E'F' es isdsceles se tiene que y =2.
D' a P
x
Problemasj
Encuentra el valor de x y y en cada triangulo.
a) C' b) F'

c)




Indicador de logro:

1.3 Utiliza los tridngulos notables y semejanza para encontrar las medidas de los lados de un tridngulo

rectangulo.

Luego de haber calculado razones trigonométricas de un angulo agudo a partir de un triangulo rectangulo
dado, se definen los tridngulos notables y las medidas de sus lados conociendo una de ellas.

Propésito:

Se calculan las medidas de los lados de los tridngulos rectangulos de 30° y
60°,y el de 45° cuando se conoce una medida de ellas. El Ejemplo resuelve
problemas similares a los del Problema inicial, pero utilizando semejanza

con los triangulos establecidos en la Conclusion.

-

Solucién de problemas:

Para resolver este problema, el estudiante puede hacerlo
como se hizo en la Solucidn del Problema inicial o utili-
zando semejanza como se hizo en el Ejemplo.

a) Como AA'B'C' ~ AEFD:

Cl
%:% = x=4,
J
* %:%:)y=4\/§
Al 7 B|

Para ver la forma en que se nombran las figuras
semejantes, |éase la clase 1.3 (pagina 100) de la
Unidad 5 del Libro de Texto de noveno grado.

b) Como AD'E'F' ~ ACAB:

FI
‘ _=i$x=i=2'\/§’
2 3 3
; (e vy _3 3
- T=_3:>y=_3=\/§

e) Como AN'M'O' ~ AABC:

Ol
%:% = x:\/g’
x %:%:y=2\5.
Yy
M'{Z
NN

f) Como AR'P'Q' ~ ADEF:
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1.4 Razones trigonomeétricas de triangulos rectangulos notables

Problema inicial

Encuentra las tres razones trigonométricas de los angulos 30°, 45° y 60°. }

Solucién

a) Para calcular las razones trigonométricas para 30° se utiliza el tridngulo que se muestra en la figura.
Identificando el lado opuesto y adyacente al angulo de 30° se tiene que, ady = V3 y op = 1. Por lo tanto,

sen30°=%, ¢
o V? 2 o

cos 30 = 60°|1
o_ 1 _3 30°

tan 30 =53 A NG} B

b) Se utiliza el tridngulo mostrado en la figura para calcular las razones trigonométricas de 45°.
Identificando el lado opuesto y adyacente al angulo de 45°se tiene que, ady = op = 1. Por lo tanto,

o 1 N7 D
sen 45 =5 =3
°:i:_2, 2
cos 45 3 ‘2 1 \

1 s N
c) Para calcular las razones trigonométricas para 60° se utiliza el Una forma para recordar las razones
mismo tridngulo ABC que se utilizé en a). En este caso, ady = 1 trigonometricas de los angulos de 307,
_\E Por lo tant 45°y 60° es recordar como se construyen
y op =N>3. Forlo tanto, el triangulo de 30° y 60° y el triangulo de
o 3 45°, como se muestra a continuacion:
sen 60° = —=,
2 N
cos60° =1,
2 1
o _V3_ o
tan 60 —T—\E. H 45°(
1
J
Conclusién

Las razones trigonométricas para los angulos 30°, 45° y 60° se resumen en la siguiente tabla.

0 30° 45° 60°
e (@ 1 V2 N3
2 2 2 Cuando se calculen las razones
trigonométricas de los angulos
1
cos 0 % g ) 30°, 45° y 60° hay que utilizar los
valores que aparecen en el cuadro.
| | cuad
tan 6 % 1 V3

>
Problemas,

Encuentra las razones trigonométricas secante, cosecante y cotangente para los angulos 30°, 45° y 60°.

&

D




Indicador de logro:

1.4 Determina las razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°.

En la clase anterior se dedujeron las medidas de los lados de los tridngulos notables, por lo que en esta
clase se establecen las razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°.

Propésito:

Establecer las razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°, que son base importante para el
resto del desarrollo de la unidad.

Solucién de problemas:

El problema puede resolverse de dos formas:
e Forma 1. Utilizando la definicidn de las razones cosecante, secante y cotangente.
e Forma 2. Utilizando la relacion de estas razones con las razones seno, coseno y tangente.

En la siguiente resolucidn se utiliza la segunda forma.

De los problemas 3, 4 y 5 de la clase 1.2 se sabe que,

csc0=L=1+sen0, sec9=i=1+cos(9, cotf=—=1=+tan 6.
sen 0 cos O tan 6

Entonces,
csc30°=1+sen30°=1+ % 2,
V3 _ 2 _2\V3
sec30°=1+cos30°=1+ > V3
V3_ 3 _
cot30°=1+tan30°=1+"= \5_\/?
- N2 _ 2
csc45°=1+sen45°=1+ \5-\/5,
sec45°=1 —cos45°—14%=\/§,
cot45°=1+tan45°=1+1=1.
csc60°=1+sen60°=1+g=%=2\/§

sec60°=1+c0560°=1+%=2,

cot 60° =1 =+ tan 60° = 1+\/_=§_
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1.5 Tridngulo rectangulo conocidos un lado y un angulo agudo

Problema inicial
B Dado el siguiente tridngulo, encuentra la medida de los dos lados
faltantes. Aproxima hasta las décimas.

/) u

Solucién
Como se conoce el valor de uno de los dngulos agudos del triangulo se pueden utilizar las razones trigo-
nométricas para calcular la medida de los lados faltantes.

a . .z
Se sabe que tan 55° = 3, entonces a = 3tan 55°. Como 55° no es un dngulo de un tridngulo notable, se cal-
cula el valor de tan 55° con la calculadora, pero antes hay que configurarla de modo que los dangulos estén
medidos en grados, realizando los siguientes pasos:

) MODE . -
Presionar la tecla <P dos veces y presionar la tecla @E. Dependiendo del modelo de la
calculadora, la tecla MODE puede

Ahora que estd configurada la calculadora, se introduce tan 55° como se | aparecer de dos formas.

. . MODE CLR MODE SETUP
muestra a continuacion: Pantalla de la calculadora -
(tan] 5 [ 5] = | = tan 33 ] Si tu calculadora tiene la segunda
| 1 Inlzlnl . .
LHEBINED0T opcién, debes presionar las teclas
Aproximando a un decimal se tiene que a = 3tan 55° = 3(1.4) = 4.2. Para % MODE SETUP

calcular el valor de b se considera el hecho que

y luego presionar la tecla EEMD.

o 3 3
cos 55° == =—
b = b cos 55°

Pantalla de la calculadora

EECIEaEe - [E-ﬂ:.cts. 55

En la calculadora, la
funcion seno aparece

S.ES‘L'S'%'EI'EF.'] como [ED.

Por lo tanto, a =4.2y b=5.2.

Conclusién
Dadas la medida de un lado y de un angulo agudo de un tridngulo rectangulo pueden encontrarse las
medidas de los lados restantes utilizando las razones trigonométricas del dngulo agudo.

b d
Problemasv

@ Encuentra la medida de los lados faltantes en cada triangulo.
a) A b) D c) G

24°

d)




Indicador de logro:

1.5 Encuentra la medida de los lados de un tridngulo rectangulo conocidas la medida de un lado y un

angulo agudo utilizando razones trigonomeétricas.

Luego de haber establecido las razones trigonométricas de los dangulos de 30°, 45° y 60°, se calculan las
medidas de los lados de un tridngulo rectdngulo utilizando razones trigonométricas, cuando se conocen
la medida de uno de sus lados y un angulo agudo. Se introduce ademas, el uso de la calculadora cientifica
para el calculo de razones trigonométricas distintas a las de los dngulos de 30° 45°y 60°.

Posibles dificultades:

El uso de la calculadora cientifica aporta dificultad al desarrollo de la clase, por lo tanto, es importante
guiar al estudiante en el uso correcto de la ella y recordarle en repetidas ocasiones que debe estar confi-
gurada en grados y no en radianes o gradianes. Véase la pagina 153 del Libro de texto.

Solucién de problemas:

a) tan38°=§ = b=2tan38° = 1.6.
°o_2 -2
cos 38 = = c-cos38°~2.5.

Porlotanto, b=1.6yc=2.5.

c) cos70°=£ = g=10cos70°~3.4.

10

sen70°=-—~ = i=10sen70°=9.4.

10
Porlo tanto, g=3.4yi=9.4.

o_ 05 __ o>

e) sen65°=— => m= onge ~ 5.5.
o_ 5 _ -

tan 65° = - > n= o 65° 2.3.

Por lo tanto, m =5.5y n = 2.3.

1

o 1 _ 5
b) sen24 == > e=—_—=r5 2.5.
tan24°=1 o f= _L_<27
an T f T tan24° T
Porlotanto,e=2.5yf=2.2.
d) tan57°=§ = k=3tan57° = 4.6.
o_ 3 __ 3
cos57°=— = l-—c0557°~5.5.

Porlo tanto, k=4.6y [=5.5.

No es obligatorio utilizar |la tangente y el coseno para calcular
las medidas de los lados del tridngulo; es decir, también pue-
de utilizarse la razén seno. Se sugiere que, siempre que sea
posible, se use una razén trigonométrica donde el valor que
se desea encontrar quede como numerador, ya que se facilita
el despeje de la incégnita.
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1.6 Triangulo rectangulo conocidos dos lados

Problema inicial
En los siguientes tridngulos, encuentra las medidas de los dngulos agudos.
a) b) £
C
6 -
3 En un tridngulo ABC, se suele
denotar a la medida del
5 angulo C por C (en cursiva).
A B
DL——1UE
L 2
Solucién - C
a) Obsérvese que cos C = bR El dngulo que cumple esta condicion es el .
angulo de 60°, por lo tanto C=60°y B = 30°. 3(60
30°
A B
b) Del tridangulo se tiene que tanD = 2 Para encontrar el valor del angulo D que cumpla esta A
condicidn se utilizara una calculadora ya que la razdén no corresponde a algun tridngulo notable.
SHIFT 52 Pan-t_allli(.j.eilja calculadora s
L Nl (s -T2 1) N - e fanTnaTes
5H.1585505!
Aproximando a las décimas, se tiene que D = 68.2°. Luego, F = 90° — 68.2° = 21.8°". D E

La funcidn de la calculadora tan™* devuelve un dngulo que cumpla
la condicion que se le indique. Por ejemplo, tan™ 2 devuelve el
angulo 6 que cumple que tan 6 = 3, con 6 entre —90° y 90°.

Conclusién

Dadas las medidas de dos lados de un tridangulo rectangulo se pueden encontrar los dngulos agudos
utilizando las razones trigonométricas.

Problemas
Encuentra la medida de los dngulos agudos de los tridngulos rectangulos.
a) ¢ b) F c) 0
W2
V3
243
A B R M
2 1 N
R
=) L Ee) | &)
2
K G 4
J 3 3 5
H Q
p 2

D

_/




Indicador de logro:

1.6 Encuentra la medida de los dngulos agudos de un tridangulo rectdngulo conocidas las medidas de dos
lados, utilizando las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

En esta clase se calculan angulos agudos de tridngulos rectangulos cuando se conocen las medidas de dos
lados, utilizando las razones trigonométricas. Se utiliza la calculadora nuevamente, en esta ocasidn para
calcular dngulos.

No se profundiza sobre las razones trigonométricas inversas, ya que esto requiere del conocimiento de
Kfunciones biyectivas e inversas, tema que se estudiard en segundo afio de bachillerato.

J
Propésito: Posibles dificultades:
En el Problema inicial se calculan angulos de trian- El uso de la calculadora para determinar angulos al
gulos rectangulos. En el literal a se obtiene una conocer el valor de la razén trigonométrica, ya que
razon trigonométrica conocida, es decir, pueden la calculadora se encuentre configurada en grados.
determinarse los dangulos sin calculadora. En el li- El estudiante debe practicar para que comprenda
teral b, en cambio, la razén no es conocida, por que las teclas sin™t, cos y tan™ devuelven medi-
lo que se calculan los dangulos utilizando las fun- das de angulos.
ciones trigonométricas inversas de la calculadora.
K / g Hay que utilizar la calculadora inicamente _
L cuando aparece el icono de esta.
Solucién de problemas:
a) ¢ b) F
_23 _ - 60° -4 _1_\2
tanB====v3 = B=60". 3 cosD == =35
Luego, C = 30°. = D =45°,
23 Por lo tanto, B=60°y C = 30°. D R Por lo tanto, D = F = 45°.
A > B
° R o d) L cosK=2 = K=48.2°,
tan N=+3 = N =60°. 3
V3 Por lo tanto, N=60°y O =30°, 2 Luego,/=~90°-48.2°=41.8".
3 K Porlotanto,/=41.8°y K=48.2°.
J 3
M
1 N
e I f
) ) R cosP=% = P=66.4°.
G 4 Luego, R =90° - 66.4° = 23.6°.
3 Por lo tanto, P~ 66.4° y R = 23.6°.
H 5

tan G=§ - G=53.1° Q

Luego, / = 90°—53.1° = 36.9°.
Por lo tanto, G=53.1°e / = 36.9°.
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1.7 Practica lo aprendido

1. Determina las razones trigonométricas sen 6, cos 8y tan 6 para cada uno de los siguientes triangulos.
a)
2 3
0
V13

2. Determina el valor de x y y en cada triangulo.

F
/\
45°
E
X
F
[ 6
E
=
F
3
E
5

~

c)

V89 0
5
8
|
/ y
G
x \
a C
) c ) |
8 10
40° ~H
A B
G

4. Calcula la medida de los angulos agudos de los tridngulos rectdngulos hasta las décimas.

D
a) & b) c)
C I
15
3V3 .
G

A e,
B
D

a) b) c)
C
1 0
A 4’
E=3. calcula la medida de los lados faltantes en cada tridngulo. Aproxima tu respuesta hasta las décimas.
b)

)




Indicador de logro:

1.7 Resuelve problemas correspondientes a razones trigonométricas de dangulos agudos de triangulos rectan-

gulos.

Solucién de problemas:

1a) Como hip =13, op = 2 y ady = 3, entonces,
2 _2Vi13 g =9y __3

Vi3 13 OV =%

sen@-m

1b) Como hip =6, op =11y ady = 5, entonces,

sen O = Vi1 ,tan9=g.

5 ,cos@

2a) Utilizando semejanza con el triangulo de 30° y 60°:

x_ 1 _ N3
TR IR
y_ 1 _V3
1=V oY s

2c) Utilizando semejanza con el triangulo de 30°y 60°:

x _7 = x=7\/§ L=

7 _
\/§ 1 , 2 T:y_14

3a) cos 40° —=> c=8cos40°=6.1,

=?:> a=8sen40°=5.1.

Por lo tanto,c= 6.1y a = 5.1.

sen 40°

3c) cos 35°=—= = i =10 cos 35° = 8.2, sen 35° =
Por lo tanto, 1=82yg=5.7.

T\/_—f C = 30°.

43) Se tiene que cos C = >
Por lo tanto, B=60°y C = 30°.

TN13

3Vi3 _op _2
3 ,tan@—ady—3.

1c) Como hip =89, op = 8 y ady = 5, entonces,
8V89 g=_3 5V89 g =

8
89 ’ =Vss g9 w@nt=v.

sen @ =——
\89

2b) Como ADEF es isdsceles, v = 3. Por otra parte,
utilizando semejanza con el tridngulo de 45°:

x _3 _
Ho1 = x=3V2.

Este problema también puede resolverse
utilizando solo semejanza, es decir, sin uti-
lizar el hecho de que el triangulo es isdsce-
les, o aplicando el teorema de Pitagoras.

_6
tan 32°

3b) tan 32° = = 9.6,

= e
=

sen 32° = f Sen632° =~ 11.3.

Porlotanto,e= 9.6y f=11.3.

\h|0\ <w|cn

0> 87 10sen 35°=5.7.

4b) Como tan D =% = D =31°
Luego, F=90°—-31° =59°,
Por lo tanto, D = 31° e F = 59°.

4c) Como cos G = % = G =66.4°. Luego, I = 90° - 66.4° = 23.6°.

Por lo tanto, G = 66.4° e [ = 23.6°.
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1.8 Aplicacion de las razones trigonométricas

Problema inicial
B Un carpintero compra una escalera de 25 pies y en las instrucciones de uso dice que la posicién mas segura

para ubicarla sobre la pared es cuando el pie de la escalera se encuentra a 6 pies de la pared. ¢ Qué angulo
forma la escalera con el suelo?

Solucién
Se puede formar un triangulo rectangulo, como muestra la figura. Aplicando razones
trigonométricas se tiene que
cos B = %.

Utilizando la calculadora para calcular el dngulo se tiene
Pantalla de la calculadora 25 pies

SHIFT

cos™ .
S DUOoOBBee T,

Entonces, el angulo que forma la escalera con el suelo es aproximadamente 76°.

Conclusién
Las razones trigonométricas pueden utilizarse para calcular angulos de inclinacién que forman algunos
objetos con superficies planas, para calcular distancias entre dos objetos o alturas de edificios o arboles.

Problemas/

B 1. Un patinador hara una pirueta sobre una rampa cuyo largo es de 2 metros. Si |a
altura de la rampa es de 1 metro, écual es el angulo de inclinacién de la rampa?

B 2. Las tres bases por las que debe pasar un beisbolista estén sobre un cuadrado
de 90 pies, como muestra la figura. ¢ A qué distancia se encuentra el lanzador
del bateador?

B 3. Una escalera de 20 pies yace sobre una pared y alcanza una altura de 16 pies,
écual es el dngulo de inclinacidn de la escalera con respecto al suelo?

bateador

B 4. Un guardabosques que se encuentra en el punto A observa un incendio directamente al sur. Un segundo
guardabosques en el punto B, a 7 millas del primer guardabosques observa el mismo incendio a 28° al
suroeste, équé tan lejos estd el incendio del primer guardabosques?

|q--r -

1ot




Indicador de logro:

1.8 Utiliza tridngulos rectangulos y razones trigonométricas para resolver problemas del entorno.

Luego de haber resuelto problemas que requieran de la aplicacion de razones trigonométricas para calcu-
lar angulos o medidas de lados de triangulos rectangulos, se abordan problemas del entorno que pueden
resolverse utilizando tridngulos rectdngulos y razones trigonomeéticas.

Propésito:

Con el Problema inicial se introduce el uso de las razones trigonométricas para resolver problemas del
entorno. La elaboracién de graficos sencillos como ayuda visual para la resolucién de los problemas es
importante en este punto.

Solucién de problemas:

1. De los datos que muestra la figura se tiene que tan 6 = % Asi, 8 = 26.6°. Por lo tanto, el angulo de inclina-
cion de la rampa es de 26.6° aproximadamente.

2. Se define d como la distancia entre el lanzador y el bateador. Puede observarse que sen 45° = %, enton-
ces d = 90 sen 45° = 90(%) = 45+72. Es decir, d ~ 63.6.
Por lo tanto, la distancia a la que se encuentra el lanzador del bateador es de 63.6 pies aproximadamente.

3. Realizando un grafico y ubicando los datos: .

Con los datos que se conocen puede establecerse que

20
16 _ 4 ~ 16
senf==— == pies pies

Es decir, 8 = 53.1°. Por lo tanto, el dngulo de inclinacion de la esca- 0
lera con respecto al suelo es de 53.1° aproximadamente.

4. Los datos que se tienen se muestran en el siguiente grafico: A 7 mi B

Con los datos que se conocen puede establecerse que 28°
tan 28° =g = d=7tan 28°=3.7.

Por lo tanto, el primer guardabosques se encuentra a 3.7

. . . . incendio
millas aproximadamente del incendio.
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1.9 Angulo de depresion

Problema inicial
Un fotdgrafo profesional desea tomarle una foto a una granja que observa
desde un globo aerostdtico que esta a una altura aproximada de 475
metros del suelo y a una distancia de 850 metros de la granja, observa la
figura. ¢ Cudnto mide el dngulo 6 si la linea punteada es horizontal?

-

Solucién
Se etiqueta el tridngulo formado por AABC, como muestra la figura. En-
tonces, <CAB = 0 ya que la linea punteada es paralela a AB. Utilizando

razones trigonométricas, se tiene que

475
sen 6 = 350"

Utilizando la calculadora,
SHIFT sen®

| Weenl (J4aJ7J5 J-JeJsJol) ] =

}

Pantalla de la calculadora

sen (475250 3
I3, 97447595

Por lo tanto, 0 = 34°.

Definicion
Si un observador se encuentra por encima de un objeto, al angulo que se forma entre una linea horizontal
imaginaria y la linea de visidn hacia el objeto se le llama angulo de depresién. Por ejemplo, el angulo 6 que
aparece en el dibujo del Problema inicial es un angulo de depresion.

*
Problemas.

B 1. Un faro tiene 75 pies de altura, y desde la punta de este se observa
un bote de modo que el coseno del dngulo de depresion es %, iqué
tan lejos esta el bote del faro?

& 2. Desde la parte alta de un viejo edificio, un nifio observa a un perro
que se encuentra en la calle, de modo que se forma un angulo de
depresion de 37°. Si la altura del edificio es de 9 m, ¢a qué distancia
de la base del edificio se encuentra el perro?

& 3. Un edificio tiene 100 metros de altura, y desde su punto mas alto hay una persona observando unas
ardillas comiendo en el suelo. La tangente del dngulo de depresidn del observador es %, éa qué distancia

estan las ardillas de la base del edificio?

& 4. Una persona que mide 1.5 metros se encuentra en un muelle que sobresale 3.5 metros por encima del
mar. La persona observa un bote con un angulo de depresién de 10°, éa qué distancia estd el bote del
muelle?

D




Indicador de logro:

1.9 Utiliza las razones trigonométricas para calcular dngulos de depresidn en problemas del entorno.

Propésito:
En esta se clase contintda con problemas de aplica- El Problema inicial pretende introducir la defini-
cion de la trigonométria; en esta ocasion se abor- cion de angulo de depresién y seguir consolidan-
dan problemas sobre angulos de depresién. La do el uso de las razones trigonométricas para re-
elaboracion de graficos sencillos para la resolucién solver problemas del entorno.
de los problemas continua siendo importante.
_ L J
Solucién de problemas:
1. Elaborando un grafico y ubicando los datos que se conocen, se tiene el C o
dibujo de la derecha. f@
Por angulos alternos internos entre paralelas, el angulo ABC es igual a 6. 75
Entonces, pies
AB o 6.
—=—=>
cos 0= BC = 5 0 =36.9°. Iy =B
Luego, tan 6 =— = tan 36.9° = : = AB= %z 99.9. La forma de elaborar los gréficos

es variada. El objetivo de hacer
el grafico es dar apoyo visual en
la resolucion de los problemas.

Por lo tanto, el bote esta a 99.9 millas del faro aproximadamente.

2. Elaborando un grafico y ubicando los datos, se obtiene un grafico como
el de la derecha.
Por angulos alternos internos entre paralelas, el angulo MPN es igual a
37°. Entonces,

o_9 __ 9 _
tan 37° = 7> d——tan 37 = 11.9.

Por lo tanto, el perro se encuentra aproximadamente a 11.9 metros de la
base del edificio.

3. Al elaborar un grafico, como muestra la figura de la derecha, se deduce

que el dngulo OPQ es igual a 8, por angulos alternos internos entre para-
lelas. Luego,
0Q_100_5 _ 4(100) _
tan 6 = op-op -7 = OP=—%— =80 100 m
Por lo tanto, las ardillas estan a 80 metros de la base del edificio. Hf“xggdillas
o)
4. Se elabora un grafico y se ubican los datos, como
muestra la figura de la derecha. El angulo ABC es
igual a 10°, por angulos alternos internos. e e e e nnaaas
e
Luego, LA T
354155 o 5 _ T
tan 10 7 = d=-"57284. 3smo e
Por lo tanto, el bote esta a 28.4 metros del muelle 10 ( T‘j7
A d B

aproximadamente.

@ Sugerencia Metodoldgica



1.10 Angulo de elevacién

Problema inicial

B Un guardabosques quiere calcular la altura de un arbol y para ello se coloca a 7 metros de la base del arbol
y observa la punta de este con un angulo de 74°. Si la altura del guardabosques es de 1.6 metros, écual es
la altura del arbol?

Solucién

por lo que BC = 7tan 74°. Se puede utilizar la calculadora para encontrar BC:

Pantalla de la calculadora

BOMBEE = [

24.4119@111}

Al valor de BC hay que sumarle la altura del guardabosques, por lo que
la altura del &rbol es aproximadamente 24.4 + 1.6 = 26 metros. 1.6m

Definicién
Si un observador se encuentra por debajo de un objeto, al angulo que se forma entre una linea horizontal
imaginaria y la linea de visién hacia el objeto se le llama angulo de elevacién. Por ejemplo, del gréfico del
Problema inicial, el dngulo de elevacion es «xCAB.

Problemas 7

B 1. Una guardabosques debe entrenar a un nuevo equipo de madereros para calcular la altura de los arbo-
les. Como ejemplo, ella camina a 12 metros de la base de un arbol y estima que el angulo de elevacién
desde el suelo a la punta del arbol es de 70°. Calcula la altura del arbol.

B 2. Para calcular la altura a la que se encuentra una nube del suelo durante la noche, se dirige un rayo ver-
tical de luz hacia un punto de ella. En algin punto sobre el suelo, a 135 pies de donde se emite el rayo,
se determina que el angulo de elevacidon hacia el tope del rayo es de 65°. ¢Cual es la altura a la que se
encuentra la nube?

B 3. Un nifio estd a 2 metros de un drbol y observa a un gato que ha quedado atrapado en la punta del &rbol.
Si la altura del nifio es de 1 metro y el dngulo de elevacidon es de 60°, ¢a qué altura estd el gato del suelo?

B 4. Un nadador esta a 8 metros de un pefiasco observando una gaviota so-
bre la punta de un viejo edificio que estd sobre el pefiasco. Si el angulo
de elevacion del nadador es de 60°, équé tan alto esta la gaviota respec-
to al nivel del mar?




Indicador de logro:

1.10 Utiliza las razones trigonométricas para calcular dngulos de elevacién en problemas del entorno.

Luego de haber introducido el angulo de depresidn, se introduce el angulo de elevacion y se resuelven
problemas del entorno que lo involucren.

Solucién de problemas:

Para los problemas que no tienen dibujo en su enunciado, se elabora un grafico sencillo para facilitar su
resolucion.

1.7
tan 70° =2t = h=12tan 70° = 33.
h Por lo tanto, la altura del arbol es de aproximadamente 33 metros.
| N
—12 m—
2.
tan 65° = = = /= 135 tan 65° = 289.5.
/ Por lo tanto, la nube esta a 289.5 pies del suelo aproximadamente.
rayo h
il I bl dond | d lad
En los problemas donde intervengan personas y su altura, se desprecia la distancia
I—S%SS—l que hay desde los ojos hasta el limite de la cabeza.
3 ggio .
W tan 60°=2 = /=2 tan 60°=2V3 = 3.5.
h  Luego, la altura a la que se encuentra el gato es de 3.5 + 1 = 4.5 metros
J aproximadamente.
)60
T/IL 2m
im
L
! 2m

4. De los datos proporcionados y del dibujo mostrado en el problema se tiene que
tan 60°=2 = h=8tan60° =83 =139,

Por lo tanto, la gaviota estd aproximadamente a 13.9 metros del nivel del mar.
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1.11 Actividad. Construccion de un clindmetro ~

\_

Un clindmetro es un aparato que se utiliza para medir inclinaciones en superficies, aunque también se
utiliza para calcular alturas de edificios, arboles, postes, etc. Los clindmetros profesionales son sencillos de
utilizar, y esta actividad muestra cdmo construir uno.

Funcionamiento de un clinémetro

El observador coloca el clinémetro como muestra la figura
y a través de un tubo observa el objeto. Un objeto de peso
esta amarrado a una cuerda y esta a su vez esta amarrada al
transportador.

Linea de visidn

Al colocar el clindmetro como muestra la figura, se forma
un tridngulo rectangulo (el AABC) entre la linea de vision, la
linea horizontal imaginaria y el trozo de cuerda

tensado. El angulo que marca la cuerda en el !

transportador es el angulo BCA. Entonces,

en el AABC se tiene que: , )
Linea horizontal

0 WV o
1 imaginaria

<« CAB =90° — «BCA = 90° - 60° = 30°. -

Se puede observar que con este procedimiento, el dngulo
calculado corresponde al dngulo de elevacion.

Objeto de peso

Materiales

e Un transportador e Lana o un trozo de cuerda

¢ Una pajilla e Tijeras

¢ Cinta adhesiva e Un objeto pesado, puede ser una tuerca de 20 mm
Actividad

1. Algunos transportadores tienen un hueco en su cen-
tro, por lo que puede amarrarse un trozo de cuerda en
este hueco. Si no tiene el hueco, puede pegarse con
un trozo de cinta adhesiva, donde estd el centro del
transportador. La longitud del trozo de cuerda debe
sobrepasar al radio del transportador.

2. Cortar un trozo de pajilla, con longitud igual al diametro del trans-
portador. Pegar el trozo de pajilla con cinta adhesiva, con cuida-
do de no apretarla ya que hay que ver a través de ella.

3. En el extremo de la cuerda que quedd libre, amarrar la tuerca.

El clindmetro esta listo para utilizarse. L Objeto de peso P

Problemas
1. Calcula la altura de un arbol que se encuentre a tu alrededor utilizando el clinémetro para determinar el
angulo de elevacion.

2. Con el clindmetro construido en la Actividad 1.11, ¢ puedes calcular dangulos de depresién? Si la respuesta
es afirmativa, explica como. Y,

®

&




Indicador de logro:

1.11 Construye un clinédmetro casero para hacer mediciones de angulos de elevacion.

Propésito:

Construir una herramienta que sirva para medir
angulos de elevacion, ademas de deducir el fun-
cionamiento de dicha herramienta utilizando an-
gulos.

Luego de haber calculado angulos de depresién
y elevacién, se elabora un clinémetro como he-
rramienta para medir dngulos de elevacién en el
entorno.

Solucién de problemas:

1. Pueden medirse otros angulos de elevacion, como por ejemplo, el angulo de elevacién al observar el tope
de un aro de baloncesto.

Como la idea es comprobar que el clindmetro funciona para el calculo de la altura
de objetos, puede medirse previamente una pared, con una cinta métrica. Luego,
se ubica un punto en el suelo desde donde se medira el tope de la pared, por
ejemplo, a 50 centimetros, y a partir de ahi se mide el angulo de elevacién.

ZQf) cm
Al medir el dngulo de elevacién, puede calcularse la altura de la pared
utilizando la tangente del dngulo. Luego, se compara el valor obtenido
con la altura original de la pared.
I 50 cm

Este es un ejemplo, sin embargo, la pared puede tener menos

alturay el punto en el suelo puede estar mas lejos o mas cerca. , ., .
yelp P ) El angulo de elevacion dependera de la altura

de la persona que haga la medicion.

2. Se puede observar un objeto que esté por debajo de la linea horizontal imaginaria y al realizar esta accion,
se obtiene un esquema como el siguiente:

Linea horizontal
, imaginaria

Linea de visidon

o

Haciendo un analisis parecido al que se hizo con la medicion de los dangulos de elevacion, se tiene que el
angulo que marca la cuerda es el angulo BCA del tridngulo ABC. Ademas, el angulo ABC del triangulo es
igual al angulo de depresidn, 6. Entonces, del tridngulo rectangulo ABC se tiene que 6 = 90° — 75° = 15°,

|~ —— e —

Por lo tanto, con el clinédmetro se pueden medir dngulos de depresidn, y es igual al complemento del an-
gulo que marca la cuerda de este.
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1.12 Aplicaciones de las razones trigonométricas ~

B 1. Un pescador estd a 12 km de un barco que se encuentra al este de él y observa un faro a 60° desde la linea
de visidn con el barco. ¢A qué distancia esta el barco del faro si se encuentra en direccién sur del barco?

2. Un globo aerostdtico es amarrado a una roca con un lazo de 20 metros. El seno del angulo que forma el
lazo con el suelo es %, équé tan alto esta el globo?

3. En el dibujo, ¢cudl es la distancia entre la Base 1y la fogata?

[ 4. Un hombre observa desde el tope de un faro una embarcacién pesquera y estima que el angulo de de-
presidn es de 25°. Si la altura del faro es de 40 metros, éa qué distancia estd la embarcacién del faro?

[ 5. Un hombre se encuentra en un edificio observando otro edificio que estad a 100 m de distancia. El angulo
de elevacion al tope del edificio es de 30° y el angulo de depresion a la base es de 15°, ¢cual es la altura
del edificio que observa? Desprecia la altura del hombre.

B 6. Desde un globo aerostatico a 2 km de altura, se observan dos pueblos. El dngulo de depresién a ambos
pueblos es de 80° y 20°. ¢ A qué distancia estan los pueblos?




Indicador de logro:

1.12 Resuelve problemas correspondientes a las aplicaciones de las razones trigonométricas al entorno.

Solucién de problemas:

1. 12 km  barco ° d
pescador A tan 60 - E

= d=12tan 60° =12+/3 = 20.8.

Por lo tanto, el barco estd a 20.8
kildmetros del faro aproximada-

faro mente.

_3_nh _3(20) _
sen0—4—20 = h= 2 =15.

20m  porig tanto, el globo estd a 15

[\ metros del suelo.

d

3. Sea d la distancia entre la Base 1y la fogata. Entonces sen 30°=— = d =36 sen 30° = 36(%)= 18.

Por lo tanto, la Base 1 estd a 18 metros de la fogata.

a.tan25°=20 o ¢=_20 _.g53.

36

observador

d tan 25°
Por lo tanto, la embarcacion estd aproximadamente a 85.8 metros del faro. 40 m
- ¢
—[ tan 30° = 100 S0 - )
¥ = x=100tan 30° tan20°=7
30° _1 = X= o
------ 157 y tan 15° = = 2 km tan 20
------- 1 o _ g
——100 m— = y=100tan 15° tan 80" = Y
La altura del edificio que observa el hombre es o e = Y %nsor
| |
x+y=100tan 30°+ 100 tan 15° | Jx ' |
=100(tan 30° + tan 15°) B 2 2
Luego, d-x—y “Gn20° tango - 5.1.

= 84.5.

Por lo tanto, la altura del edificio que el hombre
observa es de 84.5 metros.

Se recomienda hacer el calculo hasta el final,
para tener una mejor aproximacion.

Por lo tanto, los pueblos estan aproximadamen-
te a 5.1 kilémetros de distancia.

Si hay confusién en la pregunta del problema
6, hay que aclarar que se refiere a la distancia
qgue hay entre los pueblos.
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2.1 Distancia entre dos puntos

Problema inicial
Dados dos puntos P(x,, y,) y Q(x,, y,) en el plano cartesiano, écual es la distancia entre los puntos?

Se define la distancia entre dos puntos como la longitud
del segmento de recta que une ambos puntos.

Solucién
Supdngase que x, # x, Y ¥, ¥ ¥,- Si se trazan rectas perpendiculares a los ejes que pasen por Py Q, como
muestra la figura, el punto O tiene coordenadas (x,, ;). De aqui se deduce que OP =x,—x, yQO =y, —y,.
Luego, por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo POQ, se tiene que

Y Qs y,)

(PQ)2 = (OP)Z + (QO)Z = (xz - xl)z + (yz _yl)z'

Pero PQ > 0 por ser una distancia, entonces YT

Py, y,) 0l

PQ=\/(xz_x1)2+(yz_y1)2- )

Six,=x,Yy,#y, entonces la distancia de P a Q seria

= PQ:\/(xz_xz)2+(yz_y1)2 =\/(yz_y1)2 = |y2_y1|-

Para todo numero real

De manera analoga, si x, # x, Y y, = y,, la distancia de P a Q seria 60 QUGS
\a’ = |al.

= PQ:\/(xz_x1)2+(y2_y2)2 =\/(x2_x1)2 = |x2_x1|'

Definicion
La distancia de dos puntos Py Q en el plano con coordenadas (x,, ¥,) y (x,,y,) respectivamente, denotada
por d(P, Q) estd dada por

d(P, Q) =PQ = y(x,-x,)’ + (v, - ).

Ejemplo

Calcula la distancia entre los puntos P(-1, 3) y Q(2, 1).

La distancia es,

d(P,Q) =N(2-(-1))*+(1-3)?
=32+ (-2
=\9+4
=13.

P >
roblemas £
1. Calcula la distancia entre los puntos P y Q.

a) P(=2,-1), Q(2, 2) b) P(7, 2), Q(4,-2) c) P(2,-2), Q(-8, 4)
d) P(1, 1), Q(9, 2) e) P(0, 1), Q(3,5) f) P(=3,5), Q(7,-9)
g) P(-1, 4), Q(2, 4) h) P(3, 2), Q(3, 2) i) P(-1, 0), Q(-1, 0)

2. Demostrar que si P(x,, v,) y Q(x,, y,), entonces d(P, Q) = d(Q, P).
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Indicador de logro:

2.1 Calcula la distancia entre dos puntos del plano cartesiano.

Se inicia la leccidn con la deduccidn y aplicacion de la féormula para calcular la distancia entre dos puntos
ubicados en el plano cartesiano.

Propésito:

Con el Problema inicial se deduce la férmula para calcular la distancia entre dos puntos en el plano carte-
siano, mientras que el Ejemplo muestra la forma de usarla.

Con respecto a la seccion de Problemas, el problema 1 refuerza el uso de la formula, y el problema 2
muestra el hecho de que la distancia entre dos puntos P y Q es igual a la distancia entre Qy P.

Solucién de problemas:

1a) d(P, Q) =(2-(-2))2+ (2 - (-1))? =42+ 32=1/16 + 9 =425 = 5.

1b) d(P, Q) =\(4-7)2 + (-2 = 2)? =/(-3)? + (-4)? =\/9 + 16 =25 = 5.

1c) d(P, Q) =+(-8 = 2)2 + (4 — (<2))? =\/(~10)? + 62 =+/100 + 36 =136 = 2+/34.

1d) d(P, Q) =(9—-1)*+ (2—1)? =82 + 12 =64 + 1 =+/65.

1le) d(P,Q)=\(3-0)2+(5-1)2=32+42=19 + 16 =25 = 5.

1f) d(P, Q) =+(7 - (-3))2 + (-9 — 5)2 =/10% + 142 =100 + 196 =296 = 2+/74.

1) d(P, Q) =\2— (L] + (4= 47 =\F+ 0 =y3 =3,

También se puede calcular la distancia tomando
primero las coordenadas de Qy luego de P, solo hay
1h) d(P,Q) =+(3-3)*+(2-2)2=02+02 = 0. que tener especial cuidado que debe ser en orden.

1i) d(P,Q)=+(-1-(-1))?+(0-0)2=0

2. Se sabe que

d(PI Q) = \/(xz _xl)z + (yz _yl)z-
Por otra parte, (d(Qr P))2 = (xl _xz)z + (y1 _yz)z = [_(xz _xl)]z + [_(yz _yl)]z = (xz _xl)z + (yz _yl)z'
Pero (x, — x,)2 + (v, — ¥,)* = [d(P, Q)]?, por lo tanto,

d(p, Q) =d(Q, P).
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2.2 Simetrias en el plano cartesiano*

Problema inicial

-
Se toma el punto P(a, b) sobre el plano cartesiano. Determina lo siguiente respecto al punto P:
a) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje x.
b) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje y.
c) Las coordenadas del punto simétrico respecto al origen.
d) Las coordenadas del punto simétrico respecto a la recta y = x.
- J
Solucién
a) Sea P'(x, y) el punto simétrico de P respecto al eje y. Por propiedades de Y
simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje y y si Q es la interseccion P'(x,y) 9
de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q. P(a, b)
Como el segmento PP' es horizontal, solo la primera coordenada de P'
cambia. Py P' estdn a la misma distancia del eje y, por lo tanto la primera < 0 Bc
coordenada de P' es el nUmero opuesto a a, es decir —a.
Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje y es P'(-a, b). N2
b) Sea P'(x, y) el punto simétrico de P respecto al eje x. Por propiedades de yr
simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje x y si Q es la interseccidn P(a, b)
de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q.
Como el segmento PP' es vertical, solo la segunda coordenada de P' cam- ¢ S
bia. P y P' estéan a la misma distancia del eje x, por lo tanto la segunda ° Q X
coordenada de P' es el nimero opuesto a b, es decir —b.
Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje x es P'(a, —b). P'(x,y)
c) Sea P'(x, y) el simétrico de P respecto al origen O. Por definicién de sime- y
, . , . y=mx
tria respecto a un punto, se tiene que OP = OP', es decir
P(a, b
(OP)? = (OP)? (@)
= (x-0)0+(y-0)°=(x'-0)*+(y' - 0)?
N 4= 2 4y (1) < g >
y y X
Pero P y P' estdn sobre la recta y = mx, por lo que también se cumple
que y' = mx'. Sustituyendo y y ¥' en (1) se tiene b, y)
! A4

X%+ m2x?= x'? + m2x"?
= 21+ m?)=xY1+m?);
comol+m?’#20 = x?=x? = x'=xo0bienx' =-x.

Si x' = x entonces ¥' = mx' = mx =y, por lo que P' resulta ser el mismo punto P. Si x' = —x entonces
y'=mx'=—-mx =—y, asi P'(—x, —y) es el simétrico de P respecto al origen. Por lo tanto, P'(—x, —y).

133




d) Primero véase que, si se toma el punto S(a, a) sobre la recta y = x, al trazar el
triangulo OTS se deduce que tan a =1, por lo que « = 45°; es decir, larectay = x
divide en dos partes iguales a los cuadrantes | y Ill del plano cartesiano.

Sea P(a, b) un punto del plano cartesianoy P'(x, v) su simétrico respecto a la recta ¢
y = x. El resultado no se ve afectado si consideramos a P sobre la recta y = x. Sea
Q la interseccion del segmento PP'y la recta y = x. Por propiedades de simetria,
PP’ es perpendicular a dicha rectay PQ = P'Q.

T P(a, b) Se traza el segmento vertical PR. Los tridngulos PQR y P'QR son congruentes
b ' ya que PQ =P'Q, QR es lado comun y <PQR = «P'QR = 90° (criterio LAL). Por
4 lo tanto,

PR=P'Ry<PRQ=<¥P'RQA. =-eoommeeeeee (2)

TR Py
. Pero «PRQ = 45°, ya que PR es paralela al eje y. Luego «P'RQ = 45°, por
a X lo que <P'RP = 90°. Por tanto, P'R es perpendiculara PRy asiPR=x—-ay

PR=b-y.

De (2) se tiene que PR =P'R, pero PR=b —q, por lo que b —a =P'R=x—q, es decir x = b. De igual forma,
b-a=PR=>b-y,esdecir, y = a. Por lo tanto, las coordenadas de P' son (b, a).

Teorema
Si P(a, b) es un punto sobre el plano cartesiano entonces:
e P'(a, —b) es el punto simétrico de P respecto al eje x. . »
. P= b) | nto simétrico de P r to al ei A la recta que tiene por ecuaciony =x se le
2 (0 (=5 & [REINED & . el C.O S F M il eJe:y' conoce como recta identidad.
¢ P'(—a, —b) es el punto simétrico de P respecto al origen.

P'(b, a) es el punto simétrico de P respecto a la recta y = x.

Ejemplo
Sean P(—1, 3) y Q(—2, —3) dos puntos en el plano. Determina el simétrico de P y Q respecto al eje x, respecto
al eje y, respecto al origen y respecto a la recta identidad.

a) El simétrico de P respecto al eje x es P (-1, =3).
El simétrico de P respecto al eje y es P,(1, 3).
El simétrico de P respecto al origen es P,(1, —3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es P,(3, —-1).

b) El simétrico de Q respecto al eje x es Q,(-2, 3).
El simétrico de Q respecto al eje y es Q,(2, —3).
El simétrico de Q respecto al origen es Q,(2, 3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es Q,(-3, —2).

*
Problemasw
1. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y, respecto al origen y respecto

alarectay=x.
a) P(1, 4) b) P(3,-2) c) P(-3,-1)

d) P(-5, 4) e) P(2,0) f) P(0, -3)

2. ¢Puede encontrarse el simétrico respecto al origen de un punto P haciendo una simetria respecto al eje
x y luego haciendo otra simetria respecto al eje y? Justifica tu respuesta.

e
W,
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Indicador de logro:

2.2 Determina las coordenadas del punto simétrico de un punto del plano cartesiano respecto al eje x, al eje y,
al origen y a la recta identidad.

Propésito:
En esta clase se establecen las coordenadas del Esta clase, junto con la clase 2.1, tiene como ob-
punto simétrico de un punto del plano cartesia- jetivo establecer algunas herramientas necesarias
no. Las simetrias que se determinan son respecto para el calculo de razones trigonométricas de an-
a los ejes coordenados, al origen y respecto a la gulos no agudos. La simetria, en particular, se uti-
recta identidad y = x. lizara en toda la Leccion 2.
N\ ! AN D
Solucién de problemas:
p Respecto al Respecto al Respecto al Respecto a la
unto . : . . :
eje x ejey origen recta identidad
1a) (1,4) P.(1,-4) P,(-1, 4) P3(-1,-4) P.(4,1)
1b) (3,-2) P.(3,2) P,(-3,-2) Ps(-3, 2) P,(-2, 3)
1c) (-3,-1) P.,(-3,1) P,(3,-1) Ps(3,1) Ps(-1,-3)
1d) (_Sr 4) Pl(_sl _4) PZ(SI 4) P3(51 _4) P4(4r _5)
le) (2,0) P.(2,0) P,(=2, 0) P3(=2, 0) P4(0, 2)
1f) (0, _3) Pl(ol 3) PZ(OI _3) P3(01 3) P4(_3r 0)

2. Sea P(x, y) un punto en el plano cartesiano. Las coordenadas del punto simétrico de P respecto al origen
son (—=x, —y).

Por otra parte, el simétrico de P con respecto al eje x tiene coordenadas (x, —y). Ahora, el simétrico de
(x, —y) respecto al eje y tiene coordenadas (—x, —7).

Por lo tanto, al calcular el simétrico de un punto respecto al eje x y luego al eje y se obtienen las coor-
denadas del simétrico del punto respecto al origen.



-
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2.3 Angulos
Definicion
Se ubica un rayo sobre el eje x con punto inicial en el origen del plano cartesiano A~
y se rota este rayo alrededor del origen; a la abertura entre el rayo inicial y el y lado terminal
final se le Ilama angulo y al rayo inicial se le Ilama lado inicial y al rayo final se le
llama lado terminal del angulo. Se dice que un dngulo esta en posicidn estandar
si su lado inicial esté sobre el lado positivo del eje x y su vértice sobre el origen. Vertice
Un angulo puede medirse en grados y cada grado resulta de dividir una <—f S 2
circunferencia en 360 partes iguales, siendo cada parte 1° (un grado). J
Si un angulo se genera mediante una rotacion en el sentido antihorario serd positivo, y una rotacién en el
sentido horario genera un angulo negativo.
Dependiendo en qué cuadrante esta el lado terminal del angulo, se dice que el dngulo es de dicho cuadrante.
Ejemplo
Dibuja cada dngulo en posicién estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 120° b) -70° c)-150°
) ) ) rCuando se construye el plano carte—\
siano se obtienen cuatro secciones
Como el lado final estd en el segundo a las que se les llama cuadrantes y
cuadrante, 120° pertenece al segundo se enumeran a partir del cuadrante
superior derecho y en sentido an-
cuadrante. ) .
tihorario.
y/\
N .
Segundo Primer
X Cuadrante Cuadrante
y/ < >
X
b) Para graficar este angulo, como va en el caereer cluarto |
sentido a las agujas del reloj, se coloca el d )
transportador hacia abajo y se marca 70°.
Como el lado final estd en el cuarto
cuadrante, —70° pertenece al cuarto
cuadrante.
c) Para graficar este dngulo, como va en el
sentido a las agujas del reloj, se coloca
el transportador hacia abajo y se marca
150°.
Como el lado final estd en el tercer
cuadrante, —150° pertenece al tercer
cuadrante.
P *
roblemas Z
Dibuja cada dngulo en posicién estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 80° b) 310° c)-170°
J

=
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Indicador de logro:

2.3 Determina el signo y el cuadrante al que pertenece un dngulo en el plano cartesiano.

Esta clase es introductoria, en ella se define a un angulo como la abertura entre dos rayos, uno de ellos
ubicado sobre la parte positiva del eje x y el otro que gira alrededor del origen del plano cartesiano. Los
elementos que componen un angulo, ya han sido abordados en Educacién Basica, por lo que esta es una
extension del concepto de angulo. Ademas, se define el signo del dngulo dependiendo de si gira en senti-
do horario o antihorario, y se define la pertenencia del dngulo a un cuadrante del plano cartesiano.

. /

Propdsito:

Introducir dngulos mayores que 90° y menores que 0° y la identificacién del cuadrante al que pertenecen,
este Ultimo concepto es importante para el calculo de razones trigonométricas, el signo de estas y la ubi-
cacion de angulos en el plano cartesiano.

Solucién de problemas:

a) Como el angulo es positivo, se dibuja en el sentido contrario a las
agujas del reloj. El lado final estd en el primer cuadrante, por lo
tanto 80° pertenece al primer cuadrante.

SR\

b) Como el transportador no mide angulos mayores a 180°, en este
caso se mide el angulo que falta para dar la vuelta completa. Fal-
tan 50° para llegar a 360°, se coloca el transportador y se miden
los 50° que faltan para la vuelta completa.

SR\

Como el dngulo es positivo, se mide en el sentido contrario a las
agujas del reloj. El lado final esta en el cuarto cuadrante, por lo
tanto 310° pertenece al cuarto cuadrante.

¢) Como el dngulo es negativo, se mide en el sentido de las agujas
del reloj. El lado final esta en el tercer cuadrante, por lo tanto
—170° pertenece al tercer cuadrante.

SR\

Si el transportador es un circulo,
no es necesario girarlo.




2.4 Angulos mayores a 360° y menores a —360°

Problema inicial
t Dibuja los angulos 480°, 930°, 2150° y —1 150°. }

Solucién
Para dibujar los angulos, hay que recordar (de la clase anterior) que una circunferencia se ha dividido en 360
partes iguales y cada parte representa 1°, por lo tanto, un angulo de 360° representa una vuelta completa.

a) Se escribe 480° como 360° + 120°, entonces al b) Observa que 930° = 360°(2) + 210°, entonces al
dibujar el angulo se obtiene dibujar se obtiene

Y Y

S
480Ky x

N

ﬁ%&w
)/

X

V

c) Observa que 2150° = 360°(5) + 350°, entonces d) Como el angulo es negativo hay que medirlo en
al dibujar se obtiene el sentido de las agujas del reloj, ademas

-1150° =-360°(3) — 70°

y

y N

-1 150% %\

2150°

&
~

(2

Observa que —1150° también puede escribirse como

360°(=3) — 70° = 360°(=3) — 70° + 360° — 360° = 360°(—4) + 290°
lo cual resulta mas util, ya que de este modo no se trabaja con
angulos negativos.

Conclusién
Para dibujar un angulo mayor a 360° se determina cudntas vueltas completas contiene el angulo y el lado

terminal serd el que corresponde al angulo menor de 360° que queda al descomponer el angulo.

Por ejemplo, si 6 =360°n + 6', con n un nimero entero distinto de cero, n representa el nimero de vueltas
completas que contiene el dngulo y 0 < 6' < 360°, el lado terminal de 6 sera igual al lado terminal del dn-
gulo 6'. Si n >0, el dngulo se mide en el sentido antihorario y si n < 0, el dngulo se mide en sentido horario.

Problemas ./
Dibuja cada angulo.
a) 1000° b) 990° c) 1480°
d) -1500° e)-1315° f) -1880°

139
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de logro:

2.4 Grafica en el plano cartesiano dngulos mayores a 360° y menores a —360°.

completas g

ue da.

Se grafican dngulos mayores a 360° y menores a —360° mediante la identificacién del nUmero de vueltas

Posibles di

ficultades:

Identificar el nimero de vueltas completas que hay en un dngulo puede significar una dificultad para el
estudiante, especialmente cuando el angulo es negativo. Este paso puede hacerse utilizando la division.

Solucién de pr
a)1000°=3

100
ya
N

oblemas:
60°(2) + 280°.

NN

c) 1480° =3

1480°/

70,
N

e\

N

80°

WV
60°(4) + 40°.
y/\

40°

N

e) -1315° = —-360°(3) — 235°.

i

y/\
125°
< Q@’\ >
X
-1315°
WV

RV

b) 990° = 360°(2) + 270"
Y.

Para graficar un angulo mayor

que 360° 0 menor que —360° solo

es necesario graficar el angulo ya
menor de 360° que se obtiene al
descomponer el dngulo inicial.

9907

e\

90°

d) -1500° =-360°(4) — 60°.
YN

N

7Y
Z

A4

f) —1880° = —360°(5) — 80".
y

-1880°

N

R\/

—1315° =-360°(3) — 235° + 360° — 360°

=-360°(4) + 125°

22

Para graficar angulos
negativos debe ini-
ciarse del lado posi-
tivo del eje x.



~

2.5 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 1

Problema inicial

dexyy. Y
P(x, y)

-

Considera el dngulo 6 de la figura. Expresa los valores seno, coseno y tangente del angulo 6 en términos

Solucién
Se dibuja un tridngulo rectangulo tal que la hipotenusa es el lado terminal del angulo Y
y uno de los catetos estd sobre el eje x, como muestra la figura. El punto final del
lado terminal estd determinado por el punto P con coordenadas (x, ), por lo que los
catetos del triangulo miden x y y unidades.

En el triangulo rectdngulo, x es la longitud del lado adyacente y y es la longitud del

lado opuesto a 6. Para determinar la longitud de la hipotenusa r se aplica el teorema 0
de Pitagoras, obteniéndose r =+x?+ y?, por lo tanto, N

sen9=%,cos€=§ y tan0=%.
Definicién
Se definen las razones trigonométricas de cualquier dngulo 6 de la siguiente manera:
Se coloca el dngulo 6 en posicién estandar y se toma un punto P(x, y) sobre el lado P(x )
terminal. Se establece que r = OP = Vx?+ y?, entonces

senf =2, c050=— ytan0=—
r r

y/\

SR\Z

Se define tan 6 solo cuando x # 0.

De la definicidn de razones trigonométricas se establece lo siguiente:
y=rsenf, x=rcosb. Observar que )
Ademas, sen(360°n + 6) = sen By cos(360°n + ) = cos 6. ng==0

cos 6’

Ejemplo

K

Determina las razones seno, coseno y tangente para el dngulo 6 en la figura. P(=2, 3)

En este caso, r =+/(=2)2+32 =4 +9 =+/13, por lo tanto,

3

2 3 3 0
senf@=2=— cosf=2="=—ytanf=L=>2=_2
G R R T 32773 , ™

N

>
Problemas. v

<N

Determina los valores seno, coseno y tangente de cada angulo.

a  yq P(2, 4) b) Y

A .

N

< >
o X

N

P(-1,-2)

_/
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Indicador de logro:

2.5 Determina las razones trigonométricas de un angulo definido por la parte positiva del eje x y OP, donde
P es un punto del plano cartesiano.

Se definen las razones trigonométricas en términos de las coordenadas de un punto del plano cartesiano. J

Propésito:

Como no se pueden construir tridngulos rectdngulos para los angulos que no sean agudos, se definen las
razones trigonométricas en términos de las coordenadas de un punto del plano cartesiano. Esta nueva
definicion coincide con la anterior cuando el dngulo es agudo, observando la relacién entre las razones
trigonométricas y las coordenadas del punto.

Solucién de problemas:
a)r=+/22+42=+/4 + 16 =~/20 = 2+/5, por lo tanto,

_y_ 4 =2\/§
sen 0 N
_X__2 _NS
cost =7 ===
—l:i:
y tan 6 73 2.

b) r =37+ (-1)2 =v/9 + 1 =410, por lo tanto,

_Y_ -1 =_\/E
sen 0 r 10 10’
_x_ 3 _3+10
cosf === =710
—y_-1__1
ytan 6 73 3

c) r=+/(-1)? + (=2)? = /5, por lo tanto,

_Y_2__ 2%
sen(9—r—\/g =

_x_-1__X5
cos@-r-ﬁ- =
ytanf==-=—=2



2.6 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 2

Problema inicial
L Calcula los valores de sen 120°, cos 120° y tan 120°. j
Solucién J
Se ubica el angulo en posicion estandar y se traza un triangulo OPQ de modo que p(_y, y) P'(x, )
OP =1, como muestra la figura. Si se observa, el X¥QOP es igual a 180° —120° = 60°, i
por lo que las razones sen 120°, cos 120° y tan 120° pueden calcularse tomando X )
como referencia los valores de sen 60°, cos 60° y tan 60°.
§ 10°
Si se refleja el AOPQ con respecto al eje y, el resultado es el tridngulo OP'Q'. j 607"\ \§0° x
Las coordenadas de P' son (cos 60°, sen 60°) y por ser P el simétrico de P', sus ~ Q 0 Q
coordenadas son (—cos 60°, sen 60°), por lo tanto, d
sen 120°=sen60°=\/§, =2 - rsenf _ senf
2 tan % Tcos@ ~ cosB

cos 120° = —cos 60° =—%,

sen 120° sen 60°
12 ° = = = — °=— .
tan 120 s 120°  —cos 60° tan 60 V3

Conclusién
Si se tiene un angulo distinto de 0°, 90°, 180° o 270° se define el triangulo de referencia como el tridngulo

rectangulo cuya hipotenusa de medida 1, es el lado terminal del dngulo y uno de sus catetos esta sobre el

eje x. En la soluciéon del Problema inicial, el tridangulo OPQ es el triangulo de referencia.

Para calcular razones trigonométricas de angulos mayores a 90° se procede de la siguiente forma:

1. Se coloca el dangulo en posicion estandar.

2. Se traza el triangulo de referencia siempre que sea posible.

3. Se calculan las razones del angulo utilizando el angulo agudo del triangulo de referencia que esta com-
prendido entre el lado terminal del angulo y el eje x. En este paso se determina el signo que tendran
las razones trigonométricas, dependiendo del cuadrante al que pertenece el angulo. El signo del seno
depende de y, el signo del coseno depende de x y el signo de la tangente depende del cociente %

signos del coseno signos de la tangente

signos del seno
Al angulo agudo que se utiliza para calcular las razones trigonométricas se le conoce como angulo de

referencia.

P »
roblemas Z
Calcula las razones trigonométricas de cada angulo de la tabla y complétala. Cuando la razén no esté defi-

nida, escribe /.
0 0° | 30° | 45°|60°|90°|120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

sen 6

cos O

tan 6

Para calcular las razones trigonométricas de los angulos 0°, 90°, 270° y 360° considera las coordenadas de x y y,

que definen el angulo en el plano cartesiano.

\@ J
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Indicador de logro:

2.6 Calcula las razones trigonométricas de angulos en el plano cartesiano, utilizando los angulos de los
tridngulos notables.

En esta clase se define el triangulo y el angulo de referencia de un dangulo no agudo, se utiliza para el cdlculo
de razones trigonométricas de angulos no agudos menores o iguales que 360°, que pueden calcularse con
los angulos de triangulos notables. Se establecen ademas, los signos de las razones seno, coseno y tangen-
te, dependiendo de a qué cuadrante pertenece el angulo.

Si la solucién del Problema inicial presenta mucha dificultad, el docente debe brindar mas apoyo.

|\ /

Solucién de problemas:

6 | 0° |30°|45°|60°|90°|120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
1132|133 V3| V2 | 1 1 | 2| V3 V3| V2| 1

senf | 0\ S5 S5 ||| |2 |22 |2 2| 2|22 |°
N3 | V2| 1 B S 2 " T P OV T BV 0 B 1 |32 | M3

cos6 | 1|5\l 3 |03 > |72 | ¢t 21 2 2% 22|21

tan6 | 0 g 1 (V3] / [-\3]| 1 —g 0 g 1 |3 / |-\3 | -1 —g 0

A continuacion se muestra a detalle la deduccion de algunas razones. Para los dngulos 0°, 90°, 180° y 270°

pueden considerarse también los

e Para las razones del dngulo 0° se considera el punto P(1, 0), entonces r =1, puntos (x, 0), (0, ), (—x, 0) y (0, =),

sen 0° =9= 0 cosO° =l= 1y tanO° =2= 0 respectivamente, con x>0, y > 0.
1 ! 1 1 ’
e De igual forma para 90°, se toma el punto P(0, 1). Entonces r =1,
sen 90° =% =1, cos90° =%= 0 y tan90° =% = la tangente no esta definida para 90°. IN
P(=x, ¥) P'(x, )
¢ Para el angulo de 135°, el angulo de referencia es ¥QOP = 180° — 135° = 45°. El sig-
no del seno es positivo, y el signo del coseno y la tangente es negativo. Por lo tanto, L 1}‘5};’
o _ o_\/i o _ __ o__ﬁ o _ __ o _ __ /i—‘ >\ :\
sen 135° =sen 45 = cos 135° =—cos 45° = > Y tan 135°=—tan 45° =-1. \ o) ) a &
e Para el dngulo de 180° se considera P(—1, 0). Entonces, sen 180° = 0, cos 180° = -1 \Z
y tan 180° = 0. N
e Para 210°, el angulo de referencia es 210° — 180° = 30°. En este caso, el signo del seno ]
y del coseno es negativo mientras que el de la tangente es positivo. Asi, 1 /2I1\0; o
1 \3 \/§ Z Q _X30° 1
sen 210° =—sen 30°=—5, cos 210° = —cos 30°=—7 y tan 210° =tan 30°=?. Nl 6] Q %
e Para 270° se considera el punto P(0, —1). Entonces, sen 270° = -1, cos 270° =0 y tan
270° no esta definida.
S
e Para 300°, el dngulo de referencia es 360° — 300° = 60°. El signo del seno y la tangente es
negativo mientras que el del coseno es positivo. Entonces, s
sen 300° =—sen 60° = —g, cos 300° = cos 60° =% y tan 300° = — tan 60° = —V3. P 3000g7\ _ >
X
e E| angulo de 360°, representa una vuelta completa, por lo tanto concide con los valores del
angulo 0. Obsérvese que la tangente no esta definida N\

cuando el coseno toma el valor de cero.

&



e R
2.7 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 3

Problema inicial
a) Representa los valores de sen 230°, cos 230° y tan 230° en términos de un angulo agudo.

b) Representa los valores de sen 320°, cos 320° y tan 320° en términos de un angulo agudo.

S .. Y4 .
olucién P
a) Se traza el triangulo de referencia. Si se observa, ¥POQ = 230° — 180° = 50°, ,
por lo que las razones sen 230°, cos 230° y tan 230° pueden representarse Lo
tomando como referencia los valores de sen 50°, cos 50° y tan 50°. 230° /'500
Q R N
El signo del seno y coseno es negativo y el de la tangente es positivo. Enton- | 5Q )y (O Q x
ces, sen 230° = —sen 50°, cos 230° = —cos 50° y tan 230° = tan 50°. 1
7 . o o o P
b) En este caso, el angulo de referencia es 360° — 320° = 40°. Puede observarse yv
el grafico de la derecha para analizar por qué se calcula de este modo.
El signo del seno y la tangente es negativo en el cuarto cuadrante, mientras 320°
que el coseno es positivo. Entonces, . //\ 40° R
Y O N C
sen 320° = —sen 40°, cos 320° = cos 40° y tan 320° = — tan 40°. \ 40 x
1
A4

Conclusién
Los angulos de referencia sirven para calcular razones trigonométricas de angulos mayores a 90°.

La forma de calcular el angulo de referencia depende del cuadrante al que pertenece dicho angulo. Sea 6
un angulo cualquiera menor que 360°, entonces:

* Si O pertenece al primer cuadrante, el angulo de referencia es él mismo.

* Si O pertenece al segundo cuadrante, el angulo de referencia es 180° — 6.

* Si O pertenece al tercer cuadrante, el angulo de referencia es 8 — 180°.

* Si O pertenece al cuarto cuadrante, el angulo de referencia es 360° — 6.

Ejemplo
Representa cos(—400°) en términos de un angulo agudo.

Como —400° = -360° — 40°, el dngulo de referencia es 40°. El dngulo pertenece al cuarto cuadrante, por
lo que el signo de cos(—400°) es positivo. Por lo tanto, cos(—400°) = cos 40°.

bl
Problemas.
Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6 y tan 6,
donde 0 < 6 < 90°.

a) 100° b) 175° c) 220°
d) 250° e) 290° f) 310°
g) 405° h) 570° i) 630°
j)-780° k) —940° 1) —1000°

139
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Indicador de logro:

2.7 Representa las razones trigonométricas de angulos no agudos en términos de angulos que estén en-
tre 0° y 90°.

Luego de haber calculado razones trigonométricas utilizando triangulos notables se utilizan los angulos de
referencia para escribir una razon trigonométrica en términos de un angulo agudo.

Propésito:

cartesiano, asi como los signos de las razones trigonométricas. No se calculan las razones trigonométricas,

Se espera fortalecer en el estudiante el uso de los angulos de referencia y su identificacidon en el plano
solo se reescriben en términos de dngulos agudos.

Posibles dificultades:

angulo agudo que se forma entre el lado final del angulo y el eje x (observe que aqui, el eje x se refiere

Visualizar y calcular el dngulo de referencia. Es importante recordar que el dngulo de referencia es aquel
tanto al lado positivo como el negativo).

Solucién de problemas:

Y.
a) El angulo de referencia de 100° es 180° — 100° = 80°. Como 100° estd en el segundo cua- T
drante, el seno es positivo y el coseno y la tangente son negativos. Entonces, 100°
sen 100° = sen 80°, cos 100° = — cos 80° y tan 100° = —tan 80°. ¢ 80"0 N
X
b) El angulo de referencia es: 180° — 175° = 5°. Como 175° esta en el segundo cuadrante, el J
seno es positivo y el coseno y la tangente son negativos. Entonces,
sen 175° =sen 5°, cos 175°=—cos 5°y tan 175° =—tan 5°.
c) El dngulo de referencia de 220° es 220° — 180° = 40°. Como 220° esta en el tercer cuadran- M)
te, el seno y el coseno son negativos y la tangente es positiva. Entonces, 220°
sen 220° = —sen 40°, cos 220° = —cos 40° y tan 220° = tan 40°. p o\ N
40° x
d) El dngulo de referencia es: 250° — 180° = 70°. Como 250° esta en el tercer cuadrante, el N2
seno y el coseno son negativos y la tangente es positiva. Entonces,
sen 250° = —sen 70°, cos 250° = —cos 70° y tan 250° = tan 70°.
e) El dngulo de referencia de 290° es 360° —290° = 70°. Como 290° estd en el cuarto cuadran- I
te, el seno y la tangente son negativos y el coseno es positivo. Entonces,
sen 290° = —sen 70°, cos 290° = cos 70° y tan 290° = —tan 70°. , 290/\ .
S O\ e x
f) El dngulo de referencia es: 360° — 310° = 50°. Como 310° estd en el cuarto cuadrante, el d

seno y la tangente son negativos y el coseno es positivo. Entonces,
sen 310° =—-sen 50°, cos 310° = cos 50° y tan 310° =—tan 50°.

&



g) El dangulo es mayor que 360° y 405° = 360° + 45°. Entonces el angulo de referencia es 45°. Y
Como 45° estd en el primer cuadrante, también 405° |lo estd y por tanto, todas las razones
son positivas. Por tanto, ¢ PO
sen 405° = sen 45°, cos 405° = cos 45° y tan 405° = tan 45°. T s
h) Como 570° = 360° + 210°, se determina el angulo de referencia para 210°: 210° - 180° = 30°. A
Entonces,

sen 570° =sen 210° = —sen 30°,
cos 570° =sen 210° =—cos 30° y
tan 570° = sen 210° = tan 30°.

i) Como 630° = 360° + 270°. El dngulo de referencia de 270° es 90°. Entonces,
sen 630° = sen 270° = —sen 90°, cos 630° = cos 270° = cos 90° y tan 630° = tan 270° = —tan 90°.

j) Como —780° = —360°(2) — 60°, el angulo de referencia es 60° y como —60° esta en el N

cuarto cuadrante, el coseno es positivo y el seno y la tangente son negativos. Luego,
sen(—780°) = —sen 60°, cos(—780°) = cos 60° y tan(—780°) = — tan 60°. 280°
AN

4

7
x

k) Como —940° = —360°(2) — 220°. Se reescribe el angulo de modo que se obtenga la
suma de un angulo positivo:
—940° = —360°(2) — 220° = —360°(2) — 220° + 360° — 360° = —360°(3) + 140°.

60°

A partir de aqui, se calcula el angulo de referencia de 140°, que es 180° — 140° = 40°. 140°
estd en el segundo cuadrante, y por tanto — 940° también lo estd. Luego, el coseno y la
tangente son negativos y el seno es positivo. Entonces,

sen(—940°) = sen 140° = sen 40°,
cos(—940°) = cos 140° = —cos 40° y
tan(—940°) = tan 140° = — tan 40°.

1) -1000° = -360°(2) — 280° = -360°(2) — 280° + 360° — 360° = —360°(3) + 80°. Luego, el angulo de referencia
es 80°. Como 80° esta en el primer cuadrante, todas las razones son positivas. Entonces,
sen(—1000°) = sen 80°, cos(—1 000°) = cos 80° y tan(—1 000°) = tan 80°.
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2.8 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 4*

Problema inicial

Si 6 estd entre 0° y 360°, calcula su valor para cada caso:

a)sen0=% @b)c059=—%
Solucién
a) De acuerdo a la condicién dada, sen 6 es positivo. El seno I /N
es positivo en el primer y segundo cuadrante, y ademas
sen 30° = % Entonces, hay dos posibles valores para 6 si 7 {
. o o ya 30°
esta entre 0° y 360°. 0 % < ) 2
Entonces 6 = 30° o bien 8 = 180° — 30° = 150°.
vV

Para 6 en el primer
cuadrante

Para 6 en el segun-
do cuadrante
b) De acuerdo a la condicién dada, cos 6 es negativo. El coseno es negativo en el segundo y tercer cuadran-

. s 3 .
te. Para calcular el valor de 6 se utiliza la calculadora. Se utiliza el valor absoluto de —7 envez del propio
valor.

. . . 3
Considerar el dngulo de referencia «, entonces cos o = 7

Se sabe que la funcidn cos™ de la calculadora devuelve el angulo o que
cumpla que cos a =

2’

. 3
es decir, cos™ (Z)= o. <

Pero a es el angulo de referencia y como 6 estd en el segundo cuadrante,
se tiene que

Para 6 en el segundo

cuadrante
A
0 =180° - a = 180° - cos‘l(%) ~138.6°, Y
De igual forma, si 0 esta en el tercer cuadrante se tiene que 0
o — 3 o ’/
6 =180° + cos 1(—)=221.4 . 0
4 o x
Cuando se determinan angulos con calculadora hay que tener un N

cuidado especial: esta devuelve angulos que estan entre —90° y 90°
para el seno y la tangente, y entre 0° y 180° para el coseno.

Para 0 en el tercer
cuadrante

Conclusién

Para calcular el valor de un angulo si se conoce una de sus razones trigonomeétricas, se utilizan angulos

de referencia. Ademas, si el angulo se encuentra entre 0° y 360° generalmente habran dos angulos que
satisfagan la condicién impuesta.

*>
Problemas;,

Calcula el valor de 0 en cada caso si esta entre 0° y 360°.

a)sen0=—§ b) tan =3

[ c) sen 9=% @d)c059=—§

®

@




Indicador de logro:

2.8 Calcula el angulo si se conoce una de sus razones trigonométricas.

Se trabaja en el calculo de dngulos cuando se conoce el valor de una razén trigonométrica. Este es el pro-
ceso inverso de encontrar razones trigonométricas, y se utilizan las funciones trigonomeétricas inversas de
la calculadora cuando aparece el icono de esta.

Si la solucién del Problema inicial presenta muchas dificultades, el docente debe brindar mas apoyo.

Solucién de problemas:

a) El seno del dngulo es negativo, por lo tanto 6 esta en el tercer y cuarto cuadrante. Se sabe que

sen 60°=§. m T
= o o = o - o__ o = o 9 // . 9 /l .
Entonces 8 =180° + 60° = 240° 0 8 = 360° —60° = 300°. / e 0"
~ JWYlo x Qo x
WV A\ 4
b) La tangente de un angulo es positiva cuando el angulo esta en el I I
primer y tercer cuadrante. Como tan 60° = V3 se tiene que
0 — o 9 - o o __ o ya 9 e0 N ya 9[7‘\\600 N
=60° 0 6 =180° + 60° = 240°. < 0 % S <Ylo 2
WV A\ 4
c) El seno de un angulo es positivo cuando el angulo esta en el pri- I I
mer y segundo cuadrante.
0
] i -2 0 a <\
Sea a el angulo de referencia, entonces sen a = 2. ¢ < > < 5 .
La funcion sen™ de la calculadora devuelve el angulo a que
WV A\ 4

2 . 4 (2 .
cumpla que sen o = 3 s decir, sen 3) = o Pero a es el angulo
de referencia, y cuando 6 esta en el primer cuadrante,

2 o
6 =a=sen™ (5) = 41.8°,

No hay que olvidar que
la calculadora debe estar
y cuando 6 esta en el segundo cuadrante se tiene que configurada en grados.

6 =180° — a = 180° — sen‘l(%) ~138.2°.

d) El coseno de un dngulo es negativo en el segundo y tercer cuadrante. B2 N
. . 4
Sea a el dngulo de referencia, entonces cos o = —. 0 /
a
e -1 / 4 & “ \ AN & Kma S
La funcién cos™ de la calculadora devuelve el angulo a que < 0 A o) 2

4 . (A .
cumpla que cos o = 75 s decir, cos™ (=) = a. Pero a es el angulo
de referencia, y cuando 0 estd en el segundo cuadrante, v v

6 = 180° — o = 180° — cos™ (g) ~124.8°.

y cuando 6 estd en el tercer cuadrante se tiene que

6 =180° + a = 180° + cos™ (g) ~235.2°.
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2.9 La identidad pitagdrica

Problema inicial
Se denota el cuadrado de una razén trigonométrica, (sen 6)?, (cos 6)?, etc., como sen?d, cos?0, etc.

Demuestra que para cualquier angulo 0 se cumple que sen?6 + cos?6 = 1.

Solucién
Recordando que sen 0 = % y cos 0 = % donde r = x%+ y?, entonces,

2 2 2 2 2 2 2
X X + X T

sen?f + cos?f = (l) + (—) =L LY Lo
r r r r r r

Conclusién
La identidad sen?6 + cos?6 = 1 se conoce como identidad pitagérica y es vélida para cualquier angulo 6.

Ejemplo 1

Determinar los valores de cos 6y tan 8 sisen 6 = 1% y 0 esta en el cuadrante I.

Utilizando la identidad pitagorica sen?6 + cos?6 = 1,

2
5 25
)+ 20 = =2 4 20 —
(13) cos?0 1o T COs 6=1.
25 _ 169-25 144 144 12 . 144 12
20 = —_—_— = |[—=— = [——=——
Entonces cos?60 =1 169 69 6o Luego, cos 6 69 -13° bien cos 0 o 3 Pero la otra
condicidn inicial es que 0 esta en el cuadrante | y en el cuadrante | el coseno es positivo, por lo que
12
cos ===,
13
sen 0
Para calcular tan 6, recordar que tan 0 = porl entonces

t 9_sen9 5 .12 5 13 5

0sh 13°13- 1371212

_12 -2
Por lo tanto, cos 6 = 3 ytan 0= o

Ejemplo 2

Demuestra que 1 + cot?0 = r1120 para cualquier angulo 6.

se

Se sabe que tan 0 =%, para (x, y) las coordenadas de un punto del plano. Entonces cot 8 =§, asi

2 2 2 2 2
1+cot20=1+(ﬁ) =1+ yEe T
Y y y y

1 y 2 r:_r?
Por otra parte, —- =1+ (=) =1x = ==. Por lo tanto, 1 + cot?f =
oy

sen?d r sen’0 "

*
Problemas.

1. Determina los valores de sen 8y tan 0 si cos 6 = —% y 6 esté en el cuadrante IIl.

. Determina los valores de sen 0y tan 6 si cos 0 = —% y tan 6 <0.
. Determina los valores de cos 8y tan 6 si sen 0 = % y 6 no esta en el cuadrante I.
1 .
. Demuestra que 1 +tan%f = 0’0 para cuanU|er angulo 6. Puedes utilizar la estrategia aplicada en

la solucién del problema inicial.

2
3
4
5. Determina los valores de sen 6y cos 8 sitan 6 = —% y sen 6 >0.
6. Demuestra que tan 6 + cot 6 = sec 6 csc 6. Para el problema 5 puedes utilizar el
7

. Demuestra que sec 8 — cos § = tan 6 sen 6. “REUiEEE EE) ErslalEme o

4

22




Indicador de logro:

2.9 Calcula las razones trigonométricas de cualquier angulo utilizando la identidad pitagorica si se conocen
algunos datos de este.

Propésito:
Seintroduce laidentidad pitagdricay se utiliza para En el Problema inicial se deduce la identidad pi-
calcular razones trigonométricas de un angulo si se tagorica. En el Ejemplo 1 se muestra la forma de
conoce una de ellas; también se demuestran algu- aplicar la identidad pitagoérica para resolver un
nas identidades trigonométricas utilizando la mis- problema en particular, mientras que el Ejemplo
ma estrategia de la resolucién del Problema inicial. 2 demuestra otra identidad con la misma técnica
utilizada en la resolucién del Problema inicial.
N A\

Solucién de problemas:

2
1. Utilizando la identidad pitagdrica, sen?6 + cos?6 = 1: = sen?6 +(—%) =1 =sen’f=1- g=%.
Como en el cuadrante Il el seno es negativo, se tiene que sen 6 = —%. Luego,
_senf _( 3)\.(4)\_3, 5_3
tane_cosﬁ_( 5) ( 5)" 5 %4 T4
Por lo tanto, sen 6 = —% ytan 6 =%.
7\ 49 32
2 20 — 2 1) - 20 =1 _22 _22
2.sen’0 +cos’f=1 = sen 9+( 9) 1 =senf=1 81 - 81"
Como cos 8 < 0y tan 8 < 0, entonces 6 estd en el segundo cuadrante, por lo tanto, sen 8 > 0. Es decir,
sen 0=¥. Luego,
_senf _ﬂ;(_z)__& 9__m2
tane_cose_ o “\9)T "9 X7 77
Por lo tanto, sen 6 =%ytan 7] =—¥.
3.cos€=—£ytan0=—&.
3 5
2
a. 1+tan20=1+(l) S N
X X X X
Por otra parte L -1: £2=1><L2=L2 Por lo tanto, 1 + tan?6 = !
" cos?6 r X2 X ¢ cos?0’

5. Como la tangente es negativa y el seno es positivo, el dangulo esta en el segundo cuadrante y por tanto el
coseno es negativo. Utilizando la identidad del problema anterior:

1 _5 1 4 2 245
+ 20 = + —=—= = 2 == —————=——,
l+tan’0=1+—-=- o = Cos 0 s cos 6 N 5
Luego, como tan 6 = 32"0 — sen @ =tan 6 cos 6 = (—l)(— ﬁ) -5
NS cos 6 2 5 S5 Cuando dos de los valores entre
Es decir, senf = ?5 sen 6, cos 6y tan 6 se conocen, es
mas adecuado utilizar la relacion
24 X2 2 2 tan § =20 ara calcular el valor
6. tan 0+ cot O =%+§ = %z ;—y Por otro lado, sec 6 csc 0 = (L)(L) = ;—y rostante®® g P

Por lo tanto, tan 0 + cot 0 = sec 6 csc 6.

2 a2 2 2 a2 2 2
7.secO-cos O =L-_E=I"X _XHV =X _V porotro Iado,tan@sen9=(l)(l)=y—.
X r Xr Xr Xr X/\r Xr

Por lo tanto, sec @ — cos 0 =tan 8 sen 6.
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2.10 Practica lo aprendido

1. Dibuja cada dngulo.
a) 530° b) 780° c) 855°
d) -1360° e)-1210° f) -630°

2. Determina las razones trigonométricas seno, coseno y tangente para cada angulo.

a) y b) N
P(3, 4) P(-2,2)
N
& 9 N N
N2
C) y N d) N
o(1.3)
O N
\Jo 4 \0
P(0, -2) O X
N2

3. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6 y tan 6,
donde 0 < 6 < 90°.

a) 165° b) 855° c) 2385°
d)-140° e) -840° f) —2190°

4. Calcula el valor de 6 en cada caso, donde 0° < 6 < 360°.

a)cos@=—§ b)tanf=1 B c)senf=-

[N

5. Determina sen 6 si cos 0 =% y 8 no estd en el cuadrante I.
6. Determina sen By cos O si tan 6 = —% y 0 esta en el cuadrante II.
7. Demuestra que sec?d + csc?6 = sec?6 csc?6.

8. Demuestra que (tan 6 + cot O)tan 6 = sec?6.

D




Indicador de logro:

2.10 Resuelve problemas correspondientes al cdlculo de razones trigonométricas de angulos no agudos.

Solucién de problemas:

1a) 530°=360°+170° y 1b) 780° =360°(2) + 60°. 1f) -630° = -360° — 270°
170° 1c) 855° = 360°(2) + 135°.
T 1d) -1 360° = —360°(3) — 280°. s ogﬁ
1e)-1210° =—360°(3) — 130°.
2a)r=+/9+16 =5, por lo tanto, 2b) r =\/4T = 2+/2, por lo tanto,
sen 6 = 7=%, cos 6 =%=% ytanf==== sen 6 =—2= ﬂ cos 0-%=—£ytan (9:_12:—1.

X 272
2c) r =2, por lo tanto, sen0=_—22=—1, cos¢9=%=0 Zd)r—\f( -1)2+ w/ ,por lo tanto,

y tan 6 no esta definida. senH-T cos O =— 2“/_ ytan@-——

3a) sen 165° = sen 15°, cos 165° = —cos 15° y tan 165° = —tan 15°
3b) sen 855° = sen 135° = sen 45°, cos 855° = cos 135° = — cos 45°, tan 855° = tan 135° = —tan 45°
3c) sen 2385° =sen 225° = —sen 45°, cos 2385° = cos 225° = —cos 45° y tan 2385° = tan 225° = tan 45°

3d) sen(—140°) = —sen 40°, 3e) - 840° =-360°(2) — 120° = - 360°(3) + 240°
cos(~140°) = — cos 40°y A El angulo de referencia de 240° es 240° — 180° = 60°.
tan(—140°) = tan 40°. Entonces
220°/\ . sen(—840°) = sen 240° = —sen 60°,
S 40° %400 x cos(—840°) = cos 240° = — cos 60° y
tan(—840°) = sen 240° = tan 60°.
A\ 4
3f) —2190° = —360°(6) — 30°. El dangulo de referencia de — 30° se obtiene reflejandolo con Y
respecto al eje x. El signo del seno y la tangente es negativo y el del coseno es positivo. /ﬁé’(}, .
Entonces, sen(—30°) = —sen 30°, cos(—30°) = cos 30° y tan(—30°) = — tan 30°. N OJ/\QW %

43) El coseno es negativo en el segundo y tercer cuadrante. Entonces

6 = 180° — cos™ (VZ_) 180° — 30° = 150° o bien = 180° + cos-l(‘/z_) 180° + 30° = 210°.

4b) La tangente es positiva en el primer y tercer cuadrante; ademas, tan 45° = 1, entonces
6 =tan™(1) = 45° o bien 6 = 180° + tan™(1) = 180° + 45° = 225",

4c) 0 = 180° +sen-1( ) 231.1° 0 bien 6 = 360° —sen-l( ) 308.9°.

5.sen0=—\/ (%) —\/% 6.sen0=% ycos@=—%é_o

r rZ _ rZ 2+ erZ _ rZ( 2+ xZ) _ r4
7.sec?0 +csc?2 0= e yxzyz = ngczyz =
Z 2 4
Por otra parte, sec’6 csc*0 = (xz)(%) = x’; ~. Por lo tanto, sec? + csc? 6 = sec? 0 csc? 6.
8. (tan 6 + cot O)tanO = (y ;C)%— —. Por otra parte, sec?6 = —. Por lo tanto, (tan 0 + cot f)tanf = sec?6.
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Resolucion de tridngulos oblicuangulos

3.1 Area de un triangulo

Problema inicial

Del tridngulo ABC se conocen las medidas de los lados AC=byAB=cy IR 02 10 L

lo suele referirse a los angu-

la medida del dngulo A. Determina una férmula para calcular el 4rea del o clo st s G usies
tridangulo utilizando razones trigonométricas. de los vértices.
Solucién
Se ubica el tridngulo ABC sobre el plano cartesiano de modo que 7 Clx, )
A(0, 0) y B(c, 0), con ¢ >0, y C(x, y), cony >0. Como el drea de un
tridngulo es igual a la mitad del producto de la base y la altura, es b a

necesario calcular la longitud de la altura, la cual se corresponde
con el valor de la coordenada en y del punto C; es decir, y = bsen A.

SAD O D --'Blc,0) ¥

Vv

Ahora, la base es AB = ¢, entonces,

base x altura _ (AB)(y) _ c(bsen A) _ bcsen A
-2 7 2 -2

Area del AABC =

Teorema

Se denota por (ABC) el drea de un triangulo ABC. Si se conocen las medidas de dos de los lados de un trian-
gulo y el dngulo entre ellos, entonces puede calcularse el area utilizando trigonometria, de modo que

(ABC) = absen C _ besenA _ casen & 5 Un triangulo posee tres alturas,
2 2 2 b @ que son aquellos segmentos de
En adelante, se utilizara la notacion recta que parten.de un vertice
1 1 1 A B y cortan perpendicularmente al
(ABC) =>-ab sen C=—-bcsen A=>-ca sen B. ¢ lado opuesto.
Ejemplo 1 .
Calcula el drea del tridngulo ABC que muestra la figura.
Como el dngulo conocido estd entre los lados conocidos, se puede aplicar la férmula
del area directamente. Entonces,
(ABC) =%(,4’)(3)sen 60° = (2)(3)sen 60° = (20(3)(%): 343. Y
. A 3 B
Ejemplo 2
Determina el area del tridangulo DEF que muestra la figura.
. . . . F
Como el angulo conocido esta entre los lados conocidos, se puede
aplicar la férmula del area directamente. Entonces, e 5
(DEF) =2 (2](5)sen 135° = 5sen 135" = 5(%) =32, D : £

bl
Problemas.
1. Calcula el drea de cada uno de los triangulos siguientes.
b)

a) c Fo, 9 9 3 K
4 >
8 / H y
30°
A 3 B D G 5
J

2. Deduce la férmula del 4rea del tridngulo ABC si C tiene coordenadas (x, y),
conx <0yy >0.

J

D



Indicador de logro:

3.1 Calcula el 4rea de un triangulo oblicuangulo utilizando trigonometria.

En la leccidn anterior se calcularon razones trigonométricas de dngulos no agudos, se utilizaron angulos de
referencia para escribir una razén en términos de dngulos agudos, y se calcularon angulos si se conocian
algunos datos trigonométricos de estos. En esta leccidn se utilizan las razones trigonométricas para resol-
ver triangulos oblicudngulos mediante la ley de los senos y del coseno.

Propésito:

Deducir la formula para calcular el drea de un tridngulo mediante el uso de la trigonometria. Esta férmula
puede utilizarse Unicamente si se conocen la medida de dos lados y del angulo comprendido entre ellos.

Solucién de problemas:

1a) (ABC) = & (4)(3)sen 30° = (2)(3)sen 30° = (2)(3) (%)= 3.

1b) (DEF) = 2 (8)(3)sen 45° = (4)(3)sen 45° = (A?)(s)(g) - 62

1 o 1 \3\ _ 35V3 Es recomendable dejar expresada la respuesta
1c) (GHI) = 5(5)(7)5‘3“ 60° = 5(35) X (7) =7 con los radicales o en fraccidn, sin embargo, en
decimales también es valida.

_1 Y o _ o_qg(l)=9_
1d) (JKL) 7 (3)(B)sen 150° = 9 sen 150° = 9(5) 27 4.5. Las medidas no tienen unidades, por

lo que en la respuesta final no debe
llevalas.

2.Six <0 yy >0enC(x, y), entonces el punto queda ubicado en el yA
segundo cuadrante y por tanto, el angulo A es mayor que 90°. Ob-

) Clx, y)
serve la figura de la derecha.

La altura es y. El seno del angulo BAC (el angulo interno A del

triangulo ABC) es igual al seno del angulo DAC, que es igual a D

b
Es decir, y =CD = b sen A.

N

[ 1L
R\/

L A(0,0) B, 0)
La base del triangulo ABC es AB = ¢, entonces, IREEE co----""

base x altura _ (AB)(y) _ c(bsenA) _ bcsen A \ 2
2 o2 T 2 -2

Area del AABC =
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3.2 Ley de los senos*

. .. a _
Demuestra que en cualquier triangulo ABC se cumple que onA B wnc

Problema inicial ; }
C

Solucién . . .
Si se calcula el drea del tridngulo, se tienen tres maneras: =ab sen C, 7bc senAy Scasen B.

Pero el drea es igual, no importa cémo se calcule, por lo tanto

C
%ab sen C=%bc sen A =%ca sen B.
Multiplicando por 2, b a
besen A = acsen B = absen C,
dividiendo entre abc
besen A acsen B _absen C = bcsen A _ acsen B _ absen C A c B
abc abc abe ab¢ 4be abe '
senA _senB _senC
ﬁ a - b - ¢ ’ (1)
sacando los reciprocos a _ b __c¢ . Observa que las razones en la
senA senB senC proporcién relacionan el lado y el

seno del dngulo opuesto a este.

Teorema (Ley de los senos)
a _ b _ ¢

En un tridngulo ABC, se cumple que <A B enC

Como las igualdades anteriores son equivalentes a las igualdades en (1), se puede utilizar cualquiera de las
dos indistintamente, segln sea la necesidad.

Ejemplo
En un tridngulo ABC calcula el valor de b sic=12, B=120°y C = 45°.

Se dibuja el triangulo ABC y se ubican los datos. Aplicando el ley de los senos, se tiene

b __12 _12sen120° _ 12(\@) . V2
sen 120°  sen 45° sen45° )

272 C
123 2
= TX ‘\/_i b 45°
_ 12V3 120°
NG 12 B
_ 126

2

=6v6.

Por lo tanto, b =6V6.

b d
Problemasw
Calcula los valores que se piden para el tridngulo ABC.

a)Elvalorde bsia=3,A=30°y B =45,
b) El valorde bsia=9,A=60°y B = 45°.
c)Elvalordecsia=6,A=30"y C=135".
= d) El valorde bsic=8, B=55y C=100".
e) Elvalordecsia=6,A=60°y B =75".




Indicador de logro:

3.2 Calcula la medida de un lado de un triangulo conocidas las medidas de dos dngulos y un lado opuesto a
uno de estos angulos, aplicando la ley de los senos.

Proposito:

Se inicia la parte del calculo de medidas de angulos o
lados de triangulos no necesariamente rectangulos.
Se introduce la ley de los senos, deduciéndola para
luego utilizarla en el célculo de un lado del tridngulo
si se conocen dos angulos y un lado opuesto a uno

Establecer herramientas para el calculo de medi-
das de lados y angulos de cualquier tridngulo, al
conocerse algunas de sus medidas. Para los angu-
los especiales, no es necesaria la calculadora.

de estos angulos. Posibles dificultades:

La deduccion de la ley de los senos se hace utilizan-

do la férmula para calcular el drea de un tridngulo Identificar el lado opuesto de un angulo; las razo-

vista en la Clase 3.1. nes trigonométricas de angulos especiales; puede

Esta clase debe tener mas apoyo por parte del do- consultarse la tabla del Problema 1 de la Clase 2.6
_cente. y. de esta unidad.

Solucién de problemas:

a) Como se conocen dos angulos, un lado opuesto a uno de estos y el lado que se desea calcular es opuesto
al otro, puede aplicarse la ley de los senos.

3 b 3, p3sends =3(%)+l_ 3V2 5 32
_30° 457\ sen 45 sen 30 sen 30 2

b) C
b _ 9 _ 9send5° _ ﬂ);§_9\/§ X _ 1 _3 V3 _
A sends’  sen60° b= sen 60° _9(2 ) _Tx\g—9\/_ \/_ =9V2x 17_3\/6
A60° 45°B

6 _ 6sen135° \/_)
//O\ sen 135 “sen30r  ©T Tsenzo B( =3V2x2=6\2

d) ) < b _ 8 = b= 8sen55" _ 6.7 No es necesario dibujar el triangulo de
/@»\ sen 55°  sen 100° sen 100 ° ' manera exacta. El objetivo de hacer el
559 . .
A = B Pantalla de Ia calculadora d'IbUJO y ublcfa\r Ios‘ fjatos es para ayuda
— visual y para identificar la forma en que
[ dsin O0+sin 18 J hay que aplicar la ley de los senos.
. 55431828

e) o . . .
En este caso no puede aplicarse la ley de los senos directamente, ya que no se conoce el angulo
opuesto del lado c. Sin embargo, puede calcularse ya que se conocen dos angulos. Asi,
6
C=180°-60°—-75°=45°,
60° 75 .
En este punto, puede aplicarse la ley de los senos. Entonces,

c 6 3

_ _ 6sen45° _3(\2 __ V3 _
send5°  sen60° b= sen 60° _B(X) =32 x Gﬁx \/E B =276,
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3.3 Calculo del angulo de un triangulo conocidos dos lados y un angulo, parte 1

Problema inicial
B En cada uno de los siguientes casos, determina si puede construirse el tridngulo y en caso afirmativo,
calcula la medida del angulo pedido.

a) En el ADEF, d =16, e =8y D =30°. Calcula la medida del angulo E.
b) En el AMNP, n = 20, p = 8 y P = 30°. Calcula la medida del dngulo N.

Solucién
a) Se dibuja el tridngulo DEF y se colocan los datos conocidos. Como se conocen dos lados y un angulo
opuesto a uno de éstos se aplica la ley de los senos. Por comodidad, se utilizara (1) de la clase 3.2.

F
E ° ° °
sen£ _ sen 30 senF = 8sen30° _ 8’sen30 =l+2=% 3

8 T 16 16 2 -
p <030 E

Cuando senE =% se tiene que E = 14.5° o bien E = 180° — 14.5° = 165.5°.

16

.. ° . Puede revisarse la clase 2.7 de
Se sabe que en un tridngulo D + E + F = 180°. Es necesario comprobar esta unidad para ver por qué el

que los valores de E encontrados tienen sentido. angulo E puede tener dos valores.

Para E = 14.5° se tiene que D + E = 30° + 14.5° = 44.5° < 180°, por lo tanto E = 14.5°.

Para E = 165.5° se tiene que D + E = 30° + 165.5 = 195.5° > 180°. Por lo tanto, £ no puede tener un valor
de 165.5°.

Luego, con los datos proporcionados puede construirse un solo trianguloy £ = 14.5°.

b) Aplicando la ley de los senos se tiene que:

8 20 20sen30° _ 20sen30° (1) 5
= = = =5|=]+2== = e~
sen30° senN = senN 8 8 > 2 4 (1)
Para senf = Zy+ = se establecera que esta razén trigonométrica no puede ser ma- l

yor que 1 o menor que —1. Para cualesquiera nimeros reales x y y puede verse que 7
y2 < x? + y* (a un nimero positivo se le estd sumando un nimero positivo). Por lo que
—Vx2 + y2 <y <\ a? + ¥, al dividir todo entre \x% + y2 se obtiene
M (TN
-1<—2L <1, esdecir,—1<sen H<1. 8

ST s

Luego, de (1), como senN = % >1, no hay dngulo que cumpla esta condicién ya que el seno no puede ser
mayor a 1, y por lo tanto no puede construirse un tridngulo con las medidas dadas.
Conclusion
Si se conocen las medidas de dos lados y un angulo opuesto a uno de los lados conocidos, entonces puede

determinarse si el triangulo puede construirse mediante la aplicacion de la ley de los senos. Ademas,
pueden calcularse todos los dngulos del triangulo mediante la aplicacion de la misma.

b d
Problemas.
Determina cudntos tridngulos ABC pueden construirse en cada caso, calcula ademds la medida del angulo
pedido de ser posible.

a)b=2,c=V2yB=45" Calcula C. b) a=V3, b=V2 yA=120°. Calcula B.
¢)b=3,c=v2yC=150° Calcula B. d)b=6,c="3yC=135° Calcula B.

D




Indicador de logro:

3.3 Calcula la medida de un angulo de un triangulo conocidos dos lados y un angulo opuesto a uno de estos
lados, aplicando la ley de los senos.

En esta clase se continta con la aplicacion de la ley de los senos. En esta ocasidn, se calcula un angulo si se
conocen dos lados, un dangulo opuesto y el angulo a calcular es opuesto a uno de los lados conocidos. Por
otra parte, es posible que con los datos conocidos, el triangulo no pueda construirse; la forma de determi-
nar si se puede construir es observando si el valor del seno del angulo a determinar es menor o igual que
1, y si ese es el caso, se debe verificar que el angulo cumpla la condicién de la suma de los angulos internos
de un tridngulo.

|\ /

Solucién de problemas:

a) Al dibujar el tridngulo y ubicar los datos se observa que se conocen dos lados y un angulo opuesto a uno
de ellos. Ademas, el dngulo a calcular es opuesto al otro angulo, por lo tanto, se puede aplicar la ley de
los senos: C

sen C _ sen45° _ \2sen45° _ ﬂ) 1_2_1
55 = senC=-—5— —\/3(2 x5=2 =2
Luego, el seno esigual a % en 30°, por lo tanto, C=30° o bien C=180°—-30° = 150°. 2
Si C=30° entonces B+ C=75° <180°. Si C = 150° entonces B + C=195° >180°, que a5°
es imposible, ya que A + B+ C = 180°. Por lo tanto, puede construirse un tridngulo A ] B
con C=30°.
b) ¢ sen B _ sen 120° V2 sen 120° (%) 1 _\2
= = = = — —_ = —,
7 B sen B NG V2 7 )% N
» \E Es decir, B = 45° o0 bien B = 180° — 45° = 135°. Claramente B no puede ser 135°
2 (B + C>180°). Por lo tanto, con B = 45° puede construirse un tridngulo.
A (N
C c o o
3 senB _ sen 150 3 sen 150 1 1 _3V2
o = = = —— =3 =X —==—=>1.,.
A 150 6 3 B sen B 7z 3 5 X > 2 1
V2
Por lo tanto, el tridngulo no puede construirse.
Una fraccion es mayor que 1 si
C B 135° o su numerador es mayor que el
d%\ seg = sen\ﬁ = senB= 63?—% denominador.
A 3 B N 1 Como (3V2)? > 4% se tiene que
=6(7)x\/__3 3V2 > 4. Portanto,¥> 1.
=32x 23
3
= \/g >1. No es necesario construir el triangulo de manera

exacta. Para el caso del literal c, el triangulo no se
puede construir, pero si se puede hacer el dibujo
como un supuesto con el objetivo de que sirva de
guia para aplicar correctamente la ley de los senos.

Por lo tanto, el tridngulo no puede construirse.
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3.4 Calculo del angulo de un triangulo conocidos dos lados y un angulo, parte 2

Problema inicial
E Del tridngulo ABC se sabe que a =2 cm, ¢ = 3 cm y A = 30°. Construye el tridngulo y calcula la medida del
angulo C.

|

Solucién
Puede construirse primero el tridngulo de manera exacta como sigue:

1. Trazar un segmento de longitud 3 cm. Se 2. Con vértice en A trazar un dngulo de 30° y trazar
denota A el extremo inicial y B el extremo un segmento de cualquier longitud a partir de
final.

T R
0cm 1 2 4

|
3

3. Con el compas, medir una amplitud de 2 cm y haciendo centro
en B trazar un arco de circunferencia hasta cortar al segmento
trazado en el Paso 2. En este paso, se determinan dos cortes, por
lo que con las medidas proporcionadas pueden dibujarse dos
tridngulos.

Para calcular el valor del angulo C, nétese que se conocen dos lados del tridangulo y el angulo conocido es
opuesto a un lado conocido, por lo tanto puede aplicarse la ley de los senos:

2 3 _ 3sen30° _ (1) _3
sen30° _ senC senC = 2 =3 2 '2_4'

Cuando senC = %se tiene que C = 48.6° 0 bien C= 180° - 48.6° = 131.4°. N

Hay que comprobar que ambos valores de C son validos.

e SiC=48.6°se tieneque A+ C=30°+48.6°=78.6° <180°. 131.4°
e SiC=131.4°setieneque A+ C=30°+131.4°=161.4°<180°. < >

O
N
Luego, el valor del angulo C con los datos dados puede ser aproximadamente 48.6° 0 161.4°.

Conclusién

Si se conocen dos lados de un tridngulo y un dngulo opuesto a uno de estos lados, en algunos casos, pueden
construirse dos tridngulos con dichas medidas. A este caso se le lama caso ambiguo.

Problemas;
kg Para cada caso, determina cudntos tridangulos pueden construirse con las medidas dadas, y calcula el 4n-
gulo pedido de ser posible.
a)a=3,b=4yA=30° Calcula B.
b)a=2,¢c=1yC=20° Calcula A.
c)a=4,b=6yB=60° Calcula A.

19




Indicador de logro:

3.4 Determina el nimero de tridngulos que pueden construirse cuando se conocen las medidas de dos lados
y un angulo opuesto a uno de estos.

Proposito:

Continuar con el uso de la ley de los senos para
determinar angulos de triangulos, e incluir el caso
cuando se pueden construir dos tridngulos cono-
ciendo dos lados y un angulo opuesto a estos.

Luego de haber establecido la condicion para que
el seno de un angulo exista, se calculan medidas de
angulos utilizando la ley de los senos. En este caso,
puede obtenerse mas de un tridngulo.

Solucién de problemas:

a) C

4 3 sen B sen 30° 4 sen 30° 1 1 2
—_ = > senB=—=4’(—)x—=—.
A@A 8 4 3 3 Z)]73°3

Entonces B = 41.8° 0 bien B=180°—41.8° = 138.2°. Para cualquiera de estos dos valores, A + B resulta ser
menor que 180°. Por lo tanto, pueden construirse dos tridngulos, uno con B = 41.8° y otro con B = 138.2°.

A

b) ¢ sen A _ sen 20°
2 1

= senA=2sen20°=> A=43.2°0bienA=180°-43.2°=136.8".

Para ambos valores de A, el triangulo puede construirse (siA=43.2°, A+ C=63.2°; siA=136.8°,
A + C=156.8°). Por lo tanto, pueden construirse dos tridngulos.

c) ¢ senA _ sen 60° _

AN, = A=sen?(2]~353" 0bien A~ 180° - 35.3° = 144.7"

Se observa que para A = 144.7° se obtiene que A + B >180°. Por lo tanto, solo puede construirse un tridn-
gulo con A = 35.3°.

X sen 60° =Z(ﬁ)x%_g.

@ Sugerencia Metodoldgica



~

3.5 Ley del coseno*

Problema inicial
Demuestra que en cualquier tridngulo ABC se cumple que:
c?=a?+ b*-2abcosC

Solucién
Se ubica el tridngulo ABC en el plano cartesiano de modo que A(b, 0) y C(0, 0).

Si (p, @) son las coordenadas del punto B, entonces

cosC=+ y senC=-<L,
a a

Ny B
Por lo que p =acosCy q = acosC. a

Ahora, la distancia del punto A al punto B es
C(0,0)

d(A, B) =\/(b—acosC)2 +(0—asenC)? 3 o

=+/b? — 2abcos C + a’cos?C + a? sen’C

= \a?(senC + cos?C) + b? — 2abcos C

= a2+ b*- 2abcosC.
Pero la distancia de A a B es la longitud del lado AB del tridngulo, que es c. Entonces,
d(A,B)=c = c?’=a’+b’>-2abcosC.
Teorema (Ley del coseno)

En un triangulo ABC se cumple que ¢? = a? + b> — 2abcos C.

De igual forma se satisface que
a?=b%*+c*—2bccosA,
b*=a?+ c¢*—2accosB.

Ejemplo

_--"Ab, 0) &

Determina la medida del tercer lado de un triangulo ABC si se sabe que a =6, b =\2 y C = 45°.

Dibujando el tridngulo y ubicando los datos se observa que se puede aplicar de manera directa

la ley del coseno. Asi,
¢? =62+ (\2)2 - 2(6)(V2 )cos 45°

=36+ 2—1/2@(%
=38-6(2)=38-12=26.
A
Como ¢ >0, se tiene que ¢ =+26. \2

*
Problemas.

Para cada caso, calcula la medida del tercer lado del tridngulo.
a)En el AABC, @ =3, b =5y C=30°
b) Enel AABC,b=6,c=4yA=120°.
c)Enel AABC,a =9, c=9v3yB=150°.
d)Enel AABC, a=b=4y C=60"
e) Enel AABC, a=V2,c=2yB=135"




Indicador de logro:

3.5 Encuentra la medida de un lado de un triangulo si se conocen las medidas de dos lados y el angulo com-

prendido entre ellos, aplicando la ley del coseno.

Se deduce la ley del coseno para luego calcular la
medida de un lado de un tridngulo si se conocen
dos lados y el angulo comprendido entre ellos. Si el
estudiante tiene muchas dificultades para resolver
el Problema inicial, el docente debera brindar mas

Ka poyo. D

Proposito:

Proporcionar otra herramienta para calcular me-
didas de lados y angulos de triangulos oblicuan-
gulos. El Ejemplo tiene como objetivo mostrar la
forma de utilizar la ley del coseno de manera di-
recta.

\_ /

Posibles dificultades:

Identificar la forma de aplicar la ley del coseno.

:

Solucién de problemas:

a) ¢ ¢2 = (W3)2 + 52 = 2(v/3)(5)cos 30°
‘ =34+25 —z\/§(5)(§)

=28-15=13
¢ ° Como ¢ >0, se tiene quec=\/ﬁ.

c) c
SIS %
b? = 92+ (93)? — 2(9)(93)cos 150°
- 81+ 81(3) - 2(813) (—%
=324 +81(3) = 567
Como b >0, se tiene que b =567 = 97.

c*=4%+42-2(4)(4)cos 60°
=32 —2(16)(%)
=16

Como ¢ >0, se tiene que ¢ =16 = 4.

b) < a? =62+ 42— 2(6)(4)cos 120°

. =52-2(24)(-3)

6 120° =76

A 2 B

Como a >0, se tiene que @ = 76 = 2+/19.

Son Utiles algunas propiedades de divisibilidad 567
cuando se descomponen nimeros en factores 189
primos. Por ejemplo, en la divisibilidad por 3 63
se tiene: un numero es divisible por 3 si la 21
suma de sus cifras es multiplo de 3. 7
Asi, 567 es divisible por3yaque5+6+7=18 1
es divisible por 3.

N W www

e)  b2= (2)2+ 22— 2(v2)(2)cos 135°

T =6-22)2)(- )
2 =6+4=10

Como b >0, se tiene que b =V 10.

No es necesario aproximar, ademas,
los problemas no requieren del uso
de la calculadora.
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3.6 Calculo de los angulos de un tridngulo conocidos sus tres lados

Problema inicial

B Del tridngulo ABC se sabe que a =8, b =5y ¢ = 7. Determina la medida de los tres angulos del triangulo.

)

SOSI:;IL?er:ie utilizar la ley del coseno para calcular un angulo del triangulo. Utilizando ¢? = a? + b*— 2abcos C,
entonces:
72=82+52—-2(8)(5)cos C A
2(8)(5)cos C=8%+52—72
80cos C=64 +25-49 7 5
80cos C=40
cos C= % = % 5 c

Cuando cosC = %se tiene que C=60°. 8

Para calcular otro angulo se aplica nuevamente la ley del coseno
52=72+8%*-2(7)(8)cosB
2(7)(8)cosB = 8%+ 72 — 52
112cosB =64 +49-25

112cos B =88
_88 _11
cosB=17=17

Cuando cos B =%, B =38.2°.

Luego, A=180°—-B—-C=180°—-38.2°-60° = 81.8".
Por lo tanto, A = 81.8°, B=38.2°y C=60°.

Observa que para calcular el segundo angulo también se puede utilizar la ley del seno.

7 5 5sen 60° V3 ) 5v3
= = = = — |+ 7 ==
sen 60° sen B sen B 7 5( 2 7 14

CuandosenB= 51—\2? B=38.2° 0 bien B> 180° —38.2° = 141.8°. Pero si B = 141.8° entonces

B+ C=141.8°+60° = 201.8°, lo cual no puede ser en un triangulo. Por lo tanto B = 38.2°.
¢Por qué es preferible utilizar la ley del coseno?

Conclusion

Si se conocen las medidas de los tres lados de un tridangulo pueden calcularse las medidas de sus tres
angulos mediante la ley del coseno.

Problemas

B 1. Para cada caso, determina la medida de los tres angulos del triangulo si es posible.
a)Enel AABC,a=V3,b=1yc=2 b) En el AABC, a=1,b=2 yc=V5
c)Enel AABC,a=5,b=3yc=7
e) En el AABC, a =3, b=12yc=9

d)Enel AABC,a=6,b=10yc=11

2. En el AABC expresa cos B en términos de los lados @, by c.

e

D




Indicador de logro:

3.6 Calcula la medida de los angulos de un tridangulo si se conocen las medidas de sus tres lados.

Se continuda con el uso de la ley del coseno, en esta ocasion para calcular los dngulos de un tridngulo si se
conocen las medidas de sus tres lados.

Solucién de problemas:

Para resolver estos problemas, puede elegirse cualesquiera de los tres angulos y calcularlo con la ley del
coseno, ya que se conocen las medidas de los tres lados del triangulo.

1a) Considerando a? = b? + ¢ — 2bccos A:
(W3)?=12+22-2(1)(2)cosA = 4cosA=5-3=2 = cosA =2 = A=60". i i
Para el calculo de otro angulo se considera ¢? = a? + b> — 2abcos C:
22=(V3)2+12-2(v3)(1)cos € = 2v3cosC=4-4=0 = cosC=0 = C=90".
Luego, como A =60°y C =90° se tiene que B = 180° - 60° —90° = 30°.

1b) Calculando el angulo C:

(\/§)2=12+(\/§)2—2(1)(\/§)C05C:>2\/§COSC=3—5=—2=>COSC=—%=—T:>C 135°.

Calculando el dngulo B:

(N2): = W5)? + 12~ 24/5)(1)cos B = 2\5cos B=4 = cos B == =25 5 B~ 266°,
Luego, A = 180° — 26.6° — 135° = 18.4°.
1c) Calculando el dngulo A: 52=32+72-2(3)(7)cosA = cosA="==—"> = A=38.2°

15 1

C
42 14
. 3 5
Calculando el angulo C: 72 =5%+32-2(5)(3)cos C = cosC= ~30°-"37 > C=120°.
o [ o _ o A B
Luego, B = 180° —38.2° — 120° = 21.8". No es necesario simplificar las fracciones cuando /
el calculo del angulo se hace con la calculadora.

1d) Calculando el dngulo B:  10?=62+ 112 - 2(6)(11)cos B = cos B = % = B=64.4°,

Calculando el angulo C: 112=6%+ 10%-2(6)(10)cos C = cosC= % = (C=82.8"°.
Luego, A= 180°-64.4°—-82.8°=32.8°.

1e) Calculando el dngulo A: (\3)2=122+92—2(12)(9)cos A = cos C === > 1.

Por lo tanto, el triangulo no puede construirse.

a?+c2-b?
2ac
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3.7 Practica lo aprendido

1. Calcula el drea del tridngulo ABC si se conocen los datos proporcionados en cada caso.
a)a=7,¢c=4yB=45° b)b=10,c=8yA=30°
c)a=1,b=2yC=45° da=4,b=5yC=60°

e)a=6,c=\/§yB=120°

2. En el tridngulo ABC calcula el dato que se pide en cada caso, analizando si el resultado tiene sentido.
B a)b=24,8=38"yC=120° Calculac. b) ¢c=10,A=135°y C=30°. Calcula a.
Ec)a=12, b=16yA=45° Calcula el B. d)a=3,b=2yB=30° Calcula el A.

B e)b=2,c=+3yC=120° Calcula el B.

3. Determina el valor del tercer lado en cada caso.

a) b)
C P

135°

60° M
B
A 6

B 4. Calcula la medida de los tres angulos del tridngulo ABC para cada caso.

a)a=12,b=7yc=6 b)a=2,b=3yc=4

5. Determina la medida del tercer lado del triangulo ABC que muestra la figura.

C

60° Utiliza la ley del coseno y resuelve la
2 a ecuacion cuadrética que resulta de
ello.

A

B
\7
6. Resuelve los siguientes triangulos, utilizando la ley de los senos y la ley del coseno.

a)b=21,A=60°,B=12° b)a=15,¢=7,B=65°

Resolver un triangulo significa
encontrar todas las medidas

cJa=3, b=2,c=2 d)c=3,B8=110° C=45" de sus lados y angulos.

D




Indicador de logro:

3.7 Resuelve problemas correspondientes a la resolucién de triangulos oblicudngulos.

Solucién de problemas:

1a) (ABC) = Z(#](7)sen 45° 1b) (ABC)=20  1c) (ABC) =2 1d) (ABC) =2 1e) (ABC) = 5\3
1
= 2)(7)(2)=7v2
2a) Utilizando la ley de los senos: 2b)a=10\2 2c)B=70.5° 2d)A=48.6°
C c _ 24

2e) Al utilizar la ley de los senos, se obtiene que

sen B = 1; es decir, B = 90°. Pero cuando
=~ 33.8. B =90° B+ C=210° >180°. Por lo tanto, el
triangulo no puede construirse.

24 ~150 sen 120°  sen 38°

38’ 24 sen120°
A B =
c = cC sen 38°

3a) a2 = 3% + 62— 2(3)(6)cos 60° = 9 + 36 —Z(lS)(%) =45-18=27 = a=\27=3\3
3b) n? = 5% + 42 — 2(5)(4)cos 135° = 41— 202 = n =v41-202

59

4a) 12°=7+6>—-2(7)(6)cos A = cos A= a1 > A=134.6°.
72 =127+ 62— 2(12)(6)cos B = cos B = % = B=245".

Luego, C = 180° — 134.6° — 24.5° = 20.9°.

4b) 22 =32+ 4% - 2(3)(4)cos A = cos A =% = A=29°.
42=22+32-2(2)(3)cos C = cos C= —% = C=~104.5°.
Luego, B ~ 180° —29° — 104.5° = 46.5°.

5. (\7)=a?+22-2qa(2)cos 60° = 7 =a2+4-Z(2a)(%) = a’-2a-3=0= (a-3)(a+1)=0
Es decir, a = 3 0 a = —1. Pero a representa una longitud, por lo tanto no puede ser negativa. Entonces
a=3.
6a) Se observa que C=180°—-60°—12°=108°. Aplicando la ley de los senos se determina a = 87.5. Aplicando
nuevamente la ley de los senos se determina que ¢ = 96.1.

6b) Se conocen dos lados y el dngulo comprendido entre ellos. Se puede aplicar la ley del coseno y calcular
el valor de b:
b?=15%+72-2(15)(7)cos 65° =274 —-210 cos 65° = b=13.6.

Utilizando ahora la ley del coseno para calcular el angulo C:

o N _15413.6-7"
7%= 152+ 13.6*—2(15)(13.6)cos C = cos C 2(15)(13.6)

Luego, A = 180° — 65° — 27.8° = 87.2°. Por tanto, A = 87.2°, C= 27.8°y b = 13.6".

= C=27.8°

6¢) Utilizando la ley del coseno para calcular el valor de A se tiene que A = 97.2°. El tridngulo es isdsceles,
entonces C = B por lo que

A+3+c=180°=>A+B+B=180°:23=180°—A=>3=%:41.4°.

6d) Se observa que A = 180° — 110° — 45° = 25°. Luego, aplicando la ley de los senos se calcula el valor de b,
obteniéndose b = 4. Aplicando nuevamente la ley de los senos se obtiene a = 1.8.
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3.8 Aplicaciones de la ley de los senos y la ley del coseno

Problema inicial
Bz Ana sale a correr cada mafiana alrededor de su cuadra que tiene
forma triangular. Primero recorre 4 km, luego 2 km y por ultimo
recorre la Ultima cuadra para regresar a su casa. ¢ Cuantos metros
corre Ana en total cada mafiana si da una vuelta completa en su

vecindario?
Solucién
Pasa saber cuanto corre Ana en total cada mafana, hay que encontrar la
medida del tercer lado del vecindario. Como tiene forma triangular, se ;| X
conocen dos lados y ademas el angulo que se conoce es opuesto al lado
que se desea calcular, se utiliza la ley del coseno. 60°
X2 = 47 + 22— 2(4)(2)cos 60° = 16 + 4 — 2(4)(2) (%) =20-8=12 4 km

Esdecir, x2=12 = x=vV12 0x=-v12.

Pero x representa una longitud por lo que no puede ser negativo. Entonces, x = 3.5 km. Luego, Ana corre
cada mafana 4 km + 2 km + 3.5 km = 9.5 km, aproximadamente.

Conclusién
La ley de los senos y la ley del coseno pueden utilizarse para resolver problemas aplicados al entorno
cuando dichos problemas involucren triangulos.

En algunos casos resulta util aplicar la ley de los senos y en otras la ley del coseno, por ello es recomendable
elaborar un dibujo y ubicar los datos conocidos y los datos que se desean calcular para identificar cual de
las dos leyes conviene utilizar.

Problemas,_:
1. Un barco deja un faro Ay navega 5 km. En este punto observa un faro B que
estd a 7 km del faro A. Si el dngulo entre las lineas de vision a ambos B-i.
faros es de 60°, ¢a qué distancia esta el bote del faro B? =

B 2. Una casa tiene un patio en forma triangular y el duefio quiere po-
nerle grama, por lo que necesita calcular el drea del patio para
comprar la grama. Dos de los lados del patio miden 40y 42 metros y
el angulo opuesto al lado que mide 42 es de 120°. ¢ Cudntos m? debe
comprar de grama aproximadamente?

B 3. Un herrero desea construir un columpio usando dos triangulos isdsceles en sus
extremos. Si el angulo distinto mide 30° y el lado opuesto a este quiere que mida 1
metro, ¢cuanto deben medir los otros dos lados?

4. Demuestra que el drea de un paralelogramo es el producto de dos lados adyacentes y el seno del dngulo
entre estos dos lados adyacentes.

8 )
B




Indicador de logro:

3.8 Utiliza la ley de los senos y la ley del coseno para resolver problemas que involucren triangulos oblicuan-
gulos.

Posibles dificultades:

Luego de haber deducido y aplicado la ley de los Una de las dificultades que pueden tener los es-
senos y del coseno, se resuelven problemas del en- tudiantes al resolver problemas de aplicacién, es
torno que requieran del uso de estas. identificar cual de las leyes puede o debe utilizar.
Ademas, identificar qué es lo que esta calculando

o qué es lo que debe calcular y cdmo relacionarlo
con el problema puede ser otra de las dificulta-
Consolidar el uso de la ley de los senos y del cose- des.

no, al resolver problemas del entorno. Y Y.

Propésito:

Solucién de problemas:
1. Sea x la distancia que hay entre el barco y el faro B. Utilizando la ley del coseno para calcular el valor de x:

72 = 52 + x2 - 2(5x)cos 60° = 25+x2—z(5x)(§)—49=o = X2—5x-24=0
= (x-8)(x+3)=0 > x=8o0x=-3.

Como x representa una distancia, no puede ser negativa. Por lo tanto, x = 8. Es decir, la distancia del barco
al segundo faro es de 8 kilémetros.

2. No puede utilizarse la formula del area directamente, ya que los datos conocidos no cumplen las condicio-

nes. Hay dos opciones: calcular la medida del lado ¢ o calcular la medida del angulo C. A
Forma 1: 422 = ¢? + 40% — 2¢(40)cos 120° /m
B C
=c2+40c—164=0>c =%(— 40 +~/40% + 4(164)) = — 20 + 2~141. 42 m

Luego, ¢ =— 20 + 2+/141. Entonces, el area del jardin es (ABC) = %(40)(— 20 + 2v141)sen 120° = 64.9 m?.

sen B _ sen 120° _ 40sen120° _10V3
=T T senBE—p—=

Luego, C= 180° —120° — 55.6° = 4.4°. Entonces, el area del jardin es (ABC) =%(40)(42)sen 4.4° =~ 64.4m?

Forma 2: = B =55.6°

3. Al representar los extremos del columpio con un triangulo, se tiene la figura de la derecha. ¢

Utilizando la ley del coseno para calcular el valor de a: A

12=a?+a?-2(a)(a)cos 30° = 1=2qa? —Z(az)(g) = 202 -\3a?=1 = a*(2-\3)=1.
a
,_ 1 _ 1 2+V3 _2+V3 _ _ -
= a'= 2-\3 2—\/§X 2+\3 _ 4-3 —2+\/§ = CL—\I2+\/§~1.9.

Por lo tanto, los lados de los extremos deben medir aproximadamente 1.9 metros. At—F—8
4. Tomando el paralelogramo ABCD cuyos lados miden a y b, se traza la diagonal D ¢

BD. Los triangulos ABD y CDB son congruentes, por el criterio LAL. b

El drea del tridngulo ABD es (ABD) = %ab sen A. A B

a
Como AABD = ACDB, sus areas son iguales. Entonces, (ABCD) = (ABD) + (CDB) = 2(ABD) = absen A.

Por lo tanto, el drea de un paralelogramo es igual al producto de los lados adyacentes por el seno del an-
gulo comprendido entre ellos.
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3.9 Practica lo aprendido ~

B 1. Una caja estd sostenida por una cuerda, como muestra la figura. ¢Cudl es
la longitud de la cuerda?

2m

B 2. La capitana de un barco observa dos faros mientras navega. El barco se encuentra a 15 millas de un faro
y a 20 millas del otro faro. Si la capitana determina que el dngulo entre las dos lineas de vision hacia los
faros es de 120°, écual es la distancia entre los faros?

E3. un granjero tiene un establo y necesita hacer un corral extra. Para ello tiene un lazo de 38 metros y
piensa atar el lazo como muestra la figura. ¢Tiene el granjero suficiente lazo si los nudos estan a una
distancia de 4 metros?

4. Un poste de 30 pies de largo se ha inclinado aproximadamente 15° de su posicidn original. El
alcalde de la ciudad piensa sostenerlo con un cable de acero pero necesita calcular cuanto
necesita de cable. Si amarra el cable a 100 pies de la base del poste, écuanto necesita
aproximadamente?

30 pies

=y
v
o

ey

5. Se construird la decoracién de un jardin en forma triangular, como muestra la figura. Si cada vértice de
triangulo es centro de la circunferencia sobre la que estd, éicudl es la longitud de PQ?

5

E6.Un grupo de exploradores estd aprendiendo a navegar para un viaje de supervivencia. Sobre un mapa les
han ubicado tres puntos que deben visitar, sin embargo, necesitan conocer las medidas de los dngulos

para saber qué tanto deben girar. éCudles son los angulos que deben girar para poder visitar los tres
puntos?

Inicio




Indicador de logro:

3.9 Resuelve problemas correspondientes a la aplicacion de la ley de los senos y del coseno a problemas del

entorno.

Solucién de problemas:

1. Al dibujar el tridngulo y ubicar los datos, se obtiene el gréfico de la derecha. El angulo
B esigual a 180° — 20° — 110° = 50°. Luego, utilizando la ley de los senos para calcular el b TN
valor de a: A< B
a_ _ 2 a= Zsen20"zo7 2m
sen20°  sen 110° sen 110° o
Se aplica nuevamente la ley de los senos para calcular el valor de b:
b _ 2 - 2sen50° 16
sen 50° ~ sen 110° sen 110° -
Luego, la longitud de la cuerda es de aproximadamente 1.6 m+ 0.7 m=2.3 m.
2. Elaborando un grafico y ubicando los datos se observa que se puede aplicar la ley del coseno para calcular
la distancia entre los faros. Faro A x Faro B
X2 = 207 + 152 — 2(20)(15)cos 120° = 625 — 2(300)(—%)= 625 + 300 = 925.
20 mi 120° 15 mi
Entonces, x = V925 = 30.4. Es decir, los faros estdn aproximadamente a 30.4 B o
millas de distancia.
3. Si se considera que la figura formada es un triangulo, se tiene: 4m
Para saber si le alcanza la cantidad de lazo que tiene hay que calcular el valor 3
de x y luego ver si 17 + x es menor o igual que 38. Utilizando la ley del coseno: 17 m x
x*=4?+17?-2(4)(17)cos 35°=305—-136 cos 35° = 193.6.
Entonces x = 13.9. Luego, 17 + 13.9 = 30.9. Por tanto, el granjero tiene suficiente lazo.
4. El angulo B mide 90° + 15° = 105°. Por la ley del coseno: ]
x? =100% + 30% — 2(100)(30)cos 105° = 12452.9. x bl
Entonces, x = 111.6. Es decir, necesita aproximadamente 111.6 pies de cable pies
para amarrar el poste. r/
———100 pies B
5. Se observa que las circunferencias son tangentes. Sea O el tercer vértice. Como cada vértice del tridngulo
cae en el centro de cada circunferencia, puede observarse que 0Q=4+3=7yOP =3 +1 =4, Se tiene el
siguiente triangulo: o
x P' Como se desea conocer la longitud de PQ, se aplica la ley del coseno:
Q 4m X% =72+ 42— 2(7)(4)cos 120° = 93.
7m L/
0]
Entonces, la longitud de PQ es de aproximadamente 9.6 metros.
6. Como se conocen los tres lados del tridngulo, se aplica la ley del coseno.

31 km

31°=22°+45%-2(22)(45)cos A = cos A =§ = A=38.6"° 22km B
2 _ 2 2 _ _1251_& - o 45 km
222=31%+45%—-2(31)(45)cos B = cos B = 1395 = 155 = B=26.3°. A

Luego, C= 180° - 38.6° — 26.3° = 115.1°.

Aunque depende del orden en que visiten los puntos indicados, los angulos que deben girar son 38.6°,
26.3°y de 115.1°.
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3.10 Problemas de la unidad ~N

1. De la siguiente figura, calcula las longitudes de los segmentos AD, DC, AC, BD y BC. Racionaliza cuando
sea necesario.
C

2. De la siguiente figura, escribe las longitudes de los segmentos BC, AC, DB y AB en términos del angulo 6.

C

0

S — B

3. Un pentagono regular esta inscrito en un circulo de radio 7. Calcula el perimetro del pentagono.

B 4. Una escalera de 30 pies de largo yace sobre una pared con una inclinacién de 70°. Determina la
distancia a la que se encuentra el pie de la escalera de la pared.

B 5. Desde la punta de un faro de 50 pies se observa un bote a un angulo de depresién de 11°. (A qué
distancia esta el bote del faro?

B 6. Una antena vertical estd montada en el tope de un poste de 30 pies de @l
altura. Desde un punto a 60 pies de la base del poste, la antena subtiende A l
un angulo de 10°, como muestra la figura. Calcula la longitud /4 de la antena. s
1’ “// “
/ ,/ ‘I
7. Calcula lo que se pide, si los datos se refieren a un tridngulo rectangulo. 0 pies
.7

a) Sicos 0 =%, calcula sen 6.

~
\
Te-e L __Ww

b) Sisen 6 = %, calcula cos 6. ‘ 0 pies

c) Sitan 6 =2, calcula cos6y sen6.

d) Sisec 8 =7, calcula cos6y senf.
8. Calcula la distancia entre P y Q para cada caso.
a)P(-1,3)yQ(2,5) b) P(2,3) y Q(2, 6)

9. Calcula el perimetro del cuadrilatero ABCD que tiene por vértices A(-3, —1), B(0, 3), C(3, 4) y D(4, 1).




Indicador de logro:

3.10 Resuelve problemas correspondientes a la resolucién de triangulos oblicuangulos.

Solucién de problemas:

. o_BC _ o_N3 o_ 1 1 2\3
1. En el AABC se tiene que tan 30° = 1 = BC=tan 30° = 3 y cos 30 =AC :>AC—c0530°— 3 C
D
Ahora, en el AABD, cos 30°=%=>AD=cos 30°=%ysen 30°=% =>BD=%
Para calcular DC: DC=AC—-AD _3_ N3 ﬂ. o
3 2 6 30
A<— B
S
: _3 -_3 C
2.En el AADC: cos 0 = ac =~ AC= =7
. _BC _ _3tanf
Luego, en el AABC: tan(9—AC = BC=ACtanf = os0
AC AC 3
= — = = 0
y cos 0 AB = AB cos @ cos’O’ A B
3D
A _ _ _ 3 4 _3-3cos? _ 3(1-cos’f)_ 3sen’t _ )
Por (ltimo, DB=AB~AD = ——5 -3 =——7—=—"—7—=——--=3tan 6.

3. Un pentdgono regular puede construirse dividiendo una circunferencia en 5 partes iguales. Entonces, los

angulos AOB, BOC, COD, DOE, EOA son iguales a 72°(360° + 5).

Un pentdgono regular inscrito en una circunferencia cumple que los segmentos que unen el centro con
los vértices del poligono son radios. Entonces, cada segmento OA, OB, OC, OD y OE tienen una longitud
de 7.

Luego, los tridngulos AOB, BOC, COD, DOE y EOA son isdsceles. Considerando el AAOB:
(AB)*=7%+ 7%= 2(7)(7)cos 72° = 2(7%) — 2(7*)cos 72° = 2(7%)(1 — cos 72°)

Entonces, AB =+/2(7%)(1 — cos 72°) = 74/2(1 — cos 72°). Por lo tanto, el perimetro del pentagono es

5AB = 35+/2(1 — cos 72°).

. Sea d la distancia que hay entre el pie de la 5. Sea d la distancia que hay entre el bote y el faro.
escalera a la pared.
J tan 11"=%=>ol=t 5210=257.2.
cos 70° =55 = d =30 cos 70° = 10.3. an

Por lo tanto, el bote estd aproximadamente a

Por lo tanto, el pie de la escalera se encuentra .
P ELP 257.2 pies del faro.

aproximadamente a 10.3 pies de la pared.
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6. Al elaborar un grafico y ubicar los datos, se obtiene la figura que se muestra. Luego,

tan 6 = => 0 ~26.6°. D}
o]
Por otra parte 30 pies
! oy _ 30+h
tan (0 +10°) = 0 \or]
——60 pies—

= 30+ h=60tan(0 + 10°)

= h=60tan(6 +10°) —30
=~ 60tan(26.6°+10°) —30
=60 tan 36.6°— 30
= 14.6.

Por lo tanto, la altura de la antena es de aproximadamente 14.6 pies.

7a)sen 0 = \/ — 7b) cos 6 = @

7c)c050-—se 0—% 7d)c059—— sen@—g
8a) d(P, Q) =V13. 8b) d(P, Q) =

9. Resulta util graficar el cuadrilatero en el plano cartesiano.
y

N

C

.
B
2
: D
> X

,
A -1
N

Para calcular el perimetro, se calculan las longitudes de los lados del cuadrildtero. Utilizando la formula
de la distancia entre dos puntos:

« d(A, B)=(0—(=3))2+(3—(-1))2=32+42=19+ 16 =425=5

* d(B, C) =10

* d(C,D) =10

* d(A, D) =+53
Luego, el perimetro de ABCD es 5 +v10 +v10 +v53 = 5 + 2410 ++/53.




3.11 Problemas de la unidad ~

10. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y y respecto al origen. Grafica
en cada caso.

a) P(0, 3) b) P(%,-1) ¢) P(-2, 0) d) P(-1, -1)
11. Dibuja cada angulo e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 800° b) —-300° ¢) 1050° d) -735°

12. Determina los valores de seno, coseno y tangente de 6 en cada caso.

a) U, b) Yy
P(1,2) J
“ P(-1,0) X
X
c d) N
P4, 1)

— an

P(-1,-2)

13. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6 y
tan 0, donde 0° < 0 < 90°.

a) 150° b) 370° c) 450° d) 535°
14. Determina los valores que se piden en cada caso.

a) sen By tan 6 si cos 9=—% y 90° < 6 < 180°.

b) tan O sisen 0 = % y 0 estd en el segundo cuadrante.

c) cos By sen B sisec 6 =2y 0 esta en el primer cuadrante.
15. Calcula el drea del tridngulo ABC.

16. Calcula los valores que se piden.
a) Elvalordecsia=3,A=60°y C=45"
b) Elvalorde Bsia=1, b =3y A = 30"

c)Elvalordeasib=2,¢c= 2\/§yA =150°. La unidad de medida de la fuerza aplicada
’ a objetos es el newton y se simboliza por N.

d) La medida de los tres angulossia=b =2y ¢ =+3.
e)ElvalordeAsia=4,b=1yB=60"

B917. Cuando dos fuerzas en direcciones distintas actan sobre un objeto,
la fuerza resultante es la diagonal del paralelogramo formado por las
fuerzas aplicadas. Si dos fuerzas de 12 y 18 newtons actlan sobre un
objeto a un dngulo de 75°, écudl es el valor de la fuerza resultante?

(N J
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Indicador de logro:

3.11 Resuelve problemas correspondientes a la resolucién de triangulos oblicudngulos.

Solucién de problemas:
Respecto a la

Respecto al eje x Respecto al eje y Respecto al origen recta identidad
10a)  Py(0,-3) P,(0, 3) P3(0, -3) P4(3, 0)
1 1 1 1
10b) Pl(? 1) Pz(— L —1) P3(— L 1) P, (—1, 5)
10C) Pl(_zr 0) PZ(Z, 0) P3(2; O) P4(0; _2)
10d)  Py(-1,1) P,(1,-1) Ps(1, 1) P,(-1,-1)
11a) 11b) 11c) oy, 11d)
80°
L AN Z / 600 AN _7350
\\Iﬁsooo X _300°4 X < 1050<E 30° x < é;@:zx
A\ 4 WV WV
800° = 360°(2) + 80° 1050° = 360°(2) + 330° -735° =-360°(2) - 15°
25 _x_A5 Y
12a) r =5, por lo tanto, sen 0 = == cC s@—r—?ytanB———Z

12b) r =1, porlo tanto, sen =0, cos =—1ytan 6 =0.
V17 _an7 _1
L 17 ytan9—4.

12d) r =+/5, por lo tanto, sen 8 = —%, cos 6 = —% ytan 6 =2.

12c) r =17, por lo tanto, sen 0 =

13a) 150° = 180° — 30°. Entonces, sen 150° = sen 30°, cos 150° = — cos 30° y tan 150° = —tan 30°.
13b) 370° = 360° + 10°. Entonces, sen 370° = sen 10°, cos 370° = cos 10° y tan 370° = tan 10°.
13c) 450° = 360° + 90°. Entonces, sen 450° = sen 90°, cos 450° = cos 90° y tan 450° = tan 90°.
13d) 535° = 360° + 175°. Angulo de referencia de 175° es 180° — 175° = 5°. Entonces,

sen 535° =sen 175° = sen 5°, cos 535° = cos 175° =—cos 5° y tan 535° =tan 175° = —tan 5°.

\/_

14a) sen 0 =222 ytan 0 =-242 14b) cos@=—¥ytan0=—¥ 14c) cos@=%ysen0=§

15. (ABC) = —(3)(5)sen120° = 15(

16a) c =6 16b) B = 60° 0 B = 120° 16¢) a = 217 16d) A = B~ 64.4°, C~51.3°

16e) sen A = 2+/3 > 1. Por lo tanto, el tridngulo no puede construirse.

17. Por propiedades del paralelogramo, el angulo B es igual a 180° — 75° = 105°.
Ademas, BC = 12. Para calcular la diagonal AC se puede utilizar la ley del coseno:

(AC)? = 182 + 122 — 2(18)(12)cos 105° = 579.8 = AC = 24.1.

Por lo tanto, la fuerza resultante es de aproximadamente 24.1 newtons.

=



Prueba de la unidad 5. Resolucidn de tridngulos oblicuangulos

Matematica, primer afo de bachillerato
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ | masculino /[_]femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Calcula la medida de los dngulos agudos del tridngulo ABC.
C

V3

B Respuesta:
A 1 A = C:

2. Un hombre se encuentra en un edificio observando otro edificio que estd a 300 m de distancia. El angulo
de elevaciodn al tope del edificio es de 30° y el dngulo de depresién a la base es de 60°, ¢cual es la altura
del edificio que observa? Desprecia la altura del hombre. Deja indicada la respuesta.

Respuesta:

3. Determina el punto simétrico de P(-1, 3) respecto | 4. Dibuja 1020° en el plano cartesiano.

al eje x, respecto al eje y, respecto al origen y

respecto a larectay = x.

Y,
ya >x

(" Respuesta: )

Respecto al eje x:

Respecto al eje y: N

Respecto al origen:

Respecto a y = x:
\ Y,




5. Determina el valor del seno, coseno y tangente del dangulo 6.

J ("Respuesta.
P(5,3) sen 0=
f cos 0 =
— -
, tan 0 =
_

6. Representa los valores de las razones trigonométricas de 340° en términos de un angulo 6, donde
0°<6<90°.

(" Respuesta.
sen 340° =

cos 340° =

tan 340° =
\§

7. Determina los valores de sen 8y cos @ sitan 8 =2y cos 6 <0.

(" Respuesta.

sen 0 =

cos 6 =

8. En el tridngulo ABC,a =3, b =4y C=120°, calcula su érea.

Respuesta:




9. En el tridngulo ABC, a =2, c=1y C=30°, calcula la medida del angulo A.

Respuesta:
A=
10. Calcula la medida del tercer lado del tridngulo ABC. C
30°
a
V3
A 3 B
Respuesta:
a=
11. Resuelve el tridngulo ABC.
C
\2
30° 45°
A B
Respuesta:
a = C=

C=

12. Un barco que deja un faro navega 5 km. En este punto, observa un segundo faro que estd a 7 km del
primer faro. Si el angulo entre las lineas de vision de ambos faros es de 120°, éa qué distancia esta el

barco del segundo faro?

Respuesta:




Descripcion de la prueba:

Esta prueba se desarrollara en 45 minutos y consta de 12 items. Se indica la respuesta correcta de cada item
en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema donde esta el asterisco (*).
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Unidad 6. Identidades y ecuaciones trigonométricas

Competencia de la unidad

Deducir identidades trigonométricas bdsicas mediante propiedades de simetria en el plano, para el
calculo de valores trigonométricos exactos y la resolucidn de ecuaciones trigonométricas.

( Tercer ciclo )

Unidad 5: Figuras semejantes

(9°)

e Semejanza

e Semejanza de triangulos

e Semejanza y paralelismo

e Aplicaciones de semejanzay
triangulos semejantes

Unidad 6: Teorema de Pitago-

ras (9°)

e Teorema de Pitdgoras

e Aplicacién del teorema de
Pitagoras

Relacién y desarrollo
Primer afio de
bachillerato

Unidad 5: Resolucion de

triangulos oblicuangulos

e Razones trigonométricas
de angulos agudos

e Razones trigonométricas
de angulos no agudos

e Resolucion de tridngulos
oblicuangulos

Unidad 6: Identidades vy
ecuaciones trigonométricas
¢ |dentidades trigonométri-

cas
e Ecuaciones trigonométri-
cas

Segundo afio de
bachillerato

Unidad 5: Funciones trascen-
dentales Il

e Funcidn biyectiva e inversa
e Funcidn logaritmica

e Funciones trigonométricas
e Prictica en GeoGebra




Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases
1. Identidades trigonométricas de los angulos —6, 90° — 0 y
1 o
180° -6
1 2. ldentidades trigonométricas de los angulos 6 + 180°,
6—-180°y90° + 6
1 3. Angulo adicién
. . o 1 4. Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 1
1. Identidades trigonométricas
1 5. Angulo doble
1 6. Angulo medio
1 7. Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 2
1 8. Practica lo aprendido
1 1. Ecuaciones trigonométricas, parte 1
1 2. Ecuaciones trigonométricas, parte 2 (uso de la identidad
pitagorica)
1 3. Ecuaciones trigonométricas, parte 3 (uso del angulo doble
del coseno)
2. Ecuaciones trigonométricas 1 4. Ecuaciones trigonométricas, parte 4 (uso del angulo doble
del seno)
1 5. Ecuaciones trigonométricas, parte 5
1 6. Practica lo aprendido
1 7. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 6
2 Prueba del segundo periodo

15 horas clase + prueba de la unidad 6 + prueba del segundo periodo

Leccion 1: Identidades trigonométricas
En esta leccidn se establecen las identidades trigonométricas mas relevantes y el uso de ellas para el calculo de
valores exactos de razones trigonométricas.

Leccion 2: Ecuaciones trigonométricas

Puntos esenciales de cada leccion

Se resuelven ecuaciones trigonométricas utilizando las identidades establecidas en la Leccion 1, ademds de uti-
lizar otras herramientas como la identidad pitagérica y el método de tijera.
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Identidades trigonométricas

1.1 Identidades trigonométricas de los angulos —6, 90° - 6y 180° - 0

Problema inicial
Demuestra que
1. cos(-6)=cos O y sen(-0)=—sen O 2.cos(90°—0) =sen O y sen(90°—6) = cos O

3. cos(180° - 9) =—cos 6 y sen(180° - 9) =sen 0 Utiliza simetrias respecto al eje x, a la

recta identidad y al eje y.

Solucién
1. De la clase 2.2 de la Unidad 5 se sabe que si P es un punto del plano cartesiano con coordenadas
(a, b), las coordenadas del punto simétrico P' respecto al eje x es (a, —b).

Sea el punto P(a, b) tal que OP = 1y OP forme un angulo 0 con el eje x. Las coordenadas de P son
(cos 0, sen 6). Entonces, las coordenadas de su simétrico respecto al eje x es

P'(cos 8, —sen )  —mmmmmmmmmmee- (1)

Por otra parte, OP' forma un —0 con el eje x. Por lo tanto, las coordenadas de P' son

(cos(=0),sen(=6)) oo (2)
y/\
P(c'os 0, sen )
1
pa 9 [ S
< 0 _9 M ,x
1

P'(cos(—6), sen(—6))

Comparando (1) y (2) se tiene que cos(—6) = cos 6 y sen(—6) = —sen 6.

2. Se sabe que si P es un punto sobre el plano cartesiano con coordenadas (a, b), las coordenadas del
punto P' simétrico respecto a la recta identidad es (b, a).

Se considera P(cos 6, sen 0), entonces su simétrico respecto a la recta N p
identidad es
P'sen,cos ) e (3)
Como P' es el simétrico de P, se tiene que OP' forma un angulo de 90° — 6
con el eje x; esto quiere decir que las coordenadas de P' son N
(cos(90° - 6), sen(90° = 0))  -----mmmmmeeeee- (4) B

De (3) y (4) puede determinarse que cos(90° — ) = sen 6 y sen(90° — ) = cos 0.

3. Se sabe que si P(a, b) es un punto del plano cartesiano, entonces P'(—a, b) es su simétrico con respecto
al eje y.

. _/
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Si se considera P un punto del plano cartesiano, tal que yp
OP =1y OP forme un angulo 6 con el eje x, sus coordenadas P! P(cos 6, sen 6)
son (cos B, sen B). Entonces su simétrico respecto al eje y es 1 >
/
P'(-cos 6,sen ) —oeemeeeeeees (5) §
, 6 6
Por otra parte, OP' forma un angulo 180° — 6 con el eje x. Asi, las 0] X
coordenadas de P' son
A4

(cos(180° — 0), sen(180° — B))  -—-------=------- (6)

Luego, de (5) y (6) se concluye que cos(180° — 6) = —cos Oy sen(180° — 6) = sen 6.

Conclusién
Una identidad trigonométrica es una igualdad donde intervienen razones trigonométricas y es verdadera
para cualquier valor del angulo.
Para cualquier angulo 8 se cumplen las identidades de dangulos opuestos para el coseno y el seno
a) cos(—0) = cos O b) sen(-6) =—sen 6

Para cualquier angulo 6 se cumplen las identidades de dngulos complementarios y suplementarios para el
coseno y el seno

c) cos(90° — 6) =sen O d) sen(90° — 6) = cos O
e) cos(180° — 0) = —cos O f) sen(180° — 6) = sen 6
Ademas, se cumplen las siguientes identidades para la tangente
g) tan(—6) =—tan 6 h) tan(90° — 60) = taﬁe i) tan(180° — 0) =—tan 0
Ejemplo
Representa cada razén en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
1. cos (—40°) 2.sen 120° 3.tan 320°

1. Utilizando la identidad de angulos opuestos, cos(—40°) = cos 40°.
2. Utilizando la identidad de dngulos suplementarios, sen 120° = sen(180° — 120°) = sen 60°.
3. En este caso se aplica primero la identidad de dngulos suplementarios

tan 320° = —tan(180° — 320°) = —tan(—140°) = tan 140° = —tan(180° — 140°) = —tan 40°.
Es decir, tan 320° = —tan 40°.

b d
Problemasw

1. Representa cada razén trigonométrica en términos de un dngulo 6 tal que 0° < 6 < 90°. Indica qué tipo
de identidad o identidades hay que utilizar.

a) cos(—-30°) b) sen 170° c) sen 110°
d) cos 250° e) tan(—60°) f) tan(—100°)
2. Demuestra que tan(—6) =—tan 6.
o 1
3. Demuestra que tan(90° - 0) = ol

4. Demuestra que tan(180° — 6) = —tan 6.




Indicador de logro:

1.1 Representa razones trigonomeétricas en términos de angulos agudos utilizando las identidades trigonométri-
cas de angulos opuestos, complementarios y suplementarios.

Propésito:
Se inicia la unidad con la deduccién de tres iden- Introducir identidades trigonométricas de angu-
tidades trigonométricas utilizando angulos en el los opuestos, complementarios y suplementarios,
plano cartesiano y las simetrias de un punto res- para luego utilizarlas al reescribir una razén trigo-
pecto a los ejes coordenados, al origeny a la recta nométrica en términos de un angulo agudo.
identidad.
AN J
Solucién de problemas:

1a) cos(—30°) = cos 30°
1b) sen 170° = sen(180° — 170°) = sen 10° 1c) sen 110° = sen(180° — 110°) = sen 70°

O bien, O bien,

sen 170° = cos(90° — 170°) = cos(—80°) = cos 80°. sen 110° = cos(90° — 110°) = cos(—20°) = cos 20°.

1d) cos 250° = — cos(180° — 250°) = — cos(—70°) = —cos 70°

Puede resolverse también con la identidad del angulo complementario:

cos 250° = sen(90° — 250°) = sen(—160°) = —sen 160° = — sen(180° — 160°) = — sen(20°).
le) tan(—60°) = —tan 60°
1f) tan(—100°) = —tan 100° = — [- tan(180° — 100°)] = tan 20°.

Dependiendo de cdmo se apliquen las identidades, puede obtenerse un resultado
distinto, como puede observarse en los literales b, c y d del numeral 1.

2. tan(=6) = sen(-6) —senf - sen 6 - _tan B

cos(-0)  cos 6 cos 0

sen(90°-6) cos@ 1

3. tan(90° - 6) = cos(90°—6) senf  tanf

o sen(180°-6)  sen® _ sen 6 _
4. tan(180° - 6) = cos(180°—-6) —cos@®  cosf tan 6
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1.2 Identidades trigonométricas de los angulos 6 + 180°, # — 180° y 90° + 6

Problema inicial
Demuestra que
1. cos(6 + 180°) = —cos 6 y sen(6 + 180°) =—sen 6 2. cos(6—180°) =—cos Oy sen(0—180°) =—sen O

3.cos(90° + 0) =—sen sen(90° + ) = cos
( 0) 4 Y ( 0) 0 Utiliza la simetria respecto al origen y las identidades de

la clase anterior.

Solucién
a) Sea el punto P(a, b) tal que OP = 1y OP forme un angulo 6 con el eje x. Las Y
coordenadas de P son (cos 6, sen 8). Entonces, las coordenadas de su simé- Plgos ,sen 6)
trico respecto al eje x son
P'(-cos @, —sen ) = —oeeemmeeeeeeee (1) 6+ 180% 0
Il N
S 0
Pero OP' forma un dngulo 6 + 180° con el eje x, por lo que las coordenadas x
de P'son
(cos(@ +180°), sen(f + 180°))  —------m-mmmmeeem (2) 40
Luego, de (1) y (2) se tiene que cos(6 + 180°) =—cos 6 y sen(6 + 180°) = —sen 6.
b) El 4ngulo 6 — 180° puede reescribirse como —(180° — 6). Entonces,
cos(6 — 180°) = cos(—(180° — 6)) = cos(180° — 0) =—cos Oy
sen(6 —180°) = sen(—(180° — ) = —sen(180° — ) = —sen 6.
c) El dngulo 90° + 8 puede reescribirse como 180° — (90° — 6). Entonces,
cos(90° + 0) = cos(180° — (90° — 0)) =—cos(90° — ) =—sen Oy
sen(90° + 0) = sen(180° — (90° — 0)) = sen(90° — 6) = cos 6.
Conclusién
Para cualquier dngulo 8 se cumple que
a) cos(6 + 180°) =—cos O b) sen(0 + 180°) =—sen 6
c) cos(6 —180°) =—cos 6 d) sen(6 — 180°) = —sen 6
e) cos(90° + f) =—sen O f) sen(90° + 6) = cos 6
Ademas, se cumplen las siguientes identidades para la tangente
g) tan(0 + 180°) = tan 6 h) tan(0 — 180°) = tan 6 i) tan(90° + O) = — tar119
Ejemplo
Representa cada razon en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
a) cos 200° b) sen 130° c) tan 250°
a) Como 200° = 20° + 180°, se tiene que cos 200° = —cos 20°.
b) Como 130° = 90° + 40°, se tiene que sen 130° = sen(90° + 40°) = cos 40°.
c) Como 250° = 70° + 180°, se tiene que tan 250° = tan(70°).
b
Problemas.\ﬁ
Representa cada razdn trigonométrica en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
a) sen 100° b) sen 215° c) cos 160°
d) cos 195° e) tan 205° f) tan 290°

70




Indicador de logro:

1.2 Representa razones trigonométricas en términos de angulos agudos, utilizando las identidades trigonomé-
tricas de los angulos 6 + 180°, 6 —180° y 90° + 6.

Propésito:

Se continuda con la deduccién de identidades tri-
gonomeétricas bdsicas. En esta clase se utilizan las
identidades que dedujeron en la clase anterior.

Introducir identidades trigonométricas de los an-
gulos 6 — 180°, 6 —180° y 90° + 6, para luego uti-
lizarlas al reescribir una razén trigonométrica en
términos de un angulo agudo.

Posibles dificultades:

Identificar la forma correcta de aplicar las identidades, especialmente si hay cambio de signo. Por ejem-
plo, se puede observar lo siguiente:

cos 210° = — cos(210° — 180°) = — cos 30°.
En la identidad establecida en el literal c de la conclusidn, el signo menos lo tiene cos 6y no cos(6 — 180°),
Kdistinto a como se ha utilizado en el ejemplo previo. )

Solucién de problemas:
a) Forma 1. sen 100° = —sen(100° — 180°) = — sen(—80°) = sen 80°.
Forma 2. Se observa que 100° = 90° + 10°, entonces, sen 100° = sen(90° + 10°) = cos 10°.

b) Forma 1. sen 215° = sen(35° + 180°) = —sen 35°.
Forma 2. sen 215° =—sen(215° — 180°) = — sen 35°.

¢) Forma 1. cos 160° = — cos(160° — 180°) = — cos(—20°) = — cos 20°.
Forma 2. cos 160° = cos(90° + 70°) =—sen 70°.

d) Forma 1. cos 195° = — cos(195° — 180°) = — cos 15°.
Forma 2. cos 195° = cos(90° + 105°) = — sen 105° = sen(105° — 180°) = sen(— 75°) = —sen 75°.

e) Forma 1. tan 205° = tan(205° — 180°) = tan 25°.

Forma 2. tan 205° = tan(90° + 115°) = —ﬁ. Pero tan 115° =—tan(180° — 115°) = — tan 65°, entonces
-1 =1 A di de la identidad 90° + 0) =
tan 115° _ tan 65°° unque se dispone de la identidad tan(90° + )__W
1 es preferible trabajar con una que no sea fraccionaria.

Por tanto, tan 205° =

tan 65°°
f) Forma 1. tan 290° =tan 110° =tan(110° —180°) = tan(—70°) =—tan 70°.

1

Forma 2. tan 290° = tan(290° — 180°) = tan 110° = tan(90° + 20°) = — tan 20°"

En a), c) y d) se han obtenido dos soluciones. Puede observarse que los angulos agudos
obtenidos siempre suman 90°.

Al determinar el seno del dngulo 6 utilizando el tridngulo de la derecha, se obtiene que

b

sen 6= i, y al determinar el coseno del dngulo 90°- 6 se obtiene que cos(90° — ) = —.
c c

a
Por tanto, sen 6 = cos(90° — 6). De igual forma se puede deducir para sen(90° — 6). Esta es otra forma de de-
ducir las identidades de los angulos complementarios; sin embargo, esta forma se limita a angulos agudos.
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1.3 Angulo adicion*

Problema inicial
Demuestra que

de Py Q rotados son P'(cos(a — ), sen(a — f3)) y Q'(1, 0). El cuadrado de la
distanciade P'a Q' es

(P'Q’)* = (cos(a - B) — 1) + (sen(a - ) — 0)
= cos?(a - fB) — 2(1)cos(ax - B) + 1 + sen?(a - 3)

a) cos(a— ) = cos a cos f3 + sen a sen 5 b) sen(a + f3) = sen a cos 5 + cos a sen B
. N
Solucién Y )
a) Se dibuja una circunferencia de radio 1y el triangulo OPQ como muestra la P
figura. Las coordenadas de P son (cos a, sen a) y las de Q son (cos 3, sen f3).
El cuadrado de la distancia de P a Q es o
-1 1
(PQ)? = (cos a—cos f)? + (sen a—sen f3)? <€ 0 £ ;
= cos?a — 2cos a cos S + cos?f3 + sen?a — 2sen a sen [ + sen3f
= (cos?a + sen?a) + (cos?f + sen?fB) — 2 cos a cos B—2 sen asen B
=2-2cosacosfS—2senasenp. -
Si se rota el triangulo OPQ un angulo — 5 respecto al origen, las coordenadas N

= [cos?(a - 5) + sen?(a - B)] — 2 cos(a - f) + 1
=1-2 cos(a _ﬁ) +1 C’or la identidad pitagorica, se sabe qui

=2 -2 cos(a - f). sen?@ + cos?d = 1, para cualquier 6.

Pero una rotacién conserva distancias, por lo que d(P, Q) = d(P', Q'), es decir -1
(d(P, Q) =(d(P", Q"))
= 2-2senasenf—2cosacosf=2-2cos(a-p)
= —2(sen asen f + cos a cos ) =—2 cos(a - f3)
= cos(a - 5) = sen asen 3 + cos a cos .
b) Para demostrar esta parte, como sen 8 = cos(90° — ) y cos 0 = sen(90° — 0), entonces
sen(a + f3) = cos(90° — (a + f))
=cos((90° — a) — f)
=c0s(90° — a)cos 5 + sen(90° — a)sen

=sen a cos 3 + cos asen f.
Teorema de la adicién
Se satisfacen las siguientes identidades del angulo adicion:

a) sen(a + f) = sen a cos 8 + cos a sen b) sen(a— ) = sen a cos ff—cos a sen 5
c) cos(a + f3) = cos o cos f—sen asen 3 d) cos(a—f3) = cos a cos 3 + sen a sen 5
Ademas, se satisfacen las siguientes identidades de la tangente:
Lasidentidades b, c,eyf
tana +tan 8 tana —tanf [ G eY
+ = —_— — S H H Fpa
e) tan(a + f) T tnatng f) tan(a — ) Trmnoenp se dejan como ejercicio.
b d = R - _ = =
Problemas‘ Observa.quec-x+ﬁ-a ( ﬂ),-Of L=a+(-p).
Demuestra los literales b, ¢, e y f del teorema de la adicion. Para las identidades b) y c) utiliza a) y b) de la

clase 1.1.

J

&
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Indicador de logro:

1.3 Demuestra las identidades trigonométricas del angulo adicién.

Continuando con las identidades trigonométricas, se deducen las identidades cos(a — f3) y sen(a + 3). El
resto de las identidades se dejan como ejercicio para el estudiante.

Propoésito:

Introducir las identidades trigonométricas del dngulo adicidn, las cuales se utilizan para calcular valores
exactos de razones trigonométricas y para deducir las identidades del angulo doble. Esta clase debe ser
desarrollada por el docente.

Solucién de problemas:
La numeracién de los siguientes problemas es con base a como aparecen en la conclusién de la clase.
b) sen(a - ) = sen(a + (-f)) reescribiendo el dngulo a - f,

= sen a cos(—f) + cos a sen(—f3) aplicando la identidad del seno del angulo o + f3,

=sen a cos S —cos a sen B aplicando la identidad del angulo opuesto.
c) cos(a + ) = cos(a — (—0)) reescribiendo el angulo a + g,
= cos a cos(— f) + sen a sen(—f3) aplicando la identidad del coseno del dangulo a - f,
=cos a cos f—sen asenf aplicando la identidad del angulo opuesto.
sen(a + f5)

e) tan(a + f5)

f) tan(a — ) = tan(a + (-f))

tana + tan(—0)
sena cos 3 + cosa sen 8 =
= 1—tana tan(-f)
cosa cosff—senasenf

cos(a + )

tana—tanf

senacosf+ cosasen/3 " l+tanatanf

cosa cosfS

cos acosf3—senasenf
cos acosfS

sena cos , Sosdsenf
cosacosff  cost@ cosf

cosecosff _ senasenf
coseeosf cosa cosf

sena sen
sena  senf

cosa cosf
1_(sentx)(sen,8)
cosa/\ cosf
tana + tan 8
l-tanatanf
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1.4 Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 1

Problema inicial
L Calcula el valor exacto de sen 75°, cos 75° y tan 75° utilizando el hecho que 75° = 45° + 30°.

Solucién
Como 75° = 45° + 30°, entonces
sen 75° = sen(45° + 30°) = sen 45° cos 30° + cos 45° sen 30° Puedes utilizar la tabla de la

clase 2.6 de la Unidad 5.

6

-242) )

5 -I3

+V2
Y

Para calcular cos 75° se hace de la misma manera,
cos 75° = cos(45° + 30°) = cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30°

= Q(ﬁ - ﬁ(l)

2\2 2 \2
_ Y6 _\2
T4 4
_ V6-V2
. . . R R sen(45° +30°)
Para calcular tan 75° se utiliza el hecho que tan 75° = tan(45° + 30°) = —————, por lo que

cos(45° +30°)

VE+\Z , G-I _ VE+VZ _ N6+V2 VENZ _, . .=
& T TF TNz No-vz Ve+V2 '

tan 75° =

Conclusién
Se pueden utilizar las identidades del dngulo adicion para calcular valores exactos de razones trigonométricas
de dngulos no conocidos.

>
Problemasv

1. Utilizando las identidades del dngulo adicién, calcula el valor Los 4ngulos especiales son aquellos para

exacto del seno, coseno y tangente de los siguientes angulos los cuales las razones trigonométricas son
utilizando los dngulos especiales. conocidas (0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°).

Los angulos 120°, 135°, 150°, 210°, 225°,
a) 15° b) 105° 240°, 270°, 300°, 315° y 330° también son

especiales pero pueden calcularse con los
primeros valores mencionados.

c) 165° d) 195°

2. Utilizando las identidades del angulo adicién demuestra que

a) cos(180° + B) =—cos O b) sen(180° — 6) = sen 6
c) cos(270° + 0) =sen 6 d) sen(270° + 6) = —cos 6
e) cos(45° — 0) = sen(45° + 0) f) tan(45° + 6) = %
g) sen(360° + 0) =sen O h) cos(360° + 6) = cos 0




Indicador de logro:

1.4 Calcula valores exactos de razones trigonométricas utilizando angulos especiales y las identidades del
angulo adicidn.

Propoésito:

Establecer que se pueden calcular valores exactos
de razones trigonométricas utilizando la identidad
del dngulo adicion y los angulos especiales.

Luego de haber establecido la identidad del angu-
lo adicion, se calculan valores exactos de razones
trigonométricas aplicando esta identidad.

Solucién de problemas:
1a) 15°=45°-30°

® sen 15° = sen(45° — 30°) = sen 45° cos 30° — cos 45° sen 30° = g(g) - g(l) Y6 _V2_Ne—W2
2] " 4 4 4
e cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° = g(g) + g(%) = % + % = ngﬁ
. o. V3
tan 15% tan45° — tan 30° -3 5. También puede utilizarse

Forma 1. tan 15° = que 15° = 60° — 45°.

1+tan45°tan30° 1+ (1)(_\/§) T 3443
3 Para resolver el problema 1 hay mas de una forma de
hacerlo, ya que un angulo puede escribirse como la

Al racionalizar se obtiene que tan 15° = 2 — 3.
suma o resta de dos angulos especiales de mas de una
sen15° _V6-V2 . N6+V2 _ V6-V2  forma. por ejemplo,

Forma 2. tan 15° =

cos 15° 4 4 T N6+V2 ' 15°=75°_60° = 45° - 30° = 60° — 45° = 135° — 120°
Al racionalizar se obtiene que tan 15° =2 — 3. y asi sucesivamente.
1b) ¢ sen 105° = sen(60° + 45°) = @. 1c) ¢ sen 165° = sen(180° — 15°) = %;ﬁ.
o o o \/i—Vg
e cos 105° = cos(60° + 45°) = - e cos 165° = cos(180° — 15°) = _@.
e tan 105° = -2 —13. e tan 165° =—2 + 3.
_ 105° = 90° + 15° = 150° — 45° = 180° — 75°, etc.
1d) ¢ sen 195° = sen(180° + 15°) = \54\@.
165° = 90° + 75° = 120° + 45° = 150° + 15°, etc.
® cos 195° = cos(180° + 15°) = _VEZ\/E.

o 195°=90° + 75° = 120° + 45° = 150° + 15° = 180° — 15°, etc.
e tan 195° =2 — V3.

2a) cos(180° + 6) = cos 180° cos O — sen 180° sen 8 = (—1)cos 8 — (0)sen 6 = — cos 6
2b) sen(180° — 6) = sen 180° cos 6 — cos 180° sen 6 = (0)cos O — (— 1)sen B =sen O
2c) cos(270° + 6) = cos 270° cos O —sen 270° sen 6 = (0)cos @ — (—1)sen 6 =sen O
2d) sen(270° + 6) = sen 270° cos 8 + cos 270° sen 6 = (—1)cos 6 + (0)sen 6 =—cos 6

2e) cos(45° — 6) = cos 45° cos 0 + sen 45° sen O = gcos 0+ %sen 0.

Por otra parte, sen(45° + ) = sen 45° cos 6 + cos 45° sen 0 = gcos 6+ gsen 0.

Por lo tanto, cos(45° — 0) = sen(45° + 6).

tan45°+tanf _ 1+tanf
1-tan45°tanf 1-tan6’

2f) tan(45° + 0) =

2g) sen(360° + 0) = sen 360° cos 6 + cos 360° sen O = (0)cos O + (1)sen 6 = sen O
2h) cos(360° + 6) = cos 360° cos 8 —sen 360° sen 6 = (1)cos @ — (0)sen 6 = cos 6
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1.5 Angulo doble

Problema inicial
Demuestra que
a) cos 20 = cos?0 —sen?60 =2 cos?0 —1=1-2 send b) sen 20 =2 sen O cos 6

Solucién
a) Se utiliza la férmula del angulo adicion del coseno:
cos 20 = cos(0 + ) = cos O cos O — sen O sen O = cos’0 — sen?6.

De la identidad pitagdrica sen?6 + cos?6 = 1 se deduce que cos? 8 = 1 —sen? 6, sustituyendo en (1) se
tiene:
cos 26 = cos?0 — sen?6 = 1 — sen?6 — sen?d = 1 — 2sen?6.

Si de la identidad pitagdrica despejamos sen26 se tiene que sen?6 = 1 — cos?6. Sustituyendo en (1) se
tiene:
cos 260 = cos?0 — sen?6 = cos?60 — (1 — cos?0) = cos?6 — 1 + cos?8 = 2 cos?6 — 1.
b) Se utiliza la formula del angulo adicidn del seno:

sen 20 =sen(0 + 0) = sen 6 cos O + cos O sen B =sen 6 cos O + sen O cos O = 2 sen O cos 6.

Teorema del angulo doble
Para cualquier angulo 0 se satisfacen las identidades del dngulo doble

a) cos 26 = cos?6 —sen?6 =2 cos?0 —1=1-2 sen?H b) sen 260 =2 sen 6 cos 6
Ademas, para la tangente se tiene la siguiente identidad
2tan 6
c)tan 260 = 1ot
Ejemplo 1

Sig90° <6< 180°ysenf= %, écudl es el valor de sen 26y cos 20?

Si se observa la férmula del angulo doble del seno y coseno se necesita calcular cos 6. Como 0 esta entre
90° y 180°, cos 6 es negativo. De la identidad pitagodrica,
9 _16

2
3 4
20 + 20 — = (_) + 20 — 20 =1 — = > =—=,
sen?f + cos?0 =1 5 cos’=1 = cos?b=1 7 = 58 cos 6 G

= —9(3)(-4)-_2 = c0s20 — sen? __iz_(i)z B_9_7
Luego,sen20—25en9c059—2(5)( 5)— 35 y cos 26 = cos?6 senB—( 5) <) T3~ 357 3

Ejemplo 2

Sicos 0= %, écudl es el valor de cos 20?
Como se conoce el valor de cos 6 se utiliza la identidad cos 26 = 2 cos?6 — 1.
9 rac?f) 1 = 1)2_ - (i)_ R
cos 260 = 2 cos?6 1—2(4 1=2 i 1= 3 1= g

*
Problemas,

1.5i0°< 60 <90°ycos = %, écudl es el valor de sen 26y cos 26?

2.Sisen0=— g determina el valor de cos 26.
12

3. Determina los valores de sen 26, cos 20y tan 20 sitan 0 = v 0 estd en el tercer cuadrante.
4. Demuestra que tan 26 =%. Utiliza sen 20 = 2 sen 6 cos 6
—tan

y cos?8 = cos?f — sen?6.
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Indicador de logro:

1.5 Deduce y aplica las identidades trigonométricas del angulo doble.

La siguiente identidad trigonométrica que se aborda es la del angulo doble, utilizando la identidad del
angulo adicion. Ademas, se calculan razones trigonométricas del angulo doble (26) si se conoce una razéon
del dngulo (6).

Solucién de problemas:
1. Como se conoce el valor de cos 0 se utiliza la identidad cos 260 = 2 cos?60 — 1:

_ 21 = 12__(£)_ _17
cos 26 = 2 cos?6 1—2(9) 1—281 1—81.

Para calcular sen 26 hay que calcular sen 6:

2
2 20 — 2 7\ _ 29_1_49_32
sen?@ + cos?0 = 1= sen 9+(9) =1=>sen’f=1 TR TE
Como 0° < B < 90° entonces sen O es positivo. Por tanto, sen 0 = %.
Luego, sen 20 =2 sen B cos O = Z(ﬂxl) = ﬂ.
9 9 81
2. Como se conoce el valor de sen 0, se utiliza cos 260 =1 -2 sen?0: cos 20 =1-2sen’0=1— 2(%) = —g.

3. Se calculan primero los valores de sen 8y cos 8. Como 6 estd en el tercer cuadrante, sen 8y cos 6 son
ambos negativos. Por el problema 4 de la clase 2.9 de la Unidad 5, pagina 141:

144 _ 169 1 25 5
+ 20=1+ = =27 _ 20 = =— =——
1+tan?0=1 55 =5 " ooag = COS 0 T cosf 3
senf _ 12 12 12( 5 12
= == D = — =—|-—|=——.
Luego, tan 6 osf -5 —sen 0 5 Cos 0 - ( 13) 3
Por tanto,
0= 20 _ 119 Para encontrar el valor de tan 26 en el problema 3 pue-
*cos20=2cos’—1=- 169’ de hacerse con la relacién que hay con el seno y el co-
120 seno de 26 o utilizar la identidad de c) en la conclusién
esen20=2senfcosf= 169’ de Ia clase.
_sen26 _ 120
*tan26 = cos260 119"

4. tan 20 =tan(6 + 6)

_ tan@ +tan @
1-tanOtan®

_ 2tanf
1-tan’0’

@ Sugerencia Metodoldgica



1.6 Angulo medio

Problema inicial
Demuestra que

a) cos? = Lrcost
2 2
6_ 1-cosf
20 _ 1=cosb
b) sen 3 5

Solucién
a) Del teorema del angulo doble se sabe que

cos 2a = 2 cos’a — 1.

Si en esta expresion se hace a =§ se obtendria

cos 0 = cos(zg) =2 coszg— ,
2 2
- coszg - 1+ch0 despejando coszg.

b) De igual forma que en a), del teorema del angulo doble se tiene que
cos 2a =1 —2sen’a.
Haciendo a =§ se obtiene

cos 6 = cos (Zg) =1-2 senzg,

=senz - Locost despejando sen?.
2 2 2
Teorema del angulo medio
Para cualquier angulo 6 se cumple que
6 _ 1+cosf 6 _ 1-cosf
20 _ 2lt) o LZEBE
a) cos*3 5 b) sen’> 5

Ademas, para la tangente se cumple la identidad

6 _ 1-cosb
© tan2—=—
) 2 1l+cosf

»
Problemas,

1. Demuestra el literal c) del teorema del angulo medio.

2. Utilizando el resultado en el Problema 1 demuestra que tanQ - 1-cosh

2 senf

. L 6 6 0
Para el Problema 2, utiliza la relacién de tan; con sen; y cos; y la
identidad del angulo medio del seno. Multiplica por un 1 conveniente.

. . 6  1-cosf 1-cos 6 &} 1-cosf e .
. Si se multiplica tan?= = r Il tan— = +————. Esta Ultima difier | resul-
3. Si se multiplica ta 2= 1rc0s0 PO T oo g S€'legaaquetans wng - Estal a difiere del resu

tado del Problema 2 en el hecho que hay que elegir el sigho + o —. Justifica por qué se elige solo el signo +.

©

b7




Indicador de logro:

1.6 Deduce y aplica las identidades trigonométricas del angulo medio.

Se deduce la identidad del dangulo medio para el seno y el coseno. La identidad del angulo medio de la
tangente se propone como problema para el estudiante.

Propésito:

Las identidades que se establecen son el cuadrado de la razén trigonométrica del angulo medio, para evi-
tar la raiz cuadrada hasta que sea necesario el calculo de razones trigonométricas.

Con respecto a la seccion de Problemas, el Problema 1 es la deduccién de la identidad del angulo medio
de la tangente. El Problema 2 establece otra forma de la identidad del angulo medio de la tangente, iden-
tidad que puede utilizarse mas adelante para la resolucién de problemas.

/
Solucién de problemas:
senzg
1. tan22 = 2 _1-cosf . 1+cosf _ 1-cosf 2 _1-cosf
) 2 2l 2 ) 2 2 1+cosf 1+cosB’
2
14 1) 1) 20
5 tangz sen- _ sen> ><Zsen2 _ 2 sen > _ 1—cos O
2 cosQ cosQ 2 senQ o 6 sen ¢

2sen— coS—
? 2 2 22 _"\dentidad del éngulo

doble del seno

. 20 _ 1-cosb
3. Partiendo del hecho que tan 2= 1re0sl
tanZQ— 1-cos O y 1-cosf _ (1-cos )’ _ (1-cos )’ _ (1-cos 6)°
2 1+cosf ~ 1-cosf (1+cosB)(l-cosf) = 1-cos’d ~  sen?h
5 P sen?d + cos?f =1
Luego, tan 9=+ {1-cosb) - iﬂ = sen?f = cos’6 -1
2 sen?0 senf

. . 1-cosf . .
Al analizar el signo de ~np S observa que 1 — cos 6 es no negativo, para cualquier 6, por lo tanto, solo

depende del signo de sen 6. Por otra parte, los signos de tang y sen 6 siempre coinciden, por lo tanto el
signo que se debe elegir es el positivo (+). Se realiza un analisis de los signos de tangy sen 6:

Yy Y
Sio° < g <45°=0°< 6 <90°. Los signos de tangy sen B son ambos positivos. - T + + T +

N /x N /x
Si45° < g < 90°=90° < H < 180°. Los signos de tangy sen 6 son ambos positivos. + l - - l -

tangente eno
Sio0° < g < 135°= 180° < 0 < 225°. Los signos de tangy sen 6 son ambos negativos. & *en

Se hace un andlisis similar para los siguientes intervalos:
135" < & < 180°, 180° < & < 225°, 225° < £ < 2707, 270° < £ < 3157, 315° < £ < 360

Por tanto, hay que tomar el signo positivo (+).
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1.7 Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 2

Problema inicial
1. Calcula Ios valores exactos de sen 22.5°, cos 22.5° y tan 22.5°.

2.Sicos 0 = E' con B en el cuarto cuadrante, determina el valor de sen 2 cosg y tang.
Solucién
1. Observar que 22.5° =— . Ademds, 22.5° esta en el primer cuadrante por lo que sen 22.5°, cos 22.5°y

tan 22.5° son posmvos

vz
sen?22.5° = sen2 22 = 12 €05 43" _ 177 _2-V2 = sen22 5°=\/2_\F2 _J2-V2
. ) . _

2 2 2 4 2
2
. 45° 1+cosd5° 1t 242 . 2 2+V2
cos?22.5 =c0527= czos = 22 == = €0s22.5°= 2+4 2 . J R

tan 22.5° =

2-V2 , J2+V2 _2-V2
—

2 ’ 2

2. Como 6 esta en el cuarto cuadrante significa que 270° < 6 < 360°, por lo que 135° <3 0 < 180°; es decir, g

esta en el segundo cuadrante y por lo tanto sen> 0 s positivo y cos? >V tang son negatlvos Asi,

3
6 1+ & 4 6 4 _~N& _ 2\5
27— = — = — _—= - —_ = —=—
oS5 2 5xZ 5 053 5 A5 5 '
H_E_(_Zﬁ)__ﬁ 5 __1
tany = 5 )7 "5 2w 2

Conclusién
Se pueden utilizar las formulas del dngulo medio para calcular valores exactos de razones trigonométricas.

Problemas
1. Utilizando las identidades del angulo medio calcula las razones trigonométricas de cada dngulo.
a) 67.5° b) 105° c)112.5° d) 165°
2. Para cada valor de cos 6 determina seng, cosg y tan g
a)cos =3, 0°< < 90° b) cos 6 =--2, 90° < 6 < 180°
c)cose_—— 180° < 6 < 270° d)c059=%, 270° < 0 < 360°

3.Sisen 0= —% y 180° < 6 < 270° determina el valor de senQ, cos gy tan g

2

D




Indicador de logro:

1.7 Calcula valores exactos de razones trigonométricas utilizando las identidades del angulo doble y del angulo
medio.

Luego de haber deducido la identidad del angulo medio, se calculan valores exactos de razones trigonomé-
tricas aplicando esta identidad. Ademas, se calculan razones trigonométricas del angulo medio si se conoce
alguna razén del dngulo y a qué cuadrante pertenece este ultimo.

Solucién de problemas:

1a) 67.5° = 135 pertenece al primer cuadrante.
- 2+1\2
sen’67.5° = sen21325 =1 COZS 135" (1 + \/_) 2=22%2 +\/— = sen 67.5° = ; . cos 135°= - X2
o o 2_ 2 _ '\/E
c0s267.5° = cos? 1325 = 1+c°25 135 ( —£) 2=2-132 V— = €05 67.5° = 2\/_. sen 135° = -
tan675°—J2+\/_ J2-2 \/2+\/_ 2+4\2 _ (2+\/§)Z_2+\/f_\/7+1
' 2 2 [5_ 2-V2 N 4-2 ~ A2 ' Es conveniente utilizar la identi-
dad del problema 2 en vez de la
También puede utilizarse la identidad del Problema 2 de la clase 1.6: identidad c) de la Conclusién de |a
o lase 1.6, ya que se evitan dos pa-
s 1-cos135 . 2 ) ¢
tan 67.5° = Teeni3s = (1 + %) + \/T_ +2\/_ \/— \7—\/_ V2 +1. sos: la racionalizacién y efectuar
s€n una raiz cuadrada.
1b) sen?105° = sen22120 1-cos 210 (1 + %) =2+N3 “/_ = sen 105° = ¥2 ;\6.
21050 = ~qc2210° _ 1+c05210 3)_ _2-\3 \/‘ _2-V3
cos®105° = cos*=; =11-3 = cos 105° 5 o0s 210° = _g
tan 105° _2+V3 | ( Jz-x/‘)z_szﬁ __ (z+\/§)z __2+B__5_y3 sen210° =2
2 2 [5_\3 4-3 V1

1 _ o
Si se utiliza la identidad tanQ = LSG n 105° = 17c0os2107 _ (1 + ﬁ) + (——) =—-2-13.
2 send sen210°

Compara el resultado del

o _ 225° _ 1-cos 225° R _2+\V2 +\/‘ o N2+1\2 problema 1b) con el pro-
1c) sen?112.5° = sen? > ( 7) + = sen 112.5 > blema 1b) de la clase 1.4.
° ° _2-V2
cos?112.5° = C0522225 1+cos 225 ( —%) +2=2222 \/— = c0s 112.5° = S i
€0s 225° =——
J2+V2 | Jz—\/' J2+v2 242 [2+27 _2+\2 2
tan 112.5° = ( )= = = =242 741, :
2 2 P 2-V2 4-2 V2 V2 sen 225 =—¥
. - . . 1-cosf
Si se utiliza la identidad tan§=L;: (1 +7) : \/7__\/7+ 1. 3
sen cos 330° = —-
1
° - ° 2-13 sen 330°=—=
1d) sen’165° = sen?23> = 1=C0330 =( —% +2=258 seen1125 =12 2
C0s?165° = cos? 320 = 1+C0s3307 (1 + ﬁ) 222248 (0119501253 Hay que tener exjgietlel
2 2 2 2 dado al determinar el signo
\/2 \/' \/2 +\3 23 _ _2-\3 de la razén trigonométrica.
tan 165° = 2 2 =-— S v VT =2 +13. Podria haber confusién y
determinar el signo de cos 6
. . . 6 _ 1-—cosf . o no el de sen 0 cos 2
Al utilizar la identidad tan5=wse tiene que tan 165° =—2 +13. y 2 2"
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2a) Como 0° < 0 < 90° entonces 0° < 4 < 45°; por lo tanto, todas las razones trigonométricas son positivas.

2
@ 1-cosO ( 3) 1 6 1 N2
27— = - = = — —_— = —
sen2 > 1 7 8:>sen2 N4
§ _ 1+cosH ( 3) 7 0 N7 _\ia
27— = + =)= = — —_— = —
cos2 > 14 28:>cos222 7

0 Seng N2 N1 1 T

tan== S—t——= ==

2 0 4 4 N7 7

2b) Como 90° < 6 < 180° entonces 45° < 4 < 90°; por lo tanto, todas las razones trigonométricas son po-

- 2
sitivas.
g 1-cosf ( 5) 17 6 17 ~102
27 — = )+ ) == —_—= = —
sen2 > 1+12 2 24:sen2 NE o
O 1+cosh ( 5) 7 6 N7 N2
20 _ =(1-=2)+2=2L > —=—==—
cos”2 2 1=73)32=53 = cos3 =3 =7;

2c) Como 180° < 0 < 270° entonces 90° < 0 < 135°; por lo tanto, seng es positivo y cosg y tang son

negativas. 2
senzg= 1_3056 =(1 +%)—2 =% = seng=§.
coszg= 1+;OSG =(1—%)—2 =% = cosg=—§.
2d) Como 270° < 6 < 360° entonces 135° < g < 180°; por lo tanto, seng es positivo y cosg v tang son
negativas.
senzg= 1_3059 =(1—%)+ 2 =% = sen§=g.
coszg= 1+;OSB =(1+%)—2=% = cosg=—%
ong =T (2)- 7
3. Como 180° < 0 < 270° entonces 90° < g < 135°; por lo tanto, seng es positivo y cosg y tang son nega-
tivas.

[EEN
|
wlun
1
|
I
—
C
D
o
o

V5
Como sen 0 = -5 entonces cos 0 = —

1_ 1{
Sen2§= ;OSG:(1+—§)—2=—2 = seng=—‘zo.
20 _ 1+C°50_( _;)_ -1 6__N6
cosz— > =1 3 2—6:>cosz— e
6 _~30 ;(__VS)__W
tanz— e ° e )= 5.



1.8 Practica lo aprendido

1. Representa cada razon trigonométrica en términos de un angulo 0 tal que 0° < 6 <90°.

a) sen(—45°) b) sen 210° c) sen 350°
d) cos(—130°) e) cos(—80°) f) tan 135°

. Demuestra que:

a)tan(-6)=-tan 6 b) sec(—6) = sec 6
c) csc(—6) =—csc O d) cot(—6) =—cot 0
e) sec(90° - 0) = csc f) csc(90° - 6) =sec O

. Verifica que cot 75° =2 — /3.

. Demuestra que:
a)tan(0 + 180°) =tan 6 b) tan(6 — 180°) = tan 6

. Demuestra que sen(a + f3) + sen(a — f3) = 2sen a cos L.

. Determina sen 26, cos 26 y tan 26 en cada caso.

a)sen9=gy0°<9<90° b)sen0=—§y180°<9<270°
c)sec0=?y270°<9<360° d)cos@=—§y90°<9<180°

. Calcula el valor exacto de cos 480° y sen 480°.

. Para cada valor de sen 6 determina sen g, cosgy tan g

a)sen =—1 y180° <6 <270° b)sen9=15—2y90°<9<180°

. En la figura, ABCD es un rectangulo, donde AD = 10, DE = 12 y <BDA = 2<EDA.

a) Determina el valor de cos 6.
b) Determina el valor de cos 26.
¢) Calcula la medida de BD.

D C
9
o2
Y
A - B
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Indicador de logro:

1.8 Resuelve problemas correspondientes a la resolucidn de identidades trigonométricas.

Solucién de problemas:
1a) sen(—45°) = —sen 45°

1b) sen 210° =-sen(210° — 180°) = —sen 30°

1c) sen 350° = —sen(350° — 180°) = —sen 170° = —sen(180° — 170°) = —sen 10° = — cos 80°

1d) cos(— 130°) = cos 130° = — cos(180° — 130°) = — cos 50° = — sen 40°

1e) cos(— 80°) = cos 80°

sen( 0) —senf _ senf

2a) tan(-0) = cos(-0) ~ cos® ~ cos@ =—tan @
1 1
2c) esc(-0) = sen( 9)= —sen0 T senf —csc
o 1 1
2e) sec(90° - 0) = ©05(00°—8) ~send - CSC 0
3. Se sabe que tan 75° = 2 +V3, entonces
1 1 2-13
t75° = = = =2-\3.
co tan75° 2+v3 4-3 V3
N4

al racionalizar

1f) tan 135° = —tan(180° — 135°) = —tan 45°
O bien, tan 135° = tan(180° — 45°) = — tan 45°

1

2b) sec(-6) = OS( 0" s - S€C 0
i 1
2d) cot(-0) = tan( 0) " “tanf _ tanf _ cot 0
2f) csc(90° - 0) = sen(9(1)° my colse =sec 0
0
4a) tan(6 + 180°) = 1tarl(9 +0;a%/1‘\18§0*_ tan 6
an
4b) tan(6 - 180°) = fanp = =tan 0

1+tam9m

Para los problemas 4a) y 4b) también puede utilizarse la
relacidon que hay entre la tangente y el seno y el coseno.

5. sen(a + f3) + sen(a — fB) = (sen a cos 5 + cos-e-sen JB) + (sen o cos S — cos-esen ) = 2 sen o cos f3

—1_o(8)=_1
6a)cos260=1 2(9)— 3

6_1\3

Por otra parte, cos 8 =\|1— & = —, entonces,

9 37

sen 20 = Z(E)(£)= i

3 3 3
tan 260 =—2V2.

o o2

6b) cos 20=%, sen 26 =12 y tan 260 =

7. Forma 1. Como 480° = 360° + 120°, por los Problemas 2g) y 2h) de la clase 1.4, se tiene que

cos 480° = cos 120° =—

-_12 _12
6¢) cos 20=-=> T3 sen 20 = 13 Ytan 20 = 5
6d) cos 20——— sen 29——iytan 20=21\2
%ysen 480° = sen 120°=g.

Forma 2. Como 480° = 2(240°), puede utilizarse la identidad del angulo doble.

8a) seng=¥, cosg —g ytang=—2.

\/W

-1

2

14/12 —\/119
2 6 ’

6.
2
0 _ \j 1244119 _ V263 +24+119
2 12 -+119 5 '

10

=3
126

9a) El AAED es rectangulo, entonces cos 6 =

9b) Como cos 6 = % y cos 26 = 2 cos?0 — 1, entonces
_o(3Y 1=
cos 20 = 2(6) 1=1¢

9¢) EI AABD es recténgulo entonces
_10 - __=@
cos 26 = BD= c0529 =10 o

8



Ecuaciones trigonométricas

~ ™
2.1 Ecuaciones trigonomeétricas, parte 1*

Problema inicial
L Resuelve tan?6 = 1 para 0° < 6 <360°. }

Solucién
Para resolver tan20 = 1. Como estd elevado al cuadrado, se saca la raiz | Como tan6 es positivo en el primer y

cuadrada a ambos lados y se tiene que tan = 1. Esto significa que | Lercer cuadrante entonces el angulo
K , esta en el primer o tercer cuadrante.
tan 8 =1 o bien tan 6 = -1. Asi,

e tan 6 =1 cuando 0 =45° 0 § = 180° + 45° = 225°.
e tan 6 =—1 cuando 6 = 180° — 45° = 135° 0 = 360° — 45° = 315°.

Por lo tanto, las soluciones de tan?6 = 1 son 6 = 45°, 135°, 225°, 315° cuando 0 esta entre 0° y 360°.

Definicién
Una ecuacidn trigonométrica es una ecuacién donde la incégnita aparece como argumento de una razon
trigonométrica.

Resolver una ecuacion trigonométrica es encontrar todas las soluciones que satisfacen la igualdad.

El nimero de soluciones de una ecuacioén trigonométrica depende de los valores en los que se limita la in-

cognita; por ejemplo, la ecuacion sen 6 = —% para 0° < 6 <180° no tiene solucion ya que sen 6 es positivo
para angulos que estan entre 0° y 180°.

Ejemplo
Resuelve 2cos — 6 =—4 para 0° < 6 <360°.

Para resolver se despeja cos 0 y se obtiene

2cosf-6=—-4
= 2cosf=-4+6
= 2cosf =2
= cosf=1

Como cos 6 es igual a 1 cuando 0 = 0° se tiene que la solucidn de la ecuacién 2cos 6 —6=—4es § =0°
cuando 6 estd entre 0°y 360°.

Problemas
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 <360°.

_1 -3
a)sen29—I b) cos?6 = 2
c)tan?6=3 d)sen29=%
e)2senh-3=0 f)2cos0+3=4
g)dsenf+5=7 h) 7 tan 8 =2+3 +tan 6

&

. _/
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Indicador de logro:

2.1 Resuelve ecuaciones trigonométricas utilizando razones trigonométricas conocidas.

chillerato.

La leccidn 2 consiste en la resolucidon de ecuaciones trigonométricas, y se inicia con la resolucién de ecua-
ciones que requieran del uso de razones ya conocidas y estudiadas en la Unidad 5 de Primer afio de ba-

Propésito:

del uso de la calculadora.

Posibles dificultades:

Resolver ecuaciones trigonométricas utilizando Determinar los angulos de razones trigonométri-
la teoria y herramientas vistas en la Unidad 5 de cas conocidas; puede hacer referencia a la Leccion
Primer afio de bachillerato. Esta clase no requiere 2 de la Unidad 5 de Primer afio de Bachillerato.

Solucién de problemas:

a) sen?0 =% =senf= i-%.

esenf= % cuando 8 =30°0 6 = 180° — 30° = 150°.

esen = —% cuando 6 = 180° + 30° = 210° 0 6 = 360° — 30° = 330°.

Luego, las soluciones de sen?0 = % son 6 =30°, 150°, 210°, 330°.

b)c0529=% :cos@=i§.

e cosf= g cuando 6 =30° 0 68 =360°—30° =330°.

ecosf=— g cuando 6 = 180° —30° = 150° 0 6 = 180° + 30° = 210°.

Luego, las soluciones de cos?0 = % son 6 =30°, 150°, 210°, 330°.

c)tan?6=3 = tan O ==+V3.
e tan O =3 cuando 6 = 60° 0 O = 180° + 60° = 240°.
e tan @ =—v3 cuando 6 = 180° — 60° = 120° 0 A = 360° — 60° = 300°.
Luego, las soluciones de tan?6 = 3 son 6 = 60°, 120°, 240°, 300°.
\3

d)sen20=% =>sen<9=i7.

Las soluciones de sen?0 = % son 6 = 60°, 120°, 240°, 300°.

e)2sen-V3=0 = sen0=g f)2cos6+3=4 = 2cosf=1 = cos<9=%
= 6=60°060=120°. = 6=60°06=300°.
1 3
g)4sen0+5=7=>sen9=? h)7tan0=2\/§+tan9:tan0=?

= 6=30°06=150". = 0=30°060=210".

=



.

2.2 Ecuaciones trigonométricas, parte 2 (uso de la identidad pitagorica)

Problema inicial
Resuelve 2cos’0 —sen 0 —1 =0 para 0° < 6 <360°. }

Solucién
Se reescribe la ecuacion de modo que aparezca Unicamente sen Oy para ello se utiliza la identidad pitagdrica.
2cos?’6—sen0-1=0
— 2 — -1 =
= 2(1-sen’f)-senf-1=0 De la identidad pitagérica cos? + sen?f = 1
= 2-2sen-senf-1=0 puede obtenerse que cos2d = 1 —sen2f o bien
20 -1 _ 2
= —2sen’f—sen+1=0 sen’f =1 - cos’d.

= 2sen’0+sen8-1=0

Si se hace el cambio de variable y = sen 6 y la ecuacion se transforma en 2y2+y—1=0.

Al factorizar el polinomio con el método de las tijeras se obtiene que 2y*+y—1=(2y —1)(y + 1) = 0. Pero
y =sen 6 por lo que se tienen dos ecuaciones trigonométricas:

e 2senf-1=0=>senf= % y esto sucede cuando 6 =30° 0 6 = 180° — 30° = 150°.

[También puede utilizarse la férmula}

esen +1=0sen f=-1y esto sucede cuando 6 = 270°. general para resolver 257 + y—1=0,

Por lo tanto, las soluciones de 2cos?’0 —sen 8 —1 =0 son 0 = 30°, 150°, 270° cuando 0° < 0 <360°.

Conclusién
Algunas ecuaciones trigonométricas pueden transformarse en una ecuacién cuadrdtica utilizando la
identidad pitagorica, de modo que aparezca solo la razén seno o coseno.

Ejemplo
Resuelve 2sen?6 + 3cos 6 —3 =0 para 0° < 6 <360°.

Se reescribe la ecuaciéon de modo que aparezca Unicamente cos 'y para ello se utiliza la identidad pitagérica.

2sen’0 +3cos 0 -3=0 Al factorizar 2cos? 6 — 3cos 6 + 1
= 2(1-cos?f)+3cos-3=0 por el método de las tijeras
2 cos 0 -1 cos 0
= 2-2cos’/+3cosH-3=0 J ><J/
= —2c0s*0 +3cos 0-1=0 cos 0 -1 + 2cos 6
= 2cos?6—3cosB+1=0 2 cos’0 1 3cosf

Al considerar la ecuacién con incognita cos 6 se tiene que 2cos?6 —3cos 6 + 1 = (2cos 8 —1)(cos 6 —1) = 0.
Asi, 2cos9-1=0 = cos 0= %, es decir, 6 =60° o 6 =360°-60°=300°.
O biencos @—1=0 = cos =1, es decir, 0 = 0°.

Por lo tanto, las soluciones de 2sen?6 + 3cos @ — 3 = 0 tal que 0° < 6 <360° son 8 =0°, 60°, 300°.

*
Problemasm

Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 <360°.
Recuerda que

a) 2cos’f +senf-1=0 b) =3 senf + cos’0 =3 -1<senf <1y
c) 4c0s?0 + 43senf -7 =0 d) 2 sen?0 —3 =cosf -2 -1<cosf <1.

©
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Indicador de logro:

2.2 Resuelve ecuaciones trigonométricas utilizando la identidad pitagdrica para transformarlas en ecuacio-
nes cuadraticas donde intervenga una sola razon trigonométrica.

Se continuda con la resolucién de ecuaciones trigonométricas, en esta ocasién aplicando la identidad pita-
goérica para convertir la ecuacién a una ecuacién cuadratica donde interviene una sola razén trigonométri-

ca del dngulo 6.

Solucién de problemas:

Las ecuaciones pueden resolverse haciendo el cambio de variable, sin embargo, la idea es que las resuelvan

directamente.

a) 2cos’f+sen0-1=0
2(1-sen?@)+sen-1=0
2-2sen’0+senf-1=0
2sen’l—senf-1=0
(2senf +1)(sen 6-1)=0
Entonces,2senf+1=0= sen0=—%
= 6=210°06=330°.
Obiensen-1=0= senf=1= 6=90°.

Por lo tanto, las soluciones son 6 = 90°, 210°, 330°.

c) 4cos?0 +43senH-7=0
4-4sen’d +4V3senH-7=0
4sen0 —4\3senH+3=0
(2sen§-+/3)2=0

Entonces, 2sen #—3=0 = sen 0:@
= 60=60°06=120°.

d) 2sen?f—-3=cos -2
2-2cos’0—cosB-1=0
2cos’@+cosB-1=0
(2cos@—1)(cos@+1)=0
Entonces,2cos0—-1=0= c059=%
= 6=60°06 =300
O bien,cos@+1=0= cos@=-1= 6=180°.

Por lo tanto, las soluciones son 8 = 60°, 180°,
300°.

388

b) —3senf + cos26 =3
—3senf+1-sen’f-3=0
sen’d +3senf+2=0
(sen @ +2)(senB+1)=0
Entoncessen 0+2=0 = senf=-2 < -1.
Por tanto, no hay solucién para este caso.
O bien,sen8+1=0 = sen=—1= 0 =270°.
Por lo tanto, la solucidon de —3 senf + cos?6 = 3
es 6 =270°.

Para el problema c), se puede observar que
4 sen?f —4~[3sen 6 + 3 = (2 sen H)*—2(2 sen B)(\/3) + (\/3)%,
por lo tanto, es un trinomio cuadrado perfecto.

También puede observarse que

25e10 —\/f -2y3senf
2sen -\3  + -2Bsenf
4 sen26 3 —4+3sen b



~ ™
2.3 Ecuaciones trigonométricas, parte 3 (uso del angulo doble del coseno)

Problema inicial J

L Resuelve la ecuacién trigonométrica cos 20 — 2v2cos 6 + 2 = 0 para 0° < 6 < 360°.

S L, Recuerda que
olucion cos 26 = cos?h —sen?d = 2 cos*h — 1= 1 -2 sen?f.
Utilizando la identidad del dngulo doble del coseno,
cos 20 —2~2cos 0 +2=0

= (2cos20—1)-22cos0+2=0

EN 2c0s20 —2\2cos 6 +1=0
Puede utilizarse la férmula general para resolver esta ecuacion, pero también puede utilizarse el método
de la tijera observando que
\2cos 0><—1 —+2cos 6
\2cos 6 -1 —+2cos 6
2 cos26 1 -22cos 6

Es decir, 2 cos?0 — 22cos 6 + 1 = (V2cos 8 — 1)(\2cos 6 -1 ) = (\2cos @ — 1)%. De aqui se tiene que

1= 1.3
\V2cosf-1=0 = cosf= 5 5
Ahora, se sabe que cos 6 = g cuando 6 toma el valor de 45° y de 315°. Por lo tanto, las soluciones de la
ecuacion original son 8 = 45°, 315° cuando 6 esta entre 0° y 360°.

Conclusién
Cuando en una ecuacion trigonométrica aparece un término cos 26, esta debe transformarse a una ecuacion

donde resulten solo términos con angulo 6 utilizando la identidad del angulo doble del coseno, de modo
gue aparezca una misma razén. Normalmente, para resolverlas, se debe factorizar y luego igualar a cero
los dos factores que se obtengan, teniéndose dos ecuaciones trigonométricas las cuales hay que resolver.

Ejemplo
Resuelve la ecuacion cos26 + 6sen?f — 1 + (242 — 2)sen 6 =2 = 0 para 0° < 6 <360°.

Sustituyendo la identidad cos 26 = 1 — 2 sen?6 se obtiene 4sen?6 + (242 —2)sen § -2 =0

Como en el Problema inicial, 2sen O \2 2\2sen 6
esta ecuacién puede resolverse \L \l,

con la férmula general, pero 2sen 0 -1 —2sen @
puede notarse que 4senz -2 2\2sen B-2sen 6

Por lo que 4sen?f + (2V2 — 2)senf — V2 = (2sen 6 + V2)(2sen 6 — 1) = 0. Entonces,

sen O =— %cuando 6 toma los valores de 225° y 315°, o bien sen 6 =% cuando 0 toma los valores de 30°
y 150°. Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién cos26 + 6sen?d — 1 + (212 — 2)sen  —\2 = 0 son 6 = 30°,
150°, 225°, 315°.

Problemas.Z
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 <360°.
a)cos20+cosB=0 b) cos20+3sen0-2=0

c)cos20+sen6=0 d) cos 260 + 4 cos 6 =-3
e) cos 260 —\3cos H-2=0
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Indicador de logro:

2.3 Resuelve ecuaciones trigonométricas aplicando la identidad del dngulo doble del coseno para transfor-

marlas en ecuaciones cuadraticas donde aparezcan razones con angulo 6.

Se resuelven ecuaciones trigonométricas donde aparece el coseno del angulo doble, y se transforman de
modo que aparezcan solo razones del angulo 6.

Solucién de problemas:

a)

c)

e)

cos 20+ cos =0 b)

(2cos’—1)+cos =0
2cos’f+cosf-1=0
(2cos@—1)(cosf+1)=0

= cos(9=%ocos(9=—1

Entonces, 6 = 60°, 180°, 300°.

cos20+sen =0
(1-2sen?d) +sen =0
2sen’—sen-1=0
(2sen @+ 1)(senf-1)=0
= sen0=—%osen0=1

Entonces, 6 = 90°, 210°, 330°.

cos 20 -\3cos 0—-2=0
(2 cos?f—1) —\3Bcos B -2=0
2 cos?f—3cos 6 -3=0
(2 cos 8 +3)(cos @ —+3) =0
\3

= cos @=—0cos =13

2
\3

d)

Cuando cos 0 = ——5- se tiene que 6 =150°0 6 =210°.

Cuando cos 8 =3, no hay solucién ya quev3 > 1.

Entonces, 6 = 150°, 210°.

cos20+3senf-2=0
(1-2sen?0)+3senf-2=0
2sen’0-3senf+1=0
(2senB—-1)(senf-1)=0
= sen0=%osen9=1

Entonces, 6 = 30°, 90°, 150°.

cos 20 +4 cos 0=-3
(2cos?0—1)+4cos0+3=0
2cos’f+4cosB+2=0
cos?0+2cosf+1=0
(cos@+1)*=0
= cosf=-1
Entonces, 6 = 180°.



2.4 Ecuaciones trigonométricas, parte 4 (uso del angulo doble del seno)

Problema inicial
L Resuelve la ecuacidn trigonométrica sen 26 + cos 0 = 0 para 0° < 6 <360°. j

Solucién
Utilizando la identidad del angulo doble para el seno, se tiene

sen26 +cosf =0
> 2cosBsenf+cos@=0 aplicando la identidad del dngulo doble,
= cosB(2senf + 1) =0 factorizando,
= cosf=0 obien 2senf+1=0.

e Si cos 6 =0 entonces 6 =90° o 6 =270".
¢Si2senf+1=0 = 2senf=-1 > sen0=—%. Luego, sen9=—%cuand09= 180° +30°=210°0
cuando 6 = 360° — 30° = 330°.

Luego, las soluciones de sen 26 + cos 0 = 0 tal que 0° < 6 <360° son 6 =90°, 210°, 270°, 330°.

Conclusién
Cuando en una ecuacién trigonométrica aparece un término sen 26 se utiliza la identidad del dngulo doble
del seno, sen 260 = 2 cos 6 sen 6, para transformarla a una ecuacién donde aparezcan solo términos con én-
gulo 6. Normalmente, para resolverlas se factoriza, obteniendo dos valores trigonométricos para los cuales
hay que determinar el angulo que las satisface.

Ejemplo
Resuelve la ecuacidn sen 26 + 2sen 6 = 0 para 0° < 0 <360°.

Al utilizar la identidad del angulo doble del seno, se tiene,
sen260 +2senf=0
= 2cosBsenf+2senf=0

= 2senfB(cosf+1)=0

De aqui se tiene que sen @ =0 o bien cos6 +1 =0.

¢ Sisen =0 entonces 6 debe ser 0° 0 180°.
e Sicosf+1=0entoncescosf=-1, porloque 0 =180°.

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion sen 26 + 2sen 8 = 0 son 6 = 0°, 180°.

*
Problemasv
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 <360°.

a)sen20+sen =0 b) sen 20— +3sen 6=0
c)sen 20 =sen O d) sen 20 +/2cos 8 =0
e)sen260—-cos0=0 f)sen 260 +2sen 6=0

@ )
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Indicador de logro:

2.4 Resuelve ecuaciones trigonométricas aplicando la identidad del angulo doble del seno para transformar-

la en una donde aparezcan razones con angulo 6.

modo que aparezcan solo razones del angulo 6.

Se resuelven ecuaciones trigonométricas donde aparece el seno del angulo doble, y se transforman de

Solucién de problemas:
a) sen 20 +sen =0
2cosBsenB+senf=0
senB(2cosB+1)=0
= sent9=00cost9=—%

Entonces, 6 = 0°, 120°, 180°, 240°.

c) sen 260 =sen 6
2cosOsenf—-sen =0
senB(2cos8-1)=0

= sen0=00c059=%

Entonces, 6 = 0°, 60°, 180°, 300°.

e) sen 20 —cos =0
2cos@senf—-cosO=0
cosB(2sen-1)=0

> c050=005en0=%

Entonces, 6 = 30°, 90°, 150°, 270°.

b)

d)

sen 260 —3sen 0 =0
2 cos O sen f—+3sen =0
sen B(2 cos H-+3)=0

= sen0=00c050=§

Entonces, 6 = 0°, 30°, 180°, 330°.

sen 20 +\2cos 0 =0
2 cos O sen B +\2cos 0 =0

cos B(2sen B +2) =0
\2

= cost9=Oosen0=—T

Entonces, 6 = 90°, 225°, 270°, 315°.

sen20+2sen =0
2cosfsenB+2sen=0
2senB(cosf+1)=0
= senf=00cosf=-1

Entonces, 6 = 0°, 180°.



e ™
2.5 Ecuaciones trigonométricas, parte 5*

Problema inicial
Resuelve la ecuacidn tan 26 = cot 6 para 0° < 6 <360°. j
Solucién
Se aplica la identidad del dngulo doble de tangente y ademas se utiliza el hecho de que cot 0 = tai ik
tan20=cotf = 2tanb __1_
B 1-tan?0 tanf
= (2tan f)(tan ) =1—tan? 6
= 2tan’0=1-tan? 6
= 3tan?6=1 = tan29=%
1 V3
=+ — =+ —
= tanf=t% G-t
Luego, se tienen dos casos: cuando tan 0 = g y cuando tan 8 = - g Asi, Y
eSitan 0= \/3—§ entonces 8 =30° 0 6 =180° + 30° = 210°. 210 30°

=W

e Sitan 0 =- % entonces 6 = 180° — 30° = 150° o 8 = 360° — 30° = 330°. //l

Por lo tanto, las solucidnes de la ecuacion trigonométrica tan 26 = cot 6 tal que 0° < 6 <360° son
6 =30°, 150°, 210°, 330°.

Conclusién
Cuando en una ecuacion trigonométrica aparecen las razones secante, cosecante y cotangente se utilizan
las relaciones entre estas y las razones coseno, seno y tangente para transformar la ecuacién a una donde
aparezcan Unicamente estas Ultimas razones.

Ejemplo
V3

Resuelve sec 6 csc 0 — 2Tsec 6 =0para0° <6 <360°.

Puede observarse que hay un factor comun sec0, por lo que se puede resolver por factorizacion.

sec0csc9—¥sec0=0 = sec 0(csc0— ¥)=O

De aqui se tiene que, sec =0 o bien csc 0—? =0. Asi,

¢ sec 0 =0 significa que = 0. Pero esto no es posible, ya que una fraccion puede ser cero solo cuando

cosf
el numerador es cero. Por lo que esta ecuacion no tiene solucidn.

1 2~N3
—i: sen 6 =

1 3 _ V3
senf senf ~ 3 N3 o2

¢ O bien, csc 6 — ¥= 0, es decir csc 6 = ? Pero cscf =

Esto sucede cuando 6 toma los valores de 60° y 300°.
Por lo tanto, las soluciones de sec 6 csc 6 — ?sec 6 =0son 6=60° 300° cuando 0° < 6 <360°.
Problemas.”
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 <360°.

a)2secf+3=secH+5 b)secOcscO+~2cscH=0
c)2senB+1=csch d)3cscO+5=cscH+9
e) 4(cot O + 1) = 2(cot O + 2) f)sec @+ 2 =22
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Indicador de logro:

2.5 Resuelve ecuaciones trigonométricas aplicando la relacion entre las razones trigonométricas secante, cose-
cante y cotangente con las razones coseno, seno y tangente.

Finaliza la unidad con la resolucion de ecuaciones trigonométricas donde aparecen las razones cosecante,
secante y cotangente; se resuelven utilizando la relacidon que hay con las razones seno, coseno y tangente.

Solucién de problemas:

a) 2secfl+3=secH+5 b) secOcscO+~2csch=0
sec =2 csc O(sec B ++2) =0
C°59=% csc@=00sech=-2
Entonces, 6 = 60°, 300°. Cuando csc @ = 0 significa que ﬁ =0, lo cual
no es posible. Por tanto, no hay solucion.
Si sec @ = —+2, entonces cos 0 = —g, es decir,

6 =135°06=225".
Por tanto, 8 = 135° 0 6 = 225°.

c) 2senf+1=cscH d) 3cscO+5=cscO+9
25en9+1=i 2CSC9=4
senf 0=
2sen’0+senB-1=0 csev=
1
(2senf-1)(senf+1)=0 sen9=?
= sen 9=%osen 6=-1 Entonces, 6 = 30°, 150°.

Entonces, 6 = 30°, 150°, 270°.

e) 4(cot O+ 1) =2(cot O +2) f) secO+\2=242
2cotf=0 sec 0 =12
cosf \2
send - cos 6 = -
= cosf=0 Entonces, 6 = 45°, 315°.

Entonces, 8 = 90°, 270°.



2.6 Practica lo aprendido

~
Resuelve cada ecuacién para 0° < 6 <360°.

a)5(cosf@+1)=5 b) 4senf—-1=2senf+1

c)3(tanf0—-2)=2tanO-7 d)3tanf++3=0

e)tan?6-3=0 f)cos’0+senf=1

g)1+senf—cos?6=0 h)cos30—%c059=0

i) cos26 +sen6 =1 j)3cos20—4cos’f+2=0

k) sen26 cos 0 + 2cos*8 =0 |)sen26 =tan6

m) 2tan0 =1+ tan?6 n)tanf -3 cotf=0

J

Para el Problema 1, calcula el valor
. de sen(a + f) y utiliza la identidad del
2.7 Problemas de la unidad angulo adicion.

1.Si0° < a<90° sena= % ycos(a+ ) =— %, determina los valores de sen 3, cos By tan 5.

2.S5i0° < 0 < 360° resuelve cada ecuacion.
a)sen260-3cos =0 b) cos20-sen8-1=0

3.SiA+ B+ C=180°, demuestra que sen(B + C) = sen A.

4. Sitan 35° = x, deduce que
tan 145°—-tan 125° _ 1

1+tan 145°tan 215° X~

5. El angulo 6 cumple que sen(f + 30°) = 3\/15—0” y sen(6 —30°) =3\/1§_0—4_ Determina los valores de sen 6y
cos 6.

J

N

J
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Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes a la resolucion de ecuaciones trigonométricas.

Solucién de problemas:

a)5(cosf+1)=5 = cosB=0 b) 4senf—-1=2senf+1=>sen8=1=6=90°
Entonces, 6 = 90°, 270°. Entonces, 6 = 90°.

c)3(tanf-2)=2tan -7 = tanf=-1 d)3tan0+V3=0 = tan 0=—§
Entonces, 6 = 135°, 315°. Entonces, 6 = 150°, 330°.

e)tan?d-3=0 = tanf= +\3 = 0= 60°, 120°, 240°, 300°
Entonces, 68 = 60°, 120°, 240°, 300°.

f) cos’0+sen =1 = sen’f—-sen =0 g)l+senB—-cos’0=0 = sen’f+senH=0
= senf(sen-1)=0 = senf(sen0+1)=0
= senf=00senf=1 = senf=00senf=-1
Entonces, 6 = 0°, 90°, 180°. Entonces, 6 = 0°, 180°, 270°.
h) cos30—%cos 6=0 = cos 0 (cosZH—%) =0 i)cos 20 +sen?0=1 = sen?6=0
\3 = sen =0

= c059=00c059=17
Entonces, 0=0°,180°.
Entonces, 6 = 30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330°.

i) 3c0s260—4cos?0+2=0 k) sen260cosO+2cos’0=0
3(2cos’0—1)-4cos’0+2=0 2 sen @ cos*0 + 2 cos?0 =0
2c0s?0~1=0 2 cos?0(sen G +1)=0
c0529=% = cosf=00senf=-1
= cos 0 = ig Entonces, 6 = 90°, 270°.

Entonces, 6 = 45°, 135°, 225°, 315°.

) sen 20 =tan 6 m)2tan0=1+tan’0 > tan’f-2tan 6 +1=0
_senb = (tanH-1)2=0
2sen 6 cos b = 50 ( )
2 sen O cos?0 =sen O = tanf=1
sen (2 cos?60—-1)=0 Entonces, 6 = 45°, 225°.
= sen =00 cosH = l:> cos O = +ﬂ El m) también puede resolverse utilizando
2 -2 la relacién de la tangente con el seno vy el
Entonces, 0 = 0°, 45°, 135°, 180°, 225°, 315°. coseno, pero el proceso es mas largo.
n)tanf@-3cot =0 = tan 0—%=O,tan 0#0 = tan’0=3 = tan O =+/3

Entonces, 6 = 60°, 120°, 240°, 300°.

=



Indicador de logro:

2.7 Resuelve problemas correspondientes a identidades y ecuaciones trigonométricas

2
1. Comosen a = iy 0°<a<90° entoncescos aa=14(1 —(%) = i. Por otra parte,

cos(a+ﬁ)-—cos,3——sen,3-——:>4cos,3 3senff=—4 = cosfi= —sen,B 1.

Como sen?f3 + cos?f3 = 1 entonces, sen2ﬁ+( sen - ) =1= sen2ﬁ+ senzﬂ —senﬁ+1 1

= iZsenzﬁ =senf3=0

=3 senﬂ( sen,B——)-O
= senf=0o0 sen/3=g

e Sisen f=0entonces cos f=—-1ytan [ =0.

eSisenf= ;—: entonces cos [ = —%y tan = —274.

2a)sen260-3cos@=0=>2senfcos@—-3cosB=0 = cos B(2senO-3)=
Es decir,cos =0 = 6=90°06=270°, o bien,2sen—-3=0 = senf = %, esta ecuacidn no tiene
solucidn. Por lo tanto, las soluciones son 6 = 90°, 270°.
2b)cos20-sen0-1=0=>1-2sen’f-sen—-1=0 = 2sen’f+senB=0 =>senB(2senf+1)=
Es decir,sen8=0= 60=0°0 6 =180°, o bien,2sen 8 +1=0= sen 0=—% = 0=210°0 0 =330°.
Por lo tanto, las soluciones son 6 = 0°, 180°, 210°, 330°.

3.Como A+ B+ C=180° entonces B+ C=180°—A. Por tanto,
sen(B + C) =sen(180° — A) = sen A.

4. Se observa que 145° =180° —35°, 125° =90° + 35°y 215° = 180° + 35°.

Luego, como tan(180° — f) =—tan 8 = tan 145° = tan(180° — 35°) =—tan 35° =—

o _ 1 o _ o —_ 1_ —_l
De igual forma, tan(90° + 6) = ang = tan 125° =tan(90° + 35°) = o3 - X

Y por ultimo, como tan(180° + f) =tan 6 = tan 215° = tan(180° + 35°) = tan 35° = x.

. tan 145° —tan 125° .
Sustituyendo en an an se tiene:
1+ tan 145° tan 215°

1
tan 145° —tan 125° _ _x_(_E) C-@4l 1w 1

1+tan 145°tan 215°  1+(—x)x  x(1-x?) x(1-x?) X°

5. Por la identidad del angulo adicién del seno, se tiene,

sen(6 + 30°) = sen 6 cos 30° + cos B sen 30° = sen 0(%) + Cos 0(%) \/§szen 0, CO; 0 3\/1§0+ 4

o o o 3 0 0 —_
sen(6 —30°) = sen 6 cos 30° — cos B sen 30° = sen 0(%) —cos 0(%) = \/_Szen - co; = 3\/150 4
Si se suman ambas expresiones se tiene que 2\/§;en 0 = 61? = senf= %
Por otra parte, si se restan se tiene que 2 cgs b 18—0 = cos = E
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Prueba de la unidad 6. Identidades y ecuaciones trigonométricas
Matematica, primer ano de bachillerato
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ | masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Representa cada razdn trigonométrica en términos de un angulo 6 tal que 0° <6 <90°.
a) sen 235° b) cos (-110°)

Respuesta: Respuesta:

c) tan 175°

Respuesta:

2.5i0°<0<90°ycos b = % determine sen 26y cos 26.

(" Respuesta: h
sen 20 =
cos 260 =

\ Y,




3. Determine el valor exacto de 2cos 75°cos15°.

4. Resuelve la ecuacion trigonométrica 2cos?0 + sen 6 — 1 =0.

5. En la figura de la derecha se tiene un cuadrado ABCD de lado 1.
M es el punto medio de BC. Se dibuja un punto E entre Cy M.

Llamamos o = XAED.
Sitan o= 1—2, calcula tan 6.

Respuesta:

Respuesta:

Respuesta:




Descripcion de la prueba:

Esta prueba se desarrollara en 45 minutos y consta de 7 items, tomando cada literal como un item. Se

indica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema
donde estd el asterisco (*).
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Prueba del tercer periodo
Matematica, primer ano de bachillerato
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ |masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 90
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Determina las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 0, a partir del siguiente triangulo.

(" Respuesta. )
13
sen 0=
0 cos 0 =
43
tan 0 =
\ Y,
2. Calcula el valorde xy y:
y 4
Respuesta.
300 X = y =
X
3. Calcula el valor exacto de cada razén trigonométrica:
a) sen 210° b) tan 315°
Respuesta a): Respuesta b):




4. Un pescador que mide 1.8 metros de altura se encuentra en un muelle que sobresale 2.2 metros por
encima del mar. El pescador observa un bote con un angulo de depresidon de 30°. ¢A qué ditancia se
encuentra el bote del muelle? Deja indicada la respuesta (no es necesario aproximar).

Respuesta:
5. A partir del siguiente grafico, determina la longitud del segmento AB. Simplifica.
Yy
N
Ao 4
3
2
1
0 N
3 2 -1 T2 3%
-1
-2 op
S Respuesta.
AB =
. _ \/§ o o
6. Calcula el valor de O sisen 6 = —= con 0 entre 0° y 360°.
Respuesta:
7. Calcula cos Oy tan Osisen 0 = —% y 180° < 6 < 270°.

(" Respuesta. )
cos 0 =
tan 0 =

\ Y,




8. Determina la medida de b en el siguiente triangulo. Simplifica.
C

(Respuesta: J

9. Calcula el valor de c.

M3

(Respuesta: J

10. Se quiere comprar grama para un jardin en forma triangular. Dos de los lados del patio miden 5y 8 me-
tros, y el dngulo que forman estos dos lados es de 30°. ¢ Cuantos metros cuadrados de grama hay que

comprar para engramar el jardin?
(Respuesta: J

11. Calcula el valor exacto de cos 15°.

Respuesta:




12. Representa tan 205° en términos de un angulo 6 tal que 0° <6 <90°.

Respuesta:

13. Demuestra que sen(a + ) + sen(a — f3) = 2sen « cos L.

14. Resuelve la ecuacion sen 26 — cot 6 = 0, para 0° < 6 <360°.

Respuesta:

15. En un circulo de radio 4 se traza una cuerda que subtiende un angulo de 60° con el centro. Calcula la
longitud de la cuerda y su distancia al centro. Deja indicado los resultados.

Respuesta:
Longitud de la cuerda:

Distancia al centro:

16. Un hombre observa que el dngulo de elevacién desde el suelo a la punta de un arbol es de 45°. El camina
8 metros hacia el arbol y ahora el angulo de elevacidn (siempre desde el suelo) es de 60°. Calcula la altura
del arbol. Deja indicado el valor.

[Respuesta: J




17. A partir del problema 13, si a = A; B yp= %, demuestra que

sen A+senB= Zsen(A ; B)cos(%).

18. Con la figura mostrada a la derecha realiza lo siguiente:

1+a
2

e Demuestra que AD = = cos 36°.
e Del triangulo EBF, calcula cos 36° en términos de a.

¢ De los dos resultados anteriores, calcula el valor de a.

EN]

[1______

e Calcula el valor de cos 36°.

|w)
m,

Respuesta:

cos 36° =

19. Resuelve la ecuacion sen36 + sen 260 = 0, para 0° < 6 <360°. Utiliza el resultado del problema 17.

Respuesta:




Descripcion de la prueba:

La prueba consta de 20 items, tomando cada literal como un item, 15 son de conocimiento, 3 de aplicacién

y 2 de razonamiento, en ese orden. Se indica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna
punto parcial al desarrollar el problema donde estd el asterisco (*).
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Unidad 7. Vectores y nimeros complejos

Competencia de la unidad

Conocer los conceptos basicos sobre vectores, sus operaciones y relacionarlos con la representacion
geométrica de los niumeros complejos, comparando la representacion y las operaciones de vectores en
el plano cartesiano con los nimeros complejos en el plano complejo, para fundamentar los resultados
mas importantes sobre vectores y aplicarlos en otras areas

( Tercer ciclo )

Unidad 1: Multiplicacion de

polinomios (9°)

e Multiplicacién de polino-
mios

e Productos notables

e Factorizacion

Unidad 3: Ecuacién cuadrati-

ca (9°)

e Ecuacion cuadratica

e Aplicaciones de la ecua-
cion cuadratica

Relacidén y desarrollo
Primer afio de
bachillerato

Unidad 2: Operaciones con

polinomios y nimeros com-

plejos

e Productos notables y fac-
torizacién

e Division de polinomios

e Ecuacion cuadratica y nu-
meros complejos

Unidad 5: Resolucidn de trian-

gulos oblicuangulos

e Razones trigonométricas de
angulos agudos

e Razones trigonométricas de
angulos no agudos

e Resolucién de tridngulos
oblicuangulos

Unidad 6: Identidades y ecua-

ciones trigonométricas

e |dentidades trigonométri-
cas

e Ecuaciones trigonométricas

Segundo afio de
bachillerato

Unidad 7: Vectores y nime-
ros complejos

e Vectores

e Producto escalar de vecto-

res
e Numeros complejos
e Prictica en GeoGebra




Plan de estudio de la unidad

Leccidn Horas Clases
1 . Vectores
1 . Suma y resta de vectores
1 . Producto por escalar
1 . Coordenadas de un vector en una base
1. Vectores
1 . Operaciones con vectores en coordenadas
1 . Vectores y coordenadas de puntos
1 . Paralelismo
1 . Practica lo aprendido
1 . Proyeccidn ortogonal
1 . Producto escalar de vectores paralelos
1 . Producto escalar de vectores no paralelos (no colineales)
2. Producto escalar de vectores
1 . Forma trigonométrica del producto escalar
1 . Producto escalar de vectores en el plano cartesiano
1 . Practica lo aprendido
1 . Representacidon geométrica de los nUmeros complejos
1 . Operaciones con numeros complejos en el plano complejo
1 . Forma trigonométrica de los nimeros complejos
3. Numeros complejos — - -
1 . Multiplicacién de nimeros complejos en su forma
trigonométrica
1 . Division de nimeros complejos en su forma trigonométrica
1 . Férmula de Moivre

012




Leccion Clases

1 7. Practica lo aprendido

2 8. Problemas de la unidad

1 1. Conceptos bdsicos sobre vectores
4. Practica en GeoGebra

1 2. Resolucion de problemas

1 Prueba de la unidad 7

25 horas clase + prueba de la unidad 7

Puntos esenciales de cada leccion
Leccion 1: Vectores

Se establece el concepto de vector, se definen las operaciones de suma y resta de vectores, producto por escalar
y coordenadas respecto a una base.

Leccion 2: Producto escalar de vectores
Se define el producto escalar de dos vectores paralelos, luego se define para dos vectores cualesquiera utilizan-
do la proyeccidn ortogonal y se deduce también su forma trigonométrica.

Leccion 3: Nameros complejos

En esta parte se estudia la representacién geométrica de los nimeros complejos en el plano complejo a partir
de la representacidn de vectores en una base ortonormal. Se estudia la forma trigonométrica de un nimero
complejo que se utiliza para la multiplicacién y division de nimeros complejos y su representacion.

Leccion 4: Practica en GeoGebra

Se utilizan las herramientas basicas para trabajar con vectores y comprobar la solucidn de los problemas desa-
rrollados a lo largo de la unidad.
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Vectores

1.1 Vectores

Problema inicial
Una persona se encuentra en un punto A dentro de la ciudad de San Salvadory
desea dirigirse hacia el punto B. Determina:

a) Al menos 3 formas para llegar de A a B.
b) El camino mas corto para llegar de A hasta B.
¢) Una forma para representar que el caminovade AaBynodeBaA.

A
Solucién
a) Algunas opciones para llegar de A a B se muestran en la figura B B
de la derecha.
b) El camino mds corto para llegar de A a B es el que estd en
color rojo.
c) Para representar que este camino va de A hacia B se puede [
utilizar una flecha que lo indique como lo muestra la figura. A A
Definicién

La flecha cuyo punto inicial es A y su punto final es B se conoce como segmento dirigido.

El conjunto de segmentos dirigidos que poseen la misma longitud, direccién B
(inclinacidén) y sentido (hacia donde apunta la flecha) se conoce como vector. .

Se representa un vector con cualquier segmento dirigido que pertenece a ese /
vector, si este segmento_girigido tiene su punto inicial A y su punto final B, se A

denota este vector por AB; si no se expresan los vectores con sus puntos inicial
y final se pueden usar las letras minusculas @, b, ¢, ... por ejemplo, @, &, V.

Dos vectores d y b son iguales si los segmentos dirigidos que los representan / N
tienen la misma longitud, direccién y sentido, es decir, uno se obtiene del otro ‘b/
por medio de un desplazamiento paralelo.
La longitud de un vector % se conoce por norma del vector %, y se denota por
IZ]l. Un vector % es unitario si su norma es 1, es decir, ||Z]| = 1. N
u
El dngulo entre dos vectores se mide al unir por los puntos iniciales ambos —
vectores y se utilizan valores de 0° hasta 180°. Dos vectores & y U son U
ortogonales si el angulo formado entre ellos es de 90°.
P *
roblemas £
1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada N 7
cuadrado es 1, responde: / i 3
s . - e
a) éCudles vectores son iguales? 7 ?
b) éCudles vectores tienen la misma norma? A
c¢) ¢Cudles vectores son unitarios? /| - 7/
. . - —
d) éCudles vectores son ortogonales? b Td
2. Considerando el cuadrado ABCD de lado 1, determina: A B
. . e
a) éCudles vectores son iguales? b) La norma del vector AC.
c) éCudles vectores son unitarios? d) ¢Cuales vectores son ortogonales?
D C

@ )
@




Indicador de logro:

1.1 Identifica la norma de un vector, vectores iguales, unitarios y ortogonales interpretando la definicion.

Se introduce la definicidn de vector y sus elemen-
tos a partir de conceptos geométricos conocidos
como segmento dirigido, dngulo, longitud de un
segmento, etc.

Propésito:

El Problema inicial induce la representacién de un
vector como segmento dirigido, con esta repre-
sentacion se realizara el estudio de los vectores.

Solucién de problemas:

1a)a_)=5), =h

®]

—>

1b) Lasde @, E), i yj_) son iguales y las de ZZ), e y 7 son iguales:

IZN =1l =171 =17l =V12+22=+5
-2 - -
Id=Nel=17l=1

%
e
2a) AB = DC, AD = BC, BA = CD, DA = CB

2b) ACI = V12+ 12 =2

Zd)ﬁyAD,ﬁyﬁ,C—ISyE)B,C_ISyB_),
ACy BD, CAy BD, ACy DB, CAy DB
BD AC

PR
f =1 e_)
g U
a ,—>“ C_)/ —
0 td

En el literal b) la igualdad de las normas
se puede establecer al sobreponer dos
vectores de tal manera que coincidan en
longitud.

El angulo entre los vectores se puede de-
terminar midiendo con un transportador
o por angulos notables.

En virtud de la igualdad de vectores la res-
puesta en 2c) se puede expresar utilizan-
do Unicamente los primeros 4 vectores,
esto dependera del nivel degmpgnsién
de los estudiantes ya que AB = CD, por
ejemplo.

En el literal d) no es necesario que se es-

criban todas las parejas de vectores ortg;

gonales, por ejemplo no se ha escrito AB
—> — >

y BCya que BC = AD.

El estudiante debe observar que no solo

los lados de los cuadros definen vectores
ortogonales sino también sus diagonales.
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1.2 Suma y resta de vectores

Problema inicial

Resuelve los siguientes literales: B-.

a) Representa con vectores la forma de ir de A hacia C pasando por B. C

b) Representa con vectores la forma de ir de A hacia B pasando por C. A-
Solucién

a) La representacion seria: b) La representacion seria:
B B
c \/\-C
A A

Definicion

Al unir el punto final de un vector % con el punto inicial de otro vector

<l

- . .z . s

U, se define la operacién suma de vectores como el vector determinado u

por el punto inicial de @ con el punto final de ¥, como lo muestra la

. . . —_—> - —_—> =3 -
figura. En el literal a) del Problema inicial se cumple que AB+BC=AC. u+v

Dados 3 vectores i, U, W se cumple que % + U = U + & (conmutatividad) y

que &+ (U+ W) = (& + ) + W (asociatividad). /B B
A /

Dado un vector ATE, se define el vector BA como el opuesto del vector A_I§,
y se denota por —AB, es decir, —AB = BA.

Se define la resta del vector # con el vector U como la suma del vector
e d e R — g B
U con—u, U — U = U + (—u) como lo muestra la figura. En el literal b) del

<y

Problema inicial se cumple que AC—-BC=AC + CB = AB.
El vector que resulta de realizar la resta % — % = & + (—i) se conoce como
- N
vector cero, y se denota por Oy cumpleque 4 +0=0+u =u
Ejemplo
Dibuja AB + AC, AB—-ACy AC— AB. .
Estas representacio-
A i c nes de vectores son
: RO muy importantes.
. . —AB uyimp
B-AC v
AC-AB

*
Problemas.w

Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa las operaciones
de cada literal.

a)a+b b)ad+c c)c+d E')/ 7
5 SN =
dd+e+c e)a-b fld-f N
=
g -1 ha-5-¢ e b, i




Indicador de logro:

1.2 Dibuja el vector resultante de una suma o resta de vectores.

Propésito:
Se definen las operaciones entre vectores en las El Problema inicial proporciona una imagen de la
que se introducen los conceptos de vector opues- suma de vectores. La imagen que representa la
to y vector cero. Las operaciones se realizan utili- resta en la Definicién se interpreta en términos
zando los segmentos como tal, posteriormente se de la suma de vectores y el vector opuesto, mien-
introduciran los conceptos de base y coordenadas tras que en el Ejemplo se interpreta a partir de los
Kque facilitan estas operaciones. D Kvectores originales. D
Solucién de problemas:
a T b
) b )
> C
- — P \A> | >
g a+b 4 Narc
- -
C) 7 > C
CZ 2+ t:i = 0 d) N
5
2
c & 9/
— —
@ \|/ al+el+c
=> — f 7 —

e) —b b R 1 ) i d _
\\ IR ath d 4 f
=N - N S ]' =
a—|b g > dr-f drf

H
b
= h) — T
g) c=+f=0 L iR \\ 9—5
C ( J > A
N L I\ P\ d-b-¢ X o+
—/ f S| 2> Sl N
= 2 ad-b-c
c+f=0 N
e
-b

En el literal d) se realiza asociando los primeros dos
vectores y luego se suma el tercero. A partir del lite-
ral e) se muestra como realizar la resta de dos for-
mas distintas, la primera es a partir de la suma del
vector opuesto y la segunda aplicando el esquema
del Ejemplo. En h) se ha retomado el resultado de e).

@ Sugerencia Metodoldgica



Problema inicial

1.3 Producto por escalar

Dibuja el vector que resulta en las siguientes sumas de vectores:
e
aJu+u+u

b)-u-u

@

Ejemplo

Solucién

AU+uU+U b)-u-u

-
u
. 3
u
N
- -Uu
/

Deﬁnicién

’ d =g .
Para un vector Z y un nimero real r, de modo que z # 0y r # 0, se define el producto por escalar para
representar dilataciones (r > 1) o contracciones (0 < 7 < 1) en el mismo sentido (7 > 0) o en sentido contrario
(r<0),y se denota por ri.

Para el producto por escalar se cumple que lI7zll = | 7| IZll. Se define que 0% =0 y que 70 =0.

r>1 O<r<1 -1<r<0 r<-1

= e

Considerando los vectores % y U, los nimeros reales r y s, se cumplen las siguientes propiedades del
producto por escalar:

1. r(st) = rsti 2.(r+8)d=ri+su 3.r({U+V)=rui+rv

. . =4 . .. .
Se dice que dos vectores % y U diferentes de 0 son paralelos (o colineales) cuando los segmentos dirigidos
que representan estos vectores, son paralelos. Esto equivale a que existe un ndmero real r tal que % = 0.

Determina en términos de Z y U el vector resultante de la expresion 2(2% + 30) — 3(2 - 0).

2(21 + 30) - 3(21 - 0) = 2(21) + 2(30) + (-3)(21) + (-3)(-V)

[

=41+ 6U + (-6u) + 3U Recuerda que G-b=a+ (=b).
. =-2U+ 9V
Problemas.
1. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el
vector que representa cada literal. }T’ o
. d A
a) de b) 4d c) 3¢ = >
d)-3f e)—%g f) 2d + 3¢ = b
2. Determina en términos de &y Uel vector resultante de cada expresion.
a)4u+30-u-2U b) (& — 20) — (=34 + 27) c) 3(24 + 47) d) 3(-24 +U) - 2(3U - 47)

d




Indicador de logro:

1.3 Dibuja el vector resultante de multiplicar un vector por un nimero escalar.

ecuencic

Ahora que ya se conocen las operaciones de suma
y resta de vectores se define el producto por esca-
lar que, en el caso que el escalar sea entero, gene-
raliza la suma de un mismo vector un nimero en-
tero de veces o la suma de su opuesto si el entero
es negativo. Esta definicion permite introducir el
concepto de vectores paralelos.

Propésito:

El Problema inicial permite inducir el producto
por escalar al menos para numeros enteros. En la
Definicién el producto por escalar queda estable-
cido para un numero real cualquiera por medio
de la nocidon de contraccién y dilatacion. Se esta-
blecen ademas propiedades del producto por es-
calar para operar los vectores como expresiones
algebraicas.

1\
Solucién de problemas:
la) [ 24 A 1b) 1c)
\ A
e =
\ i =
e c
2t N 4q ic
q 3
1d 7 le 1f
) S L IF ) s 7 )
il ’ 1
€“—€C—<« E) g) \ 2a + 3e
B/ iz el /%
- 2 e \
—»
a

-

2a)4U +30-1U-2U=3u+0 2b) (X -20) - (-3u +2V) = 4u—-4v

2¢) 3(2u + 4v) = 6u + 12U 2d) 3(—2u + V) - 2(3u - 4v) = -12u + 11V
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1.4 Coordenadas de un vector en una base*

Problema inicial
- o
La siguiente figura esta formada por paralelogramos, expresa el vector OB con los vectores i yJ-

[T
/ /

-

Soluuon B

El vector OB se puede expresar como suma de vectores con ?y]_)como / / ﬂ_)

2 o g
SRS EIES R / / /T»
J

s e V /
Utilizando el producto por escalar, se cumple que OB = 21 + 3j. >
0] 7 '

l

Conclusion o .
A una pareja de vectores i, j ambos diferentes de 0 y no paralelos (no colineales) se les lama base vectorial.

-
l

El punto O se conoce como origen de la base vectorlal y para todo vector % se cumple que, existe un
punto M tal que % = OM. Ademéds para todo vector OM existen dos numeros reales Unicos x, , tales que
OM = xi +y], y se puede expresar el vector como un par ordenado OM = (x, ), a este par ordenado (x, )
se le conoce como coordenadas del vector OM en la base (l _])

Una base es ortogonal cuando Ly] son ortogonales, y se dice que una base es ortonormal cuando ademas
de ser ortogonales, tanto 7 como; son unitarios (la norma es igual a 1).

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vectoresl_),l_>, _K), I_: I_), IB)en la base (W3), I_>)
IC= (1)iB+ (1)IK 18 = (1)iB + (0)iK 5 ¢ :
= (0)iB + (1)K U= (1)B+ %)R’ L/ // f
— — — — —> — A | >'B
IA = (-1)IB + (0)IK ID = (-1)IB + (1)IK

Por lo tanto, las coordenadas de los vectores son (1, 1), (1, 0), (O, 1),(1,%), (-1,0), (-1, 1).

Problemas
—_— —>

Considerando la base (HI, HB), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.

a) HA b) HK c) HF d) HJ G/ H/ L
>/ |
—> —> —> E
e) HH f) Hi g) HB h) HE A Vi B// -




Indicador de logro:

1.4 Determina las coordenadas de un vector utilizando una base vectorial.

En esta clase se aborda el concepto de base vecto-
rial para expresar un vector en términos de otros,
esto servira posteriormente para determinar una
férmula para la norma de un vector y describir los
numeros complejos a partir de los vectores.

\_

Solucién de problemas:

a) HA = (=1)HI + (1)HB

Coordenadas: (-1, 1)

) HF = (1T + (2)HB”

Coordenadas: (1 —)

e) HA = (0)HI + (0)HB

(0,0)

g) HB = (O)HI + (1)HB
J K L

G/ H/ A
o/ E/ £
A/ B/ £

Coordenadas: (0, 1)

En el Problema inicial los estudiantes hardn uso
de la suma de vectores y del producto por escalar.
En la Definicidn se observa que al escribir las coor-
denadas de un vector se debe hacer referencia a
la base utilizada, asi como en el Ejemplo donde
se debe observar la importancia del orden de las
coordenadas. y

\_

b) HK = (O)HI + (-i)ﬁé

A/ BY £

Coordenadas: (O, —%)

—>

d) Hi = (=1)H + (—%)HB

o/ €/ £
A/ B/ £

Coordenadas: (—1, —%)

f) HI = (1)HI + (O)HB

(1,0)

h) HE = (O)HI + (%)ﬁs’

L

J K
G/ H/ A
o/ E/ £

A/ By £

Coordenadas: (O, %)
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1.5 Operaciones con vectores en coordenadas
Problema inicial -
Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base (i, j).
a)a& b)(ﬁ c)o_/3+66
d) OA- OB e) 208 f) 3 OA 72/2 ﬂ/ 4 i/ /
o7
.
Solucién
a) b) c)
([ [ [ [/ /AN [T/
7 [T 77 [T
[HT T T N e
W oL 2
i ! ! l
(YA=?+3] 6@=2i_)+]_') O_A+CTé=lT)+3j+2LT)+]
OA=(1,3) OB =(2,1) OA+0OB=3i+4j
OA + OB = (3, 4)
(Notaque(3,4)=(1+2,3+1).)
d) f)
/S SN S S ////////// .
. B N e e
7 J 2/ /S S S
o7 0 o7
— —> —> — - o lcﬁ_ 1 T>+ 3—>
OA— OB =1+3]-(2i +J) 208 = 2(2i + ) 30A=3(+3
OA-OB=—i+2] 20B=4i+2j $OA= 2i+]
OA—0B = (-1, 2) 208 = (4,2) 10A=(,1)
(Notaque(—l,2)=(1—2,3—1).) (Notaque(4,2)=(2x2,2><1).) [Notaque(é )=(%><1,§><3)-]
Conclusién
Dado dos vectores & y U con coordenadas % = (x, y) y U = (&, ') y un nimero real r se cumple que
U+T=(x+x,y+Y') =(x-x,y-Y') u=(rx, ry)
Problemas 4
Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base i, I, J.
A\ 0\ \ \
2) OA b) OB ) GA + OB doA-0B  \ g
INANAVL/ANAY A
e) -30B f) > 0A g) OA +20B h)30B-20A (Y NN
(AN
@ )

@




Indicador de logro:

1.5 Determina las coordenadas del vector resultante de un producto por escalar, una suma o una resta de
vectores.

Propésito:

Con el Problema inicial se induce que la suma de
vectores se puede realizar sumando ordenada-
mente las coordenadas entre los vectores, esto se
consolida en la Conclusién.

En esta clase se efectlian las operaciones entre
vectores utilizando sus coordenadas en una base
dada.

Solucién de problemas:

S WA NANAVAN Y
AANAN, AN
NAATA R

AN ST

OA=-i+2j OB=—i-]
OA = (-1, 2) OB = (-1, -1)
c) OA + 0B = (-1 + (=1), 2 + (-1)) d) OA— 0B = (-1 - (-1), 2 - (-1))
=(-2,1) =(-1+1,2+1)
=(0, 3)
e) -30B = (-3(-1), -3(-1)) 353 (3.1 3
63 f) 20A=(3(-1), 2(2))
3
-(-33)
g) OA + 208 = (=1, 2) + (=2, -2) h) 30B — 20A = (-3, -3) — (=2, 4)
=(-3,0) =(-1,-7)
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1.6 Vectores y coordenadas de puntos

Problema inicial N
Sean A(2, 1) y B(3, 3) dos puntos en el plano, con coordenadas en la base Y 5
ortonormal (e, €,) que muestra la figura. 2

a) Calcula las coordenadas del vector AB. Zzl A
b) Determina la norma del vector AB. -1 9 A E X
\ J
Solucién I
a) Considerando los vectores OA y OB con coordenadas (2, 1) y (3, 3) respectivamente en la base
ortonormal (€], &,). .
Entonces se cumple que o JC B
AB = OB - OA i
. e, A [D
AB=(3,3)-(2,1) 0l 2 |5 °
-1 1
AB = (1, 2) = OC.
b) La norma de este vector se puede calcular aplicando el teorema de Pitagoras al AABD, de modo que
IABI = NTZ+ 22=A5 .

Conclusién . -
Considerando en el plano los puntos E,(1, 0) y E,(0, 1) que definen los vectores é, = OE, y &, = OE,. Se tiene
que los vectores ¢, y €, forman una base ortonormal.

Dado un punto A(x, y) en el plano, se cumple que OA= (x, y) en la base (€, &), y que ||(T,Z\|| = VX2 +y? .

Si B(x", ') es otro punto, entonces se tiene que

AB=0B-0A=(x'—x,y -) y que,
IABIl = V(x' = x)* + (y' = y)*.
Problemas -

1. Dados los puntos Ay B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (¢;, &,) definida
arriba.
a)A=(2,1);B=(3,1) b)A=(3,0);B=(1,2) c)A=(1,1);B=(0,2)
d)A=(0,1);B=(-2,1) e)A=(-1,-3);B=(-1,-2) f)A=(1,-1);B=(1,-1)

2. Considerando las coordenadas en la base (e, E’z)gg un vector % = (2, 4) y un punto A = (1, 3), determina
las coordenadas de un punto B que cumpla que AB = 7.

. J

@



Indicador de logro:

1.6 Expresa las coordenadas de un vector cualquiera en el plano cartesiano como coordenadas de un punto.

Propésito:

Ahora se estudia la base vectorial mas simple del
plano cartesiano y se establece la norma en tér-
minos de las coordenadas.

El Problema inicial permite escribir un vector a
partir de dos puntos dados utilizando la diferen-
cia de vectores; ademds permite determinar su
norma por medio de sus coordenadas.

Solucién de problemas:

1a) OA = (2, 1), OB = (3, 1) 1b) OA = (3,0), OB = (1, 2)
AB = 0B - OA AB = 0B - OA
= (3r 1) - (21 1) = (1r 2) - (31 O)
=(3-2,1-1) =(1-3,2-0)
=(1,0) =(-2,2)
|AB| =\12+0?=1 |AB| = V(-2 + 22 =8 =2\2
1c) OA = (1, 1), OB = (0, 2) 1d) OA = (0, 1), OB = (-2, 1)
AB = OB — OA AB = OB — OA
= (OI 2) - (11 1) = (_21 1) - (OI 1)
=(0-1,2-1) =(-2-0,1-1)
= (_11 1) = (_21 0)
|AB| =P+ 17 =\2 =12 |AB| =\(-2)7+ 07 =2
le) OA = (-1,-3), OB = (-1, -2) 1f) OA = (1,~1), OB = (1, 1)
AB = OB — OA AB = OB - OA
= (_11 _2)_(_1r _3) = (11 _1)_(11 _1)
=(-1-(-1),-2-(=3)) =(1-1,-1-(-1)
=(0,1) =(0,0)
|AB| =\0?+ 12=1 |AB| =07+ 02 =0
2.u=(2,4)y A=(1,3), el punto B es tanuefZ=ATB). _
s s s En este punto el estudiante debe percatarse
AB=0B-0A de la facilidad de las operaciones de vectores
a’B - Ti + O_) utilizando las coordenadas, sin embargo es
s vélido utilizar el recurso grafico.
OB=(2+1,4+3)
0B =(3,7)
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1.7 Paralelismo

Problema inicial
L Considerando el vector % = (2, 3), determina el valor de x para que el vector U = (x, —9) sea paralelo a &

5
(@ 110).

Solucién
Se considera un numero real r que cumple: — Dos vectores 7, ¥ diferentes de 0 son

paralelos si existe un numero real r
(x,-9) =1r(2, 3) que cumple 7z = T.

(x,-9) =(2r, 3r)

x=2r...(1)
—9=3r...(2)

Y entonces se debe cumplir que

Luego se resuelve la ecuacion (2), y se tiene: r=(-9)+3=-3.
Finalmente se sustituye el valor de r en (1): x=2(-3)=-6.

Por lo tanto las coordenadas del vector U son (-6, —9).

Conclusién
5
Dado un vector % = (x, y) # 0, se tiene que otro vector U es paralelo a % si existe un nimero real r de modo

=
que U= (rx, ry)' Un vector u = (x, y) es distinto
del vector cero si x o y son dis-

Ademas, en una base ortonormal, para la norma del vector @ se cumple que | & . )
tintos de cero (ambos inclusive).

1Tl = N(rx)2 + (ry)? = |rNaZ + % = | 7|11z,

Para todo numero real r
E se cumple que 7%= |r].
jemplo

Determina los vectores paralelos al vector & = (=3, 4) que tienen norma 15.

Si Ues un vector paralelo a & se cumple que U = riZ, entonces:

9 = [l
15= |[rN(-3)? + 4
15=5]|r|
|r| =3
r=43,

por lo tanto los vectores son: 3% = 3(-3, 4) = (-9, 12) y —3% = —-3(-3, 4) = (9, —-12).

Problemas
1. Calcula las coordenadas de U para que #Z y U sean paralelos.

a)u=(2,1),U=(x,3) b)i=(3,1),0=(x,-3) c)u=(63),0=(2 %) d)u=(24),0=(-1,x)

2. Determina los vectores paralelos al vector & que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas
en una base ortonormal.

a) ¥ = (4, 3), norma 10 b) % =(-3,-4),normal c)u&=(1,2), norma5 d) % =(2,2), norma 4

3. Encuentra las coordenadas del punto C de un paralelogramo ABCD, si se cumple que A=(1, 2), B=(3, 5),
D=(0,0).

@ /
@




Indicador de logro:

1.7 Utiliza la definicidn de paralelismo entre vectores para resolver problemas con vectores expresados en

coordenadas.

Los vectores paralalelos se definieron en la clase
1.3 donde se traté el producto escalar. Para esta
clase se estudia el paralelismo utilizando las coor-
denadas de los vectores y se demuestra la formu-
la de la norma de un vector en términos de algun
vector paralelo a este.

Propésito:

Para desarrollar el Problema inicial el estudiante
debe utilizar la definicidn de paralelismo, la igual-
dad de pares ordenados. En el Ejemplo se mues-
tra otro tipo de problemas sobre vectores parale-
los y su solucién.

L /
Solucién de problemas:
1a) ﬁ = (21 1): l_;: (xl 3) lb) l_}: (_9’ _3)
v=ru
(x,3)=r(2,1)
(x,3)=(2r, 1) 1c)v=(2,1)
x=2r...(1)
3=r...(2)
r=3. 1d) U'= (-1, -2)
x=2(3)=6
Por lo tanto, U = (6, 3).
2a) % = (4, 3), norma 10 2b) 7 = (-3, —4), norma 1
_)5)= ri R Los vectores son: (—%, —%) y (%, %)
Ioll = |r{llzll
10 = | r|\4? + 32 2c) Z =(1,2), norma 5
Il? =57 Los vectores son: (V5, 2v5) y (=V5, =2V5).
r|=2
r=42 2d) = (2, 2), norma 4
Por lo tanto los vectores son: Los vectores son: (2v2, 2V2) y (-2v2, —2v2).
21 =(8,6)y—2u=(-8,-6).
3.A=(1,2),B=(3,5),D=(0,0).
N — >
B Los vectores AB y DC deben ser paralelos e iguales:
’ DC=AB=(3,5)—(1,2) = (2, 3).
j // Ahora, ya que D = (0, 0), entonces C = (2, 3).
VK
T/
A/
-1 D x

@
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1.8 Practica lo aprendido

N\

1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada cuadrado es 1, responde:

a) éCudles vectores son iguales? ]
b) ¢ Cudles vectores tienen la misma norma? g r_’
c) é¢Cudles vectores son unitarios?

d) éCuales vectores son ortogonales?

&l

|

a =
b
2. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa la operacion de
cada literal. N
7
- - =
a)a+b b)c-b " b
a N
- -
ca+b+c dda-b+7¢

3. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa cada literal.
A

a) 4@ b) %b . c)
-3¢ )33+ > :
4. Determina en términos de 72y U el vector resultante de cada expresion.
a)2u+v-3u-0v b) (3% -0)—(-2U-34) c)-2(3u - 20) d) 2(- + 30) - 3(& + 20)

—_— —>
5. Considerando la base (Gl, GD), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.

a) GC b) GL ¢) GB d) Gk N < \ \.\
P . S
A B C
6. Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base _: 7 \ \ \ \ \ \ \
a) OA b) OB c) OA + OB d)OA-0B
¢) 208 f 208 g) OA + 308 h)—20A-308 {DB\‘ O\

AV

—
7. Dados los puntos Ay B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (Ez, E’z).

a)A=(3,1);B=(4,2) b)A=(-2,1);B=(-3,2) c)A=(-1,-1);B=(-3,-2)

8. Considerando Ias coordenadas de un vector 7 = (-2, 1) y un vector OA= (3, 5). Determina las coordenadas
de un vector OB que cumpla que AB=17.

9. Calcula las coordenadas de U para que # y U sean paralelos.
a) ﬁ:(l, 3), U: (x, 12) b) Z’_Z:(3I 9): l_)):(xl _6)

10. Determina los vectores paralelos al vector % que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas
en una base ortonormal.

a) % =(3,2), norma 13 b) U = (-2, -4), norma 10

J
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Indicador de logro:

1.8 Resuelve problemas utilizando vectores.

Solucién de problemas:

1a)a)y]7.) 1b)8y}_‘;5)y3;?y§’. 1c)3y2i). 1d)a)y3;?y_;)5)y(7
2a) 2b) 2¢) 2d)d-b+¢=d+ (D)
b 2 4 d-b+¢
a ~ C/% i d+8+¢_~] ¢ T
g 7=t /ﬂzﬂi‘ /
v (7+ b / =
a
3a) ) [ A [ [ ] 39[p 3d)
4 | S e 3 b N
a ] b| 30 ’
33 -a
8a) 20 + T~ 31 - T=—T ab) (31 - T) - (~20 - 3%) = 61 + T
4c) -2(31 - 20) = —6uU + 4U 4d) 2(-u + 30) — 3(i + 20) =-5u
_ 1 1_
5a) (1, 2) 5b) (1, 1) 50) (2, 2) 5d) (3,-1)
6a) OA = (-2, 1) 6b)OB=(0,-1)  6c)OA+OB=(-2,1)+(0,-1) 6d) OA-0B=(-2,1)-(0,-1)
=(-2,0) =(-2,2)
6e) —208 = (0, 2) 6f)2 OB = (o, - %) 6g) OA + 308 = (-2, -2) 6h) —20A—30B = (4, 1)
7a) A= (31 1)1 B= (41 2) 7b) A= (_ ’ 1)1 = (_31 2) 7C) A= (_ ’ _1)1 B= (_31 _2)
AB = OB — OA AB = OB - OA AB = OB — OA
= (41 2) - (31 1) = (_31 2) - (_21 1) = (_31 _2) - (_11 _1)
= (11 1) = (_11 1) = (_21 _1)
|AB| =17 + 12 |AB| =17 + 12 |AB| =(=2) + (1)’
= \/E = \/E =15
8.AB=(-2,1) 9a) U= (4, 12) 9b) U= (-2, —6)
AB = OB - OA
OB = AB + OA 10a) (3V13, 2V13) y (-3v13, -2v13) 10b) (25, 4V5) y (=215, —4v/5)
OB=(-2,1)+(3,5)
OB = (1, 6)

@ Sugerencia Metodoldgica



Producto escalar de vectores

2.1 Proyeccion ortogonal

Problema inicial

~

Para cada uno de los siguientes tridangulos determina el punto donde se interceptan la altura del vértice B
a la base AC.
a) B b) B o) B
C C
c A A A
N\ J
Solucién
Trazando la altura de cada tridngulo y localizando el punto de intercepcion:
a) B b) B c) B
C 1A
. H
C H A
Conclusién o . . .
Dados dos vectores AB y AC se define la proyeccidon ortogonal de AB sobre AC, por el vector AH, y se
cumple que BH es ortogonal a AC.
B B
C B A C= C= HA
H
Ejemplo
Determina la proyeccién ortogonal de % sobre U para cada caso.
a) b) c)
< '2 H — (0]
Problemas

. . d d
1. Grafica la proyeccién ortogonal de u sobre v para cada caso.

U
u = -
g P u u
0 v > v 0 c U J

2. Grafica la proyeccién ortogonal de U sobre % para cada caso.

a) 5 b) 4—/ c)
u
U u - u
0 0 U

<l

Y

D

®




Indicador de logro:

2.1 Dibuja la proyeccion ortogonal de un vector sobre otro en diferentes casos.

Secuencia: Propésito:

En esta leccidon se define la proyeccion ortogo- El problema inicial permitird al estudiante co-
nal de un vector sobre otro, esta idea tiene como nocer el proceso para determinar la proyeccién
base el trazo de la altura de un tridngulo. La pro- ortogonal de un vector a partir de la altura del
yeccién ortogonal permitird definir el producto triangulo definible por los vectores. En la Conclu-
escalar para dos vectores cualesquiera. sién el estudiante debe apropiarse de la repre-
9 y Ksentacién de la proyeccién ortogonal. y

Solucién de problemas:

1c
1) B : 1b) : )
u : 5 : 2
— 5 s 4
5% OH 00
OH H
2a) 7 S 2b) 2¢)
TS \‘\ U ﬁ) N ﬁ)
0 : > Y 0 ‘—':|U 0
H
H OH 00

La proyeccion ortogonal en
1c) y 2c) es el vector cero.

@ Sugerencia Metodoldgica
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2.2 Producto escalar de vectores paralelos
Definicién
Sean # y U dos vectores paralelos (colineales). Se denota el producto escalar de los vectores £y U por i - U
se define por: N . .
Y & T T [lZlllvll, si z'y v tienen el mismo sentido.
—ZIITIl, si @ y U'tienen diferente sentido.
Cuando Z=007=0, se define? - ¥=0.

Ejemplo 1 -
Las divisiones de la recta [ son regulares y el vector Ol es unitario, determina:
— —> — —>
a) OA- OB b) OA - OC C o | A B 1
— > — } } } } } } } } }
c)IA-CB d) AB - AC
a) En este caso temto CTA_)com_o)aé tienen el mismo b) En este caso a)’-\yO_C)tienen diferente sentido,
sentido, OA - OB = ||OA||/|OB|| =2 x4 = 8. A - OC =—||OA|l||OCIl =—(2 x 3) = —6.
C o | A B C o | A B
>t ! ettt
c) En este cif,oﬁntolz-\:m_n)m CB tienen el mismo d) E_n)este asoA_:ByE)gtienen diferente sentido,
sentido, IA- CB = IIAlllICBll=1x7 =7. AB - AC =—|IABIIIIAC]l = —(2 x 5) =-10.
1 g 1 1 (I) !—)A 1 \IB l 1 gl 1 1 (I) ! A 1 |B l
T 1 1 1 1 1 1 1 T T ™~ 1 1 1 1

Ejemplo 2

Sean Ay B dos puntos tales que AB = 4. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.

a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. ¢) M es el punto medio de AB.

M A B A B M A M B
lal 1 1 1 1 1 Lol 1 1 1 Ll 1 1 Lol
=1 1 1 1 1 1 LIE | I 1 1 L | 1 1 L]
AB-AM =—(4 x 4) =-16 AB-AM =4x8=32 AB-AM=4x2=8
Ejemplo 3
Sean Ay B dos puntos tales que AB = 4. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.
a)AB-AM =8 b) AB - AM =12 c) AB- AM = 16 d)AB-AM =0
A M B M A B A B A B
_|_|_)|_|_)|_ [P 1 1 1 1 Ll h 1 1 Ll 1 1 1 Ll
=1 1 1 1 1 | | 1 1 1 71 I 1 1 L |
'Y M M
Problemas. .
1. Las divisiones de la recta [ son regulares, y el vector Ol es unitario, determina:
a)OA-OB  b)OA-0OC
Ty & A CI 1 A Q 1 ! 1 |B 1 [
c)IA-CB d) AB - AC i ; ; ; ; ; ; ; ;

2.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 2. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.

a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.

3. Sean Ay B dos puntos tales que AB = 6. Dibuja el punto M en la recta AB para cada literal.

a) AB-AM =24 b) AB - AM = -3 c) AB - AM =36 d) AB-AM =0

@
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Indicador de logro:

2.2 Calcula el producto escalar de vectores paralelos.

Secuencia:

Ahora se estudia la definicion de producto esca-
lar de dos vectores para vectores paralelos, que
guarda cierta relaciéon con la multiplicacién de
numeros positivos y negativos, que se estudid en
séptimo grado. En la siguiente clase se extende-
ra esta definicion para dos vectores cualesquiera
Ku‘tilizando la proyeccién ortogonal.

Solucién de problemas:

La definicion de producto escalar para vectores
paralelos es parecida a la forma en la que se es-
tablecid la multiplicacién de numeros positivos y
negativos, en este caso el sentido del vector hace
las veces de signo para los numeros: el produc-
to escalar de dos vectores que tienen el mismo

Ksent‘ido es positivo y si es diferente es negativo. )

1a)5/3-075 1b)6ﬂ ocC ]
C A O | B
C A O B
——te———t—+—>+— e——F—F—+—+—+—+—
OA y OB tienen diferente sentido OAy OC tienen el mlsmo sentido.
—  —> — ShL AR 3_3
A-OB=—|[OA[llIOB]l =—=x2=-1 A - OC = [|0AIlIOCI = _xf_Z'
1c)1A- CB 1d) AB - AC
C A O | B C A O | B !
— Tt R e e
ﬁ)y CB tienen diferente sentido. AB y AC tienen diferente sentido.
R-Ch =ik —(347)-_21 AB - AC=— =_(_ )z_é
IR - CB = ~ANCBI =~(3x Z) = -2, AB - AC = —I|ABIIACH =—(2 x 1) =-2.

2a) A es el punto medio de BM.

v, A B
AB-AM = —(2 x 2) = —

3a) AB - AM =24

2b) B es el punto medio de AM.
1 | | |

—+——+—t——>t—>t— e L

AB-AM=2x4=8

A B M AM

2c) M es el punto medio de AB.

Y

3b) AB - AM = -3

M A

et F—t—t—t+—+—¢
3d)AB-AM =0

'AIIIIIIBI

17 17 1T 1T 1T21

M
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2.3 Producto escalar de vectores no paralelos (no colineales)

Problema inicial
Expresa el producto escalar del vector v'con la proyeccién de % sobre el vector U.

a) / b) c)
u <—/' u
u
0 = > 7 O 5 )
Solucién
Se encuentra la proyeccién ortogonal de i sobre U.
a) b) c)
s i | o
° TH 7 © H v H
7'+ OF = IIZIOH v'- OF = ~I[BIIIOAI 7-Of=7-0=0

Deﬁnici()n
N
Sean #'y U dos vectores no paralelos y sea u
ortogonal de U'sobre #Z, entonces &’ - U= u - U.

la proyeccién ortogonal de i sobre Ty U’ la proyeccmn
Se define el producto escalar de los vectores %y U por:

u-v=u-v=u-v
a a . , - = >
En el producto escalar se cumplen las siguientes propiedades para un nimero real r y tres vectores u, vy w:

AOAH ~ AOBI,
por lo tanto OB-OH = OA-Ol.

Luegou v=u-7.

1) -4 = llmizi = 1712 A
2)u-v=v-u

T - -

- (V+w) =u-UV+u-W,W+V) W=U - W+V W

4) U (rv)=(rd) -V =r(&-7)

El producto escalar cumple que si dos vectores son ortogonales, entonces su producto escalar es 0y viceversa
(si el producto escalar de dos vectores diferentes de cero es 0 entonces los vectores son ortogonales).

Ejemplo
Sea ABC un tridngulo rectdngulo en A, expresa los productos escalares: a) B
a)AC-BC=AC-AD b) CA-BC=CA-AC
—_ —> 2
=AC-AC =-AC
=AC’ C A
)8R - T8 = K- 3B o) 7B K = AR - CA
=—AB’ =0-CA
Problemas / =0 D
1. Considerando un cuadrado ABCD de lado 4. Calcula los siguientes productos escalares.
a) AB - AC b) CD - AC c) AB- DA d) AB-CD e) CD-BO 0
A B
2. Teniendo el trapecio rectdngulo ABCD, con AB=4, AD =2y CD = 3. D C
Calcula los siguientes productos escalares.
a)AB-CA  b)CD-AC c) DC - DA d)AB-CD
A B
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Indicador de logro:

2.3 Efectla el producto escalar de vectores no paralelos utilizando proyeccidn ortogonal.

Secuencia:

Se define el producto escalar para dos vectores
cualesquiera relacionando el producto para vec-
tores paralelos con la proyeccién ortogonal; ade-
mas, se cumple que dos vectores son ortogona-
les si y solo si su producto escalar es cero.

En el Problema inicial se observa el producto es-
calar de vectores analizando los tres casos de la
proyeccion ortogonal vistos en la clase 2.1, es de-
cir, cuando el dngulo entre los vectores es agudo,
obtuso o recto. En la informacién adicional de la
Definicién se demuestra que el producto escalar
esta bien definido.

\_ A\ W,
Solucion de problemas: Primero se dibujan los vectores con punto inicial comuan.
_ > —> —> —_ s — —> E
1a) AB-AC=AB - AB C 1b)CD-AC=CD-CE .
= IABIF -CD-CH .
=4 - o
=16 A B ==(4x4) p C  H
=-16
A B
1c)AB-DA =AB-AE D C  1d)AB-CD=—(4x4) 1e)CD-BO=BA-BO P - C
_AB-AR =-16 =BA-BH :
- D e C =4x2 A ;2 B
=0 =8
7 A >B
E
2a) AB - CA = AB - (-AQ) 2b) CD - AC=CD - (~CA) 2¢) DC-DA=DC-DD=DC-0=0
=—(AB - AQ) =—(CD - CA) D C
= —(A_B) . Hg)) =—(CD - CD)
= - =—(3x3
(4 x3) (3x3) Ra
=-12 =9 B
D \C Dre C 2d) AB - CD = —(4 x 3)
: Dre C
E A—l »p

En los problemas 1c) y 2c) el estudiante pue-
de observar inmediatamente que el produc-
to escalar es cero por la perpendicularidad
de los vectores.
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2.4 Forma trigonomeétrica del producto escalar

Problema inicial

Calcula el producto escalar de los vectores % y U si se sabe que ||ZZ]| = 2, ||U]l = 3 y el 4ngulo entre los vectores
esa=60°0120°.

N
Puedes utilizar razones trigonométricas
a) = b) para calcular el producto escalar.
u
u
o 120° , ,
60 . _ Lasrazones trigonométricas de angulos
— i rd .
L U U notables soln. - -
S cos 60° = 5 cos 30° = 73 cos 45° = 22
olucion sen60°=2 sen30°= 1 sendso= 32
. — - — 2 2 2
Se encuentra la proyeccién ortogonal ' de & sobre U.
a) b)
= =
U
u-v=u"-v=-Ia'l ol
—,
. @l R llze'll
Puesto que: cos 60° = —— cos 120° = - =7,
1zl Iz
entonces: I1Z'll = ldllcos 60° 7'l = —lllicos 120°,
por lo tanto % - T = |'ll IITIl = IIZ|I IIUllclos 60° 7 -0 = lZ'lI[vllcos 120°
- - 1
= X X == = —_) = —
2x3x1=3 2x3x(2) 3.
Conclusién
Considerando dos vectores 'y U, se cumple que % - U = [[@lllITlicos a. I,
A partir de la expresion i - U= |zl | Vllcos a
es sencillo demostrar que &7 - U'=U" 4.
N
u
o A o se le llama dangulo formado
> — entre los vectores Wy U.
U U
Ejemplo
En los siguientes vectores se cumple que [1ZZll = 3, [Tl = 2\/§y % - U=9. Determina el dngulo formado entre
los vectores  y U.
Se cumple que % - U= [lzllIIllcos a (a es el angulo entre 7y V) entonces para calcular el dangulo entre % y
9 = 3(2v3)cos a.
De la clase 1.1 de esta unidad
L __9 _v3 ,
uego cos o = = . se sabe que el angulo entre dos
6V3 2 ; . .
vectores estd entre 0° y 180°.
Como 0° < a £180°, entonces a = 30°.
b d
Problemas.w
1. Calcula el producto escalar de % y U, considerando que « es el dngulo formado entre ambos vectores
a) il =7, 11Ul = 4, a = 60° b) Izl =3, U]l = 4, a« = 30° o) il = 2, Il = 2V2, ac = 45°
2. Determina la medida del dngulo formado entre los vectores @ y U para cada literal.
- -, - - — —, - -
a)llull=2,lIvl=4yu-v=4 b) Il =3, IVl =2y u-v=3 o @l =~2, vl =3yu-v=-3
%

&




Indicador de logro:

2.4 Realiza el producto escalar de vectores utilizando la forma trigonométrica del producto escalar.

Propésito:

En la Solucidn los estudiantes calcularan el pro-
ducto escalar utilizando la definicién y las razo-
nes trigonométricas del angulo dado entre los
vectores.

En esta clase se establece la relacién entre el
producto escalar y el angulo formado entre dos
vectores dados.

Solucién de problemas:

1a) 1@l = 7, IVl = 4, o = 60° 1b) Izl =3, I1Ull = 4, a = 30°
i - U= zllYlicos 60° % - U= zllVlcos 30°
1
=7 x4 x 3 =V3 x4 x g
=14 =6
1c) Ildll = 2, 151l = 22, o= 45° 2a) llzill =2, IVl =4y & - V=4
4 - U= lulllvlicos 45° 7T = 1ZNTlcos
_ V2
=2x2\2x = 4 = 2(4)(cos «)
=4 cosa= %
o =60°
2b) Tl =3, Tl =2y il T=3 2¢) lidll =~2, 10l =3y % -0 =-3
u U= lullTlicos a 7 - U= lZllTlcos a
3 =3(2)(cos a) -3 =42(3)(cos a)
-3 .\ -3 __\2
COSO(_Z\E_Z COS(X=W=—7
a=30° o =135°
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2.5 Producto escalar de vectores en el plano cartesiano

Problema inicial - S S
L Considerando una base ortonormal (i, j), % = (x, ¥) y U = (x', ') dos vectores % = xi + yj, U = x'1 + y'j. Deter-

. - o
mina u - v.

Solucién oL L
U= (xi+y) - (xi+y])
=7 X' + X1 - y‘7+ yj_)- X7+ yf- y'j_> por propiedad 3,

=xx'((-9) +xy'(@ ) + yx'("- 3 + 3y} por propiedad 4,

= xx' 17117 + xy'(0) + yx'(0) +yy‘|[ﬂ)|2 porque_i),fson ortogonales,
=xx'(1) +yy'(1) porque i, j son normales.
=xx' +yy'

Conclusién
Dados dos vectores % = (x, y), U = (x', ¥') en una base ortonormal, se cumple que:

U-T=xx'+yy'

Elggsrlrzina el producto escalar de los vectores % = (3, 2), U = (1, 2) en una base ortonormal.
7-U=(3x1)+(2x2)
U-U=3+4
u-v=7

*
Problemas;

1. Determina el producto escalar de los vectores % - U en cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(4,1),7=(2,3) b)u=(-2,3),7=(-1,-2) c)u=(2,-3),U=(-3,-2)

2. Encuentra el valor de x que hace que los vectores 7y U sean ortogonales. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(-3,1),U=(2, %) b)u=(1,0), U= (x,-2) Siel producto escalar de dos vectores
diferentes de cero es 0, entonces los

C) L7= (x, 2)[ 5)= (—1, x) d) ﬁ - (2, x), U= (.’X,', 5) vectores son ortogonales.

e)u=(2,1),7=(x3) flu=(2-x,3),v=(1,2+x) g)u=(1-xx),U=(3x,2x—1)

td 3. Determina la medida del dngulo formado entre los vectores de cada literal. Considera que las coordenadas
de los vectores estdn en una base ortonormal.

a) ZZ: (41 1); 5)= (21 3) b) ZZ = (_21 3)1 l_}: (_11 _2) C) L_t)z (21 _3)1 l_;: (_31 _2)
Aplica la forma en que se utilizé el

producto escalar en el ejemplo de la
clase anterior.

2

®



Indicador de logro:

2.5 Determina el producto escalar de vectores en coordenadas de una base ortonormal.

Secuencia:

Se determina el producto escalar a partir de las
coordenadas del vector en una base ortonormal
utilizando las propiedades de los vectores.

Escribir un vector en una base ortonomal faci-
litara el cdlculo del producto escalar. Ahora el
estudiante serd capaz de determinar el angulo
entre dos vectores conociendo Unicamente sus

Y ) Kcoordenadas. )
Solucién de problemas:
la)u=(4,1),v=(2,3) 1b) @ =(-2,3),U=(-1,-2) 1c)u=(2,-3),v=(-3,-2)
€:U=(4x2)+(1x3) U-0'=(-2)x (-1) +3x(-2) - 0'=2x(-3)+(-3)x(-2)
U-U=8+3 U-v=2-6 U -0U=—6+6
u-v=11 U-v=-4 7-T=0
2a) 10 =(-3,1), U= (2, x) 2b)u=(1,0), U= (x,-2) 2c) i =(x,2),7=(-1,x)
u-v=0 u-v=0 u-v=0
-3(2) +1(x) =0 x+0(=2)=0 x(-1) + 2(x) =
x=6 x=0 x=0
2d) 1 =(2,x),7=(x,5) 2e)u=(2,1),7=(x3) 2)u=(2-x3),0=(1,2+x)
7-U=0 7-U=0 7-T=0
2(x) + x(5) = 2(x) +1(3) = (2-x)(1) +3(2+x) =
x=0 x:—% x=-4
28)u=(1-x,x),0=(3x,2x—1)
7-U=0
(1-x)(3x) +x(2x—1) =
-2 +2x=0
x=00x=2
3a)u=1(4,1),7=(2,3) 3b)u=(-2,3),U=(-1,-2) 3c)u=(2,-3),v=(-3,-2)
=(4x2)+(1x3)= w-v=-2(-1)+3(-2)=-4 u-v=2(=3)+(-3)(-2) =
lull =4z + 12 =17 lull =V(=2) +37 =13 lull =27 + (-3 =13

lvll =22 + 32=+13
u v =llull llvlicos a

11 =+/1713cos «

loll =V (=1)*+(-2)* =5
u - v=llullllvlicos a

—4 =+/13+/5¢c0s o

lvll = V(=3)*+(-2)* =13
u U= |lull llvlicos «

0=+/13v13cos «

_ 11 _ 4 cosa=0
COS(X—\/m COS(X——ﬁ
= cosl 21 O a=cost0
*=C0s ot a=cos” ()
oa=42.27° oa=119.74° o =90°

@

Sugerencia Metodoldgica



~

2.6 Practica lo aprendido

[ 8. Determina la medida del angulo formado entre los vectores i y v para cada literal.

~
1. Grafica la proyeccién ortogonal de % sobre U para cada caso.
— C u
a) - b) 7 0 ) o_ U
u v
0 =
]
2. Grafica la proyeccién ortogonal de U sobre i para cada caso.
U v
0 =
U
3. Las divisiones de la recta [ son regulares, y el vector Ol es unitario, determina:
a) a& ' O_B) b) (ﬁ ' O_C) I 6 I Q iB I I ! (1: [
T T T T T T T T T
4. Sean Ay B dos puntos tales que AB = 1. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM b) B es el punto medio de AM ¢) M es el punto medio de AB

5.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 3. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.

—  —> —  —>

a) AB- AM =2 b) AB - AM = —6 c)AB-AM =0

6. Considerando un cuadrado ABCD con centro O y lado 3. Calcula los siguientes productos escalares.

a)AD - CA b) CD - BC c)BD - AC D S C
A B
7. Calcula el producto escalar de % y U, considerando que a es el angulo formado entre ambos vectores.
a) llzll = 6, IVl = 5, « = 60° b) 121l = V3, IVl = 4, a = 150°

a) Izl =5, vl =6y & -v=15 b) Izl =3, Ul =2y & -v=-3

9. Determina el producto escalar de los vectores % - U'en cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estdn en una base ortonormal.

a)@=(2,-1),7=(-1,0) b)u=(-3,4),7=(-4,-2)

10. Encuentra el valor de x que hace que los vectores & y U sean ortogonales. Considera que las coordena-
das de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(1-3x2),v=(2,4+2x) b) 7 = (2 -3x, 2x), U= (2x, 3x + 2)

11. Determinala medida del dngulo formado entre los vectores de cada literal. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a) 7 = (5, 3), T = (-6, —10) b) 7 = (% ‘/—f) 7=(0,2)

140




Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes al producto escalar de vectores.

Solucién de problemas:

/
0o——> LI 4
U
u
KV
o————
(Y

1c) Hu

OA-OR=—(L1xl)=_1 — 3)__>3
3a) OA - OB = (2x4>- L 3b) OA - OC (2x4) >
4a) A es el punto medio de BM 4b) B es el punto medio de AM 4c) M es el punto medio de AB
M A B : ’? |:3 ;|\:/| AMB
AB-AM = —(1x 1) = - AB-AM=1x2=2 B-AM=1x 1 =1
5a) AB - AM =2 5b) AB - AM =—6 5¢) AB - AM =0
(N L UL S
2
3 M
6a) AD - CA = AD - (-AC) 6b) CD - BC = CD - (~CB) 6c) BD - AC=0
=—(AD - AC) =—(CD - C0) Pues las diagonales del
- _(AD - AD) - —(CD - 0) CL.Jadrado son perpen-
diculares.
=—(3x3) =0
=-9
7a) - U= llull ||v||cos 60° 7b) &+ U= [ @lllIVlicos 150° 8a) @ -U=llullivlicos a 8b) % - v =Ll cos «
=6x5x 5 3 x4 x (—%) 15 = 5(6)(cos a) -3 =+/3(2)(cos a)
=15 =—6 cosa=% cosa=—ﬁ
2
o =60° o =150°
9a)u=(2,-1),0=(-1,0) 9b)©=(-3,4),V=(-4,-2) 10a) = (1-3x,2), v=(2, 4 + 2x)
B-T=2x(-1)+(-1)x0  Z-T=(-3)x(-4) +4x(-2) u-v=0
0-0U=-2+0 0-U=12-8 (1-3x)(2) +2(4+2x)=0
7-0=-2 Z-7=4 r=2
10b) 7 = (2 - 3x, 2x), U= (2x, 3x +2) 1l1a)u = (-5, 3), 0 = (-6, —10) 11b) u = (% g) vU=(0,2)
7-7=0 U - U=l IVllcos a i
(2—32)(2x) + 2x(3x + 2) = 0 0 =34 (2v34)cos « cos o=
x=0 cosa=0 o =30°
a=90°

d
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Numeros complejos

3.1 Representacion geométrica de los nimeros complejos

Problema inicial
Considerando el niimero complejo z = 2 + 3i, representa en el plano cartesiano el vector Z = (2, 3) utilizando
como base los vectores ortonormales €, = (1,0) y &, = (0, 1).

Solucién Y
3
2
-
V4
1
-
eZ
X
-1 1 2 3
—C1) €
Conclusién

El plano cartesiano es una base de vectores ortonormales y las coordenadas de un punto A en el plano
equivalen a las coordenadas del vector OA en la base ortonormal (e,, €,).

Un nimero complejo z = a + bi, se puede representar en un iz lrelie il
plano en donde la primera coordenada (eje x) es la parte real
(a) del nimero z, y la segunda coordenada (eje y) es la parte b zz3a+4bi
imaginaria (b) del niumero z.

El plano donde se ubican los nimeros complejos se conoce 0 1 o Eie real
como plano complejo. El eje horizontal se conoce como eje
real y el eje vertical se conoce como eje imaginario.

Se define el médulo del nimero complejo z = a + bi, como la norma del vector (a, b), y se denota por |z],

es decir: |z] = VaZ+ b2 .
Ejemplo
Determina el mddulo del nimero z = 2 + 3i.
|2l =22+ 3
=13
Problemas
1. Representa los siguientes nUmeros complejos como puntos en el plano complejo y determina su maédulo.
a)z=2+31 b)z=-4-21 c)z=-1+2i
dz=3-1 e)z=4 f)z=-4i

2. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo.
a) b) c)

Recuerda que el conjungado de un numero

3. Demuestra que |z|? = zzZ. ! R .
complejoz=a+biesz=a-bi.

&




Indicador de logro:

3.1 Representa un nimero complejo en el plano complejo.

Secuencia:

En esta leccidn se estudiardn las propiedades de
los nimeros complejos a partir de su represen-
tacion en el plano complejo, estableciendo asi la
equivalencia entre nimeros complejos y vecto-
res

En la Conclusion se establece que la represen-
taciéon de un numero complejo es el punto final
del vector cuyas coordenadas son la parte real e
imaginaria, en la base ortonormal del plano.

NG AN W,
Solucién de problemas:
1a) ~ 2 43 1b) i 1c)
ol 1 z=-1H2
b zz—4-21 L
of 1 o 1
|z] =22+ 3% =13 |z| = N4y +(-2) =25 |z] =\(-1)?+22 =5
1d) le) 1) [
|
i
0 1
z=3-1 0 zE4
z3-4]
|z| =37+ (12 = V10 |z] =42+ (0)? =4 |z] =V0?+ (-4)? =4
z=3+31
2a) 2b) 2¢)
i i
! o I o &
o) 1
z=-3|-2§ 2 =121

3. 2|2 = W@+ Gif= a2 + b

zZ=(a+ bi)(a-bi)

=qa?—(bi)?
= q?— b2
=a? - b*(-1)
=+ b?

Por lo tanto, |z]|? = 2Z.

Hacer énfasis al docente del porqué se utili-
zan puntos y no saetas.
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3.2 Operaciones con numeros complejos en el plano complejo

Problema inicial
Considerando los nimeros complejos z =2 + 21 y w = 1 — 4i representa los siguientes nimeros en el plano

complejo.
a)z b) w w+z dw-z e) 2w
Solucién -
a) Se representa el punto (2, 2). -
b) Se representa el punto (1, —4). o !
c)w+z=1-4i+2+ 21 =3 - 2i, entonces se wre
representa el punto (3, -2).
dw-2z=1-4i—-(2+2i) =-1- 61, entonces se w
representa el punto (-1, —6). w -z
e) 2w = 2(1 — 4i) = 2 — 8i, entonces se representa
2

el punto (2, -8).

Conclusion
Dados dos nimeros complejos w = a + bi y z = ¢ + di, se cumple que la suma de nimeros complejos w + z
equivale al nimero complejo representado por las coordenadas (a, b) + (c, d).

Analogamente, la resta de numeros complejos w — z equivale al nimero complejo representado por las
coordenadas (a, b) — (¢, d).

Y el nimero complejo que se representa en el plano por el vector (ra, rb) es rw.

Observar que las operaciones con nimeros complejos en el plano complejo se comportan como las opera-
ciones de vectores en el plano.

Ejemplo
Considerando w = 2 + i, representa en el plano complejo los nimeros: 0 w
a)w b) w c)-w d)-w i
O 1
Problemas
1. Considerando los nimeros complejos z=2—1y w = 3 + 2i representa los siguientes nimeros en el plano
complejo.
a)z b) w w+z dw-z e)z—w
f) 2z g)—w h)z i)-w j) 2w -3z
2. Utilizando los numeros complejos graficados en la figura, representa los si- z
guientes nimeros complejos.
Aw+z b)w-z cz-w :
d)-w e)-z f)2w -z ol
w




Indicador de logro:

3.2 Representa las operaciones basicas con nimeros complejos en el plano complejo.

Secuencia:

La representacién de numeros complejos de la
clase anterior es valida para sus operaciones, por
lo que se establece que la suma y resta de nu-
meros complejos equivale a la suma y resta de

vectores por sus coordenadas, respectivamente.

En el Problema inicial se representan los resulta-
dos de las operaciones realizadas con numeros
complejos. En la Conclusién se establecen las
operaciones de numeros complejos por su repre-
sentacion, operando coordenadas.

_ A\ .
Solucién de problemas:
la)z=2-1 1b) w=3+2i lc)w+z=5+1 *Zw—32
d)w-z=1+31 le)z—w=-1-31 1f)2z=4-2i
wirz
—W u
. z w+z
1g)-w=-3-2i 1h)z=2+i 1i) - = -3 + 2i g
0
z
lj) 2w—32=7i - W 2z
z-w
2.2=1+3, w=2-1
2)w+z=3+21 2b)w-z=1-41 2c)z-w=-1+41 2dw
. 2e)—z=-1+3i 2f)2w-z=3-5i <
2d)-w=-2+1 e)—z= l w—-z= l - k2
—w
0]
w
- wrz 2z
2w -z
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3.3 Forma trigonométrica de los niimeros complejos*

Problema inicial

Utiliza razones trigonométricas para expresar el nimero complejo representado por el
punto cuyo mdodulo es 2 y el angulo medido desde el eje real al segmento Oz es 60°.

Solucién

Un numero complejo z representado por el vector del plano, debe ser
expresado en la forma z = a + bi donde a es la coordenada del vector en
x,y b es la coordenada del vector en y.

De la definicidn de seno y coseno se tiene que:

60°

c-a_a oo b _0
cos 60° = 2”2 sen 60 ERE 0

Luego, a=2cos60°y b =2 sen 60°.

Por lo tanto, el nimero complejo representado por este vector es 2cos 60° + (2sen 60°)i, que puede ser

expresado por:
z= 2(1)+ Z(V—g)i =1+V3i.
2 2
Conclusién

El angulo formado entre el eje real y el segmento Oz, tal que z es un nu-
mero complejo, se conoce como argumento del nimero complejo, y se
representa por arg(z). Si 8 es argumento de z, entonces todos los dngulos
de la forma 6 + 360°n son argumento del mismo nimero complejo z.

Para un nimero complejo z con mdédulo |z| y argumento 6, se cumple

que: 0]
z=|z|(cos 0 + i sen 6).

*
Problemasv

1. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo y cuyo médulo es el que se indica.

a) |z] =2 b) |z| =2 c)lz| =3
O Py 7
2 /f }\lelo 1
30° 0 0
ol ! z
V4

2. Determina el numero complejo z si su médulo y argumento es el que se indica en cada literal.

a) |z] =2,0=45° b) |z] =3,60=30° c) |zl =1,60=135°

d) |z| =2, 6 =150°

o




Indicador de logro:

3.3 Expresa un numero complejo en su forma trigonométrica utilizando su médulo y su argumento.

Secuencia:

El estudiante debe recordar las razones seno y
coseno para introducir en esta clase la represen-
tacion trigonométrica de un numero complejo
dado. Otras propiedades como coseno y seno de
la suma de angulos también seran utiles.

En el Problema inicial el estudiante escribe el
numero complejo a partir de la normay el argu-
mento. En el Ejemplo y los Problemas se utilizan
angulos notables, por lo que en las respuestas
deben dejar indicadas las raices cuadradas y frac-
ciones.

\_ AN
Solucién de problemas:
1a) |z] =2 1b) |z]| =2 1c) |z| =3
IR 120 i
1 1
l %: o« @) 0
of | z

z =2(cos 30° + i sen 30°)

z=2(cos 210° + i sen 210°)

= 3+l :—\/§—l

2a) |z| =2,60 =45°

z=2(cos 45° + 1 sen 45°)
_o(Y2 | N2
_2<2”2)

=2+

2c) |z|=1,60=135°

z=1(cos 135°+ i sen 135°)
2 2
2 2

4

=-31
2b) |z] =3, 6 =30°

z =3(cos 30° + ¢ sen 30°)

-2+
=\3+1

2d) |z]| =2, 0 =150°
z=2(cos 150° + i sen 150°)

51
=—\N3+1

Sugerencia Metodoldgica
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3.4 Muultiplicacion de nimeros complejos en su forma trigonométrica

Problema inicial

Considerando dos nimeros complejos z = |z|(cos a + i sen a), y w = |w](cos B + i sen B), determina zw.

)

Solucién

zw = |z|(cos o+ i sen &) x |w|(cos B + i sen ) El teorema de adicién es:

= |z||w]|(cos a + i sen a)(cos B + i sen B)
= |z| |w][(cos a cos B —sen asen B) + i (sen a cos B + sen 3 cos a)]

= |z||w]|[cos(a+ B) +isen(a+ )] (aplicando el teorema de adicion)

El nimero complejo que resulta tiene como mdédulo la multiplicacién de los médulos, y su argumento es

igual a la suma de los argumentos de los dos complejos.

sen(o + ) = sen a cos 3 + sen 3 cos o
cos(a + ) = cos a cos 3 —sen a sen 3

Conclusion
En la multiplicacion de dos nimeros complejos z = |z|(cosa + i sena) y 2
w = |w]|(cosP + i senP) se cumple que el nimero complejo resultante /
tiene como maddulo la multiplicacién de los mddulos y el argumento es
la suma de los argumentos de los nUumeros multiplicados. ow
DK
. l /'z\ B
zw = |z| |w][cos(a + B)+ i sen(a +f)] 0
(0]
Ejemplo

Realiza la multiplicacién zw si z = 2(cos 20° + i sen 20°) y w = 3(cos 10° + i sen 10°).
zw = 2(cos 20° + ¢ sen 20°) x 3(cos 10° + i sen 10°)
=2 x 3 [cos(20° + 10°) + i sen(20°+ 10°)]
=6(cos 30° + i sen 30°)

o

=3V3+3]

b
Problemasv

1. Determina el producto zw para cada literal.
a)z=cos14°+isen 14°y w =2(cos 16° + i sen 16°)
b) z = 2(cos 40° + i sen 40°) y w = 5(cos 20° + i sen 20°)
c) z=3(cos 100° + ¢ sen 100°) y w = 4(cos 50° + i sen 50°)
d) z=6(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 160° + i sen 160°
e) z=2(cos 208° + i sen 208°) y w = 2(cos 107° + i sen 107°)
f) z=3(cos 140° + i sen 40°) y w = 2(—cos 170° + i sen 10°)
g) z=5(cos 170° + i sen 10°) y w = 3(cos 70° + i sen 70°)

2. Grafica los nimeros z, w, zw, para cada uno de los literales anteriores.




Indicador de logro:

3.4 Determina el producto de dos numeros complejos utilizando su forma trigonométrica.

Secuencia:

En la Unidad 6 se estudiaron el coseno y el seno
de una suma de angulos, estas férmulas se uti-
lizardn para explicar la propiedad del producto
de numero complejos utilizando su forma trigo-
nométrica.

\_ J

Solucién de problemas:
1a) zw = (cos 14° + i sen 14°) x 2(cos 16° + i sen 16°)
=1x 2 [cos (14° + 16°) + i sen (14°+ 16°)]
= 2(cos 30° + i sen 30°)
+ il)
2

=V3 +1

=2(?

1c) zw = —6V3 + 6i

1f) sen 40° = sen (180° — 40°) = sen 140°
—cos 170° = cos (180° — 170°) = cos 10°
zw = 3(cos 140° + i sen 140°) x 2(cos 10° + i sen 10°)

=6(cos 150° + i sen 150°)
—g-¥3,; 1
—6( St 2)
= -3V3+3}
2a) 2b)
Zw
)
. W
YA
> | L60» 2 -
o 116 i ;0/ 20°
O] 1
2e) , 2f)
\ zZWw
w
202 AN "N Zl i
@) w
o« 375 100
3 1) 755
Y 20 A
> >

\_

En la Conclusiéon se observa la representacién del
producto de numeros complejos, tal figura es util
en la resolucion de problemas para ubicar la po-
sicion del resultado y constatar con la respuesta.

J

1d) zw =-61

31

31

1b) zw = 2(cos 40° + i sen 40°) x 5(cos 20° + i sen 20°)
=2 x5 [cos (40° + 20°) + i sen (40°+ 20°)]
=10(cos 60° + i sen 60°)

2]

_1a( Ll .
-10(2 +1
=5+ 5V3]

1e)zw=2\/5—2\/5i

1g) sen 10° = sen (180° — 10°) = sen 170°
zw = 5(cos 170° + isen 170°) x 3(cos 70° + isen 70°)

=15(cos 240° + i sen 240°)
Cqel_ V3
_15( Lo )
_ 15 15V3 -
=—=- l
2 2
2¢) 2d)
z
11U
zw 8
1w 0] ™
150 50°
) O| 1007 20 A
>3 >
2g) " 2 zZw
2o 177
z40°¥q
En cada grafica se ha in-
dicado la escala utilizada
por medio de la represen-
tacion: 3;
K75 acion 311
> B
3
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3.5 Divisidon de numeros complejos en su forma trigonométrica

Considerando w = 2(cos 40° + i sen 40°). Determina el valor de z que cumple que zw = 6(cos 60° + i sen 60°).

[’roblema inicial }

Solucién
Tomando z = | z|(cos 8 + i sen ), entonces:
zw = |z|(cos O + i sen 0) x 2(cos 40° + i sen 40°)
=2|z|[cos(40° + O) + i sen(40° + )],

ademas se sabe que zw = 6(cos 60° + i sen 60°),

luego: 2|zl =6
40° + 0 = 60° + 360°n con n un nimero entero.

Por lo tanto, z =% [cos(60° —40°) + i sen(60° — 40°)] = 3(cos 20° + i sen 20°).

Conclusién
En la division de 2 nimeros complejos z = |z|(cos « + i sen a),
y w = |w]|(cos B + i sen B) se cumple que el nimero complejo
resultante tiene como modulo la division de los mddulos y /
el argumento es igual al argumento del dividendo menos el
argumento del divisor.
2

Z - % [cos(a— B)+ i sen(a —B)] i

).w

—

. . 1 1 .
Como caso especial, se tiene que ; = o] [cos(—B) + i sen(— B)].

Ejemplo

Realiza la division 5 si z=4(cos 50° + i sen 50°) y w = cos 20° + i sen 20°.
§= 4(cos 50° + i sen 50°) + (cos 20° + i sen 20°)
= 2 [cos(50° - 20°) + i sen(50° - 20°)]
= 4(cos 30° + i sen 30°)

b d
Problemas.
1. Determina el cociente i para cada literal.

a)z=cos42°+1isen42°y w =2(cos 12° + i sen 12°)

b) z=10(cos 40° + i sen 40°) y w = 2[cos (—20°) + i sen (—20°)]
c) z=5(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 170° + i sen 170°
d)z=1yw=cos60°+1 sen 60°

e) z=3(cos 207° + i sen 207°) y w = 3(cos 117° + i sen 117°)
f) z=3(cos 110° + i sen 70°) y w = 2(cos 20° + i sen 20°)

g) z=6(—cos 10° + i sen 10°) y w = 2(cos 80° + i sen 80°)

. , z . .
2. Grafica los niumeros z, w, -5+ para cada uno de los literales anteriores.

@ ,
@




Indicador de logro:

3.5 Determina el cociente de dos nimeros complejos utilizando su forma trigonométrica.

Secuencia:

Se ha visto la suma, resta y producto de numeros
complejos, en esta clase se estudia la division, en
la que las operaciones realizadas son el cociente
de las normas y la diferencia de los argumentos,
gue son numeros reales.

\_

J

Solucién de problemas:

Z—
13);}—
= 2 [cos (42° - 12°) + i sen (42° - 12°)]
=3(os30°+Lsen3O)
-1
"2( )
-3, L
4 T4
£ —60)° + 7 _60)°] = 2 _5V3:
1c)w—5[cos(60)+zsen(60)]—2 =

1f) sen 70° = sen (180° — 70°) = sen 110°

3 (cos 90° + i sen 90°)

LZU =3(cos 110° + i sen 110°) + 2(cos 20° + ¢ sen 20°)

En el Problema inicial se deduce la forma de la di-
vision de niumeros complejos a partir del produc-
to. En los Problemas en los literales f y g sera ne-
cesario utilizar otras identidades trigonométricas
para determinar el argumento del complejo.

\_ J

(cos 42° + 1 sen 42°) + 2(cos 12° + 1 sen 12°) 1b)%= 10(cos 40° + i sen 40°) + 2(cos (—20°) + i sen (—20°)

= lz—o[cos (40° — (-20°) + ¢ sen (40° — (-20°)]
= 5(cos 60° + i sen 60°)

N3, 1le) £ = cos 90° + i sen 90° =
w

1g) —cos 10° = cos (180° — 10°) = cos 170°
sen 10° = sen (180° —10°) = sen 170°

% =6(cos 170° + i sen 170°) + 2(cos 80° + i sen 80°)

2
_ 3. =5 (cos 90° + 1 sen 90°)
= El 2
=3i
2a) . 2b) 2¢) e
/ »lz \ 110
14 .
) R \12" 2 W70 \\
30° 4, KQ/ O[\/ 60
0 2 i \ 40° '
o ;A
0 \L'ZL?) 21 R z
2
2d) 2e) [ W 2f) 2 2g)
: \
LA w 110°
N el w
oo L 207 1 of 1 v [
O[X -60° 1 A Z | 170 &800
z ) 4 AR 0
1 gl g
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3.6 Formula de Moivre

Problema inicial

L Considerando z = 2(cos 15° + i sen 15°) determina 22y z2.

Solucién .
22 =[2(cos 15° + i sen 15°)][2(cos 15° + i sen 15°)] 2= (—)

= 2?[cos(15° + 15°) + ¢ sen(15° + 15°)]
= 4(cos 30° + 1 sen 30°)

o)

=2V3 +2i

- {% [cos (—15°) + i sen (—15")]}2

1
/_\

[cos (=30°) + i sen (—=30°)]
V3 1.
(-4

-l>|l—\ 4>|»—x

En general
Se cumple que dado un nimero complejo z = | z|(cos 6 + i sen 6):

2% = |z|*(cos 20 + i sen 20).

Y para un numero entero n se cumple que:

2"=|z|™cos nO + i sen nbh).

2
l) [cos(—15° —15°) + i sen(—15° — 15°)]

Esta expresion para la potencia n-ésima de un nimero complejo se conoce como férmula de Moivre.

Ejemplo

Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo z que hace cierta la igualdad 2> = 1

Considerando z = |z|(cos 8 + i sen 6) con 0° < 6 < 360°,
entonces z° = |z|3(cos 30 + i sen 30) = 1(cos 0° + ¢ sen 0°).

De lo cual se deduce que |z|3=1, y por lo tanto |z]| =

Ademads como 36 = 360° x n (n: nimero entero) y 0° < 8 < 360°, 36 = 0°, 30 = 360° 0 36 = 720°, de lo cual

se tendrda que 6 =0°, 6 = 120° 0 6 = 240°.

Por lo tanto, los valores de z que cumplen que z2* = 1 son 2, = cos 0° + i sen 0°,
2,=c0s 120° + i sen 120°, z, = cos 240° + i sen 240°; que se pueden expresar

2

como:
- __ 1. N3, __1 3. 120°
21_1'22__5+7L'Z3__E_TZ' 2402

Observa que el tridngulo que forman z,, 2,y z; es un

tridngulo equilatero. Puedes comprobarlo calculan-
do las longitudes de los lados de este.

*
Problemas.w

1. Para el nimero complejo z = 2(cos 15° + ¢ sen 15°). Determina:
a) 22 b) 23 c) d) z°

2. Para el nimero complejo w = 3(cos 20° + isen 20°), determina w=.
3. Encuentra el valor (o valores) del numero complejo z que hace cierta la igualdad z* = 1.
4. Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo w que hace cierta la igualdad w® = 1.

e) 28

=2




Indicador de logro:

3.6 Calcula el resultado de elevar un nimero complejo a una potencia utilizando la formula de Moivre.

Propésito:

Se estudia la potencia de un nimero complejo.
Los estudiantes deben recordar las razones trigo-
nométricas de los dngulos notables asi como de
los dngulos sobre los ejes.

En la Solucidn se utilizara la regla del producto de
numeros complejos para determinar las potencias
dadas. En los Problemas no es necesario desarro-
llar las potencias mayores a 3.

Solucién de problemas:

1a) 22 = 2?[cos(2 x 15°) + i sen(2 x 15°)] 1b) 23 = 23[cos(3 x 15°) + 1 sen(3 x 15°)]
= 4(cos 30° + i sen 30°) = 8(cos 45° + i sen 45°)
a3, 1 g2, N2
_4(2+12) _8(2+12)
=23 +2i = 42 + 42;
1c) 2* = 2%[cos (4 x 15°) + i sen (4 x 15°)] 1d) z° = 2°[cos(6 x 15°) + 1 sen(6 x 15°)]
= 8(cos 60° + i sen 60°) = 64(cos 90° + i sen 90°)
—g(l,; 3 = 641
B 8(2 5 )
=4+ 43}
le) 28 = 28[cos(8 x 15°) + i sen(8 x 15°)] 2. w3 =373[cos(-3 x 20°) + 1 sen(—3 x 20°)]
= 256(cos 120° + i sen 120°) = L(cos(~60°) + i sen(-60°))
= 256(-2 +i%3) 2
- 2 2 - i(l _ -ﬁ)
=-128 + 128V3i 2772 2
-1 ;33
54 54

3.Sea z=|z|(cos 8+ 1 sen B) con0° < 6 < 360°,
= z* = |z|*(cos 460 + i sen 460) = 1(cos 0° + i sen 0°).
Luego 40 =360°xn=60=90°xn,con0°<0<360° vy |z]|*=1,
paran=0,1,2,3=60=0°60=90°,0=180°060=270y |z| =1
= z,=c0s 0°+1isen 0° z,=cos 90° + 1 sen 90°, z, = cos 180° + i sen 180°, z, = cos 270° + 1 sen 270°,
=z =12=12=-1,2,=-1.

4. Se encuentra el valor (o valores) del nimero complejo w que hace cierta la igualdad w® = 1.
= w® = |w]|®cos 66 + i sen 66) = 1(cos 0° + i sen 0°).
Luego 660 =360°xn=60=60°xn,con0°<6H<360°y |w|®=1,
paran=0,1,2,3,4,5= 6 =0° 60 =120° 60 = 180°, 6 = 240°, 6 =300° y |w| = 1,
= w, = cos 0° + i sen 0°, w, = cos 60° + i sen 60°, w, = cos 120° + i sen 120°, w, = cos 180° + i sen 180°,

ws = cos 240° + i sen 240° o w, = cos 300° + ¢ sen 300°

@ Sugerencia Metodoldgica



3.7 Practica lo aprendido

1. Representa los siguientes nimeros complejos en el plano complejo y determina su médulo.
a)z=-1+3i b)z=-21 c)z=-3

2. Expresa el nUmero complejo representado en cada plano complejo.

a) b) c)

3. Considerando los nimeros complejos z=1—2i y w = -2 + 2i representa los siguientes nimeros en el
plano complejo.

a)z+w b)w-z c)z-w d) -3z e)w f)—w + 2z

4. Expresa el numero complejo representado en cada plano complejo.
a)|z| =1 b) |z| =3 c)lz] =3

EX i
z NP
)° 0

[e2)

5. Determina el nimero complejo que tiene moédulo y argumento que indica cada literal.
a) |z| =4,0=60° b) |z| =1, 0 =45° c) |z| =2, 6 =300° d) |z| =3, 6=180°

6. Determina el producto zw para cada literal.
a) z=3(cos 23° + i sen 23°) y w = 4(cos 37° + isen 37°)
b) z=2(cos 41° + i sen 41°) y w = 5[cos(—11°) + isen(—11°)]
¢) z=3(cos 200° —i sen 160°) y w = 2(cos 20° — isen 20°)

7. Para el nUmero complejo z = cos 10° + isen 10°. Determina:
a)z? b) z¢ c)2°

8. Para el nimero complejo w = 2(cos 9° + isen 9°). Determina w™>.

9. Determina el cociente % para cada literal:
a) z=cos 25° + isen 25° y w = 3[cos(—35°) + isen(—35°)]
b) z =6(cos 21° + isen 21°) y w = 3(cos 9° — isen 9°)
c) z=2(cos 115° + isen 65°) y w = 2(cos 5° — isen 5°) )

e




Indicador de logro:

3.7 Resuelve problemas correspondientes a nimeros complejos.

Solucién de problemas:

1a) 1b) 1c) 2a)z=3+1
z=rF1+31 b
o| 1 2b)z=-2
of 1 z=-2 > =-3 0 2c)z=2i
2] = VFI + 32 =10 |21 = NOT+ (27 = 2 |21 = By + 07 = 3

3.2z=1-2iyw=-2+2i

4a) z = cos 60° + 1 sen 60°=%+£i
w =z 4b) z = 3(cos 150° + ¢ sen 150°) = —% + %i
w 4c) z = 3(cos 180° + i sen 180°) =3
g Hw 5a) z = 4(cos 60° + i sen 60°)=4(1+i£)=2+2\/§i
ol 1 2 2
5b) z = cos 45° + i sen 45°=ﬁ+ﬁi
iv 2 2 2
5¢) 2 = 2(cos 300° + i sen 300°) = 2(1— iﬁ) =1-3i
z1w 2 2
: 5d) |z]| =3 (cos 180° + i sen 180°) =-3
+wl+ 2z
6a) z = 3(cos 23° + i sen 23°) 6b) z = 2(cos 41° + i sen 41°) 6c) z = 3(cos 200° + i sen 200°)
w = 4(cos 37° + isen 37°) w = 5[cos(-11°) + isen(-11°)] w = 2(cos(-20°)) + isen(-20°)
zw = 3 x 4(cos 60° + 1 sen 60° zw =2 x 5(cos 30° + i sen 30°) zw =3 x2(cos 180° + i sen 180°)
—1o(14; )3 —10(¥B4;1 - 6(—
_12(2+12) _10(2+z2) = 6(-1)
=6+6V3i =5V3+5V3 =6

7a) 23 = cos 30° + ¢ sen 30° =% + %i 7b) z° = cos 60° + i sen 60°= Ly ?i 7¢) 2°=cos90° +1 sen90° =

N |

8. w=2(cos 9° +isen 9°) = w™ = 27%(cos (—45°) + isen (—45°)) = ?12(% —\/—fi) = g —gi.

9a)i =(cos 25° +isen 25°) + 3(cos(—35°) + isen(-35°)) = % (cos(25° - (—35°)) + i sen (25° — (—35°)))
1

- = o . o _1 ﬁ'
= 3(c0560 +1sen60°) =t .

9b) = = 6(cos 21° + isen 21°) + 3(cos(-9°) + isen(-9°)) = %(cos 30°+75en 30°) =3 +i

9¢) % =2(cos 115° + isen 115°) + 2(cos(—5°) + isen(-5°)) = %(cos 120° + i sen 120°) = —% + ?i

@ Sugerencia Metodoldgica
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3.8 Problemas de la unidad

En los problemas del 1 al 4, determina la respuesta correcta.

. Sea ABCD un rectangulo tal que: AB = a y BC = b.Expresa ATI§ - AC, AD - AC, AD - BC, AB- CD, AB - CB

- 7 =
1. El vector que resulta de sumar los vectores a + b + ¢ es:

b
- - a_)
a)2a b) 2b c)0 d)2¢ e)-2¢
_—
c
. El vector que resulta de la operacién 5’+ E)—?es: N
R q
a)2p b) 27 Q0 d)2q e)-2r P
_
7
N
_La norma del vector @+ b + € si l[ali= 3, 15l = 2 y licll = 4 es: .
. b
a)2 b) 4 c)6 d)9 e)0 a
=
c
. Determina la expresidn con los vectores a y b cuyo resultado sea el vector x. o
- b
a
a)2d+b b)d+b o) —(@+b) da-b
=
X

. Sean los vectores &= (2, 1), U= (1, 4) y w = (5, 6), verifica que 7y U forman una base vectorial y escribe

_
las coordenadas de w respecto a esta base.

. Dado el vector & = (2, 6) en la base (ej, 32), determina las coordenadas del punto medio del vector .

. Considerando el triangulo ABC, y siendo | el punto medio de ACy J el punto medio de BC, demuestra que

_—)
=7 AB. c

A B
. Considerando los puntos Py Q que cumplen:
—> —> —
AP =2AB + 3AC Utiliza lo aprendido en la clase 1.3.
—> —> —>
AQ=3AB+2AC
.

.
Demuestra que PQ es paralelo al vector BC.

—_ s S > = = —> —>

~

e e e
BC- DIy AB - 1A con losvaloresay b.

A D




Indicador de logro:

3.8 Resuelve problemas correspondientes a vectores y nimeros complejos

Solucién de problemas:
i i i O —>
l.a+tb+c=(a+b)+c=c+c=2c

-

b
_)
a
_)
c
ﬁ
c
Respuesta correcta: d) 2c
- -
3.0+b+C=a+(b+d)=a+a=2a
_)
Id+ b+l = 124l = |2]lidll = 2(3) = 6
2 b

Respuesta correcta: c) 6

5.7=(2,1),U=(1,4)yw=(5,6)
%y T son distintos de 0.

Silos vectores son paralelos entonces
el angulo entre ellos es 0° 0 180°.

W-v=6, 7l =75, TN =v17
- o -
© U= 7l Pllcos

6 =+/5+13cos a

6
cosa=—r—=
V65

Asi, a# 0°, 180°.

- -
u 'y v no son paralelos, por lo tanto
forman una base vectorial.

2.p+q-T=+q)-T7=7-
—_
N q
p
e d
r

q
Respuesta correcta: ¢)0

2l

ﬁ
4. x+ b+(7=6):>;=—(3+7)))

Sy

ﬁ
a

ﬁ
X

Respuesta correcta: c) —(a_>+ )

Otra forma para verificar que no son paralelos

Si Wy U son paralelos existe un numero real r tal que @ = U,
=(2,1)=r(1,4)=(2,1)=(r,4r)=>2=ry1=4r

1 .
>r=2yr= 7 lo cual no es posible.

. , —> —>
Por lo que no existe un numero real r tal que © = rv.

Por lo tanto © y v no son paralelos.

: — - - - - —
Luego si las coordenadas de w’en la base u, v'son (a, b) entonces w = au + bv

= (5,6) = a(2, 1) + b(1, 4)= (2a + b, a + 4b)

5=2a+b (2)
6=a+4b (2)
Despejando b en (1): b=5-2a.

Sustituyendoen (2):6=a+4(5-2a) >6=-7a+20 =2a=2,b=1.

Por lo tanto, (a, b) = (2, 1).

=7

-
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ﬁ
AC+CB

—>

3AQ)

—>
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_1
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1
2

e
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3.9 Problemas de la unidad

1. Considera un cuadrado ABCD de lado 1y sea | el punto medio de CD. Determina la medida del angulo x.

A D
- o
Expresa Al * AC como suma de vectores
I que faciliten el calculo. Utiliza la forma
trigonométrica del producto escalar.
B C

2. En la siguiente figura, ABCD es un rectdngulo tal que AB=2y AD =4.

A D

B ) C

a) Determina la longitud de AJ y DI, siJ e | son puntos medios de los lados BC y AB respectivamente.

B b) Determina la medida del angulo x.

- . -
3. Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector u© es orto-

gonal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

. e - . ﬁ .
. Considerando los vectorg,) OA = (1, 4) y OB = (3, 2) determina las coordenadas del vector Ol si | es el

punto medio del vector AB.

. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimero complejos.

a) (i—1)® b) (1+1)2 Utiliza la forma trigonométrica de un
numero complejo.

. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimeros complejos.

1-1
+1

a) (i—-1)(1-1) b) 7

Utiliza la forma trigonométrica de un
numero complejo.

. Calcula las siguientes cantidades.

. . 2-31 7120
a) (i + )2 b) |25 o 1L +i)
. Demuestra que para 2 nimeros complejos 2y w se cumple que:
lz+w|*+ |z—w|?>=2(|z]*+ |w]|?) Utiliza |z|*= 2Z y que
Ztw=z+Ww.
\_ J
e

~

_/
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Indicador de logro:

3.9 Resuelve problemas correspondientes a vectores y nimeros complejos.

Solucién de problemas:

—> —>
2a - 2 2 = 2 2
LA AC= (AD + D) - (B + BO) ) Al =+AB%+ BJ DI=\DAZ+ IA
— 2 2 — 2 2
- AB-A3+AB-BC+ DI A8+ - BC =V7+2 =P+
=0+1+1+O =212 =\17
2 — = = —> —>
=3 2b) Al - ID = (AB + BJ) - (IA + AD)
2 e e S S (e S
NG =AB-IA+AB-AD+BJ-IA+BJ-A
il =12+ (3] =35 Al =N+ 7 =2 =—2+0+0+8
— = > —> =
Al - AB = [[Alll IAB|lcos x s > > s
AJ - 1D = ||AJ]l lIID]lcos x
§=£(\/§)cosx
2 2 6 = (2V2)(V17 )cos x
-3
COs X =775 €Os X = 7=
x~18.43° £ = 59.04°

3.(a, b) - (rb, -ra) = a(rb) + b(-ra) = arb—-arb = 0.
Por lo tanto u = (a, b) y (rb, —ra) son ortogonales para todo nimero real r distinto de cero.

—_ = — .
4. A Ol = OA + Al 5a) (i — 1)
| - OA +2AB li-1] =V(-1)2+ 12 =2
. _ 1 1 4\ _ V2 V2 -
/// B =a&+%(6§_a&) :>z—1—\/§<—Tz+ﬁz)—\/§(—72+72z)
[ : oL : o
-~ =(1,4)+%[(3’ 2) - (1,4)] = i—1=+2 (cos 135° + i sen 135°)
0 = (i —1)® =V2® [cos(8 x 135°) + i sen(8 x 135°)]

1
=(1,4) +=(2,-2 :
(1,4) 2( ) =16 (cos 1080° + i sen 1080°)

= (114) + (11 _1) =16

=(2,3)

5b) 1 +i=+2(cos 45° + i sen 45°)
(1+7)8 =2 [cos(—8 x 45°) + i sen(~8 x 45°)] = 1—16[cos(—360°) +1i sen(—360°)] = %

6a) (i — 1) (1 —1i) = [\V2(cos 135° + i sen 135°)][V2 (cos(-45°) + i sen(—45°))] = 2(cos 90° + i sen 90°) = 2i

6b) 1-1i _ N2[cos(-45°) + sen(-45°)]

1+1 V2(cos 45° + sen 45°) = [cos(-90°) + i sen(-90°)] = —i

7a) [(i+1)2-10)| = |i+1]|2—-i] =V12+ 1222+ (-1)? =v25 =10

7b) | 2330 | = 12230 N2 R _N13 NS 7¢) [(1+0)°] = |1+]* = (V12+ 19)* = (2)* = 1024
1+2i | 7 |1+2i] " NZ+22 N5 5

8. |z+w|*+|z—w|?*=(z+w)(z+w) + (z—w)(Z— W)

=zZZ+zZW+ZW+ W +zZ—2zW0 —ZWw + wo
=2(zz+ww) =2(|z]*+ |w]?)

i



Practica en GeoGebra

4.1 Practica en GeoGebra: conceptos basicos sobre vectores

Para esta practica se utilizardn las herramientas que posee GeoGebra para trabajar con vectores, desde
la forma como se representan, hasta las operaciones y aplicaciones que se pueden hacer con estas
herramientas para resolver problemas y verificar respuestas. Para ello sigue los pasos indicados en la parte
de Préactica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que estd al final de esta practica.

> Vista Algebraica = X/ | » Vista Grafica

Practica Vecor
Conceptos de vectores en GeoGebra. ou= (i) 3
1. Grafica en la referencia ortonormal el vector @ = (1, 2),

digitando en la barra de entrada u = (1, 2). En GeoGebra, si
se digita la letra en mayuscula grafica un punto y si se digita u

en minuscula, grafica un vector.

2. Grafica el vector v'= (3, 1), escribiendo v =(3,1). > visaAgebaica = X|> vista Grafica

Vector

R 3

3. Realiza la suma de vectores u + v, para ello digita ©°¥= G)
en la barra de entrada u + v. En la Vista Grafica e w= (“) 2
se observard el vector resultante y en la Vista
Algebraica sus coordenadas. )

4. Realiza las operaciones © — v, v+ u, utilizando la
barra de entrada, tal como en el numeral 3.

5. También es posible calcular  » vistaAgebraica = X|» Vista Grafica

el producto por escalar, por Ve .
ejemplo, para determinar el oia = <s>
e d e
vector 4u, se puede escribir o= (—‘2’)
en la barra de entrada 4u, o :
con numeros negativos, por o= (2>
. —
ejemplo —2v. .= G)

6. Verifica en GeoGebra las respuestas a los problemas planteados, y corrobora si estan correctos.

J

s S
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Uso de comandos para vectores en GeoGebra. e T
Punto
@ A=(2,4)

1. Grafica dos puntos con coo_n):lenadas A=(2,4)yB=(3,2). ¢80 . s

Para representar el vector AB, digitar en la barrade entrada o u= (_;)

el comando vector (A, B). 3 ¢

. - B

2. Grafica el vector CD con los puntos C = (1, 2) y D = (3,0) 2

utilizando el procedimiento del numeral 1.

—_ >
3. Es posible calcular el producto escalar de los vectores AB y CD, digitando “u v” o utilizando el comando
ProductoEscalar(u, v) en la barra de entrada. En la Vista Algebraica aparece el valor del producto escalar
guardado en la variable a.

X

> Vista
Numero
a=6
Punto A
® A=(2,4)
® B=(3,2)
@ C=(1,2)
® D=(3,0) u
Vector

eu= (D)
(3|

> Vista Grafica

o

. —> ™ e ; 7
4. Grafica el vector w'= (-1, —1), y utiliza el comando Angulo(w, v) el cual dard como resultado el angulo de
los vectores en la Vista Algebraica guardados en una variable a.

Aschivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

P

5. Del numeral 4 se sabe que los vectores Uy W son DEEREoFHNED
perpendiculares, verifica este resultado utilizando "= A
el comando de producto escalar en la barra de 42
entrada. Al finalizar se obtendran los siguientes 2

resultados en GeoGebra. eu=(_

a=90"

Entrada:

Actividades

Verifica los resultados de los problemas de la unidad que se pueden constatar con GeoGebra, analiza cada
casoy utiliza la herramienta mds conveniente. Corrige los problemas que no fueron resueltos correctamente.

J

@

ic2




Indicador de logro:

4.1 Utiliza un software matematico para representar y efectuar operaciones con vectores.

Propésito:

La practica permitird al estudiante comprobar las
respuestas de los problemas de la clase 3.8, se
puede ademas verificar las respuestas de los pro-
blemas desarrollados en otras clases.

Se introduce la representacion de vectores en
GeoGebra y se trabaja con las operaciones entre
estos: suma, resta y producto por escalar.

Solucién de problemas:

Problemas de la clase 3.8:

1. Se dibujan tres pu_)nt(ls A,_Ea y C. Cﬂ[‘ Ay C puntos en el eje xy B un punto por encima del eje x. Se grafican
los vectores @ = AB, b = BCy ¢ = AC. Se dibuja el vector @ + b + C.

2. Se dibujan tres puntos A ByC. Con Ay C puntos en el eje X y B un punto por encima del eje x. Se grafican
los vectores p = AB q= BC yr= AC. Se dibuja el vector p + ¢ + 7.

3. Se dibujan tres puntos A_B)y C. Co_n)A y C puntos en el eje xyB un punto por encima del eje x. Se grafican
los vectores @ = AB b=CB y ¢ = AC. Se dibuja el vector a + b + Cy se calcula su norma escribiendo en la
barra de entrada |a + b +c|.

4. Se dibujan tres pu_r)1to_)s A,_l)3 y C. Cgp Ay C puntos en el eje x y B un punto por encima del eje x. Se grafican
los vectores @' = BA, b = CBy x = AC. Se dibuja el vector que obtuvo como respuesta.

6. Se grafica el vector OA = (2, 6), luego en la barra de herramientas buscar Punto y seleccionar Punto medio,
seleccionei)los puntos inicial y final del vector en la vista grafica, se graficara el punto C, luego se grafica
el vector OC.

7. Se grafican los puntos A(0, 0) y B(6, 0), se selecciona la opcién poligono de la barra de herramientas y se
grafica el tridngulo ABC. Se localizan los puntos medios de los lados AC y BC, nombrandolos | y J.
Se grafican los vectores AB e U luego se grafica el vector %ATS) Al seleccionar y mover los puntos By C se

— .
puede observar que las coordenadas de los vectores AB e 1) son las mismas.

8. Se grafica el punto A(0O, 0) y se selecciona otros dos puntos del plano nombrandolos B y C. Se grafican los

- —> . N —> - —> —> — —>

vectores AB y AC, luego graficar los vectores p = 2AB + 3ACy g = 3AB + 2AC (que son los vectores AP y AQ
respectivamente). Para graficar los puntos finales de los vectores P y Q, se escribe en la barra de entrada

P =pyQ-=q,luego graficar los vectores BC y Iﬁ, nombrandolos m y n. Se puede observar que las coorde-

nadas de los vectores BC y Iﬁ son las mismas y que son paralelos. Esto ultimo se puede comprobar trazan-

do la recta que pasa por BCy luego la paralela a esta que pasa por P, esta ultima recta contiene al punto Q.

@ Sugerencia Metodoldgica



4.2 Practica en GeoGebra: resolucion de problemas

Para esta practica se utilizaran las herramientas aprendidas en la clase anterior para solucionar algunos
problemas de la clase 3.9 de los problemas de la unidad. Para ello, sigue los pasos indicados en la parte de
Practica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que estd al final de esta practica.

Practica ‘
. [ AL AN elol4lN]=] ]
Resolucién del problema 2 de la clase 3.9. » Visa Aebraca »Dmsm
[y ’
Punto
. ® A=(0,2)
1. Grafica los puntos A = (0, 2), B=(0, 0), C= (4, 0) sese0 .
y D = (4, 2), luego utiliza el botén de Poligono y :s;?gez‘&’f’ ; i ’
grafica el rectdngulo indicado. .est N ‘
®d=4 ‘
2. Luego grafica el punto medio de AB y de BC, ! ‘ ‘
utilizando el botén de Punto medio. Traza los o
segmentos DI y AJ como lo muestra la figura de .- __au
abajo. i
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
BI-TAR B elo) 4N =] ¢
> Vista Algebraica X|» vista Grafica
~ Cuadrilatero
el =8
~ Punto
® A=(0,2) 25
® B=(0,0)
® Cc=(4,0)
® D=(42) A ¢ D
® 1=(0,1) —
® J=(2,0)
~ Segmento //
® a=2 1= /g
®b=4 L —
® c=2
® d=4 de— > : c
® =283 |
® g=412
B J C
-05 0 05 15 25 35 4

3. Utilizando los comandos para determinar el vector comprendido entre dos puntos, grafica los vectores

i —
Aly ID.
A D
/
/
’ //
/
10/ S
|
B J C
5 0 0.5 1.5 25 35 4 4
N - _ - J




-~

-

4. Utilizando el comando Angulo(u, v) calcula el dngulo entre los vectores % y U.

5. Para verificar la medida de este angulo, grafica el punto que se encuentra en la interseccion de los
segmentos AJ e ID, y utiliza la opcién de medir angulo, para medir el angulo JED. Verifica que ambos
angulos tienen igual medida.

z

a=59.04°

B=59.04°

0.5

ar

6. Finalmente puedes corroborar si fue resuelto correctamente el problema, contrastando tu respuesta de
tu cuaderno.

Actividades

e Realiza una construccidon que permita resolver el problema 1, 3 y 4 de la clase 3.9 sobre problemas de
la unidad, luego verifica que lo resolviste correctamente comparando tu respuesta con la obtenida en
GeoGebra.

¢ Considerando un cuadrado ABCD de lado 1, siendo | el punto medio de BC. Determina la medida del angulo x.

A D

B c

- . -
¢ Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector i/ es ortogo-
nal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

—
¢ Considerando los \E)ctores O_A> =(1,4)y O_B>= (3, 2) determina las coordenadas del vector Ol si | es el punto
medio del vector AB.

J

S

_/
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Indicador de logro:

4.2 Utiliza un software matematico para resolver problemas con vectores.

Propésito:

Continuando con la resolucion de problemas;
se desarrolla el problema 2 de la clase 3.9 como
ejemplo.

En esta clase se comprobaran mediante el uso de
las herramientas de GeoGebra los problemas de
la clase 3.9.

Solucién de problemas:

1. Se grafican los puntos A(0,0) y B(1,0) y se utiliza la herramienta Poligono regular para graficar el cuadrado
ABCD, seleccionando los puntos Ay B y construyendo el poligono de 4 lados. Trazar el punto medio | y los
segmentos Al y AC. Dibujar el angulo CAI.

3. Construir un deslizador con nombre r, bastara colocar en minimo =10 y 10 en maximo con incremento 0.1.
Dibujar el vector (3, 2) y luego el vector (2r, -3r). Dibujar el angulo entre los vectores seleccionando en la
barra de herramientas Angulo y luego dé clic sobre los dos vectores. Inicie animacién y observe el valor
del dngulo entre los vectores. Para visualizar un angulo entre 0° y 180°, puede buscar en las propiedades
de angulo la opcién basico y selecciéon Angulo entre 0° y 180°.

4. Graficar Iog)/ectores 7 =(1,4),U=(3,2). Graficar los puntos A = (1, 4) y B = (3,2). Luego determine el punto
medio de AB.



Prueba de la unidad 7. Vectores y numeros complejos
Matematica, primer afo de bachillerato
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ |masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno vy libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

. - . , L
1. Utiliza los vectores a y b para graficar en la cuadricula los siguientes vectores:

a)a+b b)a-b ¢) 20 d)-1p
2
]
b

2. Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base 1, J.

—> —>
a) OA b) OB

Respuesta: Respuesta:

?L
S|
S|
ol
\\.§
N T >

N

Respuesta: Respuesta:

3. En cada literal determina el angulo entre los vectores, si estdn escritos en una base ortonormal:
a) (31 4) y (_8I 6)

Respuesta:




b) (-1,1)y(1,-1)

Respuesta:
4. Se tienen los vectores (1, 1) y (-1, 2).
a) Demuestra que la pareja de vectores es una base vectorial.
b) Determina las coordenadas del vector (-1, 14) en la base (1, 1) y (-1, 2).
Respuesta:
5. Se tienen los nimeros complejos w = 4(cos 75° + isen 75°) y z = 2(cos 15° + isen 15°)
en su forma trigonométrica.
a) Determina los complejos wz y i b) Grafica los nUmeros complejos wzyf}.

Respuesta: o 1




6. Demuestra que los numeros complejos 2i, —\'3 — i, V3 — i forman un tridngulo equilatero en el plano
complejo.

. g - . . . s
7. Considere los vectores u = (-3, 3), U = (V3, 3), escritos en una base ortormal. Determine la proyeccién
e d e d .7
ortogonal de u sobre U (la proyeccién ortogonal es un vector).

Respuesta:




Descripcion de la prueba:

Esta prueba se desarrollard en 45 minutos y consta de 16 items, tomando cada literal como un item. Se
indica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema
donde estd el asterisco (*).
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Unidad 8. Estadistica descriptiva

Competencia de la unidad

Analizar series de datos de fendmenos de la realidad, aplicando conceptos y definiciones sobre
estadistica descriptiva, para tomar decisiones adecuadas en los momentos oportunos.

Relacién y desarrollo
. Primer afio de
( Tercer ciclo ) ( Noveno grado ) ( bachillerato )

Unidad 7: Grafica de faja y cir- Unidad 8: Medidas de dis- Unidad 8: Estadistica des-
cular (7°) persion criptiva
¢ Grafica de faja ] e Dispersion ¢ Muestreo, estadisticos y
e Gréfica circular * Propiedades de la desvia- parametros

cién tipica ¢ Medidas de posicion

e Prictica en GeoGebra

Unidad 8: Organizacién y ana-

lisis de datos estadisticos (8°)

¢ Tablas y gréficas estadisticas
para variables cuantitativas | |

e Medidas de tendencia cen-
tral

¢ Valor aproximado y digitos
significativos

@ Sugerencia Metodoldgica



Plan de estudio de la unidad

Leccién Horas Clases
1 1. Definiciones previas
1 2. Actividad introductoria de muestreo
1 3. Muestreo probabilistico
1 4. Muestreo no probabilistico
= r'}r:I:t?er(sreo' estadisticos y para- 1 5. Repaso de tablas de frecuencia
1 6. Medidas de tendencia central
1 7. Medidas de dispersion
1 8. Coeficiente de variacién
1 9. Practica lo aprendido
1 1. Cuartiles
1 2. Diagrama de caja y bigotes
1 3. Analisis del diagrama de caja y bigotes
2. Medidas de posiciéon
1 4. Deciles y percentiles
1 5. Practica lo aprendido
2 6. Problemas de la unidad
3. Practica en GeoGebra 1 1. Analisis estadistico
1 Prueba de la unidad 8
2 Prueba del cuarto periodo

18 horas clase + prueba de la unidad 8 + prueba del cuarto periodo

Puntos esenciales de cada leccion

Leccion 1: Muestreo, estadisticos y parametros. Se introduce el concepto de muestreo y se repasaran los con-

tenidos sobre medidas de tendencia central y medidas de dispersion.

Leccion 2: Medidas de posicion. Se dara énfasis al estudio de los cuartiles y los diagramas de caja y bigotes.

Leccion 3: Practica en GeoGebra. Se estudiara la herramienta de analisis estadistico que provee GeoGebra.

@




Muestreo, estadisticos y parametros

1.1 Definiciones previas

Problema inicial N
A la “Feria del Libro” asistieron 1000 personas. Por medio de una encuesta se entrevista al 15% de la po-
blacién y se les pregunta acerca de: sexo, edad, género literario preferido, presupuesto para la compra de
libros. Responde:

a) ¢Cudntas personas asistieron a la Feria del Libro?

b) ¢ Cudntas personas fueron entrevistadas?

c) éQué se les pregunto a las personas entrevistadas?

Solucién
a) Asistieron un total de 1000 personas.
b) Se entrevisté el 15% de 1000, es decir: 1000 x % =150.
Por lo tanto, se entrevistaron 150 personas.

c) Se les preguntd acerca del sexo, edad, género literario preferido y presupuesto para comprar libros.

Definiciones
¢ Se define poblacién como un conjunto total de individuos, objetos o eventos que tienen las mismas ca-
racteristicas y sobre el que se esta interesado en obtener conclusiones.

¢ Si se toma a una parte de la poblacion con el propdsito de ser estudiada, a este grupo seleccionado se le
llama muestra.

¢ Al tipo de informacién que se desea investigar se le llama variable estadistica. Una variable estadistica es
una propiedad que es susceptible a tomar diferentes valores y que pueden medirse u observarse.

Las variables estadisticas pueden clasificarse tal como muestra el esquema.

Nominal
Cualitativa <
Variable / Ordinal
estadistica Discreta
Cuantitativa <
Continua

e Las variables cualitativas expresan distintas cualidades, caracteristicas o0 | Una variable cualitativa es dicoté-

modalidades. mica si toma solo dos valores. Por
ejemplo: si y no, hombre y mujer;
o politdmica si toma tres o mas va-
lores.

— Las variables cualitativas nominales no pueden definirse mediante un
orden. Por ejemplo: pais, idioma, estado civil, sexo.

— Las variables cualitativas ordinales pueden tomar distintos valores or-
denados siguiendo una escala establecida. Por ejemplo: malo, regular,
bueno.

e Las variables cuantitativas toman valores numéricos.
— Las variables cuantitativas discretas toman valores numéricos enteros no negativos. Por ejemplo: nu-
mero de hijos.
— Las variables cuantitativas continuas pueden tomar cualquier valor dentro de un intervalo especifico de
valores. Por ejemplo: el peso, altura, gastos familiares.

2 )
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Ejemplo

A un evento sobre “El rol de la mujer en la sociedad” asisten un total de 2000 personas de las 21000 que
habitan el municipio de Chalatenango, y de ellas se recoge la siguiente informacién: sexo, estatura, cantidad
de hijos y cuan a menudo cocina en la casa; cuyas opciones de respuesta son: nunca, casi nunca, a veces,
casi siempre o siempre. Responde los siguientes literales:

a) Identifica la poblacién y la muestra en este evento.
b) Identifica las variables y clasificalas.

a) La poblacién de la cual se obtiene la muestra son las 21000 personas que habitan el municipio de
Chalatenango.
La muestra son las 2000 personas que asistieron al evento.

b) Las variables son: sexo, edad, cantidad de hijos y periodicidad con que cocina. Al clasificarlas se ob-
tiene:

Variables cualitativas Variables cuantitativas

Nominales e Sexo

Ordinales e Periodicidad con que cocina (se
puede ordenar como nunca,
casi nunca, ..., siempre)

Discretas  * Cantidad de hijos

Continuas e Estatura

*
Problemas.*,
1. Para cada una de las siguientes situaciones, identifica la poblacién, la muestra, las variables estadisticas
y su clasificacion.

a) Enla Biblioteca Nacional de El Salvador se desea conocer el estado de los libros de Matematica y estos
se extraen de los primeros 10 estantes para categorizarlos como bueno, malo o inservible.

b) De todos los nifios en edad escolar de El Salvador, se encuesta a los que estan en noveno grado para
conocer si les gusta la musica electrénica o la instrumental.

c) En el Hospital Nacional Rosales se desea entrevistar a los pacientes que estan hospitalizados por enfer-
medades pulmonares y saber el trato que reciben en dicho hospital.

El Parque Nacional Montecristo es un
d) En el Parque Nacional Montecristo se desea saber los afios parque protegido que esta ubicado
en el municipio de Metapan, departa-
mento de Santa Ana y tiene una exten-
sion de 1973 hectdreas.

de vida que tienen todos los drboles cipreses que hay.

e) En un cine de San Salvador se entrevista a los que asisten a
una pelicula de comedia-romance para investigar si les gusta mas las de romance, comedia o0 ambas.

2. Determina si las variables estadisticas presentadas a continuacidn son variables cualitativas (nominales
u ordinales) o variables cuantitativas (discretas o continuas).

a) El grupo sanguineo de una persona b) Temperatura en grados centigrados

c) Grado de escolaridad d) Religion

e) Lugar de nacimiento f) Nimero de alumnos

g) El precio de un articulo h) Valores de la glucosa en 50 nifios

i) Numero de clinicas médicas por municipio j) Elingreso mensual de un padre de familia
k) Presién arterial I) Intensidad del dolor

&




Indicador de logro:

1.1 Aplica las definiciones de poblacidn, muestra y variable, y clasifica las variables entre cualitativas nomina-

les y ordinales o cuantitativas discretas y continuas.

En tercer ciclo se ha trabajado en el bloque de
estadistica desde séptimo grado, abordando los
tipos de gréficas, luego las medidas de tendencia
central (para poblaciones) y luego las medidas de
dispersion, en esta unidad se trabajaran los mis-
mos conceptos, pero dividiendo entre muestra y

Propésito:

En esta clase se pretende introducir los concep-
tos bdsicos sobre poblacién, muestra, variables y
tipos de variables, a partir del Problema inicial se
puede introducir la parte de poblacion y muestra,
y en el Ejemplo se presenta la forma de clasificar
un conjunto de variables segun su tipo.

Kpoblacién. PN )

Solucién de problemas:

1a) Poblaciodn: los libros de matematica de la Biblioteca Nacional de El Salvador; muestra: los primeros 10
estantes; variable: estado de los libros de Matematica; tipo: cualitativa ordinal.

1b) Poblacién: los nifios en edad escolar de El Salvador; muestra: los nifios de noveno grado; variable:
musica preferida; tipo: cualitativa nominal.

1c) Poblacion: todos los pacientes hospitalizados; muestra: los pacientes hospitalizados por enfermedades
pulmonares; variable: etapa de la enfermedad; tipo: cualitativa ordinal.

1d) Poblacién: todos los arboles del Parque Nacional Montecristo; muestra: los arboles de ciprés; variable:
afios de vida; tipo: cuantitativa continua.

Para este problema, los afos de vida pueden considerarse discretos, ya que es habitual mencionar afios exactos,
sin embargo, en la respuesta se sugiere que es una variable continua, puesto que el tiempo es continuo.

1e) Poblacion: las personas que asisten a ver peliculas de comedia-romance; muestra: las personas que
asistieron a ver una pelicula de comedia-romance en el cine de San Salvador; variable: género de la
pelicula que prefiere; tipo: cualitativa nominal.

2a) Cualitativa nominal. 2b) Cuantitativa continua. 2c) Cualitativa ordinal.

2d) Cualitativa nominal. 2e) Cualitativa nominal. 2f) Cuantitativa discreta.

2g) Cuantitativa continua. 2h) Cuantitativa continua. 2i) Cuantitativa discreta.

2j) Cuantitativa continua. 2k) Cuantitativa continua. 2l) Cualitativa ordinal.
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1.2 Actividad introductoria

e
. % ; :
Materiales : :
- Pedacitos de papel (uno por cada estudiante) e e
B -
- Plumodn ; ;
Actividad 1 e ]
Seleccionar 5 estudiantes del salén de clase utilizando el siguiente proceso:
1. Escribir en 5 de los peda- 2. Doblar todos los papelitos 3. Los estudiantes selecciona-
citos de papel la palabra y entregar uno a cada es- dos son aquellos a quienes
“seleccionado”. tudiante. les aparecié un papelito con

la palabra “seleccionado”.

« | seleccionado
- | seleccionado veleccionodo:
e =
Actividad 2
Seleccionar 5 estudiantes del salon de clase utilizando el siguiente proceso:

1. Numerar los estudiantes 2.Se escoge un estudiante al 3. El segundo seleccionado
del 1 a NV, siendo N la can- azar del 1 al mayor entero m es el que tiene el nimero
tidad total de estudiantes menor o igual que % (se pue- mds cercano a la suma del
que hay en el salén. den usar papelitos, o el alea- anteriory m.

torio de la calculadora, etc.)

4. El tercer seleccionado es el que tiene el nimero del segundo sumandole m. Y asi sucesivamente
hasta seleccionar los 5 estudiantes, por ejemplo si el primer estudiante tiene el nimero a, los 5
estudiantes seleccionados serian los que tienen los nUmero: a, a+ m, a+2m,a +3m, a+ 4m.

Por ejemplo, siN =40y a = 3, entonces m = % =8y los numeros seleccionados son: 3,11, 19, 37, 35.

Definiciones
A la accidn de seleccionar de una poblacion de N elementos una muestra de n elementos se conoce
como muestreo.

El tipo de muestreo en el que todos los elementos de la poblacidn tienen igual probabilidad de ser
seleccionados (como en la actividad 1) se conoce como muestreo aleatorio simple.

Al tipo de muestreo aleatorio en el que se lista la poblacién, y se escoge un nimero aleatorio menor o

. N . . .

igual que —- donde N es el total de la poblacion y n es el total de la muestra, y se seleccionan los demas
. . N .. co

sumandole al anterior - se conoce como muestreo aleatorio sistematico.

Problemas
1. Escribe 2 formas de muestreo aleatorio simple.

2. Escribe 2 formas de muestreo aleatorio sistematico.

3. ¢Al realizar una rifa se esta realizando un muestreo?

@

@




Indicador de logro:

1.2 Planifica y aplica técnicas de muestreo aleatorio simple y sistematico.

Propésito:

Partiendo del marco tedrico definido en la clase
anterior, ahora es posible determinar diferentes
métodos para realizar muestras de una poblacién.

Se espera que en esta actividad los estudiantes se
motiven a plantear e implementar procedimien-
tos para realizar muestreos aleatorios simples y
estratificados.

Solucién de problemas:

1. En este problema los estudiantes pueden mencionar varias formas, algunas pueden ser:

- Repartir numeros, y luego a partir de otros nimeros doblados, extraer de una bolsa la cantidad que se
requiera para la muestra, la muestra sera las personas cuyos numeros corresponden con los nimeros
extraidos.

- Que una persona desconocida seleccione la cantidad de estudiantes que se necesita.

De manera opcional, el docente puede mencionar que la calculadora tiene una funcién “aleatoria” que se puede
encontrar como “Ran#” en algunas calculadoras y devuelve un nimero decimal aleatorio de 3 decimales.

2. En este problema los estudiantes pueden mencionar varias formas, algunas pueden ser:

- Numerar a toda la poblacién, luego escoger un niumero al azar entre 1y 10, por ejemplo 3, y luego
extraer de la poblacidn todos los multiplos de 3.

- Estratificar la poblacién en grupos cuya cantidad de individuos coincida con la muestra requerida, y
luego se seleccione al azar uno de todos los grupos.

3. Puesto que la idea de una rifa es entregar algln tipo de obsequio a un grupo de personas determinado,
es claro que una rifa tiene sentido siempre y cuando la cantidad de personas a quienes se entregara el
obsequio es menor a la cantidad de personas que asisten a la rifa; es por ello que una rifa equivale a
seleccionar una parte de la poblacién que asistid, sin embargo, el objetivo no es estudiar alguna caracte-
ristica o realizar algun estudio para establecer conclusiones acerca de algln problema, por lo tanto, una
rifa no es un muestreo, por otro lado, un muestreo si se puede realizar siguiendo un procedimiento muy
parecido al de una rifa.
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1.3 Muestreo probabilistico*

Problema inicial ~
En un instituto se cuenta con la siguiente informacién de los estudiantes de bachillerato:
Nifias Nifios
Primer afo 24 12
Segundo afio 9 15

Determina una forma para seleccionar una muestra de 20 estudiantes que cursen bachillerato (primero o
segundo afio, nifias o nifios).

Solucién
En este problema se tiene 4 tipos de personas para la poblacién, se puede calcular el porcentaje de la po-
blacién que le corresponde a cada uno:

Nifias de Primer afio: % x 100 = 40% Nifios de Primer afo: % x 100 = 20%
Nifias de Segundo afio: 69_0 x 100 = 15% Nifios de Segundo afio: % x 100 = 25%
Entonces para obtener la muestra de 20 estudiantes se pueden utilizar estos porcentajes:
Nifias de Primer aifo: 40% de 20 es 8 Nifos de Primer afio: 20% de 20 es 4
Nifias de Segundo afo: 15% de 20 es 3 Nifos de Segundo afo: 25% de 20es 5

Por lo tanto se puede extraer una muestra de 20 estudiantes de bachillerato, seleccionando 8 nifias de pri-
mer afio, 4 nifos de primer ano, 3 nifias de segundo afio y 5 nifios de segundo afo.

En general
El muestreo que se aplica proporcionalmente a una poblacién que esta dividida en sectores (estratos) se
conoce como muestreo estratificado.

El muestreo que se aplica a una poblacién donde es necesario dividir grupos y seleccionar aleatoriamente
algunos de ellos se conoce como muestreo por conglomerado.

Se define el muestreo probabilistico como todos aquellos métodos de muestreo donde todos los elementos
de la poblacidn tienen las mismas posibilidades de ser seleccionados para la muestra.

El muestreo aleatorio simple, el sistemdtico, el estratificado y el muestreo por conglomerado son todos
muestreos probabilisticos.

Ejemplo
Utilizando muestreo por conglomerado determina la forma de realizar un estudio acerca de la comida pre-
ferida de las personas en el departamento de Santa Ana.

Se puede dividir la poblacidn en conglomerados: estudiantes, empleados de oficina, deportistas, profesio-
nales independientes, etc. Y se seleccionan al azar 2 o 3 de estos conglomerados para obtener la muestra.

b ]
Problemasw
Realiza un muestreo estratificado de 40 personas de una colonia que tiene los siguientes datos:

Femenino Masculino
Menor de edad 70 40
Mayor de edad 30 60




Indicador de logro:

1.3 Aplica el muestreo probabilistico a situaciones de la vida cotidiana.

Posibles dificultades:

En esta clase se concluye con las técnicas de Para realizar el muestreo estratificado, es necesa-
muestreo probabilistico, abordando el muestreo rio que los estudiantes apliquen el tanto por cien-
estratificado y el muestreo por conglomerados. to, para determinar la cantidad de personas que
es necesario seleccionar de cada estrato.

Solucién de problemas:

Puesto que en total la colonia tiene 200 personas, luego calculado los porcentajes para cada estrato:

Mujeres menores de edad: % x 100 = 35% Hombres menores de edad: % x 100 = 20%
Mujeres mayores de edad: % x 100 = 15% Hombres mayores de edad: % x 100 = 30%

Entonces para obtener la muestra de 40 personas se pueden utilizar estos porcentajes:
Mujeres menores de edad: 35% de 40 es 14 Hombres menores de edad: 20% de 40 es 8

Mujeres mayores de edad: 15% de 40 es 6 Hombres mayores de edad: 30% de 40 es 12

Por lo tanto se puede extraer una muestra de 40 personas de toda la colonia, seleccionando 14 mujeres me-
nores de edad, 6 mujeres mayores de edad, 8 hombres menores de edad y 12 hombres mayores de edad.
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1.4 Muestreo no probabilistico

Definicion
En un muestreo cuando la seleccion depende de las caracteristicas de los individuos que se desean estudiar,
se dice que es un muestreo no probabilistico. Algunas técnicas de muestreo no probabilistico son:

e Muestreo por conveniencia: la seleccion de la muestra se hace basada en la facilidad o las caracteristicas
especificas del estudio.

e Muestreo por bola de nieve: consiste en seleccionar la muestra a partir de conocidos de ella, es decir,
se hace el estudio a personas conocidas, para que estas lo hagan a personas conocidas de ellas y asi
hasta llegar a la muestra que se desea. Se utiliza cuando es dificil encontrar la muestra.

e Muestreo por cuotas: Se divide la poblacidn por grupos y se establece una cantidad de individuos de
muestra por cada grupo, la cantidad de individuos por grupo se realiza de manera apreciativa.

e Muestreo discrecional: El muestreo se hace considerando las caracteristicas y formacion especificas
de las personas.

Ejemplo 1
En una investigacion se desea realizar una encuesta de habitos alimenticios, y las personas con las que se
tiene mayor facilidad de contacto son los miembros del equipo de baloncesto de una colonia.

En este caso se puede realizar un muestreo por conveniencia, pero puede que la muestra no refleje la
tendencia de la poblacion.

Ejemplo 2

En una investigacion se desea saber sobre las costumbres y estructura de los grupos delincuenciales en El
Salvador, para ello se realiza una entrevista a personas cercanas y luego estas personas la hacen a personas
cercanas a ellas, hasta llegar a personas cercanas a estos grupos.

En este caso se puede realizar un muestreo por bola de nieve. Esta técnica se puede escoger para seleccionar
personas que pueden no brindar informacidn a una persona particular y es mejor selecionarla a partir de

personas que los conozcan, se utiliza para estudiar temas de delincuencia, politica, corrupcion, etc.

Ejemplo 3

Se realiza una encuesta a 100 universitarios y 100 profesionales.

En este caso se puede realizar un muestreo por cuotas. Es una técnica parecida al muestreo por estratos,
pero la asignacion de la cantidad de personas por estrato no se calcula a partir de la poblacién.

Ejemplo 4
En un saldn de clase se desea seleccionar 4 estudiantes para participar en una olimpiada de matematica.

En este caso se puede realizar un muestreo discrecional, se pueden seleccionar los 4 estudiantes que tienen
mejor rendimiento en matematica.

P *

roblemas £
Determina qué tipo de muestreo no probabilistico consideras mas adecuado explicando las ventajas y des-
ventajas de los tipos de muestreo para cada situacion.

a) Materia favorita de un estudiante b) Tipos de estampillas que tienen los filatelistas
c) Seguridad en cada departamento de El Salvador d) Escoger 5 estudiantes para competir en natacion

B

&




Indicador de logro:

1.4 Identifica la técnica de muestreo no probabilistico mas adecuada para situaciones especificas.

Propésito:

Este tipo de técnicas normalmente se utilizan en
los estudios sociales (y otras areas humanisticas),
en donde es necesario buscar estrategias diversas
para estudiar los fendmenos de dichas areas.

Luego que en las clases anteriores se abordara lo
correspondiente al muestreo probabilistico, tam-
bién se dedicard una clase para establecer las téc-
nicas de muestreo no probabilistico.

Solucién de problemas:

a) Puesto que es una variable apreciativa de cada estudiante, en este caso podria resultar natural
recolectar informacién del centro escolar con mayor accesibilidad, por lo cual entraria en un muestreo
por conveniencia.

b) Los filatelistas (como cualquier tipo de coleccionista), suelen ser muy reservados con sus pertenencias,
por lo cual se volveria dificil que se pueda investigar esto de manera personal, y es muy probable que sea
necesario aplicar la técnica de la bola de nieve, para lograr captar informacién de diferentes filatelistas.

c) Para obtener el punto de vista de diferentes partes de la poblacién, podria ser util realizar un muestreo
por cuotas, en el cual los grupos que se establecen pertenecerian a departamentos diferentes.

d) Puesto que las personas seleccionadas seran sometidos a una prueba sobre sus capacidades en

natacién, resulta conveniente un muestreo discrecional, en el cual se seleccionen las personas cuyas
caracteristicas favorezcan sus resultados.
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1.5 Repaso de tablas de frecuencia

Problema inicial
B En una comunidad del drea metropolitana de San Salvador se pregunta la edad a jévenes menores de 21
anos, obteniendo la siguiente informacion: Edades

a) Organiza la informacidn en una tabla de distribucion de frecuencias 9 |14]15|14/19 16

en 4 clases de 3 en 3, iniciando en 9 y terminando en 21. 11 |18 9 |12]20 |12
b) Elabora una tabla de distribucién de frecuencias y calcula la media 12 |11 (10|19 14|13
aritmética (), la moda y la mediana para estos datos agrupados. 15 |12 111118111 16

c) Calcula la varianza (¢?) y la desviacidn tipica (o desviacidn estandar o). 14 |16 |17 (1213 | 17

~N

- J
Solucién
a) - -
Cantidad de Punto medio , ,
Edades (ovenes (f (Pm) fxPm | Pm—-u | (Pm-p)?| APm-p)
9al2 7 10.5 73.5 -4 16 112
12a15 11 13.5 148.5 -1 1 11
15218 7 16.5 115.5 2 4 28
18a21 5 19.5 97.5 5 25 125
TOTAL 30 En cada clase se cumple que los datos contados en la frecuencia
\—————Solucién de a) son mayores o iguales al limite inferior y menores al limite superior,
excepto en la ultima clase, donde es menor o igual al limite superior.
b) Para calcular la media aritmética se suman los valores de la columna f x Pm y se divide por el total
de datos.
> fxPm _ 735+1485+115.5+97.5 _
u= = =145
n 30
La clase que contiene la mediana es la segunda (12 a 15) porque en ella se encuentran los datos 15
y 16.
Mediana = 2+15 13.5

La clase con la mayor frecuencia es la segunda (12 a 15).

12 +15
2

Moda = =135

c) Para la varianza se suman los valores de la columna f{Pm — )%y se divide por el total de datos.

_LAPmop? 1124114284125 _ o,
== 5 :

0-2

Pm —u)?
o= JEAPmoWE s 203

n
*
Problemas.

Las velocidades que registra un policia de transito en la carretera de Los Chorros estdn en la tabla de la
derecha, realiza lo siguiente:

Velocidad en km/h
a) Organiza la informacion en una tabla de distribucién de 60 | 65 |40/380]80! 90 | 45

frecu.enC|as en 4 clases de 20 en 20, iniciando en 40 y 20 1100170 150180 | 55 | 118
terminando en 120.
= b) Calcula la media aritmética, la moda y la mediana. 75 | 65 190 |85|70]100) 55
B c) Calcula la varianza y la desviacion tipica. 110 | 70 |95|70| 80115100




Indicador de logro:

1.5 Elabora tablas de frecuencia y calcula las medidas de tendencia central y de dispersion para datos

agrupados.

Propésito:

Una vez establecidos los conceptos sobre mues-
tro y algunas técnicas probabilisticas y no pro-
babilisticas, se hara un repaso sobre las tablas de
frecuencia, ademas de la forma para estimar las

a)

b)

En esta clase se puede abordar el Problema inicial
como un ejemplo (para recordar) y luego trabajar
con la parte de Problemas.

/

Kmedidas de tendencia central y de dispersion. PAS
Solucién de problemas:
Velocidad en km/h Frecuencia (f)
40a 60 5
60 a 80 9
80 a 100 8
100a 120 6
TOTAL 28
Velocidad en km/h Frecuencia (f) ATy fx Pm
(Pm)
40a 60 5 50 250
60 a 80 9 70 630
80 a 100 8 90 720
100a 120 6 110 660
TOTAL 28
_2fxPm_250+630+720+660 _ (km/h)

n

gue Mediana = 80.

28
Puesto que la mediana estd entre el dato 14 y 15, y estos caen en clases diferentes, se puede considerar

La clase con la mayor frecuencia es la segunda (60 a 80), entonces, Moda = @ =70.
Velocidad en km/h Frecuencia (f) Pun;c;;)edlo fxPm | Pm—-pu | (Pm—-p?| fiPm - p)?
40a 60 5 50 250 -30.7 942.5 4712.5
60 a 80 9 70 630 -10.7 114.5 1030.5
80 a 100 8 90 720 9.3 86.5 692
100a 120 6 110 660 29.3 858.5 5151
TOTAL 28
Y
pro ZfPm-w? 4712.5+1030.5+692+5151 _, oo

n

Pm — u)?
o= Z'C(Tm”)'~~x/413.8'~~2o.3 (km/h)

28

iz
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1.6 Medidas de tendencia central

Problema inicial

De una empresa se tiene el registro de ventas del Ultimo mes en sus 30 sucursales y un registro de 20 de sus
30 sucursales, las cuales se muestran a continuacion:

Cantidad de Cantidad de
Ventas Ventas
sucursales (f) sucursales (f)
De $1,000 a $2,000 5 De $1,000 a $2,000 3
De $2,000 a $3,000 11 De $2,000 a $3,000 7
De $3,000 a $4,000 8 De $3,000 a $4,000 6
De $4,000 a $5,000 6 De $4,000 a $5,000 4
TOTAL 30 TOTAL 20

a) Determina la media aritmética, mediana y moda para las 30 sucursales.

b) Determina la media aritmética, mediana y moda para las 20 sucursales.

~N

N\
Solucién
a) Ventas Cantidad de Punto medio e 2
sucursales (f) (Pm) Media = % =3,000
De $1,000 a $2,000 5 1,500 7,500
(' De $2,000 a $3,000 11 2,500 27,500] Mediana = 2090+3,000 _, 54,
De $3,000 a $4,000 8 3,500 28,000 2
De $4,000 a $5,000 6 4,500 27,000 | Moda = -2000+3,000 _, 54,
TOTAL 30 90,000 2
Yl e | Gntesads Moo fxpn | e - S0 3050
De $1,000 a $2,000 3 1,500 4,500
De $2,000 a $3,000 7 2,500 17,500 | Mediana = 3,000
De $3,000 a $4,000 6 3,500 21,000
De $4,000 a $5,000 4 4,500 18,000 | Moda = Z’OOOJZ“J =2,500
TOTAL 20 61,000
Deﬁnicién

Las medidas de tendencia central referentes a una poblacidn (tal como las 30 sucursales) se conocen como
parametros de la poblacién y a menudo se denotan:

Media Poblacional = p Mediana Poblacional = Me Moda Poblacional = Mo

Las medidas de tendencia central referentes a una muestra (tal como las 20 sucursales) se conocen como
estadisticos (o estadigrafos) y se denotan:

Media Muestral = x Mediana Muestral =X Moda Muestral = £

*
Problemas;,

B Considerando la poblacidn del salén de clase, recopila la informacién sobre el tiempo que se tardan tus
compaferos en llegar desde la casa a la escuela, luego realiza una muestra aleatoria del 60% de la poblacidn
y calcula todas las medidas de tendencia central, tanto para la poblacién como para la muestra.

oo




Indicador de logro:

1.6 Calcula las medidas de tendencia central para una muestra y una poblacién en datos agrupados.

Propésito:
Ahora que se ha recordado la manera de ordenar En esta clase hay que dar énfasis a las diferencias
datos en una tabla de distribucion de frecuencias, de la notacidon entre las medidas de tendencia
se pretende diferenciar entre las medidas de ten- central de una poblacién y de una muestra, ade-
dencia central de una poblacién y de una mues- mas de hacer notar que dependiendo de la repre-
tra. sentatividad de la muestra, puede que los valores
de estas medidas difieran mucho o poco.
\_ AN J

Solucién de problemas:

En este problema la intencidén es recoger los datos particulares de cada salén, y hacer un ejercicio de
recoleccion, organizacion, cdlculo, analisis e interpretacién de los datos, para hacer la recoleccion; el
docente puede considerar alguna de las siguientes opciones:

- Preguntar a cada estudiante por fila el tiempo que tarda en llegar de la casa a la escuela, y anotarlo en
la pizarra.

- Pasar una pagina en blanco para que anoten el tiempo, y luego fotocopiarla para cada estudiante.
- Recoger la informacion un dia antes, y preparar el material digitado.

- Que un estudiante de cada fila recoja la informacidn de la fila correspondiente, y luego se comparta con
todos los estudiantes.

Luego, con los datos recolectados, los estudiantes realizan el calculo de las medidas de tendencia central. Y
para establecer la muestra se puede utilizar cualquiera de los métodos vistos en el muestreo probabilistico,
se recomienda que sea un muestreo aleatorio simple.

Finalmente se calculan las medidas de tendencia central para la muestra extraida, el docente debe verificar
gue se esté utilizando la notaciéon adecuada para cada caso. Después de haber realizado el cdlculo, se
puede hacer el analisis comparativo entre las medidas de tendencia central de la poblacién y la muestra.
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Problema inicial

1.7 Medidas de dispersion

siguiente manera:
o%=

siguiente manera:

*
Problemasm

desviacién tipica.

N

n-1

o= [ ftPm—py
N

gz [ fiPm-%)
n-1

B Con los datos de las ventas de las sucursales, calcula la varianza y la desviacion tipica, para cada tabla.
Ventas Cantidad de Ventas Cantidad de
sucursales (f) sucursales (f)
De $1,000 a $2,000 5 De $1,000 a $2,000 3
De $2,000 a $3,000 11 De $2,000 a $3,000 7
De $3,000 a $4,000 8 De $3,000 a $4,000 6
De $4,000 a $5,000 6 De $4,000 a $5,000 4
TOTAL 30 TOTAL 20
- Para calcular la varianza y la desviacidn tipica de una muestra no se
Solucién divide por n sino por n — 1, para que la estimacién tenga menor sesgo.
Cantidad de Punto medio 5 5
Ventas sucursales (f) (Pm) fxPm | Pm—p | (Pm—-p? | fiPm-p)
De $1,000 a $2,000 5 1,500 7,500 -1,500 | 2,250,000 | 11,250,000
De $2,000 a $3,000 11 2,500 27,500 -500 250000 2,750,000
De $3,000 a $4,000 3,500 28,000 500 250000 2,000,000
De $4,000 a $5,000 4,500 27,000 1,500 | 2,250,000 | 13,500,000
TOTAL 30 29,500,000
. fiPm — ) S —-u)?
Varianza = za—ou = 983,333.3 Desviacién = Zf#"(’)”) =+/983,333.3 =~ 991.63
Cantidad de Punto medio — — —
Ventas Sp——) (Pm) fxPm | Pm-% | (Pm-X%)? | f([Pm-X)
De $1,000 a $2,000 3 1,500 4,500 -1,550 2,402,500 7,207,500
De $2,000 a $3,000 7 2,500 17,500 =550 302,500 2,117,500
De $3,000 a $4,000 6 3,500 21,000 450 202,500 1,215,000
De $4,000 a $5,000 4 4,500 18,000 1,450 2,102,500 8,410,000
TOTAL 20 18,950,000
(Pm —x)? _ )2
Varianza = Z’IT ~ 997,368 Desviacién = Zﬂpli’gx) =1997,368 =~998.68
Conclusién

Para una poblacidn, la varianza se denota por o2 y la desviacion tipica se denota por o. Y se calcula de la

. fiPm — )2

Para una muestra la varianza se denota por s’y la desviacién tipica se denota por s. Y se calcula de la
82_ z f(Pm_E)Z

)

B Considerando la informacién recopilada en la clase anterior sobre el tiempo que se tardan tus compafieros
en llegar desde la casa a la escuela, tanto en la muestra como en la poblacién calcula la varianza y la

07
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Indicador de logro:

1.7 Calcula las medidas de dispersidon para una muestra y una poblacién en datos agrupados.

Propésito:
Después de abordar las medidas de tendencia En esta clase, al igual que en la anterior, hay que
central para muestras y poblaciones, se aborda dar énfasis a las diferencias de la notacién entre
lo correspondiente a las medidas de dispersién las medidas de dispersion de una poblacién y de
de los dato, de igual manera tanto para muestras una muestra, asi como que en este caso es nece-
como para poblaciones. sario hacer un ajuste en el calculo de la varianzay
Y D KIa desviacion tipica muestral. D

Solucién de problemas:

En este problema la intencién es continuar estudiando los datos recopilados en la clase anterior, haciendo
el analisis de la dispersidn de estos, tanto para la muestra como para la poblacion, el docente debe verificar
que se esté utilizando la notacion adecuada para cada caso. Después de haber realizado el cdlculo, se
puede hacer el andlisis comparativo entre las medidas de dispersién de la poblacién y la muestra.

El docente puede mencionar que para el caso de la muestra, se divide por n — 1, para evitar el sesgo de la
muestra respecto de la poblacidn, o en otras palabras, para que los valores de la varianza y la desviacion tipica se
aproximen mas a los valores poblacionales de estas medidas. Si el docente considera conveniente, puede realizar
el ejercicio de calcular las medidas de dispersion de la muestra con ny con n — 1, y luego comparar cual es mas
aproximado al los valores de la poblacidn. Esta correccion sobre el sesgo es conocida como correccion de Bessel.
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1.8 Coeficiente de variacion*

Problema inicial N
La siguiente tabla muestra la media y la desviacidn tipica de la estatura de personas del sexo masculino con
edades de 5y 17 afios de una poblacion para el afio 2016:

a) éSe puede comparar la magnitud de dispersién de las

Edad hMediali|RBesviacianifipica dos poblaciones sélo con la desviacién tipica?
5 afios 110.4 4.74 b) Para ambas poblaciones calcula el cociente:
17 afios 170.7 5.81 (desviacidn tipica) + (media)
L Luego compdralos. )
Solucién

a) Aunque el grupo de 17 afios tiene mayor desviacién tipica, no se puede decir que este grupo tiene
mayor dispersion, porque la media también es mayor.
b) Poblacién de 5 afios: 4.74 + 110.4 = 0.043 Poblacién de 17 afos: 5.81 + 170.7 = 0.034

Este valor puede utilizarse para determinar que la estatura de la poblacién de 17 afios tiene menor dis-
persion que la de 5 afios.

Definicion
Se define el coeficiente de variacién como el porcentaje de la desviaciodn tipica s y la media aritmética X de
un conjunto de datos, se denota por CV, y se calcula: CV = %(100).

El coeficiente de variacidn se utiliza para comparar la magnitud de la dispersion de los datos de diferentes
poblaciones, cuando la diferencia de las medias es grande (si la diferencia entre las medias es poca, o las
medias son iguales se puede utilizar la desviacidn tipica para comparar); por lo general cuando la media es
grande, la desviacion tipica tiende a aumentar.

El porcentaje del coeficiente de variacién también se utiliza para determinar la confiabilidad de la media
aritmética de un conjunto de datos, en general para determinar la confiabilidad se puede usar la siguiente
tabla como pardmetro:

Valor de CV Representatividad de la media
0% —10% Media altamente representativa
10% —20% Media bastante representativa
20% - 30% Media con representatividad
30% — 40% Media con representatividad dudosa
40% o mas Media no representativa

Ejemplo
¢Cémo es la dispersidn de las notas de un exdmen si se califica con base 10 respecto de calificarlo base 1007?

El CV es igual para ambos casos, puesto que base 100 tanto la media como la desviacidn tipica es 10 veces
la media y la desviacidn tipica de calificarlo base 10, por lo tanto la variacion de los datos es igual.

b3
Problemas /
Los siguientes datos son sobre la cantidad de productos lacteos en malas condiciones que se han encontra-
do en 4 marcas diferentes. Determina la media de qué marca es mas confiable.

Marcal:x=14,5=3 Marca2:x=17,8=2 Marca3:x=12,8=5 Marcad:x=15,s=1

8 )
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Indicador de logro:

1.8 Utiliza el coeficiente de variacion para analizar la representatividad de la media aritmética en series
de datos diferentes.

Propésito:
Después de haber trabajado con las medidas de El coeficiente de variacidon puede resultar una he-
tendencia central y las de dispersién, es posible rramienta muy Util para comparar resultados en-
introducir lo correspondiente al coeficiente de tre dos series de datos y tener un parametro de
variacion, lo cual puede servir de pardametro para la representatividad de la media, esta claro que
determinar la representatividad de la media arit- mientras mas representativa es la media, es de-
mética. bido a que los datos se aproximan mas a ella, y

por lo tanto, la dispersién de los mismos tendera

L ) Ka ser menor. )

Solucién de problemas:

Para determinar la confiabilidad, primero seria adecuado calcular los coeficientes de variacién de cada
marca:

Marca 1: CV = %(100) = (3 +14)(100) = 21.4% Marca 2: CV = %(100) = (2+17)(100) = 11.8%

Marca 3: CV = %(100) = (5+ 12)(100) = 41.7% Marca 4: CV = %(100) = (1 + 15)(100) = 6.7%

A partir de lo cual resulta claro que la marca 4 posee la media mas representativa, luego esta la marca 2,
sin embargo, la media de la marca 2 es mayor que la de la marca 4, por lo cual se esperaria que la marca 4
sea la mas confiable, puesto que sus patrones para medir la cantidad de productos en malas condiciones
ha presentado datos mds regulares.

En esta parte el docente puede mencionar que si analizamos Unicamente la media, esta claro que la me-
jor seria la marca 3, sin embargo posee mucha dispersidn en sus datos, lo cual indica que pueden estar
pasando varias cosas, o bien que la marca mejoré mucho o bien que empeoré mucho, y por eso no se
puede confiar en la media y se necesitaria mas informacion para declinarse por esta opcidn; por otro lado
al menos la marca 4 da la informacion mas certera, ademas que su media tampoco difiere en gran medida
de la media de la marca 3.

En este problema, cuando se dice "confiable" se refiere a la
confiabilidad de la distribucion de los datos y no de la marca en si.
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1.9 Practica lo aprendido ~

1. En cada una de las siguientes situaciones, identifica la poblacion, la muestra, las variables estadisticas y

como se clasifican.

a) Para determinar el impacto de una politica educativa se realiza una prueba diagndstica a 40 escuelas
de todo el pais.

b) Se desea saber la calidad de un producto lacteo y para ello se realiza una prueba a una unidad del
producto en cada supermercado del pais.

c) Para establecer el ingreso promedio que tiene una persona en el area rural de El Salvador se realiza
una encuesta a 20 personas de cada area rural del pais.

2. Determina si las variables estadisticas presentadas a continuacién son: variables cualitativas (nominales
u ordinales) o variables cuantitativas (discretas o continuas).
a) Cantidad de hermanos b) Relaciéon con sus padres (mala, regular, buena)
c) Resultados de un examen de matematica d) Marca de jabdn preferida

3. Clasifica las siguientes estrategias de muestreo como aleatorio simple o aleatorio sistematico.

a) Numerar la poblacion del 1 al 10 (se repite al finalizar) y luego escoger un nimero, de modo que todos
los que tengan ese numero seran parte de la muestra.

b) Numerar la poblacién y eliminar 3 nimeros y el cuarto es escogido, luego otros 3 y el cuarto es esco-
gido, y asi sucesivamente hasta abarcar toda la poblacién.

c) Hacer grupos en una poblacion y seleccionar 2 de esos grupos al azar para que sean la muestra.

d) Numerar la poblacién, tirar un dado y seleccionar la persona de la poblacién con ese nimero, luego ti-
rarlo de nuevo y sumarselo al resultado anterior para seleccionar la otra persona y asi sucesivamente.

4. Realiza una muestra de 30 estudiantes de una empresa que dispone de los siguientes datos:

Femenino Masculino
Estudiantes 35 15
Profesionales 25 25

5. Determina qué tipo de muestreo no probabilistico consideras mas adecuado para cada situacion.
a) Investigacidn social para una tarea de seminario b) Forma de distribucién de sustancias ilicitas.
c) Personas que presentan mayor irritabilidad al conducir d) Estudiantes que participan en atletismo.

6. En un estacionamiento de centro comercial se calcula el tiempo promedio que permanece un carro esta-
cionado, y se obtienen los siguientes datos para todo el estacionamiento y para los primeros 30 puestos:

Tiempo Cantidad de carros Tiempo Cantidad de carros
DeOalhora 12 De0Oalhora 4
De 1a 2 horas 30 De 1a 2 horas 10
De 2 a 3 horas 32 De 2 a 3 horas 11
De 3 a 4 horas 16 De 3 a 4 horas 5
TOTAL 90 TOTAL 30

B a) Calcula media, mediana, moda, varianza y desviacién tipica tanto para la poblacién como para la
muestra.
b) Considerando que el tiempo promedio que las personas permanecen en el centro comercial es 2 horas
con una desviacién tipica de 0.8 horas, équé promedio es mds confiable?

NS J
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Indicador de logro:

1.9 Resuelve problemas correspondientes a estadisticos y pardmetros en muestras y poblaciones.

Solucién de problemas:

1a) Poblacién: las escuelas de todo el pais; muestra: las 40 escuelas en las que se realiza la prueba diagnods-
tica; variable: impacto de la politica educativa; tipo: cualitativa ordinal (en ocaciones también puede
asignarse un valor cuantitativo, sin embargo por las condiciones de la situacién, seria mas adecuada una
escala como aceptable, regular, no aceptable, etc.).

1b) Poblacidn: el producto lacteo de todos los supermercados del pais; muestra: el conjunto de los productos
extraidos de cada supermercado; variable: calidad del producto lacteo; tipo: cualitativa ordinal.

1c) Poblacién: personas en el area rural del pais; muestra: las 20 personas de cada area rural del pais; varia-
ble: ingreso promedio; tipo: cuantitativa continua.

2a) Cuantitativa discreta.  2b) Cualitativa ordinal.  2c¢) Cuantitativa continua.  2d) Cualitativa nominal.

3a) Muestreo aleatorio sistematico. 3b) Muestreo aleatorio simple.

3c) Muestreo aleatorio sistematico. 3d) Muestreo aleatorio simple.

4. Mujeres estudiantes: % x 100 = 35% Hombres estudiantes: % x 100 = 15%
Mujeres profesionales: % x 100 =25% Hombres profesionales: % x 100 = 25%
Entonces para obtener la muestra de 40 personas se pueden utilizar estos porcentajes:
Mujeres estudiantes: 35% de 30 es 11 Hombres estudiantes: 15% de 30 es 5
Mujeres profesionales: 25% de 30 es 7 Hombres profesionales: 25% de 30 es 7

Por lo tanto se puede extraer una muestra de 30 personas de toda la colonia, seleccionando 11 mujeres
estudiantes, 7 mujeres profesionales, 5 hombres estudiantes y 7 hombres profesionales.

En este problema en particular, los valores para las muestras no son enteros, y los valores son 10.5, 7.5, 4.5y 7.5,
sin embargo, deben aproximarse a un valor entero teniendo el cuidado de no sobrepasar la muestra. También se
podria aproximar siempre al entero mayor y sobrepasar la muestra a 32 personas.

5a) Muestreo por conveniencia, puesto que se hara la investigacion a personas del entorno cercano.

5b) Muestreo por bola de nieve, puesto que se requiere informacion que no se puede obtener de forma
directa, tanto por seguridad como por confidencialidad.

5c) Muestreo por estratos, puesto que seria conveniente analizar conductores con diferentes caracteristicas.

5d) Muestreo discrecional, dado que es preferible que participen las personas con mas actitudes para el

atletismo.
6a) =2+ 4° ;gso 56 208, Me =25, Mo=25, 02~ 32+ 10'1;05'6 *323 .87, 0~0.87 = 0.93.
g=2t157 ;(7)'5 *17.5 507,%=258=25, 8= 227 3'22“;2 +102 _0.87,5~0.87 =0.93
6b) Para este caso se pueden comparar los coeficientes de variacion de ambos datos:
CVs= % (100) = (0.93 + 2.08)(100) = 45% CV,= % (100) = (0.8 + 2)(100) = 40%

Por lo tanto, es un poco mas representativa la media del tiempo que permanecen en el centro comercial,
sin embargo, ninguna de las medias es representativa de la variable correspondiente.

@ Sugerencia Metodoldgica



Medidas de posicion

2.1 Cuartiles

Problema inicial

-
Al finalizar el afio escolar el profesor cuenta las inasistencias de sus estudiantes y obtiene los siguientes
datos:

4,5,6,2,4,8,10,11,13,12,11,10,12,6, 7,9, 8,13, 14, 15
a) ¢Cudl es la mediana del conjunto de datos?
b) ¢ Cual es la mediana de la primera mitad del conjunto de datos ordenados de menor a mayor?
c¢) ¢Cudl es la mediana de la segunda mitad del conjunto de datos ordenados de menor a mayor?

_ J

Solucién
a) Se ordenan los datos y se calcula la mediana:

2,4,4,5,6,6,7,8,8, 9,I 10,10, 11,11,12,12,13,13, 14, 15I
| |
La mediana es 9+10 _ 9.5.
b) Considerando la primera mitad del conjunto de datos del literal a):
Si el total de datos fuera impar (2n + 1)
2,4,4,5,6,6,7,8,8,9 para b) se tendrian que considerar los pri-
6+6 l I | meros n datos y para c) los ultimos n da-
La mediana es =6. tos, es decir, sin considerar el dato de que
2 coincide con la mediana.

c¢) Considerando la segunda mitad del conjunto de datos del literal a):

l10, 10,11, 11, 121, l12, 13, 13, 14, 15I

La mediana es 12.

12+12 _
2

Esto significa que el 25% de los estudiantes del saldn tiene a lo sumo 6 inasistencias, el 50% de los estudian-

tes tiene a lo sumo 9.5 inasistencias y el 75% tiene a lo sumo 12 inasistencias.

Definicion
Los valores de una variable que dividen al conjunto de datos en cuatro partes con igual cantidad de datos
se conoce como cuartiles.

El cuartil 1 concentra al 25% de los datos menores a este, el cuartil 2 concentra al 50% de los datos menores
a él, el cuartil 3 concentra al 75% de los datos menores a él.

| Cualrtil 1 Cualrtil 2 Cuaqtil 3 |

f T T T 1
0% 25% 50% 75% 100%

La diferencia entre el cuartil 3 y el cuartil 1 (C3 — C1) se conoce como rango intercuartilico, denotado por RI.

>
Problemas,_A

Determina y analiza los 3 cuartiles de los siguientes conjuntos de datos obtenidos de la cantidad de perso-
nas reportadas con dengue en cada mes por algunos centros asistenciales.

a)3,1,4,12,10,9,11, 7,12, 16, 3 b)6,3,7 5
c)1,3,2,5,10,14,15,13,10,5,9,3, 8 d)4,2,5,7,10, 16,

D
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Indicador de logro:

2.1 Determina y analiza los cuartiles de una serie de datos simple.

Propésito:

Para resolver el Problema inicial se espera que los
estudiantes apliquen el concepto de la mediana,
para encontrar todos los valores requeridos.

Luego de trabajar con la parte de muestreo, se
abarcaran otro tipo de medidas para describir una
serie de datos, las medidas de posicidon ayudan a
describir la forma aproximada de los datos.

Solucién de problemas:
a)l,3,3,4,7,9,10,11,12,12,16
El cuartil 1 es 3, el cuartil 2 es 9y el cuartil 3 es 12.
b) 2, 3,6, 7,8,8, 10, 12, 15, 17
El cuartil 1 es 6, el cuartil 2 es 8 y el cuartil 3 es 12.
c)1,2,3,3,5,5,8,09, 10, 10, 13, 14, 15
El cuartil 1 es 3, el cuartil 2 es 8 y el cuartil 3 es 11.5.
d)1,2,4,5,5,7,8,9, 10, 12, 14, 16
El cuartil 1 es 4.5, el cuartil 2 es 7.5 y el cuartil 3 es 11. En cada literal, la forma de calcular

los cuartiles es diferente.

El andlisis que pueden hacer en cada caso es determinar el valor para el cual el 25%, 50% o 75% de los datos son
inferiores a él; asi por ejemplo, el 25% de los datos a) y c) se concentran de 1 hasta el valor 3, sin embargo, en b)
se concentran de 2 hasta 6, con lo cual se puede pensar que el 25% menor de los datos tiene mayor rango que el
25% menor de las demas series de datos.
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e R
2.2 Diagrama de caja y bigotes

Problema inicial ~
Considerando los datos de las inasistencias de los estudiantes que recolecto el profesor:

4,5,6,2,4,8,10,11,13,12,11,10,12,6,7,9, 8,13, 14, 15
a) Ubica en una recta numérica el valor minimo, el cuartil 1, el cuartil 2, el cuartil 3 y el valor maximo.

b) Dibuja un rectdngulo que cubra desde el cuartil 1 hasta el cuartil 3.
- J

Solucién
a) El valor minimo es 2, el cuartil 1 es 6, el cuartil 2 es 9.5, el cuartil 3 es 12 y el valor maximo es 15; entonces
al ubicarlos en una recta se tiene:

L)
[oF )
@
L ]
L ]

® i } } } } } } } } } ®
2 3 4 5 7 8 9 10 11 2 13 14 15
Definicién
El diagrama elaborado se conoce como diagrama de caja y bigotes.
Bigc{—\* | Bigote
2' [ 9.5 12 15

L Caja !

-
Si el bigote de la izquierda es mas corto que el de la de- | Estadisticamente, para construir el diagrama de caja se
recha significa que el 25% de los datos menores tienen | suele utilizar como pardametro el valor de 1.5 veces el
menor rango que el 25% de los datos mayores, asi mis- rahgo inter,cgartl'lico y los .b'igotes se representan por la
mo si una caja es angosta significa que el 50% central primera y Gltima observacion que queda dentro del ran-

. h go de C1 — 1.5(RI) hasta C3 + 1.5(Rl). Esta construccién
de los datos tienen rango mds estrecho. ayuda a la identificacién de datos atipicos en un conjun-

to de datos.
. W

La forma del diagrama de caja puede orientar para la
descripcion de la forma de distribucién de los datos, ) ‘
observa los diagramas de caja siguientes y sus corres- | b0 o diagrama de caja puede corresponder a dos o
. . g jasig v mas histogramas.
pondientes histogramas. - J

-
A un histograma le corresponde un diagrama de caja,

= r = 1 [ = H I "

b d
Problemasw
1. Elabora y analiza el diagrama de caja de los datos de las personas reportadas con dengue.

a)3,1,4,12,10,9,11,7,12,16, 3 b)6,3,7,8,10,15,8,12,17,2
c)1,3,2,5,10,14,15,13,10,5,9, 3,8 d)4,2,5,7,10,16,12,9,14,8,5,1

2. Observa los siguientes diagramas de caja y estima la forma en que se distribuyen los datos.
) ———— [F— b ([ +—— o 1T F——

g1
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Indicador de logro:

2.2 Elabora y analiza el diagrama de caja y bigotes de una serie de datos simple.

Puesto que en la clase anterior se establecio la
definicion de los cuartiles, en esta clase se pro-
cedera a analizar la gréfica de caja y bigotes, cuyo
fundamento principal son los cuartiles.

\_ /

Solucién de problemas:

Propésito:

Esta claro que a partir de un histograma si se pue-
de inferir la forma del diagrama de caja y bigo-
tes, sin embargo en esta clase, cuando se pide el
histograma que puede estar representado por un
diagrama, el objetivo es que el estudiante imagi-
ne las posibilidades que puede tener el histogra-

Kma para cada caso.

/

1. Las series de datos son las mismas de la clase anterior, por lo cual ya se tienen calculados los cuartiles,

y solamente falta realizar el diagrama.

a) ®
1

* i i i i i
4 5 6 7 8

N —-

g
N @
w
_';_-
o=+
G- —
-
L oo———
o -+

10
c) ® i t i i i i t i i f + 1 i f ®
1 2 4 5 6 7 9 10 11| 12 13 14 15
d @ i i i + i i i + i i i J+ i i i f ®
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16
2a) 2b)

2¢)

—l [

Todos estos histogramas marcan una forma posible general, lo cual no
significa que necesariamente sean los que estan asociados al diagrama
de caja y bigotes dado, Unicamente se puede analizar cierta tendencia
en la forma de los datos.

@
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2.3 Andlisis del diagrama de caja y bigotes*

Problema inicial N
A continuacion se presentan dos diagramas de caja correspondientes a las ventas registradas por dia
durante dos meses diferentes, analiza y luego responde:

enero —  [F——
julio '—ED_| Nota que la cantidad de dias es igual para

ambos meses.
a) ¢En qué mes se dio la mejor venta?
b) éEn qué mes sucedid la peor venta?
c) Determina como fue la variabilidad entre los cuartiles de ambos meses.

d) ¢En qué mes hubo mayor cantidad de ventas?
_ J

Solucién
a) La mejor venta fue igual en ambos meses, puesto que el valor maximo en ambos diagramas es el mismo.

enero—{ [} *
julio |:|:| :>Valor Maximo

b) La peor venta sucedidé en enero, puesto que el valor minimo del diagrama 1 es menor que el valor

minimo del diagrama 2.

enero — [}——

o N\ e T}

Valor minimo
c) El 25% de ventas mas bajas, enero tuvo poca variabilidad (rango estrecho) y se concentra en ventas

bajas, al contrario de julio, cuyo 25% de ventas mds bajas tiene mayor rango y alcanza ventas mas altas
que enero, por otro lado el rango intercuartilico de enero es mayor que el rango intercuartilico de julio,
lo cual significa que hubo mas variabilidad en este rango en enero que en julio; finalmente, al analizar
el 25% de ventas mayores se determina una variabilidad muy grande en enero viniendo de valores muy
bajos, sin embargo en julio el rango es pequefo y se concentra en ventas muy altas.

d) Al menos el 75% de las ventas mas bajas de enero estan por debajo del cuartil 1 de julio, por esta razén
se puede considerar que las ventas de julio fueron mejores que las de enero.

enero —  [F———

| S —
75%
julio
C .. 75%
onclusion
El diagrama de caja brinda informacién muy valiosa para la comparacién de datos valorando la dispersion
que pueda existir entre ellos y es una herramienta muy Util para describir los datos de manera certera.

b d
Problemasw
Analiza los siguientes diagramas de caja de la temperatura de El Salvador durante los 12 meses del afo,

luego responde las preguntas. (°c) 30

. : . 2 é % 5 @ be %
a) ¢En qué mes variaron mas las temperaturas? ig T é
b) ¢En qué mes variaron menos las temperaturas? 10

2 )




Indicador de logro:

2.3 Compara los diagramas de caja y bigotes de series de datos en una misma escala.

Propésito:
Luego de haber introducido el diagrama de caja Se espera que los estudiantes logren identificar
para una serie de datos, se procurard enfatizar en qgué informacién pueden extraer al comparar dos
el analisis y la interpretacion de la representacion o0 mas graficos, para lograr establecer conclusio-
de varios diagramas de caja y bigotes para mo- nes y tomar desiciones en funcién de las conclu-
mentos diferentes, y lograr obtener conclusiones ciones establecidas a partir de los datos estadis-
Ka partir de ellos. J Kﬁcos. -

Solucién de problemas:

a) A partir de los graficos y del rango que se puede apreciar en los diagramas de caja, se puede visualizar
gue en el mes 3 (marzo) el 25% de las temperaturas mas bajas, varié bastante, de manera parecida el
mes 12 (diciembre) el 25% de las temperaturas mas altas tuvieron valores muy variables (o al menos
un valor muy grande) sin embargo, durante este mes se logra apreciar que al menos el 75% de las
temperaturas mads bajas no tuvo un rango muy grande, y por lo tanto, su variacidn se aprecia un poco
menor que la del mes 3.

b) Durante el mes 4 se logra visualizar el diagrama con comportamiento mas regular respecto de los
demds, valorando su forma en todos los cuartiles y su rango, ademas, a pesar que hay otros meses
como el 8, 9 o el 10 cuyo rango es parecido, pero en ellos se marca alguna mayor variabilidad entre
algunos de sus cuartiles, por lo tanto, el mes que se aprecia con menor variacion es el 4 (abril).
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2.4 Deciles y percentiles

Problema inicial
Al finalizar el afo escolar el profesor cuenta las inasistencias de sus estudiantes y obtiene los siguientes
datos:

4,5,6,2,4,8,10,11, 13,12,11,10,12,6,7,9, 8,13, 14, 15

a) ¢Cual fue el nUmero maximo de inasistencias que tuvo el 20% de los estudiantes con menos inasistencias?
b) éCudl fue el nimero maximo de inasistencias que tuvo el 60% de los estudiantes con menos inasistencias?
c) ¢Cual fue el nimero maximo de inasistencias que tuvo el 5% de los estudiantes con menos inasistencias?

d) ¢Cual fue el nimero maximo de inasistencias que tuvo el 95% de los estudiantes con menos inasistencias?

-

~N

Solucién
Se ordenan los datos y se dividen en 20 partes iguales (cada una equivale a un 5%).

2,4,4,5,6 9,10, 10, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 14, 15
LILII#LIL]LILILILILII_ILILI oy T oy Iy B

-

5

X

20% 60% 95%

a) El 20% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 5 inasistencias.
b) EI 60% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 10 inasistencias.
c) El 5% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 2 inasistencias.

c) EI 95% de estudiantes con menos inasistencias tiene a lo sumo 14 inasistencias.

Definicion
Los valores de una variable que dividen al conjunto de datos en diez partes con igual cantidad de datos cada
una se conoce como deciles.

Cada decil concentra 10% mas de los datos que el anterior, el primero concentra el 10% de los datos, el
segundo el 20% de los datos y asi sucesivamente hasta el decil 9 que concentra el 90% de los datos.

Ml A

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Los valores de una variable que dividen al conjunto de datos en cien partes con igual cantidad de datos cada
una, se conoce como percentiles.

Cada percentil concentra 1% mas de los datos que el anterior, el primero concentra el 1% de los datos, el
segundo el 2% de los datos y asi sucesivamente hasta el percentil 99 que concentra el 99% de los datos.

Para calcular el decil d de un total de n datos, se ordenan los datos de menor a mayor y se busca el dato
« ez . s n s .

cuya posicién se aproxime mas al valor d e Andlogamente para calcular el valor del percentil p, se busca

« o7 . s n

el dato cuya posicién se aproxima mas al valor p ik

b d
Problemasw
Calcula los deciles indicados en cada serie de datos, luego analiza la informacion que proveen estos datos.

a)6,9,2,10,1,7,8,2,7,5,11,12,9,5, 3,10, 12, 7, 4, 8. Deciles 3,5y 7.
b) 4,6, 10, 15,13,7,9,5,7,7,12,14,10, 9, 6, 11. Deciles 4,6 y 9.

Q13

D




Indicador de logro:

2.4 Determina y analiza los deciles y percentiles de una serie de datos simple.

Para finalizar esta leccidn se estudian las ultimas
medidas de posicidn, los deciles y percentiles, con
lo cual se puede realizar un andlisis mas detallado
del la forma que tiene la serie de datos.

\_ /

Solucién de problemas:

Propésito:

En esta clase se introducen tanto deciles como
percentiles en el Problema inicial, sin embargo
esto Unicamente es para introducir la Definicion,
puesto que para la serie de datos del Problema
inicial no tiene mucho sentido calcular percenti-
les (muchos se repetirdn); por esta razdén es que
en los Problemas no se refiere a percentiles, sino

Unicamente a deciles.

\_ /

a) Ordenando los datos: 1, 2, 2,3,4,5,5,6,7,7,7,8,8,9,9, 10, 10, 11, 12, 12.

. n . e .
Decil 3: d 0° 3 x 2 =6, por lo tanto, es el valor en la sexta posicion, es decir, 5.

no_

Decil 5: 0" 5 x 2 =10, por lo tanto, es el valor en la décima posicion, es decir, 7.

. n ;s . . ez .
Decil 7: d 0" 7 x 2 =14, por lo tanto, es el valor en la décimo cuarta posicidn, es decir, 9.

b) Ordenando los datos: 4,5,6,6,7,7,7,9,9, 10, 10, 11, 12, 13, 14, 15.

Decil 4: d 1% =4 x 1.6 =6.4, por lo tanto, es el valor en la sexta posicion, es decir, 7.

Decil 6: d % =6x 1.6 =9.6, por lo tanto, es el valor en la décima posicién, es decir, 10.

Decil 9: d 1% =9 x 1.6 = 14.4, por lo tanto, es el valor en la décimo cuarta posicidn, es decir, 13.
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2.5 Practica lo aprendido ~

1. Determina los 3 cuartiles de los siguientes conjuntos de datos obtenidos de la cantidad de personas
nuevas que son matriculadas en el Centro de Rehabilitacidon de Ciegos “Eugenia Duefias”. Luego analiza
la informacién que brinda cada cuartil.

a)5,10,8,6,3,2,8,12,5,1,7,9,4 b)3,2,5,9,10,15,7,9, 12,10, 3,1

2. Elabora y analiza el diagrama de caja de los datos de las personas matriculadas en el Centro de Rehabili-
tacion de Ciegos “Eugenia Duefias” (numeral 1).

3. Observa los siguientes diagramas de caja y estima la forma en que se distribuyen los datos usando histo-
gramas.

aH [— b) T : ¢) — | -

4. Analiza los siguientes diagramas de caja del desempefio de un atleta en el tiempo que tarda para recorrer
100 metros planos durante 12 semanas de entrenamiento.

a) ¢En qué semana se obtuvo el mejor rendimiento?

Tiempo (s)
24
b) ¢En qué semana tuvo el peor rendimiento? 20 'i’ I%l lil g + ;
16
, N 5 Thess,
c) ¢En qué semana marcd el mejor tiempo? 8

d) ¢Cémo fue el desempefio en la semana 7?

e) ¢Qué conclusiones puedes sacar del entrenamiento del atleta?

5. Calcula los deciles indicados en cada serie de datos, luego analiza la informacién que proveen estos
datos.

a)10,6,7,11,13,8,9,5,9,10,12,12,7,9, 11, 15, 4, 6. Deciles 2, 4 y 8.
b)10,5,7,11,8,9,12,7,6, 10,9, 8, 14, 13,9, 11, 5. Deciles 3, 7y 9.

c)8,54,21,7,3,9,10,9,38,6, 2,11, 3, 14, 11, 8, 13, 10, 6, 12, 10, 4, 3. Deciles 1,5y 7.




Indicador de logro:

2.5 Resuelve problemas correspondientes a las medidas de posicidn.

Solucién de problemas:
1a)1,2,3,4,5,5,6,7,8,8,9, 10, 12

El cuartil 1 es 3.5, el cuartil 2 es 6 y el cuartil 3 es 8.5.

El analisis es semejante al realizado

1b) 1, 2,3,3,5,7,9,9, 10, 10, 12, 15 en los problemas de la clase 2.1.

El cuartil 1 es 3, el cuartil 2 es 8 y el cuartil 3 es 10.

1 [

———¢
40111213 14 15

3a)|_|_‘_L\ 3b) rﬁ—h‘_‘—l_H_’_‘ 3C) |_|_|_m_’_’—l_|
T I — | —

43) Se podria asegurar que fue durante la semana 12 por dos razones; primero: porque obtuvo uno de los

tiempos mas bajos, y segundo: porque la mayoria de tiempos estdn concentrados en un rango muy
pequefo.

———¢ 2b)
9 1011 12

2a) —++tH
1 2 3435 7

bo —-
b 4
N —
=
n
-
N
D —t-
L

4b) Durante la semana 4 se observa concentracién de tiempos muy altos, aunque en las semanas de la 1
a la 3 también se concentra en tiempos altos, sin embargo, se registré al menos algunos tiempos mas
bajos que durante la semana 4, por lo tanto, se aprecia que su peor rendimiento es durante la semana 4.

4c) El mejor tiempo fue marcado durante la semana 12.

4d) El 25% de los tiempos mas bajos son bastante aceptables, sin embargo, en general no es muy bueno
el desempefio de la semana 7, puesto que el 75% de los tiempos resultaron un poco altos, en especial
porque la semana anterior tuvo un mejor desempeiio.

4e) En general, se marca una tendencia a mejorar semana tras semana (excepto particularidades), por lo
cual se puede pensar que fue un buen entrenamiento; por otro lado, cabe destacar que aunque hubo
semanas que alcanzé buenos tiempos, esto no indica que el atleta esta preparado para garantizar un

buen tiempo, sino que debe intentarse concentrar los resultados en un rango pequefio, tal como sucede
en la semana 12.

5a) Ordenando los datos: 4, 5,6,6,7,7,8,9,9,9, 10, 10, 11, 11, 12, 12, 13, 15.

Decil 2: d 1—% =2x1.8=3.6, por lo tanto, es el valor en la cuarta posicion, es decir, 6.
Decil 4: d % =4x1.8=7.2, por lo tanto, es el valor en la séptima posicién, es decir, 8.
Decil 8: d % =8x 1.8 =14.4, por lo tanto, es el valor en la décimo cuarta posicion, es decir, 11.

5b) Al ordenar los datos: 5,5,6,7,7,8,8,9,9,9, 10, 10, 11, 11, 12, 13, 14.
El decil 3 es 7, el decil 7 es 10, y el decil 9 es 12.

5¢c) Al ordenar los datos: 1, 2, 2, 3,3,3,4,4,5,6,6,7,8,8,8,9,9, 10, 10, 10, 11, 11, 12, 13, 14.
El decil 1 es 2, el decil 5 es 8, y el decil 7 es 10.
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2.6 Problemas de la unidad

Se realiza el control de calidad de un tipo de laptop, cuyo objetivo es evaluar el tiempo de duracién de la
carga de la computadora, para ello se toma una muestra de 50 computadoras y se registran los siguientes

datos:

Duracion de la bateria en horas

Cantidad de laptops

0a?2 10
2a4 15
4a6 9
6a8 9
8a1l0 5
10a12 2

a) Identifica la variable a estudiar y clasificala.

g) Calcula el coeficiente de variacion de estos datos.

b) ¢Qué tipo de muestreo es el mas adecuado para este control de calidad?
¢) éCuanto tiempo dura en promedio la bateria de una laptop de este tipo?
d) ¢ Cuanto tiempo es mas frecuente que dure la bateria de una laptop de este tipo?
e) éCudl es el valor de la mediana de este conjunto de datos?

f) Calcula la varianza y la desviacion tipica de esta muestra.

h) ¢Cémo es la representatividad de la media para el conjunto de datos?

i) La siguiente informacion es acerca de la duracién de la bateria de otro tipo de laptop:

Duracion de la bateria en horas

Cantidad de laptops

0a2 8
224 17
4a6 13
6a8
8a10
10a 12

Si se necesita comprar una computadora en la que se requiera la mejor duracién de la bateria, équé tipo

de laptop seria mas adecuado comprar? épor qué? Compara entre la laptop inicial y la mencionada en
el literal i.

~

b

12




Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes a estadistica descriptiva.

Solucién de problemas:

a) La variable es el tiempo de duracidn de la bateria, y es de tipo cuantitativa continua.

b) Puesto que solo es un tipo de laptop, lo mejor y mas sencillo seria un muestreo aleatorio simple.

Duracu;nn iilzsbaterla Clzr;t;:s:l(?)e Pun;c;))’r;r;)edlo fxPm | Pm-% | (Pm-xp | iPm—xp

Oa2 10 1 10 -3.6 12.96 129.6

2a4 15 3 45 -1.6 2.56 38.4

4 a6 5 45 0.4 0.16 1.44

6a8 7 63 2.4 5.76 51.84

8a10 9 45 4.4 19.36 96.8

10a12 2 11 22 6.4 40.96 81.92

TOTAL 50

10+45+45+63+45+ 22 N - Se considera conveniente asignar a
c)x= 50 =4.6. dx=3 e)x=4 la mediana el valor limite de la clase

ya que la posicién del elemento me-
dio de la muestra al ordenarse como

_129.6+38.4+1.44+51.84+96.8+81.92

2 ~ ~ ~
fs 49 =8.16,5=V8.16 = 2.86. o0 simple es 25.5, es decir entre
la clase 2 y 3; sin embargo, también
g) CV= %(100) = (2.86 +4.6)(100) = 62.2% puede tomarse el valor del punto me-
X

dio de la clase mediana (50 + 2 = 25).
h) A partir del coeficiente de variacion, se puede concluir que la media es no representativa.

Para determinar la representatividad de la media, puede
recomendar a sus estudiantes revisar la tabla de la clase 1.8.

i) Calculando la media y desviacion tipica:

Duracu;rrl] (;I\t;l:sbaterla C;;t;:;:(?)e Pun;c;’r;)edlo fxPm | Pm-% | (Pm-xp | fiPm —xp
0a2 8 1 8 -3.36 11.29 90.32
2a4 17 3 51 -1.36 1.85 31.45
4a6 13 5 65 0.64 0.41 5.33
6a8 7 56 2.64 6.97 55.76
8a10 9 27 4.64 21.53 64.59
10a12 1 11 11 6.64 44.09 44.09
TOTAL 50

x= 83+51+65 ;'056 *27+11 _ 436 §2~5.95 5= 5095 ~2.44, CV = (2.44 + 4.36)(100) = 55.96%.

En este caso se vuelve un poco dificil determinar cudl tipo de laptop seria mas adecuada, puesto que
aunque la media del segundo tipo de laptop es mas representativa (por una diferencia minima), tam-
bién la duracién promedio es un poco mas baja, entonces para este caso con los datos calculados se
determina que comprar una u otra seria casi lo mismo.
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2.7 Problemas de la unidad ~

A continuacién se presentan los datos obtenidos por semana durante las Ultimas 8 semanas del
rendimiento de un atleta de salto largo, en el cuadro se registra la longitud saltada en metros:

Semana 1 35138 (37 |38|39]|37]|40
Semana 2 38 |42 |43 |42 |44 |46 | 46
Semana 3 45 | 48 | 47 | 49 | 49 | 53| 5.2
Semana 4 52 | 55|57 |56|58|59]6.0
Semana 5 58 | 63|65 |68 | 68|69 ]| 6.8
Semana 6 6716970 |65|68]|70|71
Semana 7 69 727372747175
Semana 8 74 |77 |78 |76 |79 |78 |79

a) Realiza una aproximacion de los cuartiles para los datos de cada semana.
b) Construye el diagrama de caja y bigotes para cada semana.

c) Realiza un diagrama que compare el desempefio del atleta durante las 8 semanas mediante los
diagramas de caja y bigotes.

d) éEn qué semana se obtuvo el mejor rendimiento?
e) ¢En qué semana tuvo el peor rendimiento?

f) ¢éEn qué semana marcé el mejor salto?

g) ¢Cémo fue el desempeiio en la semana 7?

h) ¢A partir de qué semana se puede asegurar con mayor probabilidad que el atleta puede realizar un
salto de al menos 5 metros?

i) éSe puede pensar que después del entrenamiento de la semana 1, el atleta era capaz de saltar al
menos 4 metros? ¢por qué?

j) éQué conclusiones puedes sacar del entrenamiento del atleta?

k) El siguiente grafico ha sido elaborado con los promedios de cada semana, establece las ventajas entre
el diagrama elaborado en el literal c) y el diagrama presentado a continuacion.

Distancia (m)
8_




Indicador de logro:

2.7 Resuelve problemas correspondientes a estadistica descriptiva.

Solucién de problemas:

a)Semana1:Cl1= 3.7,C2=3.8,C3=3.9;semana 2: C1= 4.2,C2=4.3,C3 =4.6;
semana3:C1=4.7,C2=49,C3=5.2;semana4:C1=5.5,C2=5.7,C3=5.9;

semana5:C1=6.3,C2=6.8,C3=6.8;semana6:C1=6.7,C2=6.9,C3=7.0;
semana7:C1=7.1,C2=7.2,C3=7.4;semana8:C=7.6,C2=7.8,C3=7.9.

b) S1: e—— ) S2: o— — —
35 3.6 312318 39 4.0 3.8 39 40 41 42 413 44 45 46
S3 Fe 1 1 1 1 & S4.¢ : : : : ¢
45 46 a7 48 4da 5o 51 5 53 52 53 54 55 56 517 58 5|9 6.0

S5 ——— — * S6: ¢— } ]
58 59 6.0 6.1 62 63 64 65 66 67 68 6.9 6.5 6.6 6lz68 69 70 7.1
S7: ¢ } * S8: ¢— }
69 711712 73 74 75 74 75 71677 78 7|9

¢) Distancia (m) d) El mejor rendimiento fue durante la semana 8, puesto que el
8.0 - rango entre el cuartil 1 y el dato superior es muy poco.
7.8 5
7.6 - ﬁ e) Durante la semana 3 se dio que el 75% de los datos se distribu-
;‘2‘ G yeron en un rango muy grande, muy parecido a la semana 4y 5.
7.0 a f) Durante la semana 8.
6.8 -
6.6 g) Fue bastante regular, casi todos los cuartiles dividen los datos
g';‘: en rangos muy parecidos, y el atleta presentd saltos de longitud
6.0 muy aceptable.
5.8 4 .
564 h) A partir de la semana 3 poco menos del 50% de los datos so-
5.4 4 brepasan los 5 metros, sin embargo, a partir de la semana 4 con
2(2, total seguridad los sobrepasa.
2-2' i) No, porque a pesar que logré esa marca en los saltos de esa se-
e mana, casi el 100% de los datos esta por debajo de esa marca,
4.2 1 por lo tanto, seria casi imposible que el atleta lo lograra en esa
4.0
oy % semana.
3.6 4 . . , .
344 j) Fue un entrenamiento muy bueno, que presentdé grandes mar-

32+ genes de mejora entre cada semana, y que apartir de la semana
3.0 6 se reguld un poco y sus marcas fueron muy buenas.

T 1 r 1111 semana
7 8

k) En el grafico de los promedios Unicamente se puede apreciar la tendencia de mejora, pero no se logra sa-
ber el comportamiento de los resultados en cada semana, las semanas con mayor estabilidad y simetria
en los datos. Por lo tanto, el grafico con diagramas de caja puede ser utilizado para extraer informacion
con mas detalle, incluso se puede tener una idea sobre la dispersion a partir del rango de los datos, entre
otras ventajas.
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Practica en GeoGebra

4 M\
3.1 Practica en GeoGebra: analisis estadistico
Para esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para realizar analisis estadistico de una variable,
y construir diagramas de caja y bigotes sobre las situaciones planteadas en la unidad. Para ello sigue los
pasos indicados en la parte de Practica y construye los diagramas y el analisis necesario. Luego trabaja en
GeoGebra la parte Actividades que estd al final de esta practica.
Practica
Retomando los datos del problema de la clase 1.5:
Velocidad en Km/h
1. Selutlllz?ra la vista de I:qalde calculo, pa;ara eIIoI puedes 60 | 65 408080/ 90 | a5
utilizar el menu que se abre al iniciar GeoGebra en la opcién
, nenugue: =0 P 70 | 100] 70|50 |80 | 55 [ 120
Hoja de Calculo, o bien, desde el menu vista dando click en
la opcidn Hoja de Cdlculo, y se abrird una ventana como la 75 | 65 190|85]70]100) 55
que se muestra abajo. 110 | 70 | 95|70 |80 | 115|100
¥ Hoja de Calculo
ALINCIBEEIEY |E-
GeoGebra Clasico A B | c| o E | e | w [ v [ v ]
1
¢ Grafica 2 | |
I~ CAS % } |
@ Geometria = | |
&  Gréficas 3D ol ‘ ‘
i Hoja de Calculo 7 \ \
2. Probabilidad 8 \ \
| 9 | \ \
10 \ \
11 \ \
12 | |
2. Ingresa los datos de la tabla de velocidades uno por uno en la columna A A A
de la vista de Hoja de Calculo. L1 60 60
2 65 2 65
. . L . [3] 40 KN 40
3. Manteniendo presionado el clic izquierdo, selecciona todos los datos que 4 80 4 80
se ingresaron, estos quedaran sombreados en un color azul suave. L5 & 5[ 8
B8 90 6 90
. , g . y 7 45 7 45
4. Ahora utiliza el botén Analisis de una variable, luego se abrird un B 70 5 -0
cuadro de texto llamado “Fuente de datos”, en ella apareceran los datos 9 100 9 100
seleccionados en el paso anterior, presiona Analiza y se mostrara una % ;g % ;g
grafica como la que se muestra a continuacién. 2 s 2 80
13 55 13| 55
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ay X 14 120 14 120
= 7?7 G 15 75 15 75
dﬂl” ("Z}V“, zv‘ = 6| 65 16 65
> Visf 4Hdﬂ] Analisis de una variable an 17 90 17 90
18 a5 18] 8
EE.. Andlisis de Regresion de dos variables s 19 70 19 70
= ; 20 100 2 100
== Andlisis Multivariable ; \ 7 55 21 55
oo | 22 110
L2\ Calculadora de probabilidad |22 | 110 =
3 23 70 | 25 | -
‘ ¥ 24 95 24| 95
> 25 70 25 70
2 26 so| |ECHI 80
27 1s 2 115
0 28 100 28 100,
40 60 80 100 120 T
- J
N /




a I

5. Al expandir las opciones, puedes notar que la grafica que se presenta es
un histograma, y que es posible seleccionar diferentes tipos de graficos
estadisticos, entre los cudles estan el diagrama de barras (estudiado en  {pegemacesans

Diagrama de Caja
educacidn basica), histograma (estudiado en 8° grado), diagrama de caja  gaemeseres
(estudiado en esta unidad) y otros diagramas que no se han estudiado =5
.
por el momento. —‘
2
0
40 60 80 100 120

6. En la parte superior derecha puedes extender las opciones de la vista, en ella marca las opciones de
tabla de frecuencias (la cual puedes construir manualmente) que creara una tabla de distribucién de
frecuencias de forma automatica; y marca la opcién poligono de frecuencias, y se obtendra el siguiente
resultado. -

I o = C
Histograma <1 oo
| Histograma Grafica
8 Clases
O Establecer las clases manualmente

6 Reglas de clase:

®=<x<
1 O<x=
4 Tipo de frecuencia

O Acumulada

@© Cuenta
2 ORelativo

O Normalizado
0 Muestra
| 20 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 [ Histograma
Intervalo Frecuencia [ Tabla de frecuencias
40-56 5 ~ | & Poligono de frecuencias
56-72 Curva Normal
72-88 6
88-104 6
104120 . K} I - -------

7. Finalmente selecciona la opcidon Estadisticas, ubicado en la parte superior izquierda, con icono de un
simbolo de sumatorio, asi se obtendran algunos estadisticos como la media, la desviacién estandar
(muestral y poblacional), cuartiles, mediana, minimo, maximo, etc.

€2 Ansiis dedotor T x
Ll = :
B -
. Estadisticas v istograma 3 1 o
8. Comprueba la resolucién de este problema, - =
verificando tu respuesta y luego corregir si es P —
. X |a185
necesario. s s i
Q1 65
Mediana | 77.5
Q3 925
Max_[120 ]
2
¥ 30 0 50 80 0 80 90 100 110 120 130
Intervalo Frecuencia
140 - 56 5
56-72 8
72-88 6
88 - 104 6
Actividades

Utiliza la herramienta de la hoja de cdlculo de GeoGebra para resolver el problema de la clase 2.7 acerca

de problemas de la unidad, para ello, como se requiere comparar datos por cada semana, ingresa en cada

columna los datos de una semana, por ejemplo, los datos de la semana 1 en la columna A, la semana 2 en
la columna B, y asi sucesivamente hasta llegar a la semana 8 en la columna H. Luego selecciona todos los
datos, y utiliza la opcidn de analisis multivariante.

D
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Indicador de logro:

3.1 Utiliza un software matematico para realizar el analisis estadistico descriptivo de una serie de datos.

Propésito:

Utilizar software y contextualizar la forma de reali-
zar analisis estadistico, en donde no es prioritario el
calculo, sino la interpretacidn y analisis que se pue-
da realizar de los calculos realizados por el software.

Luego de haber desarrollado todos los contenidos
sobre los conceptos bdsicos de estadistica des-
criptiva, se utilizard GeoGebra para hacer y reali-
zar el andlisis estadistico de series de datos.

Solucién de problemas:

Siguiendo las indicaciones del problema, se obtendra el siguiente resultado en GeoGebra:

€7 GeoGebra Classic 5 - X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=1 0z ¥

) Vista Algebraica X | * Hoja de Calculo B | » Analisic de datos >
Numero EEEEE o
B5=44
A1 4 7 |=35

A | 8 | c | o 3 £ ® H |
a8 42 4z 55 63 59 72 77
AT
a7 43 a7 57 65 7 73 78
a7 45 53 59 69 7 71 78 B187 }—D:l
o }_D:H

DID7

GCajas superpuestas

o[ =[s[aTalsTo]s ]
-
S
-
o
.
3
-

E

E1ET

i

FIFT

-

61:67

e }—[D

25 3 35 4 45 5 55 [ 65 7 75 8 85

g

N
R

Estadisticas v

n Wedia o s Hin a1 Wediana a3 max
37714 0.1485 0.1604 35 a7 38 39 4

43 02563 02769 38 42 43 46 46
49 0.2563 0.2769 45 47 49 52 53
56714 02491 0.269 52 55 57 59 6

65571 03659 03952 58 63 68 638 69
68571 01917 0.207 65 67 69 7 71
7.2286 01829 0.1976 69 7 72 74 75
7.7286 0.1666 01799 74 76 78 7.9 79

ALAT
B1.67
cict

D107

ETE7

FIF7
G1:67

v

H1HT

wlwlwlwlelpnlpnlelwvls
BIB8e8BRNEERIE

7
7
7
7
7
7
7
7

"

Con GeoGebra es muy sencillo generar la grafica que se realizd en la clase 2.7, y con lo cual el énfasis puede
ser en el andlisis y la correcta interpretacion de los resultados. En esta parte hay que destacar que, actual-
mente todos los andlisis estadisticos utilizan software, debido a la eficiencia que esto supone, ademas de
aspectos como reduccién de errores de cdlculo, y el hecho de que para trabajar con bases de datos gigantes
(obtenidas de censos o estudios muestrales a gran escala) es humanamente imposible realizar el célculo de
los pardmetros y estadisticos correspondientes. Finalmente, cabe destacar que Geogebra presenta muchas
herramientas para trabajar diferentes dreas de la matematica, y es suficiente para realizar andlisis estadisti-
co con intencién diddctica, sin embargo, no es un software adecuado para trabajar bases de datos gigantes;
para ello se suelen usar diferentes softwares estadisticos como: R (libre), Stata (comercial), SPSS (comercial),
etc.



Prueba de unidad 8. Estadistica descriptiva

Matematica, primer afno de bachillerato.
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccién: Sexo:[ | masculino /[_]femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuadernoy libro cerrados. Se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45 minutos.
Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Se realiza un control de calidad del proceso de envasado de dos sabores de soda en dos plantas diferen-
tes. Por lo que se hace un muestreo estratificado a partir de las unidades envasadas de cada marca en las

dos plantas, tal como se muestra en la siguiente tabla:

Sabor A Sabor B
Planta 1 60 80
Planta 2 40 20

Determina una forma para seleccionar una muestra de 60 unidades.

Respuesta:

Unidades del sabor A de la planta 1:
Unidades del sabor B de la planta 1:
Unidades del sabor A de la planta 2:
Unidades del sabor B de la planta 2:

2. Determina qué tipo de muestreo no probabilistico consideras mds adecuado para cada situacion.

a) Inconvenientes al estacionar el vehiculo en el parqueo de un determinado centro comercial

b) Comida favorita de los miembros de un equipo de futbol de la liga mayor

Respuesta:
Tipo de muestreo para a):
Tipo de muestreo para b):

3. En unsaldn de clases de primer afio de bachillerato se registra la estatura de una muestra de 20 estudian-
tes en cm, obteniendose los siguientes resultados.

Estatura (cm) esctaur:j?:::ast(af) Pun;c;nrr;;e eI fx Pm Pm-x (Pm - Xx)? fiPm — X)?
De 145 a 155 1
De 155 a 165 2
De 165a 175 10
De 175 a 185 6
De 185 a 195
TOTAL 20




a) Determina la media aritmética, mediana y moda para las alturas de los
20 estudiantes.

Respuesta:
X =
X =
b) Calcula la varianza y la desviacion tipica para las alturas de los 20 es-
tudiantes.
Respuesta:
§’=
S =
c¢) Utilizando el ceficiente de variacidn, determina si la media es confiable.
Respuesta:
CV-=
4. Determina el Rl del siguiente conjunto de datos.
16,1, 10,12, 11,6, 6, 13, 16, 15, 16, 8, 5, 3, 2
Respuesta:
Rl =
5. Con los datos del numeral 4 realiza lo siguiente:
a) Elabora un diagrama de cajas y bigotes.
b) Analiza el diagrama elaborado en el literal a.
Respuesta:
6. Para los datos del numeral 4, determina los deciles 4, 6y 9.
Respuesta:
D4 =
D6 =

D9 =




Descripcion de la prueba:

La prueba consta de 10 items, tomando cada literal como un item a excepcion del numeral 2. Se indica la
respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema donde
esta el asterisco (*). La prueba tiene una duracién de 45 minutos.
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Prueba del cuarto periodo

Matematica, primer afno de bachillerato.
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccién: Sexo:[ | masculino /[_]femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuadernovy libro cerrados. Se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 90 minutos.
Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

- N
1. Dados los vectores @, b y ¢ dibuja el vector @— b + ¢ .

/8

ol

=

N

- 4 =3
2. Determina las coordenadas del vector 20A — 30B en la base (i, j).

Respuesta:

3. Calcula el valor de x de tal manera que los vectores & = (-1, 4) y U = (5, x) sean paralelos.

Respuesta:

4. Dado el trapecio rectangulo ABCD con AD =8, AB = 3, BC = 5. Calcula el producto escalar C_B) D_C)
C B

Respuesta:




5. Determina las coordenadas del vector (3, 2) en la base (1, 3), (4, 5).

Respuesta:

6. Determina el valor del angulo entre los vectores (v3, 1), (3, V3) con coordenadas en una base ortonormal.

Respuesta:

7. Efectuia el producto de los nimeros complejos z = 2(cos 144° + isen 36°), w = —cos 186° + isen 174°.

8. Dados los nUmeros complejos z= 2y w =1 —1i realiza lo siguiente:

. 2 . . . Zz
a) Calcula el cociente -5 b) Grafica los nUumeros complejos z, w Y

(Respuesta: J




9. Realice, con los datos de la siguiente tabla, un muestreo aleatorio estratificado de 40 personas que asisten
a una conferencia.

Mujeres Hombres
De 20a 35 30 20
De 35a50 20 15
De 50 a mas 10 5

(" Respuesta: )
Mujeres de 20 a 35 afios:
Mujeres de 35 a 50 afios:
Mujeres de 50 a mas:

Hombres de 20 a 35 afios:
Hombres de 35 a 50 afios:

Hombres de 50 a mas:
\_ J

10. Elabora el diagrama de caja de los siguientes datos
10, 11, 15, 12,12, 14, 18, 22, 16, 13, 15, 12

11. Determina los deciles 1, 4, 7 y 8 del siguiente conjunto de datos.
29, 14, 22, 28, 16, 31, 23, 18, 21, 34, 21, 27, 23, 16, 28, 21, 30, 31, 24, 20

(Respuesta: )
Decil 1:

Decil 4:

Decil 7:

Decil 8:
\_




12. Se tiene el registro de las estaturas de una muestra de 50 estudiantes de un centro escolar, en la siguiente
tabla.

Estatura Frecuencia
De 130 a 140 9
De 140 a 150 10
De 150 a 160 18
De 1602170 8
De 170 a 180 5
Total 50
: A\
a) Calcula la media de la muestra x. Respuesta:
X =
Y,
b) Calcula la mediana ¥y la moda X de la muestra. (" Respuesta: )
X =
x=
g J
c) Calcula la desviacion tipica de la muestra s.
( Respuesta: )
S =
\ J

13. Los siguientes datos son sobre la cantidad de dias que dura una bateria en un reloj de pared. Determina
cual de las medias es la mas confiable.
Marca A: x=85,s5=09. Marca B: x=91, s =5. Marca c: x=97, s = 10.

Respuesta:




14. En la siguiente tabla se tiene el promedio por seccién de un instituto nacional en la PAES, determine el
promedio del instituto.

Seccion NUmero de | Promedio
estudiantes PAES
A 39 7.52
B 32 7.18
C 43 7.83
D 31 7.01 Respuesta:

15. En un turicentro se tiene previsto que asistan 1200 personas el dia sdbado. Ese dia se realizard una entre-
vista a algunos visitantes, por lo que se tienen las siguientes alternativas para seleccionar una muestra.
a) El encuestador seleccioné aleatoriamente entre los primeros 24 visitantes al numero 10 y luego entre-
vistd a cada 24 visitantes hasta completar 50 entrevistas.
b) Al turicentro asisten nifios, jovenes, adultos y personas de la tercera edad. Las encuestas se realizan a
los jovenes y adultos.
c) Los boletos de entrada han sido marcados aleatoriamente y se entrevistara a los asistentes que tengan

esta marca.
(" Respuesta: )
Clasifique el tipo de muestreo realizado en cada alternativa: a)
e Aleatorio simple
¢ Aleatorio sistematico b)
e Por conglomerado
e Estratificado c) )
. . . _ 1
16. Si el nimero complejo z cumple |z| =1 demuestre que zZ = >
17. Determina los nimeros complejos z tal que 23 = i.
(" Respuesta: )
z, =
p—




Descripcion de la prueba:

La prueba consta de 20 items, en los problemas 8 y 12 a cada literal le corresponde un item; son 15 items
de conocimiento, 3 de aplicacidn y 2 de razonamiento. Se indica la respuesta correcta de cada item en el
recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema donde esta el asterisco (*).
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)

Cada angulo mide 20°, trazando las alturas punteadas se cumple que
sen 10°

1 o __ o _
h= 505 30° Y entonces sen 10° = x cos 20°, por lo tanto x = o5 20°

2cos 2
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