Caracteristicas de
los tringulos
cuadrilateros

El matematico y gedmetra griego Euclides, establecio
relaciones entre paralelogramos y tridangulos con la mis-
ma base, que se forman entre rectas paralelas; estas re-
laciones fueron utilizadas para demostrar otras como la
mostrada en la imagen, que corresponde a la proposi-
cién |. 47 del libro Los Elementos.

llustracion de la proposicion I. 47,
texto Los Elementos de Euclides.

Los tridngulos son utilizados como base para
construir puentes, ventanas, puertas, vele-
ros, sefiales de transito, ganchos para colgar
la ropa, etc. Esto debido a que el triangulo
es la Unica figura que no se puede deformar,
se haga lo que se haga, seguira siendo un
triangulo.

Pasarela del Redondel Masferrer, San Salvador.

En el desarrollo de los contenidos de esta uni-
dad, conoceras y demostrards propiedades de
triangulos y cuadrilateros, mediante el uso de
los criterios de congruencia de triangulos, asi
como la relacion entre las areas de tridngulos y
cuadrilateros.

M

Trigngulos de igual base e igual altura.



1.1 Triangulos isdsceles

I Clasifica los siguientes triangulos segln la longitud de sus lados, y menciona la caracteristica de los
triangulos isdsceles.

a) b) c) d)
4 cm 4cm
4 cm 4.cm 6cm 3cm 4.24 cm
3cm
4 cm
4 cm 3cm 3cm
4 N\

Ti | 3 lad de i I tud . | Observa que también cada tridngulo
a) |en.e’ 0s 3 lados de igual longitud, entonces es un triangulo | .. o de clasificar por sus dngulos:

equilatero.

b) Tiene 2 lados de igual longitud, entonces es un triangulo isdsceles. | a) Es acutangulo (3 dngulos agudos).
c) Tiene los 3 lados de diferente longitud, entonces es un tridngulo | b) También es acutangulo.
escaleno ¢) Es obtusangulo (un angulo es ob-

d) Tiene 2 lados de igual longitud idngulo iséscel tuso).
) lene ados deigua Ongltu ,entoncesesuntrlanguOISOSCG es. d) Esrecténgulo(unéngulorecto).

-

C La definicion de los triangulos isdsceles es que dos de sus lados son de igual longitud y se caracterizan

porque la medida de dos de sus angulos es igual. Arista

Las partes de un triangulo isosceles son:

Arista: Es el vértice donde concurren los lados de igual longitud. Lados opuestos a
Base: Es el lado opuesto a la arista. angulos adyacentes
Angulos adyacentes: Son los angulos formados por la base y los

otros dos lados del tridngulo.

Lados opuestos a angulos adyacentes: Son los lados de igual Base

longitud en un triangulo isésceles. Angulos adyacentes

®Veriﬁca la construccién de un tridngulo isdsceles utilizando papel y comprueba que dos de sus lados y
angulos son iguales. Realiza los siguientes pasos:
1. Toma una hoja de papel y déblala formando un rectangulo tal como se muestra en la figura 1.
2. Sefiala la diagonal de ese rectangulo y corta con la tijera exactamente en la diagonal (figura 2).
3. El triangulo que queda en medio, dividelo por la mitad tomando punta a punta y comprueba que es
isdsceles viendo que sus angulos y lados coinciden (figura 3).

/) O\
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Clasifica los siguientes triangulos, argumenta tu respuesta y sefiala las partes de los tridngulos isdsceles.
d)

5cm
3cm

4cm




1.2 Teorema del triangulo isdsceles

P Demuestra que, si el AABC es isdsceles con lados AB = AC, entonces <XABC = XACB.
A

(Como aplicacion de los criterios de congruencia de triangulos, )
se tiene la demostracion de un teorema clasico, conocido como
el Pons Asinorum, o puente de los burros, que establece que
“En un triangulo isésceles, los angulos de la base son
congruentes” (un triangulo isésceles es aquel que
tiene dos lados congruentes y el tercer lado se le Ila-

\ma base). Pinasco, J. (2009). Las Geometrias.

B C

S Se traza el segmento AD con D, el punto medio de BC. A

DB = DC (por construccion).
Entonces, AABD = AACD (por criterio LLL, AD es comun, y AB = AC por hipétesis).

Por lo tanto, XABC = <ACB (por la congruencia de los triangulos).

&

C En un tridangulo isésceles, los angulos de la base son congruentes.

{

\ 1. Determina la medida de los dngulos restantes de cada tridngulo aplicando el teorema demostrado.
b) c)

a)
A
A A
C
130° P
B C
65° B
B C

2. En la siguiente figura considera que BD = CD = AD. Justifica las igualdades planteadas en cada literal
dejando constancia de lo realizado.

a) <DAB = <DBA A

b) «DAC = <DCA

c) <DBA + <ACB = 90°

d) «CAB =90° B } f C




1.3 Bisectriz de un triangulo isdsceles

P Demuestra que en un triangulo isésceles ABC, la bisectriz del angulo comprendido entre dos lados de
igual longitud es mediatriz del lado opuesto.

A La bisectriz de un triangulo: es el segmento que divide a cualquiera de sus

tres angulos en dos partes iguales y termina en el correspondiente lado
opuesto.

La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular a dicho segmento y
que lo divide a la mitad.

A A

Bisectriz Mediatriz

S |
En la figura AABD = AACD (por criterio LAL, AB = AC, AD es compartido y <BAD = <CAD por hipétesis).

Entonces DB = DC (por la congruencia de triangulos).
A
<ADB = <ADC (por la congruencia de triangulos) . .. (1)
<LADB + <ADC = 180° (por ser angulos suplementarios) . . . (2)
Entonces, 2<ADB = 180° (por (1) y (2)).
Y <ADB =90°, y entonces AD LBC.
B D C
Por lo tanto, AD es mediatriz de BC (DB = DCy AD 1 BC).
. J

C En un tridngulo isésceles se cumple que la bisectriz del angulo comprendido entre los dos lados de igual
longitud del triangulo es mediatriz del lado opuesto.

Observa que por este resultado se puede concluir que la
bisectriz del angulo comprendido entre los lados de igual
longitud, también es altura y mediana del triangulo isds-
celes.

Demuestra que si el AABC es isdsceles y si se trazan las bisectrices de los dngulos adyacentes, siendo P
el punto de interseccién entre las dos bisectrices, entonces el APBC es isdsceles.

A

Za\}



1.4 Triangulos equilateros

P Demuestra que los angulos del triangulo equilatero ABC son de igual medida, y cada uno mide 60°.

A

Un triangulo equilatero es aquel cuyos
tres lados tienen igual longitud.

S

ZABC = <BCA (ya que AB = AC) . ... (1)

ZBCA = <CAB (ya que BC = BA) ... (2)

Por lo tanto, <ABC = <BCA = «<CAB (por (1) y (2)).
60° 60°

Sea x la medida del dngulo:

A un tridngulo que posee sus tres
3x = 180° (por la suma de los angulos internos de un triangulo). angulos de igual medida se le
puede llamar equiangular.

Entonces, x = 60° (resolviendo la ecuacidn).

Por lo tanto, cada uno de los dangulos de un triangulo equildtero mide 60°.
.

C En un tridngulo equilatero cada uno de los angulos internos mide 60°.

i

\ Sea el AABC equilatero, y ademas BE = CF = AD. Demuestra que el ADEF es equilatero.

A




1.5 Teorema sobre tridngulos isosceles y equilateros

P

Demuestra que si la medida de dos angulos de un triangulo es igual, entonces la longitud de los lados
opuestos a estos angulos es igual.

A
Este resultado se suele enunciar
como “a angulos de igual medida se
oponen lados de igual longitud”.
B C
S Trazando la bisectriz de <CAB, se tiene que A

<DBA = «DCA (por hipotesis) . .. (1)

<DAB = <DAC (por construccion de la bisectriz) . . . (2)

<BDA = 180° — («DBA + «DAB) (teorema de angulos internos de triangulos).
= 180° — (%DCA + «DAC) (por 1 2).
= JICDA

B D C
Entonces, AABD = AACD (por criterio ALA, AD es comun, <BDA = <CDA y <DAB = «<DAC).

L Por lo tanto, AB = AC (por la congruencia).

C

En un triangulo, si dos dngulos tienen igual medida entonces los lados opuestos tienen igual longitud.

®Demuestra que si todos los dangulos de un tridangulo son iguales, entonces es un tridngulo equilatero.

A
AB = AC (por «BCA = <ABC, aplicando el resultado demostrado). .. (1)
CA =BC (por <ABC = «CAB, aplicando el resultado demostrado). . . (2)
Por lo tanto, AB = BC = CA, y el triangulo es equilatero (por (1) y (2)). B C

Utilizando los datos en la siguiente figura, demuestra que AFAB, AFBC, AFCD y AFDE son equilateros.

C 4 A

60°




1.6 Reciproco y contraejemplo de un teorema

I Compara y determina la diferencia entre los siguientes teoremas:

¢ Si un triangulo es isdsceles, entonces el tridangulo tiene dos angulos de igual medida.
e Si un triangulo tiene dos angulos de igual medida, entonces el triangulo es isdsceles.

S .

Analizando el primer teorema: “Si un triangulo esisésceles, entonces tiene dos angulos de igual medida”.

Condicidn cierta (hipotesis): El tridngulo es ) Condicién a demostrar (conclusion): El triangulo

isosceles (tiene dos lados de igual longitud). tiene dos angulos de igual medida. Demostrado
A en la clase 2. A
—_—
B C B C

Analizando el segundo teorema: “Si un triangulo tiene dos angulos de igual medida, entonces el
triangulo es isésceles”.

Condicidn cierta (hipotesis): El tridngulo Condicion a demostrar (conclusién): El tridngulo

tiene dos angulos de igual medida. es isésceles (tiene dos lados de igual longitud).
A Demostrado enlaclase5. A
—
B C B C

El primer teorema es diferente del segundo, pues la condicién que se cumple en el primero es la que
hay que demostrar en el segundo, y la condicidon que se cumple en el segundo es la que hay que de-
mostrar en el primero.

C El teorema que intercambia la hipdtesis y la conclusién de otro teorema se conoce como teorema
reciproco. El reciproco de un teorema puede que no se cumpla, en ese caso hay que presentar un ejem-
plo que muestre que no se cumple y se conoce como contraejemplo.

®Escribe el reciproco del siguiente enunciado, en el caso de no ser cierto, dar un contraejemplo que lo
justifique: “Todo tridngulo equilatero es isésceles”.

Reciproco: “Todo triangulo isdsceles es equilatero”. No se cumple, observa el contraejemplo.
Contraejemplo: El tridangulo de lados 5 cm, 5 cm y 6 cm, es isésceles pero no es equilatero.

1. Determina el reciproco: “Si los 3 dangulos de un triangulo son iguales, entonces el A
triangulo es isésceles”. Escribe el reciproco, demuestra si se cumple o proporciona
un contraejemplo si no se cumple.

2. Determina el reciproco: “En el tridangulo ABC, si AB = ACy AD es bisectriz de <CAB,
entonces AD es mediatriz de BC”. Escribe el reciproco, demuestra si se cumple o
proporciona un contraejemplo si no se cumple.



1.7 Primer criterio de congruencia de triangulos rectangulos

P Demuestra que si en los tridngulos rectangulos AABC y AA'B'C' se cumple que
<« CAB = <C'A'B', <ABC = <A'B'C' =90° y AC = A'C'; entonces, AABC = AA'B'C".

Recuerda que los lados de un
triangulo rectangulo tienen

A los siguientes nombres:
A
Catetol : Hipotenusa
C B' c' C

B Cateto

S Los tridngulos tienen los tres dangulos de igual medida porque son rectangulos.

A A
Ademas, <CAB =« C'A'B".
Por lo tanto, AABC = AA'B'C' (por criterio ALA).
B C B c

- J

C Si en un triangulo rectangulo se cumple que la hipotenusa y un dngulo agudo son respectivamente de
igual medida, entonces los tridngulos son congruentes.

{

\ En los siguientes triangulos rectangulos, identifica los congruentes entre si. Justifica tu respuesta.

a) b) c)
55°
55°
4
n 55° -
4 3
L]
4 4
3
55° 55°
55°




1.8 Segundo criterio de congruencia de triangulos rectangulos

P Demuestra que si AC = DF, AB = DE y ¥ACB = «DFE = 90°, entonces AABC = ADEF.
A D

B 'C F E

S Haciendo coincidir los lados AC y DF.

Los puntos B, C, E estan alineados (XBCE = <BCA + ¥EFA =90° +90°=180°). A -p

Entonces, AABE es isosceles (B, C, E estan alineados y AB = AE).

Luego, <ABE = <XAEB (AABE es isdsceles).

Por lo tanto, AABC = ADEF (tienen un cateto e B I E
hipotenusa de igual medida). C=F

&

C Criterios de congruencia de triangulos rectangulos

Dos triangulos rectangulos son congruentes si se satisface alguna de las siguientes condiciones:

A D
1. La hipotenusa y un angulo agudo son respectiva- [k [A
mente de igual medida. B C E F
2. La hipotenusa y un cateto son respectivamente de A D
igual medida. m m
B C E F

\ 1. En los siguientes triangulos rectangulos, agrupa los que son Observa que si dos catetos tienen

congruentes. Justifica tu solucién. igual medida también los triangulos
son congruentes por criterio LAL.

b) c) 2 d)
4 A 2.82 2 2.82
p A

2. Enla figura AB = AC, BD L ACy CE 1L AB. Demuestra que

a)

a) ABCD = ACBE
b) AE = AD B C



1.9 Condiciones necesarias y suficientes

P Considera dos condiciones Ay B sobre un triangulo ABC:

A: ABC es un triangulo equilatero B: ABC es un triangulo isésceles

a) Si AABC cumple A, itambién cumple B?
b) Si AABC cumple B, i{también cumple A?

c) Si AABC no cumple B, {tampoco cumple A?

a) Si un triangulo ABC cumple la condicién A, también cumple B; pues los tridngulos equilateros
tienen los 3 lados iguales y para ser isdsceles Gnicamente necesita 2 lados iguales; por tanto si se
cumple A también se cumple B.

b) No se cumple siempre, pues que un tridngulo sea isdsceles no es suficiente para que sea equila-
tero; porque la medida del tercer lado (base), puede ser igual o distinta a la medida de los otros 2
lados.

c¢) Si un triangulo no es isésceles, tampoco puede ser equilatero; pues para ser isdsceles necesita 2
lados iguales y para ser equilatero los 3 lados iguales.

Cuando se cumple la proposicion “si A, entonces B”, se dice que “A es suficiente para B” y que “B es
necesaria para A”.

Una condicidn es necesaria para otra
si al no cumplirse, la otra tampoco se
cumple.

Escribe N si A es necesaria para By escribe S, si A es suficiente para B, para cada una de las situaciones

siguientes:
a) Para un triangulo DEF: A: DEF es isésceles, B: DEF es equilatero.
b) Para un tridngulo DEF: A: DEF es rectangulo, B: DEF es isdsceles.
c) Para un tridngulo DEF: A: DEF tiene 3 dngulos iguales, B: DEF es isOsceles.

d) Para un cuadrilatero DEFG: A: DEFG es cuadrado, B: DEFG es rectangulo.



1.10 Uso de las condiciones necesarias y suficientes

P Determina si la condicién A es necesaria o suficiente para B. Considera los triangulos ABCy A'B'C'.
A: JXABC = <A'B'C' =90°, «CAB = «xC'A'B', AC=A'C".
B: AABC = AA'B'C'.

A A'

B C B' C

S La condicién A(xABC = <A'B'C'=90°, «CAB = <C'A'B', AC = A'C') es suficiente para que se cumpla B; por

criterio de congruencia de la clase anterior.

La condicion A(%xABC = <A'B'C' = 90°, <CAB = «C'A'B', AC = A'C') es necesaria para B; pues por defini-
cidén de congruencia para que dos triangulos rectangulos sean congruentes, es necesario que sus lados

y angulos correspondientes sean iguales.

Por tanto, la condicién A(XABC = <A'B'C' = 90°, «CAB = «C'A'B', AC = A'C') es necesaria y suficiente

para B(AABC = AA'B'C').

N

C Una condicidn A es necesaria y suficiente para B, si A es tanto necesaria como suficiente para B.

Observa que la condicion A es necesaria y suficiente para B, significa que se cumple la proposicién “si A

entonces B” y la reciproca “si B entonces A”.

Para el ejemplo presentado, la proposicion “si A entonces B”, corresponde que para los dos triangulos
rectangulos dados se cumple que <ABC = ¥A'B'C'=90°, «CAB = «xC'A'B', AC = A'C', entonces los trian-
gulos son congruentes; mientras que la reciproca “si B entonces A” corresponde a que si dos triangulos

son congruentes, entonces tienen iguales sus lados y angulos correspondientes.

1

\ 1. En las siguientes condiciones sobre triangulos, determina si la condicidn A es necesaria y suficiente

para B.

a) A: Isdsceles B: Tiene dos dngulos de igual medida
b) A: Equilatero B: Tiene tres angulos de igual medida
c) A: Isdsceles B: Equilatero

d) A: Rectangulo B: Equilatero

2. Elabora enunciados sobre condiciones necesarias y suficientes.



1.11 Caracteristicas de las bisectrices de un triangulo

P

En la siguiente figura, Bl y Cl son bisectrices del tridngulo ABC, y se cumple que ID L AB, IE L BCy

IF L CA. Demuestra lo siguiente: A
a)ID=IE=IF D F
b) El segmento Al también es bisectriz del triangulo.
B E C
N
S a) AEIB = ADIB (por criterio 1 de congruencia de triangulos rectangulos).
Entonces, ID = IE (por la congruencia) . .. (1) A
ACIE = ACIF (por criterio 1 de congruencia de triangulos rectangulos). D F
Entonces, IE = IF (por la congruencia) . .. (2)
Por lo tanto, ID = IE = IF (por (1) y (2)) B c
E
En b) para demostrar que XIAF = XIAD se
necesita demostrar que AFIA = ADIA.
b) En AFIA y ADIA, ID = IF, IA es compartido (por el literal a y por construccion). A
AFIA = ADIA (por criterio 2 de congruencia de triangulos rectangulos).
Entonces, XIAF = XIAD.
Por lo tanto, Al es bisectriz de AABC. B E C
. J

C El punto “I” donde se intersecan dos bisectrices de un triangulo se conoce como incentro. La distancia
del incentro a cualquiera de los lados del triangulo es la misma (la distancia es la longitud del segmento
trazado desde el punto “I” perpendicular a un lado del triangulo). Ademas, la tercera bisectriz también

debe pasar por el punto “I”; es decir, las 3 bisectrices se intersecan en el incentro.
e N
Observa que si el incentro equidista

de los tres lados, es posible trazar una |-
Comprueba utilizando un triangulo de papel que las tres bisectrices | circunferencia cuyo radio seaigual ala

de un trigngulo se intersecan en un mismo punto llamado incentro. | distancia del incentro a alguno de los
lados. Dicha circunferencia se conoce

como: circunferencia inscrita.

a) Dobla cada angulo del triangulo por la mitad.
D

F
b) Marca el punto donde se intersecan las 3 bisectrices.

c¢) Dibuja la circunferencia inscrita.




1. En el tridngulo equilatero ABC, AM L BC, responde:

A

a) ¢Cémo se llama el segmento AM?
b) Determina el valor de los angulos x, y, z. z

A

Y X
B v C
L N
2. En la siguiente figura L, M, N son puntos medios de los lados del
triangulo equilatero ABC. Demuestra que el ALMN es equilatero.
B C
M

3. En el AABC, desde el punto medio M del lado BC se trazan 2
segmentos perpendiculares a ABy AC, e intersecanen DY E a D E
AB y AC respectivamente, Si MD = ME, demuestra:
a) ABDM = ACEM
b) AADM = AAEM B H H
c) El AABC es isdsceles. M
d) Si se traza el segmento DE, entonces DE || BC.

4. En los siguientes enunciados sobre triangulos determina si la condicién A es necesaria y/o suficiente
para B.

a) A: Dos tridangulos son congruentes.
B: Los angulos internos correspondientes de dos tridngulos tienen igual medida.

b) En dos tridngulos rectangulos:
A: La hipotenusa y un dngulo agudo tienen igual medida.
B: Los angulos internos correspondientes de dos tridngulos tienen igual medida.

1. En los siguientes enunciados acerca de triangulos, determina si la condicidn A es necesaria y suficiente
para B.

a) A: Equilatero; B: La mediana y la altura coinciden en cada vértice.
b) A: La medianay la bisectriz coinciden en cada vértice.

B: La mediana y la mediatriz coinciden en cada vértice.
A

2. En un tridngulo isésceles AABC, hay dos puntos Dy E en los
D E lados de igual medida AB y AC. Si BD = CE. Demuestra que
a) BE = CD A

b) Si F es el punto donde se cortan BE y CD entonces BF = CF.
B C
3. En los tridangulos isésceles AABC y AEBC, demuestra que AE L BC. B D
Sugerencia: considera la mediatriz del segmento BC. \V/

4. Elabora enunciados sobre condiciones necesarias y suficientes. E

C




2.1 El paralelogramo

I a) Encuentra en la siguiente imagen las figuras planas llamadas paralelogramos, explica la razén por

la que se llaman asi.

b) Luego menciona 3 ejemplos de tu alrededor donde encuentras paralelogramos.

que el techo del deslizadero.

a) Los soportes de los columpios son cuadrilateros, tienen dos pares
de lados opuestos paralelos, por tanto, son paralelogramos; al igual

b) Ejemplo 1. La pizarra es un paralelogramo.
Ejemplo 2. Los vidrios de las ventanas.
Ejemplo 3. El escritorio de la profesora o algunos pupitres.

~

C Un cuadrilatero que tiene dos pares de lados opuestos paralelos se
llama paralelogramo.

Recuerda que un rectangulo y un cuadrado también cumple la
condicidn de ser un paralelogramo.

C

4 1\
Aunque se gire un angulo cualquie- |

<E>En el paralelogramo ABCD mostrado a continuacién, tomando la in-
terseccion de las diagonales en el punto O, écuadles pares de segmen-
tos y angulos son iguales?

a) AB = DC, AD = BC
b) <ABC = «CDA, <BAD = «DCB
0 c) OA=0C, OB = 0D
d) %XAOB = «COD, ¥AOD = «COB
e) %ABO = 4CDO, ¥BAO = ¥DCO
f) %ADO = «CBO, «DAO = «BCO

A D

ra con respecto al punto O como
punto central, se mantiene el para-

lelogramo. . ‘D
4
v \
! D

A .’

7
)

A

' 4
4

4

7

Vs
/

B

C

. J

Identifica, en las siguientes figuras, cudles son paralelogramos. Justifica cada caso.




2.2 Caracteristicas de los paralelogramos

I Para un paralelogramo, demuestra lo siguiente:
Observa que para demostrar que

. 1. AB=DC; AD =BC
1. Tiene dos lados opuestos congruentes. A D

i , 2. IDAB = XBCD y XABC = L{CDA
2. Tiene dos angulos opuestos congruentes. » -

. , . Es suficiente demostrar que ADBA = ABDC,
3.Tiene dos angulos consecutivos suple- B c

. trazando la diagonal BD.
mentarios.

S

Por hipétesis se tiene que AB|| DCy AD|| BC. A

Se traza la diagonal BD, de lo cual se tiene: / / M M

<XABD =< CDB (por ser alternos internos entre paralelas)...(1)

LADB = «CBD (por ser alternos internos entre paralelas)... (2) Observa que <XABC = <CDA porque

en el paralelogramo se cumple que

ADBA = ABDC (por criterio ALA, de (1), (2) y BD es comun). % ABD + %CBD = <CDB + %ADB

Entonces, AB = DC, AD = BC, <DAB =<« BCD, <ABC =< CDA.

Finalmente, XABC + <BCD = 180° (mitad de la suma de los angulos interno de un cuadrilatero).

C En un paralelogramo se cumple que los lados y los dngulos opuestos son congruentes y los angulos
consecutivos son suplementarios.

A D A D A D A D

@Encuentra los angulos y lados segun las caracteristicas de los paralelogramos:

A 10cm D
o J <Lx = 100° y Xy = 80° porque dos angulos opuestos son
80 100 .
5cm iguales y el lado AB =5 cm vy el BC = 10 cm porque dos
x° y° lados opuestos son iguales.
s B C

\ 1. Dadas las siguientes figuras, explica si son paralelogramos segun sus lados y angulos, encuentra las
medidas de lados y angulos en el caso de ser paralelogramos.

| []
a) 3cm b) X 90° c) - 4 cmo d) - 5cm -
e © 116° aemi 3cm/ X 1g§° T
64 4cm

2. Dados los siguientes triangulos, selecciona las parejas de figuras que al unirse forman un paralelogra-
mo y explica por qué son paralelogramos.

a)
6cm ’
v A45° 45°
e 6cm



2.3 Diagonales de un paralelogramo

I Demuestra que en un paralelogramo las diagonales se intersecan en su punto medio.

Recuerda que un cuadrilatero tiene 2
diagonales.

S Por hipotesis se tiene que ABJ| DC y AD|| BC. A |

| DA 0
Al trazar las diagonales del paralelogramo o)
se tiene:
AB =DC (por ser paralelogramo) ... (1) B i c B i c
JLABO = «XCDO (por ser alternos internos entre paralelas) . . .(2)
_ . Para demostrar que
«BAO = «DCO (por ser alternos internos entre paralelas) . . .(3) OA = OCy OB = OD es
suficiente demostrar
Entonces, AOAB = AOCD (por criterio ALA, de (1), (2) y (3)). que AOAB = AOCD.
Por lo tanto, OA = OCy OB = OD (por definicién de congruencia).
. J

C En un paralelogramo se cumple que las diagonales se intersecan en su punto medio.
A D

B C

1

\ 1. Escribe qué caracteristica del paralelogramo ABCD se debe utilizar para determinar el valor de xy y.
A D

2. En el siguiente dibujo las diagonales AC y BD del paralelogramo ABCD se cortan en el punto O y el
segmento PQ pasa por el punto O. Completa la demostracion de que PO = QO colocando en los
espacios en blanco lo que corresponde:

= (por propiedad de los paralelogramos) . . .(1)

= (por ser angulos alternos internos entre las paralelas) . . .(2)

A__P D

= (son angulos opuestos por el vértice) . .. (3)

AAOP = ACOQ (por criterio de congruencia ALA, de (1), (2) y (3)).

Por lo tanto, PO = QO ( ).




2.4 Condiciones de los lados de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

I Demuestra que un cuadrilatero cuyos pares de lados opuestos son congruentes es un paralelogramo.

A Il D
L Para demostrar que ADI|IBC y AB|IDC es
suficiente, demostrar que AABD = ACDB,
trazando la diagonal BD.
1l
B L C

S Se traza la diagonal BD.

Entonces, AABD= ACDB (por criterio LLL, AB = CD, AD = BC; por hipodtesis y BD es comun).

Entonces, <ABD = «<CDB (por ser angulos correspondientes en la congruencia).

Por lo tanto, AB|IDC (dado que <ABD = «CDB). A I D
11
Analogamente, <ADB = «<CBD (por la congruencia).
Por lo tanto, AD|| BC (dado que <ADB = «CBD). i
B " C

Finalmente el cuadrildtero ABCD es un paralelogramo.
. J
C Si los lados opuestos de un cuadrilatero son de igual medida, en- Observa que ser paralelogramo es

tonces el cuadrildtero es un paralelogramo. Este teorema es el una condicién, necesaria y suficien-

reciproco de “en un paralelogramo los pares de lados opuestos te, para que un cuadrilatero tenga

son de igual medida”. lados opuestos de igual medida.

1. En los siguientes cuadrilateros describe los que cumplen la condicién de paralelogramos.

6 cm 6cm 4cm 7cm
6cm
6 cm
6 cm 6 cm S om 7cm

2. AABC y ADEF son congruentes. Explica por qué al unir estos tridngulos se forma un paralelogramo.

A\ F E
B | \D




2.5 Condiciones de los angulos de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

I Demuestra que un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos pares de angulos opuestos son de igual

medida.
A D . 9
Estableciendo los puntos E y F sobre la prolongacion
de los lados BC y CD respectivamente. Para demostrar
que AB || DCy BC || AD es suficiente, demostrar que
\ <XABC = XDCE, XBCD = <XADF.
B C

S Prolongando los segmentos BC hasta E y CD hasta F;
2XABC + 2%BCD = 360° (suma de angulos internos de un cuadrilatero, XDAB = <BCD y <ABC = %CDA).

Entonces <ABC + «BCD = 180° (dividiendo por 2) ... (1)

F
También «BCD + «DCE = 180° (por angulos suplementarios) . . . (2) A b
Luego, <ABC = «DCE (restando (2) de (1)).
Por lo tanto, AB || DC (dngulos correspondientes de igual medida).
B C E

De la misma manera se procede para demostrar que BC || AD.

Una vez se realiza la demostracion se concluye que los lados opuestos del cuadrilatero son paralelos.

Por tanto, el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.

C Si dos pares de angulos opuestos son congruentes en un cuadri- Ser paralelogramo es una condicién

latero entonces es un paralelogramo, este es el reciproco del teo- necesaria y suficiente para que un
rema: “En un paralelogramo dos pares de angulos opuestos son cuadrilatero tenga angulos opuestos
congruentes”. de igual medida.

Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en su punto medio es un paralelogramo.

Es suficiente comprobar que los lados opuestos son de

o) igual medida para demostrar que ABCD es paralelogra-
mo. Para ello, se puede pensar en los cuatro triangulos
que se forman dentro del paralelogramo.




2.6 Condiciones suficientes para que un cuadrilatero sea paralelogramo

I Dibuja en tu cuaderno la figura, para ello realiza los siguientes pasos; luego responde:

1. Traza un segmento AD utilizando 4 cuadros de tu cuaderno o 4 cm A b
de longitud. » »
2. Traza otro segmento BC utilizando 4 cuadros de tu cuaderno o0 4 cm
de longitud, 4 lineas mas abajo de la primera.
3. Traza los segmentos AB y CD.

¢Es ABCD un paralelogramo? Argumenta tu respuesta utilizando las 51 tc
condiciones vistas en clases anteriores.

S Por los pasos que se siguieron para construir la figura AD = BC = 4 cm y ADJIBC porque las lineas del )
cuaderno son paralelas. A b
Trazando la diagonal AC. I : !
Entonces, AABC = ACDA (XACB = «CAD por ser angulos
entre paralelas, AD = BC y AC es comun).

Luego, AB = CD (por la congruencia).

Por lo tanto, ABCD es paralelogramo (dos pares de lados ! } N
opuestos de igual medida). B c

&

C Cada una de las siguientes condiciones es necesaria y suficiente para que un cuadrilatero sea
paralelogramo:
1. Dos pares de lados opuestos son paralelos. 4. Las diagonales se intersecan en su punto medio.
2. Dos pares de lados opuestos son congruentes. 5. Dos lados opuestos son paralelos y congruentes.

3. Dos pares de dngulos opuestos son congruen- 6. Los angulos consecutivos son suplementarios.
tes.

Donde el numeral 1 corresponde a la definicion de paralelogramo.

@Se toman los puntos E y F en los lados AD y BC respectivamente de un paralelogramo ABCD de modo
que se cumple que AE = CF. Demuestra que el cuadrilatero EBFD es un paralelogramo.

A, E
ED || BF } D
ED = AD-AE=BC-FC=BF
Por tanto, el cuadrilatero BFDE es paralelogramo (pues tiene dos
lados opuestos paralelos y congruentes). B = ¢
‘\ 1.En el cuadrildtero ABCD determina cuales 2. En el dibujo los cuadrilateros ABCD y BEFC
de las siguientes condiciones son suficientes son paralelogramos. Demuestra que el cua-
para que un cuadriladtero sea paralelogramo. drilatero AEFD tambic:eAn lo es.
D
a) BA=AD, BC=CD A D B / <

b) AB =DC, AD =BC
c) «DAB = «BCD, <ABC = «CDA




2.7 Caracteristicas del rectangulo y el rombo

I Demuestra que un rectangulo y un rombo son paralelogramos. Utiliza las condiciones establecidas en
la clase anterior.

H; ] Definicion de un rectangulo: Es el cuadri-
latero que tiene sus cuatro angulos rec-
tos congruentes.

Definicion de rombo: Es el cuadrilatero
que tiene sus cuatro lados congruentes.

[ ] []

e Rectangulo:tiene dos pares de angulos opuestos congruentes, por la condicién 3, es un paralelogramo.
* Rombo: tiene dos pares de lados opuestos congruentes, por la condicidn 2, es un paralelogramo.

LS

C El rectdangulo es un paralelogramo por sus angulos y por sus lados, el rombo también lo es.

®Demuestra los siguientes resultados sobre las diagonales del rombo y el rectangulo.

a) Las diagonales de un rectangulo son iguales. Para demostrar que AC = DB,
b) Las diagonales de un rombo se intersecan perpendicularmente. es suficiente demostrar que
AABC = ADCB.
A D

1. Trazando las diagonales AC y DB en el rectangulo ABCD.

(por criterio LAL, AB =DC, BCes

comun y <ABC = <DCB = 90°).

Por lo tanto, AC = BD (por la congruencia). B

Entonces AABC = ADCB

2. Trazando las diagonales ACy BD en el rombo ABCD y llamando O al punto donde se intersecan.

Para demostrar que BD L AC, es

Entonces, AACD es isdsceles (por ser rombo DA = DC). suficiente demostrar que DO s la D
altura de AACD.
Luego, DO es mediatriz de AACD (por ser paralelogramo las diagonales se intersecan
en el punto medio). A 0
Por lo tanto, DBLAC (porque en un triangulo isdsceles coincide la bisectriz con la
mediatriz, segun la clase 1.3).
B

1. Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales son congruentes y se cortan en el punto medio, es
un rectangulo.

2. Construye un rombo cuyas diagonales sean congruentes con los segmentos AB y CD.

A 8cm B

6cm
C D




2.8 Aplicacion de las caracteristicas de las diagonales de un rectangulo

P Dado el triangulo rectangulo ABC, donde se establece el punto medio de la hipotenusa AC como el
punto M, demuestra que MA = MB = MC.

A

Recuerda que en un rectangulo las diagonales
M se intersecan en su punto medio.

B C

S Construyendo un rectdngulo ABCD de lados AB y BC; y diagonales AC y BD, que se intersecan en el
punto medio, por ser paralelogramo M. A

D
BM = % BD (por ser diagonal del paralelogramo ABCD) . .. (1) \
MA =MC = % AC (por ser diagonal del paralelogramo ABCD) . . . (2) |V|
Ademas AC = BD (ABCD es un rectangulo) . . . (3)
\ Por lo tanto, MA = MB = MC (de (1), (2) y (3)). B c

C En todo tridngulo rectangulo, el segmento que une el vértice opuesto a la hipotenusa con el punto me-
dio de esta, tiene una longitud congruente a la mitad de la longitud de la hipotenusa.

¢El cuadrado es un paralelogramo? Recuerda que el cuadrado
Dado que el cuadrado tiene 4 lados congruentes entonces, los lados es el cuadrilatero que tiene

opuestos son congruentes y por tanto el cuadrado es paralelogramo cuatro angulos rectos y 4 la-
_op g yp p g : dos congruentes.

1. ¢ Cudles son las condiciones que se deben adicionar para que un paralelogramo sea rectangulo, rom-
bo o cuadrado? Escoge del literal a al literal d las condiciones correspondientes.

a) <A = 90° b) AB = BC ¢) AC = BD d)ACLBD
D A l D
A D A D T O
[~ _ A N L7
=7 A C —+ <+
B—I' - - \I_C e .
C
B 5 B Al | I c
Paralelogramo Rectangulo Rombo Cuadrado
2. En la siguiente figura identifica los paralelogramos que A B C /

se forman, luego clasificalos segiin sean rectangulos,
cuadrados, rombos, o solamente paralelogramos.

/D E F



2.9 Reciproco de caracteristicas de rectangulos

P

¢Habran cuadrildteros que tengan las diagonales congruentes pero no sean rectangulos?

Piensa en el reciproco de “en un rectangulo las
diagonales son iguales”.

El trapecio es un cuadrildtero que tiene solo un
par de lados paralelos.

S Tomando un trapecio isésceles (AB = DCy AD || BC).
Se puede demostrar que AABC = ADCB para determinar
les son congruentes; los trapecios son un ejemplo.
Esto significa que si en un cuadrilatero las diagonales son

cuadrilatero.

no significa que el cuadrilatero es rectangulo, puede ser otro tipo de B

que AC = DB. A D

Por lo tanto, la respuesta es si, hay otros cuadrilateros cuyas diagona-

congruentes,

C f

El reciproco del enunciado “en un rectangulo las dia-
gonales son iguales”, es decir, “si las diagonales de un
cuadrilatero son iguales, entonces es un rectangulo”,
no se cumple, por el contraejemplo propuesto.

&

Para demostrar la veracidad del reciproco del teorema,
en este caso, se utilizé un contraejemplo.

En este caso como no se cumple, también se puede
decir que ser rectangulo es una condicién suficiente
para que las diagonales sean congruentes, pero no es
necesaria.

N\

@éUn cuadrildtero cuyas diagonales se intersecan perperdi

Esto no es ciert
diagonales perp

icularmente, es un rombo?

o ya que el cuadrilatero mostrado tiene sus
endiculares, pero no es un rombo, ya que sus

u lados son desiguales.

u

Este enunciado es el reciproco de “en

n rombo las diagonales se intersecan

perperdicularmente”.

1. Demuestra que las diagonales de un trapecio isdsceles
A D

que no es un paralelogramo son congruentes.

B

C

2. Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares y se cortan en el punto medio

es un rombo.




2.10 Relacion entre lineas paralelas y areas

P En la siguiente figura, la linea [ y BC son paralelas, explica por qué

los triangulos ABC, A'BC, tienen la misma area. En un par de lineas paralelas, las lineas

perpendiculares trazadas desde dos
I A A puntos de una linea paralela a la otra,
tienen la misma longitud.

B C

S Observa en la figura los tridngulos ABC y A'BC, tienen como
base el segmento BC, y uno de sus vértices en recta [ paralela A Al

a la base BC. !

Estos tridangulos tienen la misma base y al determinar la altura
a cada uno de ellos, las dos son congruentes, dado que estan
entre dos rectas paralelas.

Por tanto, el drea de los dos tridngulos es igual.
&

C Cuando se tienen dos rectas paralelas, los segmentos perpendiculares trazados de una recta a otra,
tienen igual longitud.

@ABCD es un paralelogramo; M es el punto medio del A D
segmento BC, P el punto de interseccién del segmento
BD y AM. Establece cuales son los tridngulos que tienen la P
misma area.

Los triangulos ABM, DBM y DMC son algunos de los que
tienen igual area, ademas de los triangulos ABD, AMD y
BDC; dado que tienen la misma base y la misma altura,
dada la propiedad que entre lineas paralelas los segmentos
perpendiculares tienen la misma longitud.

Bl

También se puede decir que las areas de los triangulos ABP y DMP son iguales, puesto que las areas de
ABM y DBM son iguales y se les esta restando la misma porcidn de area a ambos (MPB).

Si se establece como punto O la interseccién de diagonales en el trapecio ABCD con ADIIBC, demuestra
que las areas de los tridngulos AOB y DOC son iguales.
A D




2.11 Aplicacion de la relacion entre lineas paralelas y areas

&

I En el cuadrilatero ABCD que se muestra a continuacién, en la prolongacién del segmento BC, se ubica el

S

punto E, se forma el tridngulo ABE, de tal manera que el AABE tenga la misma area que el cuadrilatero
ABCD, ¢ddnde se debe colocar el punto E?
A
Puedes intentar encontrar el tridngulo que
D tenga la misma area que el tridngulo ACD,

relacionando rectas paralelas y areas.

A
D

C

Para elaborar el AABE que tenga la misma area que el cuadrilatero ABCD, puedes seguir los pasos:

1. Trazar la diagonal AC.
2. Trazar la paralela /, al lado AC y que pase por el vértice
D, establecer el punto E donde se intersecta con la pro- A l
longacion al lado BC. D
3. Construir el AABE trazando un segmento del punto A,
al punto E.

Con esta construccion se tiene que
area de ADAC = area de AEAC (por estar
entre paralelas y tener base comun). B

Area del cuadrilatero ABCD = area de AABC + area de ADAC.
Area de AABE = 4rea de AABC + area de AEAC.

Por lo tanto, area de AABE = area del cuadrilatero ABCD (area de ADAC = area de AEAC).

C Los tridngulos con base comun tienen igual drea si la recta que une los vértices opuestos a la base, es

paralela a la base.

1. En un paralelogramo ABCD se ubican los puntos medios M y N de los A, N
lados BCy AD, el segmento BD intersecta a AM y CN en los puntos Py Q " §
respectivamente, si BQ = 12, calcula la longitud de QD.

Puedes establecer el punto T de

modo que PT sea paralelo a MC. B H H
M C
2. En el triangulo ABC los puntos medios de los lados AB y AC se A
establecen como D y E respectivamente, se traza el segmento DE
paralelo a BCy DE = %BC. Demuestra: b E

a) El drea de los tridngulos DBE, ADE, DCE es igual.
b) Dos veces el area del triangulo DBE es igual al area del tridngulo B C
ABE e igual al triangulo EBC.




1. ¢ Cudles de los siguientes cuadrilateros pueden ser paralelogramos? Menciona qué condicién aprendi-

da en la clase 6 de esta leccidn se aplica.
|
eC‘,«b 3 d(\

2. Demuestra que, si en un cuadrilatero las diagonales son perpendiculares congruentes y se cortan en el
punto medio, entonces este es un cuadrado.

4.2 cm

L 4 cm |

A

N\

C

3. En el dibujo los puntos E y F estan en la diagonal BD del paralelogramo ABCD y BE = EF = FD. Demuestra
que el cuadrilatero AECF es un paralelogramo.

A D

4. ABCD es un cuadrado y los lados sefalados son congruentes. Demuestra que EFGH también es un

cuadrado.
A4 D




1. Segun la informacién mostrada, determina si los tridngulos indicados son congruentes o no. Explica tu

respuesta.
a) A b) ) A
E |
[ B C B C
B —p C D
AABD y AACD AABC y AACD AABD y AACD

2. En el AABC, AB = AC y <CAB=36°. DB es la bisectriz del <ABC que corta el lado AC en el punto D.
Demuestra que BC = BD = DA. A

B C

3. En la siguiente figura DE = AB y <DEC= «BAC, demuestra que AD = BE.
D | E

4. Se toman 4 puntos E, F, Gy H en los cuatro lados AB, BC, CD y DA del
paralelogramo ABCD respectivamente, de modo que AE = CG y BF = DH.
Demuestra que el cuadrilatero EFGH es un paralelogramo.

[Sugerencia: Observa que AH = CF, deduce que AAEH = ACGF]

5. En la figura el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo, se tiene que BE
y DF son bisectrices de <ABC y «CDA, respectivamente.

Demuestra que BE || DF. Utiliza la condicion 3 de los paralelogramos.




