Unidad

La astronomia fue utilizada por las civilizaciones anti-
guas para predecir los periodos de abundancia de la
caza, la siembra o |la llegada del invierno.
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El matematico greco-egipcio Claudio Ptolomeo (siglo 1)
realizo, en el tratado astrondmico Almagesto, una des-
cripcion matematica del sistema geocéntrico (en el cual
los planetas giran alrededor de la Tierra). Uno de sus
B e b dovi, hiasi aportes a la matematica fue un teorema sobre cuadri-
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Una hoja del tratado astrondmico
Almagesto.

La trigonometria, que estudia la relacion entre los
lados y angulos de un triangulo, se desarrollé por
los estudios astrondmicos. Los matematicos hin-
dues Varahamihira (siglo VI) y Brahmagupta (siglo
VIl) formularon varias propiedades trigonométricas
utilizando la semicuerda (un tridngulo inscrito en

Semicuerda
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el circulo con un lado como didmetro del circulo) y C
los cuadrilateros ciclicos que tienen como base el Ef dngulo inscrito ABC es recto.

] ) ) ] Por medio de esta construccion se
estudio de los angulos inscritos. obtuvieron relaciones importantes.

En los contenidos a desarrollar se abordara desde la definicién hasta el teorema del angu-
lo inscrito, que establece una relacion con el angulo central. Estudiards la construccion de
rectas tangentes sobre la circunferencia, asi como la definicidon del angulo semiinscritoy la
relacién entre cuerdas y arcos de circunferencia.



1.1 Elementos de la circuferencia

Los elementos de la circunferencia son:

Radio: el segmento que va del centro Arco: la parte de la circunferencia
a un punto de la circunferencia. delimitada por dos puntos en ella.
Diametro: el segmento que va de un Tangente: la recta que toca la cir-
punto de la circunferencia a otro y cunferencia en un punto.

pasa por el centro.

Cuerda: el segmento que va de un
punto de la circunferencia a otro.

1. Traslada los literales de los elementos de la circunferencia a los paréntesis que corresponden a su
definicion o alguna caracteristica de ellos. Pueden repetirse los literales.

a)Cuerda ( ) Elemento cuya medida es la mitad de la medida del diametro.

b) Tangente ( ) Segmento trazado entre dos puntos diferentes de la circunferencia.

c) Radio () Elemento que es perpendicular a un radio en un punto de la circunferencia.

d) Arco () Segmento que va del centro a un punto de la circunferencia.

e) Didmetro () Elemento de la circunferencia determinado por la abertura de un dngulo central.
() Elemento cuya longitud es el doble de la medida del radio.
() Cuerda de mayor longitud en una circunferencia.

() Parte de la circunferencia delimitada por dos puntos en ella.

2. En la siguiente circunferencia, traza sus elementos segun el color que se te indica.
a) Cuerda: rojo d) Arco: amarillo

b) Tangente: azul e) Diametro: celeste

c) Radio: verde

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




1.2 Definicion y medida de angulos inscritos

Conecta los elementos de la circunferencia con su definicion.

1. Didmetro a) Segmento trazado entre dos puntos diferentes de la circunferencia.

2. Tangente b) Segmento que va del centro a un punto de la circunferencia.

3. Radio c) Parte de la circunferencia delimitada por dos puntos en ella.

4. Arco d) Recta que toca la circunferencia en un solo punto.

5. Cuerda e) Segmento trazado entre dos puntos de la circunferencia y pasa por el centro.

©Los angulos cuyo vértice esta en la circunferencia se llaman
angulos inscritos. P’ Angulos inscritos

En una circunferencia se cumple que, la medida del dngulo p"
central que subtiende el mismo arco que cualquier dangulo

inscrito, es el doble de la medida de cualquier dngulo inscri-  Angulo central

to que subtienda el mismo arco. A

oo}

kArco subtendido

Recuerda que subtender significa compartir el mismo arco.

Dibuja 3 angulos inscritos diferentes en las siguientes circunferencias y determina su medida.

a) b)

o9
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(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas?




1.3 Angulo inscrito, parte 1
1. Escribe la definicion de los elementos de la circunferencia.

a) Diametro

b) Tangente

c) Radio

d) Arco

e) Cuerda

2. Dibuja 3 angulos inscritos diferentes en la circunferencia y
determina su medida.

B

©En los dngulos inscritos cuyo lado coincide con el didmetro de la circunferencia se cumple que la medi-
da del angulo central que subtiende el mismo arco es el doble de la medida del angulo inscrito. Por
ejemplo:

P

30°

Como «BOA = 2<4BPA
IBOA = 2xBPA 0

<BOA =2(30) = 60°

Determina el valor de x para cada caso.

P
a) b)
35°
(0]
A X
B
B
d) e R 0
PRS
S 9 O] B
B B

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )
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1.4 Angulo inscrito, parte 2

®1 Dibuja 3 angulos inscritos diferentes en las siguientes circunferencias y determina su medida:

L =z
\

2. Determina el valor de x para cada caso:

A
' (A
/
B
ANSE
P
En los angulos inscritos que tienen en el interior el angulo central que subtiende el mismo arco, también
se cumple que la medida del angulo central es el doble de la medida del angulo inscrito. Por ejemplo:
P
/N P
>
Como «BOA = 2«BPA
> B <BOA = 2XBPA W
B 2BoA=2(35)=
A
A
- J
Determina el valor de x para cada caso:
A P
b) c) S
\ /\ A
B [N
sas( AP e =
(4o ) 3
c
>
B
e) f)

A

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas?




1.5 Teorema del angulo inscrito
1. Determina el valor de x para cada caso:

b) c)
7o
B

A

>
Q
N
o

oY)
D3
'U\
lve)
o,
<)

PA

©En una circunferencia, para cualquier dngulo inscrito se cumple que la medida del angulo central es el
doble de la medida del angulo inscrito que subtiende el mismo arco. Este resultado se conoce como
el Teorema del angulo inscrito.

Ademds, todos los angulos inscritos que subtienden el mismo arco tienen igual medida.

Por ejemplo:
Como <BOA = 2XBPA.

P
/‘7 ZBOA = 2<BPA B £BOA = 2(33) = 66°.
P <5‘
AB \

A
-
Determina el valor de x, y y z para cada caso.
a) b) c) d)
P q
W A B/ Y R
0] o) z
Q
PXGe . B ' x 180
N/ 4§ b i A
—D
A B P

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




1.6 Autoevaluacion de lo aprendido

Resuelve y marca con una "x" la casilla que consideres adecuada de acuerdo a lo que aprendiste.

Sé consciente con lo que respondas.

item

Si

Podria
mejorar

No

Comentario

1. Identifico los elementos de la circunferencia en la figura de
abajo.

@

2. Comprendo la definicidon de angulo inscrito e identifico su

posible relacion con el angulo central del mismo arco.
P

W
I

e

N
<

3. Aplico el teorema del angulo inscrito cuando el centro esta
en algun lado del dngulo como en la figura.

A

)
A
o

©

4. Aplico el teorema del dangulo inscrito cuando el centro esta
al interior del angulo como en la figura.

6/
mv)

Q
o

B

5. Aplico el teorema del angulo inscrito cuando el centro esta
fuera del angulo como en la figura.

\
\V D
>

P

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas?
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1.7 Arcos congruentes

En una circunferencia los angulos inscritos, que subtienden arcos de igual medida, tienen igual medida.
También se cumple que si dos angulos inscritos son de igual medida, entonces los arcos que subtienden
también son de igual medida.
P Por ejemplo: p
7\ <BPA = «DPC Como <BOA = <DOC.
— — 30 _qge
c <BPA—<IDPC—7—15 .
D B B
A

1. Determina el valor de x y y para cada caso. Considera €D = AB.

a) A b)

2. En las siguientes circunferencias, determina los arcos que son de igual medida.

b) D

2 FSEE ;DEC
B E C
P A
Q\@j
R

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




1.8 Autoevaluacion de lo aprendido

Resuelve y marca con una "x" la casilla que consideres adecuada de acuerdo a lo que aprendiste.
Sé consciente con lo que respondas.

, , Podria .
Item Si no Comentario

mejorar

1. Aplico las propiedades de los arcos con medidas iguales para
determinar las medidas de angulos, como en las figuras.

2. Utilizo las propiedades de angulos inscritos de igual medida
para determinar qué arcos tienen igual medida como en la

figura de abajo.

3. Aplico correctamente los resultados del teorema del angulo
inscrito y su reciproco para resolver problemas como el si-

guiente: N
k
Determina el valor de x y y si en la siguiente figura los puntos o
A, B, C, D, E, F dividen la circunferencia en 6 arcos iguales. §
D C
E B
F A

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




2.1 Construccion de tangentes a una circunferencia

~

Utilizando los resultados de angulo inscrito se pueden construir las rectas que pasan por un punto Py
tangentes a una circunferencia dada, siguiendo los pasos:

1. Se toma el punto medio del segmento PO.

2. Se traza la circunferencia de didmetro PO.

3. Se marcan los puntos Ay B donde se intersectan las circunferencias. y

1. Construye las tangentes a cada circunferencia que pasan por el punto P.

d)
P’ p’

2. ¢Por qué los segmentos de la recta tangente al punto de tangencia son iguales?

v

a) p° b)

O
~—

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




2.2 Cuerdas y arcos de la circunferencia

Construye las tangentes a cada circunferencia que pasan por el punto P.
b) P

N
©En una circunferencia, si la medida de dos arcos es igual, entonces la medida de las cuerdas que sub-

tienden esos arcos es igual.

Si ,&E = CD entonces AB = CD.

Los puntos A, B, C, D, E, F, G, H dividen la circunferencia en 8 arcos iguales. Clasifica las figuras que re-
presenta cada literal.

E D a) ACEG b) CEG c) CDGH d) BFGA
F C
G B
H A
N
©
(1°]
i)
S
E D e) EGA f) BEH g) BCF h) ABCDEFGH
F C
G B
h A

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




2.3 Aplicacidon con semejanza de triangulos

1. Construye las tangentes a cada circunferencia que pasan por el punto P.
a) b)

p

2. Los puntos A, B, C, D, E dividen la circunferencia en 5 arcos iguales. Clasifica las figuras que representa
cada literal. Observa el ejemplo.

a) ABD b) CDE c) ABDE d) ABCDE

E A

©Se puede determinar la semejanza entre triangulos observando los angulos inscritos que subtienden el A
mismo arco. Y se puede utilizar para determinar la longitud de algunos segmentos.

Por ejemplo: / AAED ~ ABEC. Ya que hay dos angulos opuestos por el vértice

A y ademas «<DBC = «DAC. Por el criterio AA, se concluye que
C

fra
AAED ~ ABEC.
r Como AAED ~ ABEC, entonces % = Q_E.
Por lo tanto ED = CE><%= 6><%= 7.5

D ED=7.5cm

-
\_

Determina x en las siguientes figuras:

a) b) Si €B = DA C 0)

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




2.4 Paralelismo

1. Los puntos A, B, C, D, E, F dividen la circunferencia en 6 arcos iguales. Clasifica las figuras que repre-

senta cada literal. Observa el ejemplo.
D C a) BDF b) ABDE c) CDEF d) ABCDEEF

m
o9

F A

2. Determina x en las siguientes figuras:

a) 1A

N
©En una circunferencia, si se tienen dos arcos de circunferencia iguales, entonces las cuerdas determina-
das por el inicio de un arco y el final del otro son paralelas.

B
¢ u dicién A fici
~ na condicion A es suficiente para
A i = S, .
Si AB = CD, entonces AD ” BC. otra condicidon B si se cumple la
proposicion "Si A entonces B ".
D

Determina cudles de los literales siguientes son condiciones suficientes para que 4 puntos consecutivos
A, B, C, D en una circunferencia cumplan que al unirlos hay al menos un par de cuerdas paralelas.

[ ABC denota el arco sostenido desde A hasta C, pasando por B. J

B
— — G N
a) ABC = BCD b) «DAC = <BDA c) CD = BA Lk
S
c
=)
A
D
d) AC=BD e) CB = BA f) AABC = ADCB C B
A
D

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




2.5 Cuatro puntos en una circunferencia

1. Determina x en las siguientes figuras:

2. Determina cudles de los literales siguientes son condiciones suficientes para que 4 puntos consecuti-
vos A, B, C, D en una circunferencia cumplan que al unirlos hay al menos un par de cuerdas paralelas.

Q a) BA=DC b) CB = BA c) AABC = ADCB

S| dos angulos son iguales y ademds comparten un segmento en sus aberturas, entonces los cuatro
puntos estan sobre una misma circunferencia.

Por ejemplo:
Como «CAB = «CDB y ambos comparten el segmento CB,

entonces A, B, C, D estan sobre una misma circunferencia.

Se debe cumplir que <BDA = <BCA = 66°.
Y ademas se debe cumplir que <CAD = «CBD = 60°.

-

Determina el valor de x y y.

a) ¢ 5
vy

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




2.6 Angulo semiinscrito

1. Determina cuales de los literales siguientes son condiciones suficientes para que 4 puntos consecuti-
vos A, B, C, D en una circunferencia cumplan que al unirlos hay al menos un par de cuerdas paralelas.

B T
C a) ABC=BCD b) «BDA = <DBC c) ABCD~ABCA
A
D i i
2. Determina el valorde x y y.
b) C

~

©EI angulo formado por una tangente y una cuerda de la circunferencia se llama: angulo semiinscrito.
En una circunferencia la medida de un angulo semiinscrito es igual a la mitad de la medida del angulo

central que subtiende el mismo arco.
Por ejemplo:

<BOA = 24PBA Como <BOA = 2%PBA
| B B
i "4 4BOA = 2(53) = 106°
P ‘ P
X A
L J

Determina el valor de x para cada caso.

Unidad 7

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




2.7 Autoevaluacion de lo aprendido

Resuelve y marca con una "x" la casilla que consideres adecuada de acuerdo a lo que aprendiste.

Sé consciente con lo que respondas.

item

Si

Podria
mejorar

No

Comentario

1. Construyo correctamente las tangentes a una circunferencia
que pasan por un punto P.

2. Aplico correctamente que cuando la medida de dos arcos es
igual entonces la medida de las cuerdas es igual, para determi-
nar qué tipo de figura se forman en una circunferencia dividida
en arcos iguales.

3. Utilizo el angulo inscrito para encontrar tridngulos semejantes
y determinar medidas de lados.

4. Puedo determinar condiciones suficientes y necesarias para
gue en cuatro puntos sobre una circunferencia al menos dos
cuerdas sean paralelas.

2.8 Autoevaluacion de lo aprendido

Resuelve y marca con una "x" la casilla que consideres adecuada de acuerdo a lo que aprendiste.

Sé consciente con lo que respondas.

item

Si

Podria
mejorar

No

Comentario

1. Determino correctamente cudndo cuatro puntos estan sobre
una circunferencia y utilizo el resultado para encontrar las me-
didas de otros angulos.

2. Determino la relacién que existe entre un dngulo semiinscrito
y el angulo central que subtiende el mismo arco.

3. Aplico el teorema del angulo inscrito para resolver problemas
con angulos al interior de la circunferencia.

4. Aplico el teorema del dngulo inscrito para resolver problemas
con angulos al exterior de la circunferencia.

(&Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas?




Problemas de aplicacion ~N

1. Angulo de tiro. En un juego de tiros libres un jugador se ubica en el punto P y otro en el punto Q.
Mide los dngulos <APB, <AQB y responde:
a) Segun el angulo de tiro, écual de ellos tiene mayores posibilidades de anotar?
b) Marca otro punto P' que tenga el mismo angulo de tiro que P.

(" . . . \
Dibuja una circunferen-

cia que pase por A, By P,
ademas considera AB y
los angulos inscritos que
tienen igual medida que
el XAPB.

2. Mapa. Un turista cuenta con el mapa a escala que se muestra en la imagen y necesita saber algunos
datos faltantes. Ayuda al turista siguiendo estos pasos:

a) Utilizando transportador comprueba que la medida de los dngulos <VPA y <VQA es 45°.
b) Encuentra la distancia entre el gran arbol y el volcan.

¢) Justifica que los puntos P, Q, Ay V estan en una circunferencia sobre el mapa.

d) éCudl es la distancia entre la comunidad Qv el volcan?

Unidad 7
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G;Cuénto tiempo necesité para resolver los problemas? )




