3.2 Resolucion de ecuaciones cuadraticas con la formula general

Problema inicial
- . - Las soluciones de la ecuacién
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas: N - )
ax?+ bx+c=0(a # 0)son:

a)2x*+3x—-1=0 b)x*-2x-6=0 —b+\B2—dac
X=—>- .
2a

Solucién
a) Esta ecuacion no puede resolverse por factorizacion; cuando esto ocurre se resuelve utilizando la formula
general. En este caso,a=2,b=3yc=-1:

-3:+/32-4(2)(-1) _ -3%9+8 _ —3¢\/ﬁ.

2(2) - 4 4

X =

Entonces, las soluciones de 2x? + 3x — 1 = 0 son:
-3+4/17 -3-/17
x= +4 yx= .

4

b) Si se intenta resolver la ecuacion por factorizacién, se llega a que no es posible encontrar dos nimeros
enteros cuyo producto sea—6 y cuya suma sea—2. De forma similar al literal anterior, se utiliza la formula
generalcona=1,b=-2yc=-6:

_ —(-2) (27 —4(1)(=6) _ 2+\4+24 2428 2127 _
*= 2(1) - 2 -2 T2 =137

24247
2

Entonces, las soluciones de x> — 2x — 6 = 0 son: 5
147 17 como factor comun en el numerador:
x=1+ x=1-~7.
y “22‘/7=2(1’;*/_7)=1t\/7.

Observa que se simplifica porque puede sacarse 2

Conclusién
Cuando una ecuacién cuadratica no pueda resolverse mediante factorizacion, se utiliza la férmula general.

Ejemplo ;

Resuelve la ecuacion x =7 — o

Noétese que x = 0 no es solucion de la ecuacidn. La ecuacidn puede llevarse a una ecuacién cuadratica al
multiplicar por x ambos miembros:
P P x*=7x-4 > x*-7x+4=0

esta ecuacion no puede resolverse mediante factorizacidn, por lo que al aplicar la férmula general se obtiene:

= 7++/(-72-4(1)(4) _ 7++49-16 _7%+33
- 2(1) - 2 2

Entonces, las soluciones de x =7 — 2 son:

Yo 74433 7-+33
x= Y xE

Problemas

Calcula las soluciones de cada ecuacion:

a)3x’+x-1=0 b) x?=-2(2x + 1) c)x*-3(2x+1)=0 d)2x(3—-x)=3
=2 2_ 15, .45 _ =g-2 =—3+2
e)x=x-1 f) x S Xt 0 g)2x=8 P h) x 3+x
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Indicador de logro

3.2 Resuelve ecuaciones cuadraticas utilizando la formula general.

Posibles dificultades

En esta clase se repasa la soluciéon de ecuaciones
cuadraticas usando la formula general. Se inclu-
yen ecuaciones con términos fraccionarios cuyo
denominador es igual a x y que se reducen a
ecuaciones cuadraticas.

J

Recuerde a los estudiantes, al momento de usar
la formula general, incluir el signo de los coefi-
cientes.

_

Solucién de problemas:

13T -4(3))

a) X = 20)

-1+v1+12
6
_-1£+13

T 6
Las soluciones de 3x2+ x —1 =0 son:
-1+4/13 -1-+13
X=——rc— Xx=——rp—

¢) La ecuacion es equivalente a x> —6x -3 =0:
_ 6+ +(-6)*-4(1)(-3)
r= 2(1)
_6+436+12
B 2

:—61‘2“/?:312\/3

Las soluciones de x2—3(2x + 1) = 0 son:
x=3+2V3 0o x=3-23

e) La ecuacion es equivalentea x> —x—-1=0:

= 1+ (1) -4(21)(-1)
2(1)
_1xN1+4
- 2
_1%45
T2
Las soluciones de x = x2— 1 son:
= 1 +2\/§ . 1—2\/§

g) La ecuacion es equivalente a 2x> — 8x + 5 = 0; al

resolverla se obtiene:

4++/6 4—+/6

2

b) La ecuacion es equivalente a x> +4x + 2 =0:
_ 42 P
B 2(1)
-4++16-8
2

:—4J_r2\/?:_2+\/7

2
Las soluciones de x? = —2(2x + 1) son:

x==2+\2 0 x=-2-\2

d) La ecuacion es equivalente a 2x? —6x + 3 = 0:
_ 6+(=6)*-4(2)(3)
- 2(2)

_6++36-24
- 4
_ 61243 343

4 2
Las soluciones de 2x(3 — x) = 3 son:

3+4/3 3-43
X=—— —

X =

f) La ecuacion es equivalente a 4x* —30x + 45 = 0:
= 30 £+/(-30)? —4(4)(45)

2(4)
_ 30 ++/900 -720
- 8

30645 _ 15%345

-8 - 4
Las soluciones de x? —%x +% =0son:
15 + 3+/5 15 -3+/5
= 4\/_ = 4\/_

h) La ecuacion es equivalente a x> + 3x — 2 = 0; al
resolverla se obtiene:

—3++17 -3-+17
X = —2\/_ X=—"F—

Sugerencia metodologica
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3.3 Definicion de niumero complejo

Definicién
Se llama unidad imaginaria, y se denota por iz, al niumero que satisface i*> = -1, es decir:
i=v-1.
Dados dos nimeros reales cualesquiera a y b, el nimero de la forma z = a + bi se llama nimero complejo.
Al conjunto de todos los numeros complejos, es decir, aquellos de la forma a + bi se le denota por C.

Sea z = a + bl un nimero complejo: . .
Para denotar numeros complejos,

1. Si b =0 entonces z es un nimero real. usualmente se utilizan las letras zy w.
2.Si a y b son diferentes de cero entonces z se llama nimero | Sise necesitan méas de dos nimeros
imaginario. complejos, se utilizan subindices, por

3.Sia=0y b # 0 entonces z = bi se llama ndmero imaginario puro. | €1€MPI0, Z1, 22, 25, 24, etc.

Al nimero a se le llama parte real de z, y se denota por Re(z); mientras que al nimero b se le llama parte
imaginaria de z, y se denota por Im(z). Dos numeros complejos son iguales si sus correspondientes partes
real e imaginaria son iguales, y viceversa.

Ejemplo 1
Para cada caso, determina Re(z) e Im(z): .
a)z=5-7i b)z=v2+1i c)z=%+9l
a) Re(z) =5 b) Re(z) = \2 c) Lo primero es reescribir z:
Im(z) = -7 Im(z)=1 AL 5.9
R T T X
Luego, Re(z) =—2 e Im(z) =%.
Ejemplo 2

Seanz=2x+3iyw =4+ (y—1)i dos nimeros complejos. Determina los valores de los nimeros reales x
y y para que se cumpla z = w.

Para que se cumpla la igualdad entre los nimeros complejos z y w debe ocurrir:

Re(z) = Re(w) Im(z) =Im(w)
2x=4 3=y-1
al resolver ambas ecuaciones lineales se obtiene:
x=2 4=y
Por lo tanto, para que se cumpla z = w los valores de x y y deben ser 2 y 4 respectivamente.
Problemas

1. Para cada caso, determina la parte real y la parte imaginaria de z:

a)z=—3+8i b)z=%—6i c)z=5-131

d)z=11i e)z=3 f)z=%‘i

2. Para cada caso, determina los valores de los numeros reales x y y para que se cumpla z = w:
a)z=(x+1)+5 , w=—6+(4-y) b)z=10-3x1 , w=8y+15;
C)z=(x+y)+4i, w=—2x+3yi dz=-x+3yi , w=(y-1)—-x1

@ )
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Indicador de logro

3.3 Identifica la parte real y la parte imaginaria de un nimero complejo.

En la clase se definen los nimeros complejos, su
parte real e imaginaria y la condicidon para la igual-
dad de dos niumeros complejos. Con este conteni-
do los estudiantes lograran mas adelante calcular
todas las raices de un polinomio, sean reales o
imaginarias.

Propésito

Esta clase solo trabaja lo relacionado a la parte
real e imaginaria de un niumero complejo, para
que los estudiantes se apropien del lenguaje ma-
tematico y del uso de la unidad imaginaria. En las
siguientes clases se desarrollaran las operaciones
basicas con nimeros complejos.

_ I\ .
Solucién de problemas:
la)z=-3+8i 1b)z=%—6i
Re(z) =-3;Im(z) =8 Re(z) = %; Im(z) = -6
1c) z=+5-3i 1d) z =11;
Re(z) =+/5; Im(z) = =3 Re(z) = 0; Im(z) = 11
le)z=3 1f)2:%‘i=_13_2_%i:_4_%i

Re(z) =3;Im(z)=0

2a) Debe ocurrir que Re(z) = Re(w), Im(2) = Im(w):

Re(z) = Re(w) Im(z) = Im(w)

x+1=-6 5=4-y
x=-6-1 y=4-5
x==7 y=-1

Por lo tanto, para que z = w los valores de x y ¥
deben ser -7 y -1 respectivamente.

2c) Al igualar las partes imaginarias de ambos:

Im(z) = Im(w)
4 =3y
_ 4
Y3
lgualando las partes reales y sustituyendo y:
Im(z) = Im(w)
xX+y=-2x
4
3x = —g
x=-2
9

Por lo tanto, para que z = w los valores de x y ¥
deben ser — % y % respectivamente.

®

Re(z) =—4; Im(2) = —%

2b) Igualando las partes reales e imaginarias:

Re(z) = Re(w) Im(z) = Im(w)
10 = 8y -3x=15
10 15
Y= ==
5 -
y== x=-5

Por lo tanto, para que z = w los valores de x y y

deben ser -5 y% respectivamente.

2d) Al igualar las partes reales e imaginarias:

Re(z) = Re(w) Im(z) = Im(w)
—x=y-1 3y=—x
x=-y+1 x==3y

Se forma un sistema de ecuaciones de primer
grado con dos incdgnitas. Utilizando el método
de sustitucion:

-y+1=-3y

2y=-1

-_1

Yy=73
fe—_a-1)=3 -3y yv=_21
Asi, x = 3( 2)-2.Porlotanto,x SYY >

Sugerencia metodologica



3.4 Suma, resta y multiplicacion de nimeros complejos

Problema inicial
Seanz=3+7iy w =2 - 3i. {Cudl es el resultado de las operaciones
zZ+w,z-wyzw?

Considera el numero i como una
variable para realizar las operaciones.

Solucién
Como en la suma de polinomios, solo pueden sumarse aquellos términos que sean “semejantes”:
Z+w=3+71+2-3]
=(3+2)+[7+(3)
=(3+2)+(7-3):
=5+4]
Para la resta deben cuidarse los signos de la parte real e imaginaria de w:
z-w=3+71—(2-3i)
=(3-2)+[7-(3)
=(3-2)+(7+3)i
=1+10:
La multiplicacién se desarrolla como si fuese el producto de binomios, y teniendo en cuenta que i =-1:
zw = (3+71)(2-31)
=3(2) + [3(-3) + 7(2)]z + 7(-3):?
=6+ (-9 +14)i—21(-1)
=6+21+5;
=27+51
Porlotanto,z+w=5+4i,z—w=1+10iy zw = 27 + 5i.
Definicion
La suma y resta de los niimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di se denotan por z + w y z — w respectiva-
mente, y se definen:
z+rw=(a+c)+(b+d)
z—w=(a-c)+(b-d)i.

El producto de los nimeros complejos z=a + bi y w = ¢ + di se denotan por zw y se define:
zw = (ac — bd) + (ad + be)i.

El complejo conjugado de z = a + bi, o simplemente conjugado de z, es otro nimero
complejo denotado por Z tal que Z = a — bi. Se llama médulo del nimero complejo
z=a + bi al numero real denotado por |z| y definido por:

|z| =\zZ =a? + D%

zZ =(a + bi)(a - bi)
=2 - b2

—q@2+ b?

Problemas
1. Para cada caso, calcula z + w, z— w y zw. Ademas, encuentra el conjugado y el médulo de cada ndmero:
a)z=-5+4i,w=2-31 b)z=4-1,w=—6+41
c)z=-3-2i,w=-5+1 d)z=8-i,w=12+3i
e)z=5-2i, w==61 flz=-3+8i,w=2

2.Sea z = a + bi un nimero complejo. Demuestra lo siguiente:
a) z+Z=2Re(2) b) z-Z=2Im(z)i

®



Indicador de logro

3.4 Efectua la suma, resta y multiplicacion de nimeros complejos, y determina el conjugado y el médulo

de un nimero complejo.

Propésito

En esta clase se trabajan las operaciones de suma,
resta y multiplicacion de nimeros complejos, ha-
ciendo una comparacion con el desarrollo de las
mismas en polinomios.

En el bloque de Problemas, los estudiantes deben
utilizar lo descrito en la Definicidon; es decir, iden-
tificar y sustituir los nimeros a, b, cy d.

Solucién de problemas:
la)z+w=(-5+2)+(4-3)i=-3+1
z—w=(-5-2)+(4+3)i=-7+7i
2w = [-5(2) — 4(=3)] + [-5(-3) + 4(2)]i = 2 + 23]
Z=-5-4;;, w=2+31
|2 = V57 + 4= a1
lw| =22+ (-3)2 =13

Ic)z+w=(-3-5)+(-2+1)i=-8-1
z—-w=(-3+5)+(-2-1)i=2-31

zw = [-3(-5) = (-2)1] + [-3(1) + (-2)(-5)]i=17+ 7i

Z=-3+2, w=-5-1
lz| =[(-3)7+(-2)2 =13
lw] = /(=57 +12= 26

le)z+w=(5+0)+(-2+6)i=5+4:
z—-w=(5-0)+(-2-6)1=5-81
2w = (5—2i)6i = 30i — 12i2 = 12 + 30i
Z=5+2;, w0 =-61
|2 =&+ (2 =2
lw| =62=6

2a) z+z = (a + bi) + (a - bi)
=(a+a)+(b-b)i
=2a+01
=2a
= 2Re(2)

1b)z+w=(4-6)+(-1+4)i=-2+31

z-w=(4+6)+(-1-4)i=10-5;

zw = [4(—6) — (-1)4] + [4(4) + (-1)(-6)]i = —20 + 221
Z=4+, w=-6-4i

|z = 42+ (-1)2 = \17

lw| = (-6 + 47 =213

1d)z+w=(8+12)+(-1+3)i=20+2:

z-w=(8-12)+(-1-3)i=—4-4{

zw = [8(12) — (-1)3] + [8(3) + (-1)(12)]i =99 + 12i
zZ=8+, w=12-3i

o1 = VBT (17 = 65

lw| =127 +37=3417

f)z+w=(-3+2)+8i=-1+8i

z—w=(-3-2)+81=-5+8i
zw=(-3+8i)2=—-6+161
zZ=-3-8L, w=2

2l =BT 8 =73
lw|=+22=2

2b) z—Z = (a + bi) — (a - bi)

=(a—a)+(b+0b)
=0+2b1

=2bi

=2Im(z)i

Sugerencia metodologica



3.5 Division de numeros complejos

Problema inicial

. . zZ _a+bi . -
Seanz=a+ biyw =c +di. Para calcular W erdi realiza los siguientes pasos:
o w —di
1. Multiplica por £ =£=9%¢
P P w c-di

2. Efectua los productos indicados.
3. Encuentra el resultado.

Solucién _
1. Al multiplicar por % se estd multiplicando por 1, o sea que la expresion original no se altera:

z _a+bi _a+bi  c-di

w c+di c+di  c-di

_ (a+bi)(c—-di)
T (c+di)(c-di)
2. Al efectuar los productos indicados, se obtiene:

(a+ bi)(c—di) _ ac+bd+(—ad +bc)i
(c+di)(c=di) ~ +d? :

3. La divisién de z entre w es entonces el nimero complejo:

ac+bd —ad+bci
2+ d? c+d 7

Definicién
Sean los nimeros complejos z = a + biy w = ¢ + di. La division de z entre w se denota por% y estd dada por:
Z_a+bi _ac+bd  -—ad+bc.
w c+di cA+d? +d?

Ejemplo
Divide 4 + 37 entre 5 — 1.

En este caso, al multiplicar por el conjugado de 5 —i en el numerador y denominador, se tiene que:
4+31 _ 4+3] % 5+1 _ (4+3i)(5+1) _ (20—3) + (4 + 15); _ 17 +19; =£+£i

5—1 5-i  5+j 52 412 26 26 26 26

Por lo tanto, At;—_i.l VA ¥,

26 26
P £y
roblemas.
z - S
1. Para cada caso, calcula o Observa que el objetivo en cada
a)z=3,w=2+41 b)z=5w=2-7i una de las operaciones vistas con
)z=—7,w=6-2i dz=2+9,w=-3-1i It?s Im]meros. ’complejos eslescri-
e)z=—4+6i,w=2+7i f)z==3-2i,w=5+2j | @ OoPeracion como un numero
. . i . complejo u + vi. Asi, en el caso de
g)z2=4-2i, w=-5i h)z=-2+61, w=31 la division, el objetivo es quitar el
nimero complejo del denomina-
. . . L dor multiplicando numerador y
2.Seanz=a+biyw = c+ di; realiza o siguiente: denominador por el conjugado del
[ 2\ denominador.
a) Calcula = b) Calcula (i) L J
w w
c) Calcula % d) Compara los resultados de b) y c)

@ )
122




Indicador de logro

3.5 Efectua el cociente de dos numeros complejos multiplicando por el conjugado del divisor.

En esta clase se trabaja la operacion de division
(cociente) de dos niumeros complejos. La estrate-
gia a utilizar es la multiplicacidn por el conjugado
del divisor (denominador), para escribir el resul-
tado en la forma u + vi, donde © y v son nimeros
reales cualesquiera.

Propésito

Si bien la Definicién indica el resultado de la ope-
racién de division para los nimeros z=a + bi y
w = ¢ + di, en la resolucién del bloque de Pro-
blemas no deben sustituirse los valores de a, b, ¢
y d, sino multiplicar por el conjugado del divisor
y realizar las operaciones resultantes tal como lo

establece el indicador de logro.

Solucién de problemas:
z 3 2-4; 3(2 —41) 6-12: 3 3. z 5 2+71 5(2 + 71) 10+35; 10 A 35.
1a)—: - X - = > > = = ——— ]_b)—: - X - = 5 > = =—+—1
w 2+41 2-41 22+ 4 4+16 10 5 w 2-71 2+71 22+7 4+ 49 53 53
Qo) ZoTi 6420 7i6+2) 14-42i 7 21, g4z 249 3+i_ (6-9)+(2-27)i __3_5;
W 6-20 “B6+2i 6+22  36+4 ~20 20° W 3-i 3+i 9+1 22
z _—A+61 2-7i _(-8+42)+(28+12)i 34  40. z  -3-2I 5-21 (-15-4)+ (6 —10)i 19 4 .
—_—= - - = =—t — —_= - - = = ———
1e)w 2+71 ><2—7l 4 + 49 53 53L 1f)w 5+21 ><5—ZL 25+4 29 29
z 4-27 51 10 + 201 2 4 . z -2 +61 -3 18 + 61 2
—_— = X—"=—=—+4+ — —_— s X—=—= + —
1g) w =51 x 51 25 5 * SL lh) w 3 =31 9 2 3l
z _ac+bd | —ad+bc. (z\ _ac+bd —ad+bc.:
za)w_ 2+ 2+d? Zb)(;)z c+d2 | P+
_ac+bd ad—bci
C2+d T 2+ d
zZ _a-bi 2d) Los resultados son iguales, es decir:
2c) == .
w c-di —_— _
_a-bi c+di (3)=é
c-di = c+di wi w
_ (ac+ bd) + (ad - be)i
B cc+d?
_ac+bd  ad-bc .
S c+d? T c+d

Sugerencia metodologica



3.6 Raices cuadradas de numeros negativos*®

Problema inicial
Sea x un numero complejo. Determina todos los valores de x que satisfacen: x? = -5 i=N-1,2=-1 ]

Solucién

Se busca el numero complejo tal que, al elevarlo al cuadrado, su resultado sea igual a —5; observa que -5
puede escribirse como el producto 5(—1), entonces: x? = 5(-1) = 52,

luego, x2 = 5i2 se cumple para x =V5 i 0 x = -5 i. En efecto:
(5 = (V5)iz=-5 (V5 i)= (-V5)ir=—5

Por lo tanto, los valores de x que satisfacen ¥ = =5 son x =5 i y x =—5 i.

Definicién
Sea @ un niimero real positivo (@ > 0). Las raices cuadradas de — @ son Vai y—Vai. Ademas:
\=a=1ai.
Ejemplo
Escribe los siguientes nimeros en la forma a + bi:
=3 N3 5
NEERY = = —— —2==(-1)=1
Primero se escriben las raices de nimeros negativos en la forma~ai, luego se realizan las operaciones
respectivas: =
s e V3 _ i NE_ 3 (=i
AN=3V=5 =035 ) ME s ) 5= % 5)
=15 2 _ \/g : _ 3 (-_;)
- Vs >
= 3 (—_l)
De lo anterior se concluye que: N=3 _ [3: 541
Luego, = ATk
V=35 =I5 __ 3
5
Luego, RER =_\/§i,
. - p — V=5 5
n general, si @ y b son numeros reales positivos:
— Yo, Va
1.N=aN=b # N(-a)(-a) 2. Tba * \/T% También puedes multiplicar por el conju-
gado de V5 i, o sea, — V5 i y verificar que
P » se llega a la misma respuesta.
roblemas
1. Para cada caso, encuentra las raices cuadradas de —a si:
a)a=2 b)a=3 c)a=7 d)a=10
e)a=4 f)a =25 g)a=% h)a=%
2. Escribe los siguientes nimeros en la forma a + bi:
2) VT T b) N7 N2 O NFT
V=3 N=4 N24
)= e N

®




Indicador de logro

3.6 Encuentra las raices cuadradas de niumeros reales negativos y los escribe en la forma a + bi.

Luego de haber definido y realizado las operacio-
nes basicas con numeros complejos, en esta clase
se encuentran las raices cuadradas de numeros
reales negativos (al igual que en noveno grado
se encontraron las raices cuadradas de numeros
positivos). Esto sirve para que los estudiantes
comprendan que si a es un numero real positivo
entonces V—a =ai. Si los estudiantes tienen mu-

Propésito

En el Problema inicial se retoma la definicion de
solucién de una ecuacidon cuadratica; esta par-
te junto con la Definicién de la clase sirven para
introducir a los estudiantes en el calculo de las
soluciones de una ecuacion y de las raices de un
polinomio, tomando también aquellas complejas.
En el numeral 1 del bloque de Problemas los estu-
diantes deben utilizar lo descrito en la Definicion,

es decir, los resultados deben ser bastante inme-
diatos.

A\ /

chas dificultades para resolver el Problema inicial,
el docente debe desarrollar la Solucidn.

Posibles dificultades

En el numeral 2 del bloque de Problemas, recuerde a sus estudiantes que, antes de realizar las opera-
ciones, deben escribir los radicales en la forma bi. En el caso de los literales d) y f) pueden multiplicar
numerador y denominador por el conjugado del denominador o solamente por —i tal como el literal c) del
ejemplo.

Solucion de problemas:

1a) —a = -2, luego las raices de —2 son V2i y —2i. 1b) —a = -3, luego las raices de -3 son V3 y —/3i.

1c) —a = -7, luego las raices de =7 son \7i y —\7i. 1d) —a = —10, luego las raices de —10 son V10i y —V10i.

1le) —a = -4, luego las raices de —4 son:
Vai=2i y —~4i=-2i.

1f) —a = -25, luego las raices de —25 son:

\25i=5i y —+25i=-5i.

1h) —a=- %, luego las raices de —%son:

\/Ii:li _\/I:_l'
gt=3t Y 9 3t

1g) —a =- %, luego las raices de —% son:
;-1 Y
3t Y 3

=1
=- 5.
V3

Pueden racionalizarse las fracciones y dejarlas expresadas como 5

2a) V=7 v2 = (v7i) v2 2b)\7 =2 =7 (2i)

—\14i =14
2¢) V37 = V(@eﬁl) 2d) 2 =2
=217 =2
T /
2e) % = % Puede racionalizarse el 2f) % = ZTZZE(%)
2 resultado y dejarlo ex- =-2i
= TB’Z 213

presado como =

@ Sugerencia metodologica



3.7 Discriminante de la ecuacion cuadratica

Problema inicial
De la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 se define el nimero A = b2 — 4ac. Para cada una de las siguientes

ecuaciones calcula el valor de A, establece su signo y resuelve cada una utilizando la férmula general
(considera las soluciones complejas):
a)2x*—5x-1=0 b)x?-2x+1=0 c)x*+3x+5=0

(A es una letra griega llamada ”Delta".)

Solucién

a) Al calcular A se tiene:
A=(-5)2-4(2)(-1)=25+8=33

es decir, A > 0. Al resolver la ecuacion utilizando la férmula general (el valor de A es el radicando de

la férmula general): —(-5)+\33  5++33
X = = .
4 4

La ecuacién 2x? — 5x — 1 = 0 tiene dos soluciones reales.

b) El valor de A es: A=(-2?-4(1)(1)=4-4=0

0 sea, A = 0. Luego, el valor del radicando en la férmula general es cero y:

_ (=20 _ 2 _
Y| Tttt

La ecuacién x? — 2x + 1 = 0 tiene una solucién real.

c) El valor de A es:
A=32-4(1)(5)=9-20=-11

es decir, A < 0. Al resolver la ecuacién utilizando la férmula general:
_ —3#4-11  -3++[11i
- 2 - 2 ’

La ecuacion x? + 3x + 5 = 0 tiene dos soluciones complejas.

Definicién
Dada una ecuacion cuadratica ax?+ bx+ ¢ =0, con a, by c nimeros reales y a # 0, se le llama discriminante
de la ecuacion cuadratica al numero A = b2 — 4ac. El numero y tipo de soluciones de la ecuacién cuadratica
puede determinarse de acuerdo a lo siguiente:
1.Si A > 0, la ecuacidn tiene dos soluciones reales, es decir, pertenecen a los numeros reales.
2.Si A =0, la ecuacion tiene una solucion real.
3.Si A <0, la ecuacion tiene dos soluciones imaginarias, es decir, de la forma w + vi con v # 0.

Ejemplo
¢Cual debe ser el valor de m para que la ecuacién x*> + mx + 4 = 0 tenga una solucién real?
Para que tenga una solucidn real debe cumplirse que A=0, es decir A=m?—-16=0. Luego, m=4om =—4.
Por lo tanto, para que la ecuacion x2 + mx + 4 = 0 tenga una solucion real m debe ser 4 o — 4.

Problemas
1. Determina si las soluciones de cada ecuacion son reales o imaginarias:
a)dx’+x-3=0 b)4x?+x+14=0
c)9x?-30x+25=0 d) 15x? + 12 =-8x

2. ¢Cual debe ser el valor de m para que la ecuacion x? — 6x + 5 — m = 0 tenga una solucién real?

@ )
®




Indicador de logro

3.7 Determina el numero de soluciones reales o imaginarias de una ecuacion cuadratica utilizando su dis-

criminante.

En esta clase se generaliza el nimero o tipo de
soluciones de una ecuacidon cuadratica, conside-
rando aquellas cuyo resultado son nimeros com-
plejos; lo anterior se realiza analizando el discri-
minante de la ecuacion.

E

n el numeral 1 del bloque de Problemas, los es-
tudiantes deben utilizar lo descrito en la Defini-
cion, es decir, calcular el discriminante en cada
caso (no deben resolver la ecuacion). En el nume-
ral 2 debe realizarse un andlisis similar al mostra-

do en el Ejemplo.

N AN J

Posibles dificultades

En el numeral 2 del bloque de Problemas puede suceder que los estudiantes asignen a ¢ solamente el
valor de 5; indiqueles que ¢ =5 — m.

Solucién de problemas:
1b)a =4, b =1, c = 14; luego:
A=12-4(4)(14) = 1-224=-223

la)a=4,b=1, c=-3; luego:
A=12-4(4)(-3)=1+48=49
De lo anterior se tiene A < 0, por lo tanto, la

ecuacion 4x?> + x + 14 = 0 no tiene soluciones
reales, sino dos soluciones imaginarias.

De lo anterior se tiene A > 0, por lo tanto, la
ecuacion 4x?> + x — 3 = 0 tiene dos soluciones
reales.

1d) La ecuacion es equivalente a 15x* + 8x + 12 = 0,
cona=15,b=8, c=12; luego:

A = 82— 4(15)(12) = 64 — 720 = — 656

1c)a =9, b =-30, c = 25; luego:
A = (—-30)2 — 4(9)(25) = 900 — 900 = 0
De lo anterior se tiene A = 0, por lo tanto, la
ecuacion 9x% — 30x + 25 = 0 tiene una solucidn De lo anterior se tiene A < 0, por lo tanto, la

real. ecuacion 15x? + 12 = — 8x no tiene soluciones
reales, sino dos soluciones imaginarias.

2. En la ecuacion cuadraticax?—6x+5-m=0:a=1,b=-6yc=5-m. Luego,

A=(-6)"-4(1)(5-m)
=36-20+4m
=4m + 16

Para que la ecuacidn solo tenga una solucién real debe ocurrir A=0, o sea, 4m + 16 = 0:

4m =-16
m=-4

Por lo tanto, x2 — 6x + 5 — m = 0 tendra solamente una solucidn real si m = —4.

@ Sugerencia metodologica



-
3.8 Factorizacion de un polinomio*

Problema inicial

Utilizando nimeros complejos factoriza el polinomio x? + 12x + 40.

Solucién

Similar al caso de la factorizacion del trinomio de la forma x? + (a + b)x + ab, en este caso deben encontrar-

se dos numeros complejos cuyo producto sea igual a 40 y cuya suma sea igual a 12. Primero se resuelve la
ecuacion x? + 12x + 40 = 0 utilizando la formula general:

_ 2_ _ - -12 + 41 .
. 12:\)122 4(1)(40) _ 12)—'2 16 _ 122 & o642

luego,
x=—6+2L o© x=—6-21

x—(-6+2{)=0 o x—-(-6-2i)=0
x+6-2i=0 o xX+6+2i=0

seanz=6-2iy w =6+ 2i; puede comprobarse que zw =40y z + w = 12, y se tiene:
(x+2)(x+w)=x*+(z+w)x +zw = x> + 12x + 40.
Por lo tanto, 2 + 12x + 40 = [x — (-6 + 21)][x — (-6 — 2i)] = (x + 6 — 2i)(x + 6 + 21).

Conclusion

Si x; y x, son las soluciones (reales o imaginarias) de la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 entonces:

ax’ +bx+c=alx—x)(x—x,).

Ejemplo
Factoriza el polinomio x* — 6x? + 15x — 14.

Los divisores del término independiente son a = 1, +2, +7, +14. Al sustituir x = 2 en el polinomio original
se obtiene:
23-6(2)2+15(2)-14=8-24+30-14=0

por el teorema del factor, x® — 6x? + 15x — 14 = (x — 2)d, donde d es un polinomio de grado 2; utilizando
divisidn sintética se obtiene:
x*—6x?+15x—14 = (x—2)(x*—4x + 7)

el siguiente paso es factorizar el polinomio x?—4x + 7; esto puede realizarse utilizando la férmula cuadratica:

J 4Ny -a) 4xN-la 4B, 5

2 2 2

X

Por lo tanto, x® — 6x2 + 15x — 14 = (x — 2)[x — (2 +V33)][x = (2 =V3i)] = (x — 2)(x — 2 = V3i)(x — 2 +3i).

Problemas
Factoriza cada polinomio:
a)x?—12x+40 b) 5x* + 8x + 5 c)x®—6x>+2x+24
d)x*+x+10 e) x®—3x?+ 25x + 29 f) a3 — 7x% + 20x— 50

®
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3.8 Factoriza polinomios de grado dos o tres utilizando nimeros complejos.

En esta clase se utilizan los nimeros complejos
para escribir polinomios de hasta grado tres en la
forma a(x — x,)(x — x,)(x — x,), donde los nimeros
X, X, Y X; son complejos. Esto dard paso a que,
en la clase 3.9, se definan y calculen las raices de
un polinomio. Si los estudiantes tienen muchas
dificultades para resolver el Problema inicial, el

docente debe desarrollar la Solucion.

Posibles dificultades

En esta clase se utiliza basicamente todo lo visto
en lecciones anteriores, por ejemplo como facto-
rizar un polinomio de grado tres, las raices de nu-
meros negativos, resolver una ecuacion cuadrati-
ca, etc. Los estudiantes deben tener claridad de
los procesos desarrollados en la clase.

Solucién de problemas:
a) Se factoriza x> — 12x + 40 usando la férmula cua- b) Se factoriza 5x> + 8x + 5 usando la férmula
dratica: cuadratica:
_12+144-160 _ 124V=16 _ 12+4i _ . _-8+\64-100 _-8+V—36 _ -8+6i _ 4,6 3.
x= 2 =Ty TT g t6ta = 10 "1 1w 5%%

Por lo tanto,
x2=12x+40 =[x — (6 + 20)][x— (6 — 21)]
=(x—6-21)(x—6+ 21).

c) Para factorizar x* — 6x? + 2x + 24 se utiliza lo visto
en la leccion 2. Los divisores de 24 son 1, 2, 3,
14, 16, £8, +12 y +24; al sustituir x = 4 en el poli-
nomio se obtiene:

43—-6(4)>+2(4)+24=64-96+8+24=0
Luego, x° — 6x% + 2x + 24 = (x — 4)d. Al usar di-
vision sintética para encontrar el polinomio d se
obtiene d = x? — 2x — 6; este Ultimo se factoriza en
el producto (x -1 —V7)(x - 1 +7).
Por lo tanto,
X3 —6x2+2x+ 24 = (x—4)(x—1—=\7)(x -1 +7).

e) Los divisores de 29 son +1y +£29. Al sustituirx =-1
en x’—3x%+ 25x + 29:

(-1)*=3(-1)2+25(-1) +29=-1-3-25+29=0

Luego, x> — 3x? + 25x + 29 = (x + 1)d. Al usar di-

vision sintética para encontrar el polinomio d se

obtiene d = x? — 4x + 29; este Ultimo se factoriza

en el producto (x — 2 — 51)(x — 2 + 51).

Por lo tanto,
x3—3x2+25x+29=(x+1)(x—2—-5i)(x—2+51).

®

Por lo tanto,
3.

5x2+8x+5=5(x+%—gz)(x+%+%i).

d) El proceso es similar al del literal anterior; los
divisores de 10 son £1, +2, £5 y £10. Al sustituir
x=-2enx®+x+10:

(-2)}-2+10=-8+8=0

Luego, x*> + x + 10 = (x + 2)d. Se usa division sin-

tética para encontrar el polinomio d, obteniendo

d = x?—-2x + 5; este ultimo se factoriza en el pro-

ducto (x—1-2i)(x—1 + 21).

Por lo tanto,
X+x+10=(x+2)(x—1-2i)(x—1+2i).

f) Los divisores de =50 son *1, £2, +5, £10, +25 y +50.
Al sustituir x =5 en x° — 7x? + 20x — 50:
53-7(5)2+20(5)-50=125-175+100-50=0

Luego, x* — 7x* + 20x — 50 = (x — 5)d. Al usar di-

vision sintética para encontrar el polinomio d se

obtiene d = x> — 2x + 10; este Ultimo se factoriza

en el producto (x—1—31)(x— 1 + 31).

Por lo tanto,
x3—=7x*+20x—-50=(x—5)(x—1-31)(x—1+31).

Sugerencia metodologica



3.9 Raices de un polinomio*

Problema inicial
Un ndmero a (real o imaginario) es una raiz de un polinomio en variable x si al sustituir x = a en el polinomio
el resultado es cero. Calcula las raices de los siguientes polinomios:

a)3x-12 b) 2x>+7x+3 c) x®—3x2+25x + 29

Solucién
a) Para determinar las raices de 3x — 12 hay que encontrar los valores de x que hacen cero el polinomio;
es decir, basta resolver la ecuacidén 3x — 12 = 0 para determinar las raices. La solucién de la ecuacién
es x = 4, entonces 4 es la Unica raiz de 3x —12.

b) De igual forma que en el literal anterior, basta resolver la ecuacién 2x? + 7x + 3 = 0 para calcular las
raices del polinomio 2x? + 7x + 3. Resolviendo por factorizacion:

2x%+7x+3=(2x+1)(x+3)=0.

Entonces x = —% y x =-=3 son las raices del polinomio 2x? + 7x + 3.

c) Como el polinomio es de grado 3 se utiliza el teorema del factor para determinar alguno de los valores
que hacen cero el polinomio; se sustituye x por alguno de los nimeros £1, £+29:

six=-1, entonces (-1)3—3(-1)2+25(-1) +29=-1-3-25+29=0

se utiliza division sintética para realizar (x* — 3x? + 25x + 29) + (x + 1) y factorizar el polinomio original;
de esto se obtiene:
x3—3x2+25x+29=(x+1)(x?—4x + 29)

una de las raices del polinomio es x = — 1. Se calculan ahora las raices de x2 — 4x + 29 resolviendo la
ecuacion x> —4x +29=0:

v 2xVEAP-a()@o) _ 4£V-100 | 42100 5,

2 2 2

Por lo tanto, las raices de x*—3x%+ 25x+29sonx=—1,x=2+5iyx=2—5i.

Conclusién
Sea p un polinomio en una variable:

p
Un polinomio de grado 1 se llama lineal, al de grado 2 se le conoce

1. Si p es de grado 1, entonces tiene una | como polinomio cuadratico y si es de grado 3 se le llama polinomio

raiz compleja. cubico. Un polinomio puede ser de grado n, para n un entero no nega-
tivo, y cuando es de una variable es de la forma:
2. Si p es de grado 2 entonces tiene dos QX"+ Qpa X+ QX+ QX+ Qo

raices complejas, contando aquellas | donde a, es distinto de cero.

que se repiten. Por ejemplo, el Un polinomio de grado n tiene n raices complejas. Si x;, X3, ..., X, sON

polinomio x* + 2x + 1 puede escribirse | |as raices (distintas) del polinomio @,x" + @, X" + - + @,X* + X + g

como (x+1)’yx=-1esunaraizdoble. | entonces puede factorizarse como:

Q%= 200) ™ (26 = 265) ™ o+ (26 = )™

3. Si p es de grado 3, entonces tiene tres | donde alos m; se les llama multiplicidades de la raiz x; y cumplen que:
raices complejas, contando aquellas Mmy+my+---+m=n.

N

que se repiten.

Si un polinomio tiene una raiz imaginaria, el conjugado también es raiz.

D

&
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3.9 Calcula las raices de un polinomio de a lo sumo grado tres, usando niumeros complejos.

En la clase se definen las raices de un polinomio.
Dado que ya se han trabajado numeros comple-
jos, se indica, de manera general, cuantas raices
complejas tiene un polinomio de hasta grado tres.
Si los estudiantes tienen muchas dificultades para
resolver el Problema inicial, el docente debe de-
sarrollar la Solucidn.

Propésito

La clase solo cuenta con el Problema inicial, su
respectiva Solucion y la Conclusion. Esto debido a
que los procesos para encontrar las raices de un
polinomio vienen a ser los mismos estudiados du-
rante toda la unidad. En el enunciado del Proble-
ma inicial y la Conclusidn se indica qué es una raiz
de un polinomio y cudntas puede llegar a tener.

Posibles dificultades

Verifique que los estudiantes tienen claro qué significa encontrar las raices de un polinomio. Lo anterior
se reduce a resolver una ecuacion, pero es incorrecto decir “la raiz de 3x— 12 =0 es 4”; lo correcto es “la

raizde3x—-12es4o0x=4".

Problemas propuestos:

La clase no cuenta con un bloque de Problemas. A continuacion se proponen algunos problemas para desa-

rrollarlos con los estudiantes, si lo considera necesario.

Calcula las raices de los siguientes polinomios:
a)—4x-16
El polinomio es de grado 1, solo tendra una raiz
compleja. Para encontrarla se resuelve la ecua-
cion—4x-16=0:
-4x =16
x=-4
Por lo tanto, la raiz de — 4x — 16 es x = —4.

c)x®-3x2+4x-2

El polinomio es de grado 3, tiene entonces tres

raices complejas. Una de ellas se encuentra usan-

do el teorema del factor, y buscando entre los di-

visores de —2 (1 y £2) el que hace cero el polino-

mio. Six =1:
13-3(1)%+4(1)-2=1-3+4-2=0

Se usa divisidn sintética para calcular el cociente

(x®*—=3x%+4x-2) + (x—1), donde resulta:

x=3x2+4x-2=(x—-1)(x*-2x+2)

Por medio de la férmula cuadratica se obtienen las

raicesdex’—2x+2,0sea,x=1+iyx=1-1. Por

lo tanto, las raices de x> —3x> +4x —2 son x = 1,

x=1+iyx=1-1.

®

b) x2-2x-1
El polinomio es de grado 2, tendra entonces dos

raices complejas. Para encontrarlas se resuelve
x? —2x—1 =0 usando la férmula cuadrética:

x=2¢\/3+4=2122\/§=1i\/§

Por lo tanto, las raices de x22—2x—1sonx=1+2
yx=1-12.

d)x*-3x*+x+5
El polinomio es de grado 3, tiene tres raices com-
plejas. Usando el teorema del factor, se busca en-
tre los divisores de 5 (1 y +5) el que hace cero el
polinomio. Si x =-1:
(-1 -3(-1)?-1+5=-1-3-1+5=0
Se usa division sintética para calcular el cociente
(x®*-3x2+x+5)+(x+1), donde resulta:
x}—3x?+x+5=(x+1)(x*—4x+5)
Por medio de la formula cuadratica se obtienen
las raicesde x> —4x+5,0sea,x=2+1yx=2—1.
Por lo tanto, las raices de x*> — 3x> + x + 5 son
x=-1,x=2+1yx=2—-1.

Sugerencia metodologica



3.10 Practica lo aprendido N

1. Resuelve las siguientes ecuaciones, analizando primero si puede resolverse por factorizacion; de lo

contrario, utiliza la férmula general:
2

a)x2+§x+%=

c) x(3x+10) =77

e) 22x>+67x—-35=0
g)x’—-6x+12=0
i)x2-2x+26=0
k)x?+3x+6=0
m)4x?+x+14=0

o)x’+4x+14=0

. Calcula el valor de x si:

x=1+ 1
1+ 1
1+ 11
1+1+'-.
Sea x=2+ 3
2+ 3
2+ 33
2+2+'~.

Demuestra que x = 3.

.Paracadacaso, realizaz+wyz—-w:
a)z=2-l,w=3+71i
C)z=—6-i,w=1
e)z=1-3,, w=5-2i
g)z=-5 w=151

. Para cada caso, realiza zw y%z
a)z=-5+4i,w=2-31
c)z=—-3-2i,w=-5+1
e)z=5-2i, w="61l
g)z=-9+7,w=4+9i

b)x*+5x=0

d) 15x2 - 14 =29x
f)2.7x*+4.2x+0.8=0
h)x*+5x+6=0
j)6x?+x+12=0

) -3x?—5=—x

n) 15x% + 8x =-12
p)x*+8x+17=0

¢Qué se puede observar de la expresion
encerrada en el recuadro rojo?

x=1+

b)z=-3+2l,w=2-4i
dz=2+i,w=8-1i
f)z=9i, w=>51
h)z=7-61, w=-11-3i

b)z=4-1,w=-6+41
dz=8-i,w=12+3i
flz=-3+8j,w=2
h)z=7-6i, w=-11-3i

. Factoriza cada polinomio utilizando nimeros complejos:

a)dxt+x+1
c)x*—x?—14x+ 24

b) 9x2 + 28x + 50
d) x* — 113 + 40x? — 56x + 24

®
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3.10 Resuelve problemas correspondientes a ecuaciones cuadraticas y nimeros complejos.

Solucién de problemas:

1a) Se multiplican ambos miembros por 12, obte-
niendo la equivalente 12x? + 8x + 1 = 0. Luego:

(6x+1)(2x + 1)=O,osea,x=—%yx=—l

>

1c) Se efectua el producto para encontrar la equiva-
lente 3x? + 10x — 77 = 0. Luego:

(x+7)(3x-11) = 11

0, esdecir,x=-7y x= 5
=0,osea,x=—1y x=i.
2 11
1g) Usando la féormula cuadratica se encuentran las
soluciones: x =3 +3iyx =3 —/3i.

1i) Soluciones: x =1+5iyx=1-5i.

le) (2x+7)(11x—5)

. w3 N15. 3 415,
1k) Soluciones: x = Sty x=- -t
1m)Squciones:x=—l+ V223iyxz—l— /223,
8 8 8 8
10) Soluciones: x =—2 +10i y x =— 2 —\10i.
2. Observe que: x > 0y la
g Y x=1+ 1

expresion encerrada en
el recuadro es igual a x.
Al sustituirla, se obtiene

., 1
la ecuacionx =1 +;.

Esta es equivalente a x2—x—1 =0 (con x # 0). Al
resolverla por la férmula cuadratica se obtiene la
- . _1_15
solucion no negativa x =5t
4a)z+w=5+61; z—w=-1-8i
Ac)z+w=—-6; z—w=-6-21
4e)z+w=6-5; z—w=-4-1
4g) z+ w=-5+15;; z—w=-5-151

5a) zw = 2+23L,E‘—i—§—1—73i
5c)zw=17+7z,%=%+%i

Se) zw = 12+30z,w-—%—%i

5g) zw =-99 — 53,5} ;; %i
6a)4x2+x+1:4(x+%—%)(x 3 \/f)
6¢c) x> —x2—14x+24 = (x—-2)(x—3)(x + 4)

6d) x* —11x° + 40x* — 56x + 24 =

(x—2)(x-3)(x -3 -5)(x -3 +5)

®

1b) x(x+5)=0,05sea,x=0y x =-5.

1d) (3x—7)(5x + 2) = 0, es decir, x:%y x:—%.

1f) (3x + 4)(9x + 2) = 0, es decir, x———y x——%
1h) (x + 2)(x + 3) = 0, es decir, x=-2 y x = -3.
. . cw_ 1 A287. 1 287,
1j) Soluciones: x = 12+—12Lyx— 512
. oo 1 A59. 1 +59.
1l) Soluciones: x = et lYX=g b
__A L w4 WAL
1n) Soluciones: x 15+ T X=-7c T

1p) Soluciones: x=—4+iyx=—4—1.

3.x >0,y la expresion ence-
rrada en el recuadro es ™
igual a x. Al sustituirla,
se obtiene la ecuacién:

x=2+>

X

Esta es equivalente a x> —2x—-3=0(conx #0),y
su solucidén no negativa es x = 3.

4b)z+w=-1-2i; z—-w=-5+61
4d)z+w=10; z—w=-6+21
af)z+w=14i; z—w =41
4h)z+w=-4-91; z—w=18-3i

- Z__7 _5.
5b) zw =-20 + 22i; — 336

= z2_31_4
5d) zw =99 + 12;; TR L
5f)2w=—6+16l, E=__+4L

=— z2__59 , 8,
5h) zw = —95 + 45j; = — 30 " 30°

14 254 14 254 .

6b) 942 + 28x + 50 = 9(x+?——\'9z)(x+?+\'9 )

En el problema 6b), los estudiantes
pueden usar calculadora.

Sugerencia metodologica



3.11 Problemas de la unidad ~

1. Factoriza los siguientes polinomios:
a) (x+y) —(x—y) b) (x +y)* + (x - y)*

2. Utiliza productos notables para calcular el resultado de las siguientes operaciones:

a) 190(210) b) 96(104) — 94(106)

)3+ -13-+5 d) 1/100(101)(102)(103) + 1
Tomax=V3+V5 —\3-5 y Considera x = 100 y multiplica el primero
calcula x2. con el ultimo y el segundo con el tercero.

3. Considera los nimeros complejos z, = 1 + 21, 2, =—2 + 31y 2, = 1 — 1. Calcula el resultado de las siguientes
operaciones:

a)zitz t2; b)z12,+ 2,25+ 2324 C) 212,23
2 2

z z z zZi+ Z

d)z2+2z2+22 e) L+ 24+ 2 fy =—=
2 23 & 2+22

4. Desarrolla cada uno de los productos para demostrar las igualdades:
a)(x+a)x+b)(x+c)=x+(a+b+c)a®+(ab+ bc+ac)x +abe

b) (a + b)(a*-ab + b?) = a® + b?
c) (@® + b*)(x* + y?) = (ax + by)* + (ay — bx)?
5. Encuentra un polinomio de segundo grado en una variable x que cumpla lo siguiente: el coeficiente de

x y el término independiente sean iguales; los valores del polinomio al sustituir x por 1y 2 sean 7y 18
respectivamente.

6. Sean x y y numeros reales positivos. Factoriza los siguientes polinomios (puedes dejar los términos de
los factores con raices cuadradas):
a)x+2Vx+1 b)x-y

c)y+4\y+4 d)x-1
7. Demuestra que para cualquier nimero complejo z, se cumple que |z| 2 0.

8.Seanz=a+biyw=c+di, éise cumple que |zw| = |z| |w]|?

. . >
9.Seanz=a+biyw =c+di, ise cumple que |%| = —ll || ?
w

10. Determina los valores que puede tomar el nimero real m para que la ecuacién mx? + 2x + 1 = 0 tenga
dos soluciones reales.

11. Determina los valores que puede tomar el nimero real m para que la ecuacion x? + 2x + m = 0 tenga
dos soluciones imaginarias.

\_ )

@ )
®




Indicador de logro

3.11 Resuelve problemas correspondientes a operaciones con polinomios y nimeros complejos.

Solucién de problemas:
1a) (x +y) = (x =y’ =[(x+y) + (x=y)[(x +y) = (x —y)] factorizar diferencia de cuadrados,

= (x 5+ x=y)+y=x+Yy) quitar paréntesis,
= (2x)(2y) reducir términos semejantes,
=4xy desarrollar el producto.
1b) (x +y)* + (x —y)*=x? +2xy + y> + x> =2xy + y* desarrollar los cuadrados de los binomios,
=2x% +2y? reducir términos semejantes,
=2(x* +y?) extraer factor comun.
2a) 190(210) = (200 — 10)(200 + 10)  reescribir las cantidades,
=200%-10? efectuar suma por diferencia de binomios,
=40000 - 100 calcular cuadrados,
=39900 realizar resta.
2b) 96(104) — 94(106) = (100 — 4)(100 + 4) — (100 — 6)(100 + 6) reescribir las cantidades,
=100% - 4% - (100% - 6?) efectuar suma por diferencia de binomios,
=100*—- 16 —160% + 36 calcular cuadrados y eliminar términos
=20 realizar resta.

2c) Sea x =43 +45 —+3 —+/5. Se calcula el resultado de x:
2 =3+:5-2(V3+5)(3-5)+3 A5
=6-2(3+5)(3-15)
=6-2V9-5
=2
Es decir, x2 = 2. Como x > 0 entonces x = \2.

2d) Sea x = 100, entonces vY100(101)(102)(103) + 1 = Vx(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1. Se desarrollan los productos
x(x+3)y(x+1)(x+2), yse asocian términos “convenientemente”:
Vx(x+ 1)(x+2)(x+3) + 1 =(x2 + 3x)[(x2 + 3x) + 2] + 1
=\(x? +3x)2 + 2(x2+3x) + 1
=(x?+3x)+1
Sustituyendo x = 100 en x? + 3x + 1 se obtiene como resultado 10301. Por lo tanto,
1100(101)(102)(103) + 1 = 10301.

3a)z,+2,+2;,=(1-2+1)+(2+3-1)i = 4i.
3b)z,2,=-8-1;2,2;=1+51; 2,2, =3 +1; luego 2,2, + 2,2, + 2,2, =—4 + 51.
3¢)z,2,=-8—-1yz;=1-1;luego z,2,2;, =-9 + 71.

3d)z7=-3+4i,2;=-5-12iy 22 = -2i; luego z? + z7 + z?=-8 —10i. Lo anterior también puede resolverse
tomando en cuenta que 27 + 22+ 22= (2, + 2, + 25)2 — 2(2,2, + 2,23 + 23 2,). Asi:
Zi+ 22+ 22 =(41)*>-2(-4 + 51)

=-8 - 10:.
2. _ 4 7.2 _ 5. 1. 25 _ 1 3. 2, 2z, 25 311 83 .
—_—_— ] —= == — 4 — —_——=——— ] _— = e A
3e) z, 13 13 b A 2 2 Ly z; 5 5 t; luego, 2, z3 2z 130 130L
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2, 2
, . 21tz 152 72
2 2 2 2 L 2
+22=-8— +22=-5-14; 5 " 557 557k
3f)zi +27=-8-8iy z; + 23 =—5— 141; luego, 2422 221 210

4a) (x + a)(x + b)(x + ¢) = [x* + (a + b)x + ab](x + ¢) desarrollar (x + a)(x + b),
=3+ (a+ b)x* + abx + cx* + (ac + be)x + abe  desarrollar el producto resultante,
=x*+(a+b+c)x*+ (ab+ be +ac)x + abe asociar y extraer factor comun.

4b) (a + b)(a® - ab + b?) = &® —a*b +.ab? +.a*b —ab?+ b> desarrollar el producto,
=a+b3 reducir términos semejantes.

4c) (a? + b?)(x? + ¥?) = a®x? + a®y? + b2 + b*y? + 2abxy — 2abxy desarrollar el producto y sumar cero,
= (a?x? + 2abxy + b*y?) + (a*y?> — 2abxy + b’x?) asociar términos,
= (ax + by)? + (ay — bx)? factorizar trinomios cuadrados perfectos.

5. Sea ax? + bx + c el polinomio buscado. Como el coeficiente de x debe ser igual al término indepen-
diente entonces b = ¢, o sea, ax? + bx + b. Al sustituir x = 1 se obtiene a + 2b, y al sustituir x = 2 resulta
4a + 3b. Segun lo indicado en el enunciado del problema, a + 2b =7y 4a + 3b = 18; la solucidn del sistema
esa=3yb=2.Porlotanto, el polinomio buscado es 3x? + 2x + 2.

6a) x +2\x + 1= (\x)2 +2\x + 1 = (\x + 1)? 6b) x —y = (\x)> = (\[y)* = (\x + \y) (\x —ly)
6C) y + 4y + 4 = (\y)? + 2(\y)(2) + 22 = (\y + 2)? 6d)x—1=(x)?-12= (\x+ 1)x -

. L En este problema, basta con que el
7. Sea z = a + bi; entonces |z| = va? + b* (ver Definicion de la clase  estudiante deduzca, intuitivamente,

3.4). Los numeros a?y b% son no negativos (pues a 'y b son reales), por qué la propiedad es verdadera.

y por tanto su suma también lo serd. Luego, Va2 + b > 0. No se espera una demostracién ma-
tematica muy rigurosa.

8. zw = (ac — bd) + (ad + bc)i, luego:

|zw| =(ac - bd)* + (ad + bc)? sustituyendo en la férmula del médulo de un complejo,
=v(a? + b?)(c* + d?) usando el resultado del problema 4c), conx=dyy =c.

Ademads, |z||w]| =Va? + b>\c? + d* =(a? + b?)(c® + d?). Por lo tanto, si se cumple |zw| = |z| |w].

9. De la Definicién de la clase 3.5 se tiene i = aci:ggi + _Z(?'dl;ci = if: Z‘f + bcz gzd i; luego:
‘ ’ \/ ac + bd {bc - ad) \/ (ac + bd)? + (bc — ad)?
w ¢+ d2 c2+d? (c2+d?*)?

Del resultado del problema 4c) se deduce que (ac + bd)? + (bc — ad)? = (a? + b?)(c? + d?). Entonces:

z|_ \/ (@+ D) (Ad] _ | @+
wl (2 +d?? TN e+ d?

= lil En los problemas 10 y 11, puede

lwl orientar a los estudiantes que los
resuelvan a pruebay error.

lz| _Na?+b> _ [+ b’

Tol  Nor@ Nerd

Por lo tanto, £

Ademas, =

10. Para que la ecuacidon tenga dos soluciones reales, el 11. Para que la ecuacién tenga dos
discriminante A = 4 — 4m = 4(1 — m) debe ser mayor que soluciones reales, el discriminante
cero. Para que A sea mayor que cero, 1 — m debe ser A=4—-4m =4(1-—m) debe ser menor
mayor que cero. Al probar algunos valores: que cero. Para que A sea menor que
eParam=-1:1-m=2 eParam=0:1-m=1 cero, 1 — m debe ser menor que
eParam=1:1-m=0 eParam=15:1-m=-0.5 cero. De la solucién del problema 10
eParam=2:1-m=-1 eParam=3:1-m=-2 se puede observar que esto sucede
Se observa entonces, que A sera mayor que cero cuando cuando m es mayor que 1.

m es menor a 1.
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