Otras funciones reales

e 7\
4.1 Funcion f(x) = x3
Problema inicial ~
Seay = &% 2= () (x)
B 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):
x -1 -08 | -0.6 | 0.4 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y -1
2. Ubica los pares ordenados (x, v) encontrados en el literal anterior. ¢Como es la linea que se forma?

Solucién
1. Cadavalor de y es igual a multiplicar el correspondiente valor de x por si mismo tres veces. Debe cuidarse
el signo, por ejemplo: (—1)* = (-1)(-1)(—1) = —1. De acuerdo con esto, la tabla queda de la siguiente

manera:

X -1 -0.8 | 0.6 | -0.4 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
y -1 |-0.51]-0.22 | -0.06 | -0.01 0 0.01 | 0.06 | 0.22 | 0.51

Y

e

T

. . 0:8
2. Los puntos del numeral anterior quedan situados como se

muestra en la figura de la derecha. La linea que se forma no
es recta y tampoco es una parabola.

0.6

04

0:2

€ 02 04 06 08 1 x
x> es la potencia cubica del
numero x; también se lee “x
elevado al cubo”.
A
nclusion iy N
CO clusio Una funcion x de A en B significa que

La ecuacion y = x* corresponde a una funcién f de R en R que a cada elemento x del conjunto A le
asigna a cada nimero real x su valor elevado al cubo. Para la funcién corresponde un Unico elemento y del
f(x) = 2% el dominio y rango son el conjunto de los nimeros reales, su ~ conjunto B. Si la funcién es de R en
grafica pasa por el origen y es creciente en todo su dominio. R entonces los valores para x son nd-

meros reales y su correspondiente f{x)
también es un numero real.

Problemas ./
g 1. Sea f(x) =x*; completa la siguiente tabla y ubica los puntos (x, f(x)) en el plano cartesiano (aproxima hasta

las centésimas). Utiliza los puntos encontrados en el problema 1 del Problema inicial para continuar la
grafica de f:

x -2 | -18|-16|-14|-12| 12 | 14 | 16 | 18 2
flx)

2. ¢Qué relacion hay entre los valores de flx) = x® cuandox=—-1yx=1?¢Ysix=-2yx=2?

3. En general, ¢qué relacion hay entre los valores de f(x) = x* cuandox =—-m y x = m?

& /
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Indicador de logro

4.1 Elabora la grafica de la funcidn de la forma f(x) = x° ubicando puntos en el plano cartesiano que satis-
facen la ecuacién de la funcion.

TR
Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel La forma de introducir la funcion y = x3 es simi-

bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu- lar a cuando se presentaron las funciones y = x y
meral 2 del Problema inicial. y =x?, es decir, usando tablas para calcular valores
particulares y ubicando los pares (x, ) en el plano

Y . kcartesiano. )

Propésito

Si bien en el Problema inicial se utiliza la forma y = 13, luego de definir la funcidn en la Conclusion, para el
bloque de Problemas los estudiantes deben utilizar la notacion f(x) = x°.

Solucién de problemas:

1. La tabla queda de la siguiente manera:

X -2 -18 | -16 | -14 | -1.2 | 1.2 1.4 1.6 1.8 2
f(x) -8 |-5.83|-4.10(-2.74|-1.73| 1.73 | 2.74 | 410 | 5.83

Si se toman valores menores que —2 para x, su correspondiente f{x) sera cada vez menor; mientras que si
se toman valores mayores que 2 para x, su correspondiente f(x) sera cada vez mayor, tal como lo muestra

la grafica:
x
¥ = flx)
8
7
6
5
A
3
2
1
€ > X

2. Sea f(x) = «3; se calculan f(-1) y f(1): f(-1) = -1y f(1) = 1, es decir, f(-1) = - f(1).

De forma similar, f(-2) =8y f(2) = 8; luego, f(-2) = - f(2). Con los problemas 2y 3 se
puede concluir que la grafi-
ca es simétrica con respec-

[ — . — - (— 3 —-_p3 — 3 H
3.Parax=-myx=m:f(-m)=(-m)}=-m3,y f[m) = m3 Entonces se verifica que o al origen.

fl=m) = —f(m).
&



4 1\
4.2 Funcion f(x) = ax®, a>0
Problema inicial ~
Con la grafica de f(x) = &3, realiza lo siguiente: 2. f
4
B 1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica las
funciones g(x) = 2x° y h(x) = % X% ’
2
x -2 | -15]| -1 | =05 0 0.5 1 1.5 2 1
flx)| -8 |-338| -1 |-0.13| 0 [ 013 | 1 | 3.38 X
-3 1 2 3
8(x)
h(x)
2. ¢Cuadles son las similitudes y diferencias de las funciones gy i con
respecto a la funcién f?
N
Solucién
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por 2 los de f{x); 34
mientras que los de A(x) son el resultado de multiplicar por 1 los . gfh
de f(x). La tabla queda de la siguiente manera: 2
3
x -2 (-15| -1 |-05|0 0.5 1 1.5 2 2
flx) -8 4-3.38| -1 |-013]| 0 | 013 | 1 | 338 .
glxff-164"6.76] -2 |-026| 0| 026 | 2 | 676 | 16 Jx
3 1 2 3
h(x)» -4 [-1.69]-05]-007] 0] 007 [ 05] 169 | 4
Las gréficas de gy h se muestran en la figura de la derecha.
2. Similitudes entre las funciones:
a) el dominio y el rango de las tres es R;
b) las graficas de las tres funciones tienen la misma forma y pasan por el origen.
Diferencias entre las funciones:
a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden;
b) si x < 0 entonces g(x) estd debajo de f(x) y h(x) estd arriba de f(x);
c) si x > 0 entonces g(x) estd arriba de f(x) y A(x) esta debajo de f(x).
En resumen
La funcion g(x) = ax®, con a > 0, tiene como dominio y rango el conjunto de los nimeros reales y es cre-
ciente en todo su dominio; su grafica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de flx) = x° y
resulta de multiplicar por a los valores de f(x).
b d
Problemasm
Utilizando la gréafica de f(x) = &3 grafica las funciones g(x) = 3x* y h(x) = %x Elabora una tabla similar
a la del Problema inicial.
S J

B
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Indicador de logro

4.2 Grafica funciones de la forma g(x) = ax® para a > 0 usando la gréfica de f(x) = x°.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel En esta clase se analizan las caracteristicas de las
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu- funciones de la forma g(x) = ax®, paraa > 0, a par-
meral 2 del Problema inicial (también puede uti- tir de flx) = 3.

lizarse para la solucidn del bloque de Problemas).

Solucidn de problemas:
Sean flx) = a3, g(x) = 3x3y h(x) = %x? Los valores de g(x) resultan de multiplicar por 3 los de f(x); mientras

que los de A(x) resultan de multiplicar por % los de f(x):

X -2 -1.5 -1 -0.5
flx) |- -8~/-338| -1 |-013
g(x) [}

0.5 1 15 2
0.13 1 3.38
0.39 3 10.14 24
0.04 0.33 1.13 2.67

244/ -1014| -3 | -0.39
h(x) b—2.67 | -1.13 | —0.33 | —0.04

oO|Oo|O0|O

Las graficas de ambas funciones se presentan a continuacion:
Yy

a|r |

il
(o)

O

[))
—
—

Ul

w

P —
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4.3 Funcion flx) =—ax®, a>0

Problema inicial )
Con la gréfica de f(x) = 3, realiza lo siguiente: A [
7
1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica la funcién 6
g(x) =—x3 5
4
X -2 | -15 | -1 | =05 0 0.5 1 1.5 2 3
flx) -8 1-3.38| -1 |-0.13| O 0.13 1 3.38 8 2
8(x) '
¢ 3 X

2. ¢Cudles son las similitudes y diferencias entre las funciones fy g?

La funcién de la forma:

fix) =ax®+ bx*+cx +d, 4
donde a es un numero real diferente de cero, -
se llama funcién cubica; f(x) = ax® es un caso 6

particular de la funcidn cubica.

Solucién - P4 )
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por —1 los de f(x); la y=8) 7 y=
tabla queda de la siguiente manera: 6
5
x -2 | -15 | -1 | -05 0 0.5 1 1.5 2 *
Ax) -8 |-338| -1 |-0.13| O 0.13 1 3.38 8 \)x(—l) d
glx) | 8 [ 338 1 [013| 0 |-0.13| -1 |-3.38| -84 1
Las graficas de fy g se muestran en la figura de la derecha. =Y DN
-1
2. Similitudes entre las funciones: N
a) el dominio y el rango de ambas es R; ~
b) las graficas tienen la misma forma, y pasan por el origen. :
"
Diferencias entre las funciones: .
a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden; J

b) si x < 0 entonces g(x) estd sobre el eje x mientras que f(x) esta debajo del eje;
c) si x > 0 entonces g(x) esta debajo del eje x mientras que f(x) estd sobre el eje.

En resumen
Si flx) = ax®y a > 0 entonces la grafica de la funcidn g(x) = — f(x) = — ax® es una reflexion con respecto
al eje x de la grafica de la funcion f; tiene como dominio y rango el conjunto de los nimeros reales y es
decreciente en todo su dominio; su grafica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de f y
resulta de multiplicar por —1 los valores de f{(x).

Problemas 4
Utilizando la grafica de f(x) grafica la funcidn g(x) en cada caso:

a) flx) = 23, g(x) = — 2x%° b) f(x) = %xﬂ glx) = —%x3 c) flx) = 3x3, g(x) =— 3x3
& )
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Indicador de logro

4.3 Grafica funciones de la forma g(x) = — ax® para a > 0 usando la grafica de f(x) = x°.

Materiales Secuencia

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel En esta clase se analizan las caracteristicas de las
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu- funciones de la forma g(x) = — ax? paraa >0, a
meral 2 del Problema inicial (también puede uti- partir de f(x) = x°. Observar que las funciones f{x)
lizarse para la solucion del bloque de Problemas). del bloque de Problemas fueron graficadas en la

clase 4.2, por lo que pueden ser utilizadas para

resolver estos problemas.
. N\l s

Solucidn de problemas:

a) Sean f(x) = 223y g(x) =—2x3, la gréficade gesuna  b) Sean f(x) = %x3 y g(x) = - %x*, la grafica de g es

reflexioén con respecto al eje x de la grafica de f: una reflexidn con respecto al eje x de la grafica
y de f:
) Yy
b ] i RS ARIE
¥ SEES
| | ;
\ 3 I (_71 A'), 4
2| 91,2 \ N
Wik L\
32 -0 \1 2 x AN & 4 x
1\ TN
o {4 v 2 \
[Z1) ‘\‘\/ o\
’l 5 \ 2,4
= e
[~ [
| \
Yy
¥ F8(%) y|=A%)

c) Sean f(x) = 3x* y g(x) = — 3x%, la grafica de g es una reflexién con
respecto al eje x de la gréfica de f, tal como lo muestra la figura de
la derecha:

=N w B [

g H W N Lo

g

~
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4.4 Funcién flx) = X

5 Y sus desplazamientos

Problema inicial
Sean fle) = 2y glx) =- T

1. Encuentra los valores de f(x) y g(x) correspondientes a cada valor de x en la siguiente tabla:

1 1 1 1
x -8 -4 -2 -1 -5 | 7 7 5 1 2 4 8
flx)
8lx)

2. Determina otros valores para fy g que no estén en 1, luego ubica los puntos (x, f{x)) y (x, g(x)) y traza
las graficas de ambas funciones.

3. Encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas gréficas resultan de desplazar las de fy g una unidad

horizontalmente hacia la derecha y tres unidades verticalmente hacia arriba.
N J

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:

X -8 -4 |2 |-1|-3|"%1

0 (D]
& (N]e

flx) |-0.25| 05| -1 | -2 | -4 | -8

gx)|o2s| o5 | 1| 2|4|8|-8|-4|]-2|-1]|-05]-025

2. Se encuentran otros valores de fy g, por ejemplo para x =7, -6, -5, =3, —%, —%, —%, %, %, %, 3,5,6,7
y se ubican los puntos (x, f(x)) y (x, g(x)) en el plano cartesiano:
3 2 1 1 2 3
5 -7 -6 -5 -3 S |33 3|3 2 3 5 6 7
flx) |-0.29|-0.33|-0.4|-067|-133| -3 |-6| 6 | 3 | 133 | 0.67 | 0.4 | 0.33 | 0.29
g(x)| 029 | 033 |04 |067|133| 3|6 |-6|-3|-133|-0.67|-0.4|-0.33(-0.29
Y Y
8le &
6|® &
% 5 ¢ o 2 o 4 ; K 8 | -6 4 2 o ‘o ] x
-2
> o

Esto permite visualizar mejor la forma de cada grafica,

@

& /

@ Sugerencia metodolégica



como se muestra a continuacion:
Y Y

8

o |4 = /%) ¥=gx)

IS

N
N

3. Sea A(x) la funcidn cuya grafica resulta de desplazar la de f una unidad horizontalmente hacia la derecha
y tres unidades verticalmente hacia arriba. Si (a, b) es un punto sobre la grafica de h entonces
(a—1, b—3) es un punto sobre la grafica de f, es decir:

fla—1)=b-3
b=fla-1)+3
luego, la ecuacion de h(x) es flx— 1) + 3, o sea, h(x)= xf T+ 3.

De forma similar, si /(x) es la funcion cuya grafica resulta de desplazar la de g una unidad horizontalmente

a la derecha y tres unidades verticalmente hacia arriba entonces:
2

= —_ + = - + 3.
l(x)=g(x-1)+3 ) 3
Conclusién
k p .
Sea f(x) = &, con k un ndmero real diferente de cero. A f se le llama fun- En general, la gréfica de la funcidn
cion de proporcionalidad inversa; cuando el valor absoluto de x, o sea de proporcionalidad inversa tiene
|x|, aumenta sin limites entonces la gréfica de f se acerca al eje x sin la misma forma que las del pro-

blema inicial segun sea el caso

llegar a cortarlo; ademas, si |x| se acerca a cero entonces la grafica de
(k>00k<0).

f(x) se acerca al eje y sin llegar a cortarlo.

Lo anterior indica que la funcidn de proporcionalidad inversa no posee intersecciones con los ejes de coor-
denadas; al eje x y al eje y se les llama asintota horizontal y asintota vertical, respectivamente, de la gra-

fica de f(x) = %

Si g(x) es la funcidn cuya grafica resulta de desplazar la de f(x) = % p unidades horizontalmente y g unida-

; i B
des verticalmente entonces: 2(x) = “+q

Si p > 0, el desplazamiento es hacia la derecha, y si p < 0, entonces es hacia la izquierda. Por otra parte, si
q > 0, el desplazamiento es hacia arriba, y si ¢ < 0, entonces es hacia abajo.

P >

roblemas £
Usando las funciones fy g del Problema inicial, encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas gréficas
resultan de desplazar las de fy g, p unidades horizontalmente y g unidades verticalmente:

a)jp=2,q=1 b)p=-2,q=1 cp=2,q=-1 dp=-2,qg=-1

®




Indicador de logro

4.4 Encuentra las ecuaciones de las funciones que resultan de desplazar horizontal y verticalmente la gra-

fica de la funcién f(x) = % .

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el nu-
meral 2 del Problema inicial.

AJ

Se repasa la grafica de la funcién de proporcio-
nalidad inversa estudiada en séptimo grado. Se
agregan ademas sus caracteristicas (dominio, ran-
go y asintotas) asi como los desplazamientos ho-
rizontales o verticales

N ' /

\_

En esta clase solo se recuerda como graficar la funcién de proporcionalidad inversa; se encuentra también

la ecuacién de la funcién que resulta de desplazar horizontal o verticalmente la grafica de la proporcio-

nalidad inversa; la grafica de las funciones de la forma f(x) = —— + q se realizara hasta la clase 4.5. Se ha

utilizado k, p y g para hacer una distincidn entre la funcion cuadratlca general. Sin embargo, con el fin de
ngneralizar los desplazamientos puede sustituir dichas letras por a, A y k, respectivamente. )

k

Solucién de problemas:

a) Sean f(x) = = yg(x) — =, sean f,y g, las funcio-
nes cuyas graﬁcas resultan de desplazar las de fy
g (respectivamente) 2 unidades horizontalmente
y 1 unidad verticalmente. Entonces:

filx) = xiz +1,

8(x)=——= 5+ 1.

c) Si f, y g, son las funciones cuyas graficas resultan
de desplazar las de f{x) = % y 8x) = - % (res-
pectivamente), 2 unidades horizontalmente y -1

unidad verticalmente entonces:

filn) = =25+ (1) =25 -1,

gl =-L5+(-1)=-E-1.

2

b) Similar al literal a), si f(x) = % y 8x) = - %, yf,
y &, son las funciones cuyas graficas resultan de
desplazar las de fy g (respectivamente) —2 uni-
dades horizontalmente y 1 unidad verticalmente

entonces: Recuerde que si p > 0, el

__ 2 1 desplazamiento es hacia la
filx) =—=+1, .

derecha, y si p < 0 enton-

ces es hacia la izquierda. Por

Tx+2 ' otra parte, si ¢ > 0, el des-

plazamiento es hacia arriba

_ y si g < 0 entonces es hacia
8ilx) = x—(-2) +1, abajo.

2+1.

d) Si f, y g, son las funciones cuyas gréficas resultan
de desplazar las de f(x) = % yg(x)=- % (respecti-
vamente), —2 unidades horizontalmente y —1 uni-
dad verticalmente entonces:

file) =2+ (F1) = =25 - 1,

gl0) ===+ -1) = ZZ—L
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4.5 Gréfica de la funcién h(x) = x’fp +q*

Problema inicial
2
Sea h(x) = i 3

1. Encuentra las ecuaciones de las asintotas de la grafica de A.
2. Traza las asintotas del literal anterior, y luego la grafica de h.
3. Encuentra el dominio y el rango de la funcién h.

Solucién

1. De la clase anterior se sabe que la grafica de h(x) corresponde a un desplazamiento de una unidad ho-
rizontalmente y tres unidades verticalmente de la gréfica de f(x) = 2 Las asintotas se trasladan de la

misma manera, es decir, siy = 0 (eje x) y x = 0 (eje ) son las asintotas de fentonces y =3y x=1son las
asintotas de la grafica de h.

2. La gréfica de y = 3 es una linea recta horizontal que pasa por (0, 3); mientras que x = 1 es una linea recta

vertical que pasa por (1, 0). Luego de trazar las asintotas se traza la grafica de h, cuya forma es similar a
la de flx) = %:

o 2

\y=h( )

o

<
it

(O8]
»

[

/

I x

T8 4l 2

L
o
1
o
<

L

R P

xel

3. Enla ecuacidn de la funcion A, el denominador no puede ser igual a cero; esto se cumple si x es diferente
de 1, por tanto, el dominio de A es |-, 1] U ]1, oo[. De la grafica de A(x) se deduce que su rango es

]—00, 3[ v ]3, oo[

Conclusion

Sean k, p y ¢ nimeros reales, con k diferente de cero. Las asintotas hori-

zontal y vertical de la funcién h(x) = x%+ qsony=qyx=p, respectiva- | Almomento detrazar la grafica de

A darmiie de B funedn b Dp— U h se recomienda primero trazar
mente. El dominio de la funcién h es D, = | —co, p[ U |p, o[, y su rango las asintotas y luego la grafica.
esR,=]-,q[ U ]q, .

Problemas

Traza las asintotas y la grafica de la funcion A(x) en cada caso; luego encuentra su dominio y su rango:

a) h(x) =

x+2 X+

1 1 1 !
L1 b) h(x) = —— +1 c) hlx)= =51 d Alr)=- =5 +1

©

&




Indicador de logro

k

4.5 Encuentra las ecuaciones y grafica las asintotas de la funcién f{x) = —— + q para trazar la gréfica de f.
Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel En esta clase se traza la grafica de funciones de

bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro- la forma f{x) =
blema inicial (también puede utilizarse para la re-
solucion del bloque de Problemas).

L + q. Si los estudiantes tienen
muchas dlﬁcultades para resolver el Problema ini-
cial, el docente debe desarrollar e ir explicando

paso a paso la Solucién.
. NG s

Solucidn de problemas:

a) Las asintotas de A(x) = —— 5+ lsony=1yx= 2 b) Las asintotas de A(x) = —+ lsony=1yx= —2
y su grafica resulta de desplazar la de flx) = y su grafica resulta de desplazar la de f(x) =
2 unidades horizontalmente y 1 unidad vertlcal— —2 unidades horizontalmente y 1 unidad vertlcal—
mente: mente:
3 y
o y v = hlx X =42 i ala
M BAVACT)
4 \ \ 4
E _; —~— Y= —
8 8 T 0 x s é":\f ~b. 0 "X
A \[ S
{I k3
y =l
'e = hix)| !
‘°I. e "
D), =]-00,2[ U ]2, oo, R, = ]=0, 1[ U ]1, oo]. D), =]-00, =2[ U ]-2, o[, R, = ]-00, 1[ U ]1, cof.
c) Las asintotas de A(x) = L—lsony——l yx=-1: d)Lasasintotas de h(x) = ——+ lsony=1yx=2:
Yy
Y
=—1 1 1 _
8 yl= % oi x=2
&; Yy =T _-0.:
L i)
M 2] y=1
8 | 6 | 4t | 0[S~ x ¢ 8 5 4 -_2— 0 b 1/ X
TN\ =l [
: N [
\Lé .
Y }(”)_D‘E N v =hlx
D, = o0, ~1[ UT-1, e[, R, =], ~1[ UL, . p, ~}-on, 2[ UT2, eo], R, = o0, 1[ U ]1, oo,
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4.6 Grafica de la funcion f{x) = ;C—Is

Problema inicial

Sea f(x) = x+; :

1. Efectta la divisién (x + 1) + (x — 2); escribe =

k
en la forma
_2 xX—

2. Traza la grafica de f{x).

Solucién

1. Utilizando la divisién sintética se obtiene lo siguiente: En la divisién sintética se colocan los coeficientes

de los polinomios del dividendo y divisor en la

1 1 siguiente forma:
2 2 Dividendo
; a
| 1 @ | Cociente | Residuo

Luego, x +1=1(x—2) + 3. Se dividen ambos miembros de esta ecuacion por x — 2:

x+1_1(,x,—4)'+ 3 _ 3 +1
x—2 =7 x—2 x—2 ’

Por lo tanto, fc+1 -3 +1.

-2 x—2

2. Del numeral anterior, f(x) =

+ 1; entonces la grafica de fse obtiene desplazando dos unidades
horizontalmente y una unldad vertlcalmente la gréficadey = ;

AL

J

()

8

Las asintotas de fsony=1yx = 2. N

-

-6

Conclusién

Sean a, b y d nimeros reales no todos iguales a cero y c #0; se le llama

En general, una funcién racional

oz . oz +b p(x)
funcién racional a la funcién de la forma flx) = & T La ecuacién de f | es de la forma f{x) = 55 donde
k e p(x) y q(x) son polinomios cua-
puede llevarse a la forma E+ q efectuando la d|V|S|on del polinomio del lesquiera, no solamente polino-

mios lineales.

numerador entre el polinomio del denominador.

*
Problemas,

Para cada caso, escribe la ecuacién de la funcion fen la forma
de la funcién:

+ q, luego traza las asintotas y la grafica

a) fla) = 22 b) flx) = o) flx) = =52

@

260




Indicador de logro

4.6 Escribe la funcién flx) = 222 en la forma flx) = xL

N , .
1 d — q para encontrar sus asintotas y trazar su gra
fica.

Materiales

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro-
blema inicial (también puede utilizarse para la re-
solucion del bloque de Problemas).

Se transforma la ecuacion de una funcion racional
cuyo numerador y denominador es un polinomio

lineal en la forma f(x) = —— + ¢, para utilizar lo
visto en la clase 4.5 y trazar la grafica de la misma.

Solucién de problemas:

' \y=f( )
a) Al efectuar la divisidn (2x — 1) + (x — 1) se obtiene: 2x —1=2(x—-1) + 1. A
Luego: I
B 2x—1_2Lx/—/1‘)'+ 1 1 +2 y =2 \ L
x—-1 ~ x~T x-1 ~ x-1 —d I
SN
, _ 1 , _ _ s z':z[---...l 0 \ 4 ---(-- x
Asi, flx) = Tt 2, sus asintotas son y =2y x =1, y su grafica resulta -
de desplazarladey = %, 1 unidad horizontalmente y 2 unidades verti- ‘f
calmente, tal como lo muestra la figura de la derecha. “'
H x =1
y
x=—2‘ T 1
b) Al efectuar la divisidon (x + 3) + (x + 2) se obtiene: x + 3 = (x + 2) + 1. IS
Luego: \
x+43 _xZ7 1 _ 1y o4
x+2  x+2  x+2  x+2 it -
_ 1 . ; _ _ g N 0 2 --;I- *
flx) = 7t 1; sus asintotas son y = 1y x = -2, y su grafica resulta de \ .
desplazar la de y = %, —2 unidades horizontalmente y 1 unidad verti- i j‘.‘
calmente. “
X1
e ez . 'y::E A= )
c) Al efectuar la division (—x + 3) + (x — 2) se obtiene: —x +3 =—(x—2) + 1. it YT
Luego: M
-x+3 _ —(x—-2) 1 _ 1 2"
-2 x-2 T x-2 " x=2 1 N \
ST - e ]
flx) = 1 1; sus asintotas son y = -1y x = 2, y su grafica resulta de il .0 —
x—2 N y -1
desplazar la de y = %, 2 unidades horizontalmente y —1 unidad verti- h \
calmente. B
. x=2

@ Sugerencia metodolégica



4.7 Funcion irracional f{x) = a\x

Problema inicial

Seay =x:
B 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 0

2. Coloca los puntos (x, v) en el plano cartesiano y Unelos con una linea, ées similar a alguna grafica de
las funciones estudiadas anteriormente?

\__ 3. ¢Paracudles valores de x se encuentra definido el valor de y?

Solucién

1. La tabla queda de la siguiente manera:
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y 0 1 1.41 | 1.73 2 224 | 245 | 2.65 | 2.83 3

2. La linea que se forma al unir los puntos aparece en la figura de
la derecha. La linea se asemeja a la mitad de una parabola, solo

que esta vez se abre hacia la derecha. N

X

01123456789

3. El valor de y se encuentra definido para todo x positivo o igual a cero, es decir, x € [0, oo].

Conclusién
La ecuacién y =\x es la ecuacién de una funcién de [0, o[ a R, cuya grafica pasa por el origen y es similar
a la mitad de una paréabola que se abre hacia la derecha. En general, f(x) = a\lx, con a # 0, es una funcién
cuyo dominio es [0, oo y:
1. Si a > 0 entonces el rango de fes [0, o[ y su grafica queda arriba del eje x.
2. Sia < 0 entonces el rango de fes |-, 0] y su gréfica queda debajo del eje x.

Ejemplo

Grafica las funciones f(x) = 24x y g(x) = —Jx , encuentra el dominio y el rango en cada una.

La grafica de f queda arriba del eje x y resulta de multiplicar por 2 los
valores de \x; mientras que la gréafica de g queda debajo del eje x y
resulta de multiplicar por —1 los valores de +x.

Ambas graficas se muestran en la figura de la derecha, su dominio es
[0, oo[ y los rangos son Ry = [0, o[ , Rg = ]—00, O].

y=8lx)

<
Problemas‘

Para cada caso, grafica la funcidn f, encuentra el dominio y el rango:

a) fix) = 3Vx b) flx) = —2x ¢) flx) = %\/;

®



Indicador de logro

4.7 Grafica y encuentra el dominio y el rango de funciones irracionales de la forma f{(x) = a\x.

Materiales

Utilizando valores particulares para x, se grafica
la funcidn f{x) = Vx. A partir de ella se generalizan
las caracteristicas de la funcién f(x) = aVx: su gra-
fica, dominio y rango.

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro-
blema inicial (también puede utilizarse para la re-
solucion del bloque de Problemas).

Solucidn de problemas:

Yy
a) En la funcidn f(x) = 3vx, el valor de a = 3 es positivo, por tanto su grafica 8“
gueda arriba del eje x. Usando la tabla del Problema inicial, se multipli- .
ca por 3 los valores de y = \x: 6
5
g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A
y=1x 0 1 141 | 1.73 2 2.24 | 245 | 2.65 | 2.83 3 3
2
flx) 0 3 4.23 | 5.19 6 6.72 | 7.35 | 7.95 | 849 9 :
¢ 3 X
Luego, D,= [0, »[ y R,= [0, oof. of 12345678
Yy

b) En la funcién f(x) = —2\x, el valor de a = =2 es negativo, por tanto, su
grafica queda debajo del eje x. En el Ejemplo de la clase se trazo la gra-
fica de f(x) = 2\x, basta con reflejarla con respecto al eje x para obtener ¢ 0
la de f{x) = —2+x. Luego, D, = [0, o[ y R = ]-o0, 0]. 1

S
?

12 3 4 5 6 7 8 9

y=1(x)

c) En la funcién f(x) = %\/9_5, elvalorde a = < es positivo, por tanto su grafica queda arriba del eje x. Usando

la tabla del Problema inicial, se mul‘tiplica2 por % los valores de y = \x:
1 Y=Eix
x |01 2 3 4] 5 6 7 8 | 9
y=+x| 0| 1 |141|173| 2 |224]245|265|283]| 3 ’ ) =)
flx) | 005]|0.71|0.86| 1 |1.12]1.23|133|1.42(15 !
(0 1 2 3 4 5 6 7 8 rx

Luego, Df= [Or OO[ y Rf= [01 OO[

@ Sugerencia metodolégica



4.8 Funcién irracional f{x) =vVax

Problema inicial
Sea f(x) =\—x:
1. ¢Cuél es el dominio de la funcidn f?
B 2. Calcula los valores de f(x) en la siguiente tabla, luego traza la grafica de la funcién (aproxima hasta las

centésimas):

x -9 -8 -7 -6 =5 -4 -3 -2 -1 0
flx)
L 3. ¢Cual es el rango de la funciéon? )
Solucién

1. Los numeros dentro de la raiz deben ser mayores o iguales a cero; entonces el dominio de la funcion
deben ser los nimeros reales para los cuales —x = 0, es decir, x < 0. Por lo tanto Dy = ]~oo, 0].

2. La tabla queda de la siguiente manera:

X -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
fix) 3 2.83 | 2.65 | 2.45 | 2.24 2 173 | 1.41 1 0

La grafica de f se muestra en la figura de la derecha: y =flx)

X

-9 -8 -7 46 45 4 -3 2 -1 ol

3. El valor de f{x) =\—x siempre sera un numero positivo o igual a cero, por lo tanto Ry = [0, oo.

En resumen
Las funciones de la forma f(x) = aVx y g(x) =\ax, donde a es un nimero real diferente de cero, son casos
particulares de las llamadas funciones irracionales. Las gréficas de fy g pasan por el origen y se asemejan
a la mitad de una parabola que se abre a lo largo del eje x. En el caso de la funcién g, su rango son los

numeros reales positivos y el cero, o sea [0, o], y:
1. Si @ > 0 entonces el dominio de f es [0, o[ y su grafica queda a la derecha del eje y.
2. Sia < 0 entonces el dominio de fes |-, 0] y su gréfica queda a la izquierda del eje y.

Ejemplo
Grafica la funcidn f(x) =v2x , encuentra su dominio y su rango. y
[ v =[flx
La grafica de f queda a la derecha del eje y como se muestra en la 4
figura de la derecha; Dy = [0, [ y R; = [0, o[. 3
2
1
La grafica de f{x) = \2x no es igual a la de J x
g(x) = 2\x, sino a la de A(x) = 2 x. 0ttt 81 8¢}

>
Problemasu
Para cada caso, grafica la funcion f, encuentra el dominio y el rango:

a) flx) =Bx b) flx) = V=2x o flx) = 3%

o

B




Indicador de logro

4.8 Grafica y encuentra el dominio y el rango de funciones irracionales de la forma f(x) = Vax.

Materiales

Utilizando valores particulares para x, se grafica
la funcién f(x) = \—x. Luego, se generalizan las ca-
racteristicas de la funcién f(x) = Vax: su grafica,
dominio y rango.

Plano cartesiano dibujado en un pliego de papel
bond para colocarlo en la pizarra y resolver el Pro-
blema inicial (también puede utilizarse para la re-
solucion del bloque de Problemas).

Solucidn de problemas:
a) La forma de la grafica de la funcidn f{x) = \3x se asemeja a la mitad de una pardbola; como a = 3 es positivo
entonces esta queda sobre el eje x positivo. Pueden calcularse algunos valores particulares de f(x) para
trazar la grafica de la funcion:

%
6 ¥=flx)
X 0 1 3 6 9 12 4
flx) 0 1.73 3 424 | 5.20 6
2
i € > X
Asi, D;= [0, ©[y R;= [0, oof. of T2 46 8 10 1

b) Similar al literal anterior, la forma de la gréfica de la funcidn f(x) = V-2x se asemeja a la mitad de una pa-
rdbola, esta vez queda sobre el eje x negativo pues a < 0. Se calculan algunos valores particulares de f(x)
para trazar la grafica de la funcion:

Yy = flx) .
% 0 -1 -2 -4 -6 -8 R
flx) 0 1.41 2 | 283|346 | 4 5
¢ > X
Luego, D, = |-, 0]y R, = [0, oo]. iR EEEEL

c) Como f{x) = /%x, su grafica queda sobre el eje x positivo. Calculando algunos valores particulares de f{x):

X
x 0 1 2 4 6 8 3
y =/flx)
flx) 0 071 ] 1 141 | 173 | 2 2
1
¥ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 1
Luego, D,= [0, »[ y R,= [0, oof. 4
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4.9 Practica lo aprendido

a) glx) = 4x° b) glx) = 74
Y

flx

53
1]

c) g(x) = — 4o d) glx) =— %x3

y = flx

2. Para cada caso, grafica la funcién y encuentra su dominio y su rango.

a) fla) = =25 b) flx) = =7

3. Para cada caso, grafica la funcién y encuentra su dominio y su rango.

a) flx) = -3x b) flx) = 4x
c) flx) =V -3x d) flx) = Vax

J

1. Utilizando la gréfica de f(x) = &%, grafica la funcidn g y encuentra su dominio y su rango:

y=flx

fl

\\\

<
°
©
8
c
=

®




Indicador de logro

4.9 Resuelve problemas correspondientes a funciones cubicas, racionales o irracionales.

Solucidn de problemas:

1a) La grafica de g(x) = 4x® queda como sigue:

Yy =28(x)
, y =/flx

6

S (111)

(=1,=1)
v U

D,=RyR,=R.

1c) Puede reflejarse la grafica de y = 4x° con respec-
to al eje x para obtener la de g(x) = — 4x>:

%)

yv=,4y
Py =1lx

o - Hfh
1

17w

LN
LN
1

L

L —

—

=1, -[4) -4 (1, +4)

D,=RyR,=R.

1b) La gréfica de g(x) = %x"’ gueda como sigue:

(2,8)

y=8(x)

= f(x)

|
|l
/

N

(2, =8)
70}

D,=RyR,=R.

1d) Puede reflejarse la gréfica de y = %x-" con res-
pecto al eje x para obtener la de g(x) =— %x3:

Yy y=fx)
y=glx) @8] ylle

7

6

Iy

—
//

D,=RyR,=R.

Sugerencia metodoldgica



2a) La ecuacién de la funcién puede reescribirse
— 2; sus asintotas son y = -2

4
x—2
y x = 2, y su grafica se obtiene desplazandola de

como f(x) = -

y=- %, 2 unidades horizontalmente y -2 unida-

des verticalmente:

e

]
Wi

D,=]-00,2[ U]2, oo, R,=]-00, =2[ U ]-2, oo].

3a) Para f(x) = —31x, D,=[0, [y R;=]-o0, 0]. La gra-
ficadey= 3+x se trazd en la clase 4.7, entonces
la de f{x) = =3\x se obtiene reflejando con res-
pecto al eje x la de y = 3x:

3c) La grafica de la funcion f(x) = V-3x se queda so-
bre el eje x negativo; Dy = [0, oo[ y R = ]—00, 0].

~

(12, 6)

> X

2b) La ecuacién de la funcion puede reescribirse
+ 2; sus asintotas sony =2y

como f(x) = pre
x =1, y su grafica se obtiene desplazando la de
y= %, 1 unidad horizontalmente y 2 unidades

verticalmente:

AN
6
4
Y= flx)
y=2 2
20 S N 5
6. A —2\)2\ 2 46 | 8
\ g
46
L5
)—x.\ =1

D,=]-00,1[ U ]1, oo[,R,=] -0, 2[ U ]2, ool.

3b) Para f(x) = 4x, D;=[0, o[y R,= [0, »o[. La grafi-
ca de f queda arriba del eje x y resulta de multi-
plicar por 4 los valores de \x:

y ¥y = flx)

3d) La gréfica de la funcion f(x) = V4x se queda sobre
el eje x positivo; D= [0, co[ y Ry =0, oo].

a~

6 (9,6)

=f(x)

4,4)

(0,0)




4.10 Problemas de la unidad ~

1. Para cada caso, traza la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango de la

funcion:
a)f(x)=(x—%)2+3 b) flx) = %(x+3)2+1
o -2(s-3 + 4 o=~ -3

2. Encuentra la ecuacion de la funcién cuadratica g si la grafica pasa por los puntos (-12, 0), (-9, 3) y
(_71 _5)

3. El sector de sol general del Estadio Nacional Jorge “Mdgico” Gonzalez tiene capacidad para 10000 afi-
cionados. En un determinado partido el precio del boleto para ese sector fue de $10.00 y en promedio
asistieron 3000 aficionados. Un estudio de mercado indicd que por cada ddlar que se hubiera bajado
al precio del boleto, el promedio de asistencia hubiese aumentado en 1 000. ¢ Cudl debié haber sido el
precio para obtener la maxima ganancia en la venta de boletos para el sector de sol general?

4. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)12x*—-5x-2<0 b) 4x > —4x? + 15
c)2x*—x<1 dx>-4x-1=>0

5. Utilizando la grafica de f(x) = x® traza la gréfica de la funcidén g y encuentra el dominio y el rango:

a)glx)=a>+1 b) g(x) = (x —2)°
Y x -
y = flx il
1 1
Iy 1
/
—_— x 4 3 2 1,0 x
[ /
[ [
-
6. Para cada caso, grafica la funcidn fy encuentra el dominio y el rango:
a) flx) = —\—x b) flx) =vx +1
c) flx) =\-x -3 d) flx) =\x -1
\_ J

& )
@ Sugerencia metodolégica




Solucidn de problemas:

1a) La gréfica de f(x) =(x—

Indicador de logro

4.10 Resuelve problemas correspondientes a funcion

es reales.

2)
—
Za”do Ia dey x5, 2

+ 3 se obtiene despla-

= unidades horizontalmente
y 3 unidades verticalmente. Su vértice estd en el

punto (%, 3), Df=RyRf=[3, oo.

1b) La grafica de f(x) = %(x +3)? + 1 se obtiene des-

plazando lade y = %xz, —3 unidades horizontal-

mente y 1 unidad verticalmente. Su vértice esta
en el punto (-3, 1), Ds=RyRs=[1, oo].
y=flx) Y yifx) v=%2 y/
) i \
N / \ ‘ |/ ,
La escalautilizadaen % \ / ." \\ % / '
y ; A : \ \ A !
la cuadricula es de Y N /W \ 7/
0.5cm x 0.5 cm. N /| ¥ 7
Y T / P\ 3
o ) 4 =\\ N . // <« , /
\\ . "' B \\\ ] /
ST A A .
2 1 b > 1 2 x 6 5 4 3: 2 1 ~0 - 1 2 3 x
- _ 3¢ 1 .
1c) La gréfica de f(x) = 2(x — 3) + 7 se obtiene
desplazando la de y = 2x?,

talmentey % unidades verticalmente. Su vértice

. 3 1 _ _|1
esta en el punto (5, Z)’ DF=RyR;= [4,00[,

La escala utilizada en

la cuadricula es de
0.25cm x 0.25 cm.

5 unidades horizon-

2.2

1d) La gréfica de flx) = —%(x 4

5\2
3)

-7 se obtiene
desplazando ladey = —%xz, -5 unidades hori-

zontalmente y —% unidades verticalmente. Su

P 5 3
vértice es (—?, -7) Di=RyR;=|-00, —=
Y
¢ ¥ = flx)
i \ ] I 0
A ' ) ) 17" N X
; 3 L2 K
A v | - :
\ \ H | 1 X,
: \ / | ; 5
H H | N
A 3 / / \ v
' Al ; | ‘ .
' 41\ | 1 X Ay
; ; 3
o] I ll’ ‘\
A SN /
i - / A
SC: VS 1 7 -\ \
Y I g o}
1 ‘.'\ Vi ;,' \ ‘-“
AN ; s \ 3
0 3% F :
y=-3Xx ¥ =/lx)




2. Sea g(x) = ax? + bx + ¢; entonces g(-12) = 0, g(-9) = 3 y g(-7) = -5. Se sustituyen estos valores en la ecua-
cion de la funcion y se utiliza el método de sustitucidn, es decir, se despeja una de las variables en una
ecuacion para sustituirla en la siguiente:

g(-12)=0 = a(-12)*+b(-12)+c=0 = 144a-12b+c=0 = c=-144a+12b
g(-9)=3 = a(-9)*+b(-9)+c=3 = 81la-9b-144a+12b=3 = b=21la+1
g(-7)=-5 = a(-7*+b(-7)+c=-5 = 49a-7(21a+1)-144a+12(2la+1)=-5 = a=-1

Luego, a=-1, b =-20y c = —96 (los valores de b y ¢ se encuentran sustituyendo en las ecuaciones ante-
riores). Por lo tanto, g(x) = —x* — 20x — 96.

3. Sea x el precio que debe tener el boleto para el sector de sol general del estadio; si inicialmente costaba
$10.00 entonces la cantidad que bajé con respecto al precio original es 10 — x ddlares. Segun el estudio
de mercado, por cada ddlar que se reduce al precio original del boleto el promedio de asistencia aumenta
1000, es decir, se tendrian 1000(10 — x) aficionados mas, a parte de los 3000 que asistieron. Luego, la can-
tidad de aficionados hubiese sido 3000 + 1000(10 — x), o sea, —1000x + 13 000 personas. Sea f la funcion
gue calcula la ganancia (en ddlares) de la venta de boletos para el sector de sol general; para obtenerla
debe multiplicarse la cantidad de personas que asistieron al partido por el precio del boleto, es decir:

f(x) = (-1 000x + 13000)x
=-1000x? + 13000x
Esta funcién tiene un valor maximo en el vértice, se completa cuadrados para encontrarlo:
flx) =-1000[x? — 13x + (6.5)> — (6.5)?]
=-1000[x?—13x+ (6.5)%] + 1000 (6.5)?
=-1000(x - 6.5)* + 42 250

Por lo tanto, el precio del boleto para el sector sol general debid ser de $6.50 para obtener la maxima
ganancia.

43) 12x*> — 5x — 2 = (4x + 1)(3x — 2); de esto se ob-  4b) La desigualdad es equivalente a 4x? + 4x — 15 > 0;

tienen las raices x = —% y X = % Usando el ademas, 4x* + 4x — 15 = (2x + 5)(2x — 3), ob-
cuadro de variacion resulta: 12x* - 5x—2 <0 se teniéndose las raices x = —% yX= % Usando el
cumple para x € [—%, % . cuadro de variacion resulta: 4x > — 4x* + 15 se

cumple parax € ]—00, —%[ U ]%, 00[ )

4c) La desigualdad es equivalente a 2x* —x—1<0; 4d)x>—4x—1=[x—(2-5)][x—(2 ++/5)], obtenién-
ademds, 2x? — x — 1 = (2x + 1)(x — 1), obtenién- dose las raices x =2 -5 y x = 2 +/5. Usando el

. cuadro de variacion:
dose las raices x = —% y x = 1. Usando el cuadro

de variacién: 0 2-45 2445
- "7 o x—(2-15) -0 + | +
2x+1 - + + x— (2 +15) - -0 +
x—1 -l -0+ [x-—2-\5)][x-=(2+\5)] | + & - 0 +
(2x+ 1)(x—1) + - +

Por lo tanto, la desigualdad x> —4x — 1 > 0 se
cumple six € ]-00, 2 =+5] U [2 +4/5, oo].

@ Sugerencia metodoldgica
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5a) Con base en la conclusiéon de la clase 2.1,
g(x) = flx) + 1 = a% + 1y por tanto, la grafica de
flx) = x* se desplaza verticalmente una unidad
para obtener la gréfica de g:

v = flx)

6a) La grafica de y = V—x se trazé en la clase 4.8; para
graficar f(x) = —N—x deben multiplicarse por -1
los valores de y = \—x:

y =\/—_x (_91 3)

(_41 2)

=N W

-9 8 7 6 5 4 3 2 -1

6¢) La grafica de f{x) = V—x — 3 se obtiene despla-
zando —3 unidades verticalmente la grafica de

y ==

5b) Similar a lo desarrollado en la clase 2.2, la grafica
de g(x) = flx — 2) = (x — 2)*se obtiene desplazan-
do horizontalmente la de f(x) = x3, 2 unidades
horizontalmente:

Y y=flx) y=gx)

)3
<

6b) Como en 5a), la grafica de f(x) = \x + 1 se ob-
tiene desplazando la de y = \x, una unidad verti-
calmente (la grafica de y = x se trazé en la clase
4.7):

¥ = flx)
y=\x

‘01123456789'x

Dy = [O, Oo[y Rr= [1; OO[

6d) La grafica de f(x) = Vx—1 se obtiene despla-
zando 1 unidad horizontalmente la grafica de

y =

X
4
3 y=\x
) ¥ = flx)
(L, 1)
T (2iD

(0,0) £1 (40 5 X

1273 4 5 6 7 8 9















Practica en GeoGebra

/ Ve - -
5.1 Practica en GeoGebra: generalidades
GeoGebra es un software de matematicas dinamicas para todos los niveles educativos; en él pueden
trabajarse contenidos relacionados con geometria, algebra, estadistica y calculo, pues cuenta con
numerosas herramientas faciles de usar.
En esta clase explorards la interfaz para conocer sobre sus generalidades y el uso de algunos comandos.
Busca en tu computadora el icono de GeoGebra (es el que aparece en la esquina superior derecha de esta
pagina); si la PC no cuenta con el software puedes descargarlo de manera gratuita en el siguiente enlace:
GeexGebra  https://goo.gl/iRmmde
Asegurate de descargar (instalar) “GeoGebra Cldsico 5”. También puedes descargar la app para el celular
o trabajar “GeoGebra en linea” en los siguientes enlaces:
App - https://goo.gl/wf5mHx Enlinea > htips://go0o.gl/ThXbeB
Practica /’ Barra de menu Barra de herramientas
'y
Realiza lo siguiente: i ( ) -8
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
. ™ 51| 5
1. Abre un nuevo archivo de Geo- Al OO £l NJl==2] \*%va/ oE
Gebra dando clic al icono del [, vistaAlgebraica) X |»(Vista Grafica 1. X
software. En la ventana puedes et 8 ‘
identificar las siguientes partes: Vista ‘l,S .a
’ . ‘Grdfica =L
la Barra de mend, la Barra de | Algebraica
herramientas, la Vista Algebrai- 4
ca, la Vista Grafica y la Barra de ;
entrada. ¥
E
-4 3 2 1 0 1 3 4 ‘5 6
Barra de | k: | ‘
entrada \ ‘
Entrada:| " ) ®
2. Da clic sobre el triangulo que se encuentra a la izquierda w Vista Grafica
de Vista Gréfica. Pue(,:Ies ocultar o aparecer los ejes de Ejes de |:| ACY
coordenadas y la cuadricula. coordenadas i
3. Para ubicar puntos en el plano puedes realizar una de las siguientes opciones:  Cuadricula
a) En la barra de entrada escribir las coordenadas del e e
punto en Ia forma (x’ y). Por ejem plo, al ESCFIbII’ Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda ﬂsesién
I ] =z S &
(1,3) y presionar Enter, autométicamente aparecera |‘ A‘/{r N @A'@J‘{% MNEIES o =
en la Vista Algebraica el punto A = (1,3) yenla Vista | pume o [ a e
Grafica el punto sobre el plano cartesiano: CEED s
‘ Entrada: (1,3) ‘ s it
| ' : ) “
GeoGebra designa los puntos con letras mayusculas. :
Para denotar un punto con una letra especifica, por 1
ejemplo P(-2,5), se escribe en la barra de entrada:
K ’ Entl’ada:’P:(—Z,S) ‘ > [ entrade: f ®

. /
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~
b) Selecciona la herramienta Punto. En la Vista Grafica ubica el cursor en la posicion donde
quieras colocar el punto y luego da clic. Cuando las coordenadas del punto son nimeros .A
enteros es facil utilizar esta herramienta y auxiliarse de la cuadricula; caso contrario es mejor
ingresar las coordenadas en la barra de entrada como en el literal anterior.
Punto A(-1, 5)
Coordenadas polares
4. Para borrar objetos da clic derecho sobre ellos (ya sea en la Vista Algebraica o ;A ::;i‘:t;”::';e
en la Vista Gréfica) y selecciona Borrar. Si lo que quieres es ocultar el objeto y N0 | # z.qtr0
borrarlo, en el cuadro selecciona Objeto visible, desaparecera de la Vista Gréfica ] Renombra
pero permanecerd en la Vista Algebraica. 2 Geren
& Propiedades ...

5. Para desplazar el plano cartesiano selecciona la herramienta Desplaza Vista Gréfica. Luego

sobre la Vista Grafica mantén presionado clicizquierdo y arrastra al lugar donde quieres colocar '%’,
el plano.

<$> Desplaza Vista Grafica
@, Aproximar
6. Para acercar o alejar el plano cartesiano selecciona la esquina inferior derecha del | & Aeer
icono Desplaza Vista Gréfica y elige Aproximar o Alejar, luego da clic sobre la Vista | ©_ wostrarocuter objsto
Gréfica. AA  Mostrar/ocultar etiqueta

& Copiar estilo visual

& Borrar
€ GeoGebra - o x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
7. Para'graﬁcar funcmngs se Ul‘I|IZ'aI|a notacién f(x). IRERNEEEN \;w A
Por EJemp|O, para graﬁcar la fUnClOn f(‘x) = zx - 3 se » Vista Algebraica |X|| ¥ Vista Grafica \X‘}
escribe f(x)=2x-3 en la barra de entrada seguido de .F”??‘j)“_ S i L=
. . Ia . - - 3
Enter. En la Vista Algebraica aparecera la ecuacion de
la funcidn y en la Vista Grafica su grafica: T
i1
‘ 4
Entrada: ;f(x):Zx_3 [ — 4 B 2 a0 17 4E TRBSE uAEE JRERT aRES
MX)=ex-5 .
Puedes usar también g(x), h(x), etc.; la variable x T
siempre debe estar en minuscula, de esa forma 7
GeoGebra la reconocerd como una variable. & 2 i
Entrada:| s @

8. En GeoGebra, para graficar funciones cuadraticas, la potencia x? se escribe x*2. Por ejemplo, para graficar
flx) = 3x? se escribe en la barra de entrada f(x)=3x"2.

Actividades

1. Ubica los siguientes puntos en el plano cartesiano, utilizando la barra de entrada y la herramienta “Punto”
en aquellos casos que sea posible:

a) A(=3, 4) b) B(2, 7) ¢) P(=6, 0) d) Q(4, _%) En GeoGebra la fraccion

m .
— se escribe m/n.
n

2. Grafica las siguientes funciones:

a)flx)=—x+3 b) g(x)=%x—5 c) h(x) = 4x? d) p(x) = — «? e) q(x)=§ )

@

@




Indicador de logro

5.1 Explora las herramientas de un software matematico para ubicar puntos en el plano cartesiano y trazar

las gréficas de funciones lineales y cuadraticas.

iccioncn

En esta clase se exploran las herramientas basicas
del software GeoGebra. Se utiliza también para
trazar las graficas de funciones lineales o cuadra-
ticas.

N

W,

ticales.
N

Las funciones cuadréticas del numeral 2 de la
parte Actividades son de la forma f(x) = ax?, para
gue en la siguiente clase los estudiantes puedan
visualizar los desplazamientos horizontales y ver-

Solucidn de problemas:
1a) Usando la barra de entrada, se escribe:

Entrada: { A=(-3,4) ‘

Como las coordenadas del punto son ndmeros
enteros, también puede utilizarse la herramien-
ta Punto.

1c) Usando la barra de entrada, se escribe:
Entrada: { P=(-6,0) ‘

Como las coordenadas del punto son ndmeros
enteros, también puede utilizarse la herramien-
ta Punto.

2a) En la barra de entrada se escribe f(x)=-x+3.

2c) En la barra de entrada se escribe h(x)=4x"2.

1b) Usando la barra de entrada, se escribe:
Entrada: B=(2,7) |

Como las coordenadas del punto son nimeros
enteros, también puede utilizarse la herramien-
ta Punto.

1d) Usando la barra de entrada, se escribe:
’ Entrada: Q=(4,-1/2) ‘

Observe que, en la Vista Algebraica aparece
Q= (4,-0.5).

2b) En la barra de entrada se escribe g(x)=2/3x-5.

2d) En la barra de entrada se escribe p(x)=-x"2.

2e) En la barra de entrada se escribe q(x)=1/2x”2. La graficas de las funciones de los literales, desde 2a) hasta

2e) se presentan a continuacion:

€7 C5.1-EjercicioZa.ggb

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

¥ Vista Algebraica X » Vista Grafica

Funcién f h
® f(x) = —=x+3 q ]
2
g(x)=§x—5 | I 4

®

~® h(x) = 4x>
® p(x) = —x?
® 1, 2

q(x) = EX

DREESEERANER

= [m] X

Abrir sesion

< >

Entrada:
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5.2 Practica en GeoGebra: desplazamientos verticales

Esta practica te ayudara a visualizar los desplazamientos verticales de funciones cuadraticas utilizando
la herramienta Deslizador; un deslizador es una variable que toma valores determinados dentro de un
intervalo indicado.

Practica
1. Selecciona la herramienta Deslizador. Da clic sobre la Vista Gréfica, te aparecera un cuadro de didlogo
para especificar el nombre del deslizador, el tipo (nimero, angulo o entero), el intervalo y el incremento.
Nombra al deslizador a, en el intervalo coloca el valor minimo—10vy el valor maximo 10, con un incremento

de 0.1; luego selecciona OK: e o x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayt Abrir sesion
Ok L
e @ %
Deslizador & ) Vista i
®Namero  Nombre Nmero -
- a a=1
O Angulo — e
OEntero O Aleatorio 4
a=2 —>
—e— || => | Intervalo Deslizador Animacion e q
Min: -10 Méx: |10 \ Incremento: 0.1 | 2
§ 1
| oK H Cancela |

Enlrada:"

1 2 3 4 5 6
®
2. De forma similar crea otro deslizador, ndmbralo k y asignale las mismas | a=1
4o . . C— e ——
caracteristicas de a (intervalo e incremento). Coloca el cursor sobre el punto que oie
aparece en el deslizador, muévelo hasta que k tenga el valor de cero. e e
3. Escribe en la barra de entrada f(x)=ax"2; en la Vista Algebraica aparecerd la funcion f(x) = 1x* y en la
Vista Grafica la parabola correspondiente. Mueve el deslizador a, primero para valores positivos y luego
negativos; équé ocurre con la gréfica de f? Anota lo que observas en tu cuaderno.

4. Escribe en la barra de entrada g(x)=f(x)+k.

5. Para determinar el vértice de la grafica de g escribe en la barra de entrada extremo. Selecciona la opcién
Extremo(<Polinomio>); luego, en lugar de <Polinomio> escribe “y=g(x)”, aparecera en la Vista Algebraica
las coordenadas del vértice y en la Vista Grafica el punto.

Entrada: Extremo(y=g(x))

6. Mueve el deslizador k, primero para valores positivos y luego para negativos. ¢ Qué ocurre con la grafica
y el vértice de la funcidn si k es positivo o si es negativo? Anota lo que observas en tu cuaderno.

Actividades
Ahora utilizards otra herramienta para construir la grafica de la funcion f{x) = x> como se hizo en noveno

grado, es decir, a partir de puntos:

1. Abre una nueva ventana. Crea un deslizador y ndmbralo “n”, con intervalo de =5 a 5 e incremento de
0.001. Mueve el deslizador hasta que n tenga el valor de -5, aleja la Vista Gréfica.

2. En la barra de entrada ingresa el punto “P=(n,n”2)". Luego da clic derecho sobre Py selecciona la opcion

“Rastro”.
3. Da clic derecho sobre “n” y selecciona “Animacién”. Anota lo que observas en tu cuaderno.

J

@
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Indicador de logro

5.2 Utiliza las herramientas de un software para visualizar los desplazamientos verticales de funciones
cuadraticas y la elaboracion de la parabola de f(x) = x? a partir de puntos.

Propésito

Observe que, en la parte Actividades, la construccidn
de la grafica de f(x) = x? se realiza utilizando la
herramienta Deslizador y la opcién Animacion.

En esta clase se utiliza la herramienta Deslizador
del software GeoGebra para verificar la relacion
entre la grafica de f(x) = ax? y la de g(x) = f(x) + k.

Solucidn de problemas:
1. Se selecciona la herramienta Deslizador, luego clic sobre cualquier parte de la Vista Gréfica:

[ ——

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

BB SEIEIEAN

» Vista Algebraica = X|| b Vista Grafica

= OfF %

Abrir sesion

X

Numero

Deslizador X
n=-5
e Saen eesgfossss
®Numere  Nombre >

n

O Angulo
O Entero

O Aleatorio

Intervalo Deslizador Animacion
TR T o T R TR T e T
Min: -5 Max: 5 Incremento: 0.001 -t
OK Cancela

Entrada:

2. En la barra se escriben las coordenadas de P(n, n?). Luego, clic derecho sobre el punto P en la Vista Alge-
braica, y se selecciona la opcion Rastro.

Punto P(-5, 25)
Coordenadas polares

Objeto visible

Etiqueta visible
Rastro

B

’ Entrada:’ P=(n,n"2) ‘ —>

“b| Renombra
Borrar

©

Propiedades ...

!

3. Clic derecho sobre el nimero n en la Vista Algebraica, y se selecciona la opcidn Animacion (para detenerla
se da nuevamente clic derecho sobre el nimero n y se desmarca la opcion Animacion).

[o4

Nimero n Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
. o A } AN 152 =
Objeto visible Al O LN =2 ¢ <
; . - ) VistaAlgebraicas X | » VistaGrafica . [x
A4 Etiqueta visible > Namero
. i ® n=343
Am.macwfn Punto nd%l43
Objeto fijo ® P=(3.43,11.79) -
3’ Posicién absoluta en pantalla
14
|"b] Renombra 12 i
./ Borrar 1 N

.- Propiedades ...

Entrada:

@
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5.3 Practica en GeoGebra: desplazamientos horizontales

Con esta practica visualizaras los desplazamientos horizontales, combinaciones de desplazamientos
horizontales, verticales y las graficas de otras funciones que no son cuadraticas.

Practica
Desplazamientos horizontales:
1. Crea dos deslizadores, al primero nédmbralo a con intervalo de —10 a 10 e incremento 0.1, y al segundo
némbralo h y con las mismas caracteristicas de a (intervalo e incremento). Mueve el deslizador h hasta
que su valor sea igual a cero.

2. Crea las funciones “f(x)=ax"2” y “g(x)=f(x-h)” y encuentra el vértice de la grafica de g.

3. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego activa la animacidn para el deslizador h,
équé ocurre con la grafica y el vértice de g para valores positivos de h? ¢Y para valores negativos? Anota
los resultados en tu cuaderno.

€7 GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Hi

Combinaciones de desplazamientos horizontales y verticales: v
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra, ve al ment “Archivo” y selecciona ||_j Nuevaventana  Ctrl+N

“Nueva ventana”. _ Nuevo
= Abrir ... Ctrl+0

Recientes >

2. Crea tres deslizadores, ndmbralos a, h y k, y asignales las siguientes caracteristicas: intervalo de =10 a 10
e incremento de 0.1. Mueve los deslizadores h y k para que su valor sea cero.

3. Crea las funciones “f(x)=ax"2" y “g(x)=f(x-h)+k”. Encuentra ademas el vértice de la grafica de g.

4. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego mueve los deslizadores h y k en ese
orden y sin activar la animacion. Anota lo que le ocurre a la grafica y el vértice de g con respecto a f.

Graficas de otras funciones que no son cuadraticas:
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra.

2. Crea el deslizador m y asignale las siguientes caracteristicas: intervalo de —4 a 4 e incremento de 0.001;
mueve el deslizador para que su valor sea —4.

3. Crea el punto “P=(m,m”"3)” y activale el rastro. Luego activa la animacion del deslizador m, ¢cudl es la
funcidn cuya gréfica se asemeja a la que se esta elaborando?

4. Crea el deslizador n con intervalo de 0 a 30 e incremento 0.001; muévelo para que su valor sea 0.

5. Crea el punto “Q=(n, sqrt(n))” y activale el rastro. Luego activa la animacidn del deslizador n, écudl es la
funcidn cuya gréfica se asemeja a la que se esta elaborando? ¢ Para qué sirve el comando “sqrt”?

Actividades

1. Utiliza GeoGebra para comprobar si has elaborado correctamente las graficas de las funciones de los
problemas, desde la clase 2.1 hasta la clase 2.8.

2. Comprueba los resultados de las graficas de la clase 4.9, y los problemas 5y 6 de la clase 4.10.

\- _J
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5.3 Utiliza las herramientas de un software para visualizar los desplazamientos horizontales de funciones
cuadraticas y la elaboracidn de otras funciones a partir de puntos.

Propésito

En esta clase se utiliza la herramienta Deslizador
del software GeoGebra para verificar la relacion
entre la grafica de f(x) = ax?y las de g(x) = flx — h)
y h(x) = flx — h) + k.

En la parte Actividades, los estudiantes deben uti-
lizar lo visto en las practicas para verificar las solu-
ciones de algunos problemas de la unidad.

Solucidn de problemas:

1. En la barra de entrada, las funciones se escriben de la siguiente forma:

Clase 2.1 (se colocaran diferentes letras para las funciones en cada literal):

a) f(x)=x+1 b) g(x)=-2x-3 c) h(x)=x"2+2 d) p(x)=-x"2-3
Clase 2.2:

a) f(x)=(x-2)72 b) g(x)=-(x-1)"2 c) h(x)=2(x-2)"2 d) p(x)=-2(x-3)"2
Clase 2.3:

a) f(x)=(x+2)"2 b) g(x)=-(x+1)"2 c) h(x)=2(x+2)"2 d) p(x)=-2(x+3)"2
Clase 2.4:

a) f(x)=(x-2)"2+3 b) g(x)=-(x-1)"2+2 c) h(x)=2(x+2)"2-1 d) p(x)=-2(x+3)"2-4
Clase 2.5:

a) f(x)=(x+1)"2+2 b) g(x)=-(x+3)"2-3 c) h(x)=3(x-2)*2+1 d) p(x)=-3(x-4)"2-2
Clase 2.6 (se puede escribir la ecuacion de la funcion tal cual aparece en cada literal):

a) f(x)=x"2-4x b) g(x)=-x"2+2x c) h(x)=3x"2+6x

Clase 2.7:

a) f(x)=x"2+2x-2 b) g(x)=x"2+4x+5 c) h(x)=x"2-6x+7 d) p(x)=x"2-8x+18
Clase 2.8:

a) f(x)=-x"2+8x-13 b) g(x)=3x"2+12x+11 ) h(x)=2x"2-20x+44 d) p(x)=-1/2x"2+x+3/2

2. En la barra de entrada, las funciones se escriben de la siguiente forma:
Clase 4.9 (se colocaran diferentes letras para las funciones en cada literal):

1a) f(x)=4x3 1b) g(x)=1/4x"3 1c) h(x)=-4x3 1d) p(x)=-1/4x"3
2a) f(x)=(-2x)/(x-2) 2b) g(x)=(2x+3)/(x-1)

3a) f(x)=-3sqrt(x) 3b) g(x)=4sqrt(x) 3c) h(x)=sqrt(-3x) 3d) p(x)=sqrt(4x)
Clase 4.10 (se colocaran diferentes letras para las funciones en cada literal):

5a) f(x)=x"3+1 5b) g(x)=(x-2)"3

6a) f(x)=-sart(-x) 6b) g(x)=sart(x)+1 6¢) h(x)=sqrt(-x)-3 6d) p(x)=sqrt(x-1)
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