Unidad 5. Resolucidn de tridngulos oblicuangulos

Competencia de la unidad

Resolver triangulos utilizando las herramientas de la trigonometria y aplicarlo a diferentes situaciones

del entorno.

( Tercer ciclo )

Unidad 5: Figuras semejantes

(9°)

e Semejanza

e Semejanza de tridngulos

* Semejanza y paralelismo

¢ Aplicaciones de semejanzay
tridngulos semejantes

Unidad 6: Teorema de Pitago-

ras (9°)

¢ Teorema de Pitagoras

e Aplicacion del teorema de
Pitagoras

Relacion y desarrollo

Primer ano de
bachillerato

Unidad 5: Resolucion de
triangulos oblicuangulos

¢ Razones trigonométricas
de dngulos agudos
Razones trigonométricas
de dngulos no agudos
Resolucion de triangulos
oblicudngulos

Unidad 6: Identidades y ecua-
ciones trigonométricas

¢ |dentidades trigonométricas
e Ecuaciones trigonométricas

Unidad 7: Vectores

e Vectores

e Producto escalar de vecto-
res

e NUmeros complejos

* Practica en GeoGebra

Segundo aio de
bachillerato

Unidad 5: Funciones trascen-
dentales Il

¢ Funcion biyectiva e inversa
¢ Funcion logaritmica

¢ Funciones trigonométricas
¢ Practica en GeoGebra
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Razén trigonométrica
1 2. Razones trigonométricas en un tridngulo rectangulo
1 3. Tridngulos rectangulos notables
1 4. Razones trigonométricas de tridngulos rectangulos nota-
bles
1 5. Tridngulo rectdngulo conocidos un lado y un dngulo
1. Razones trigonométricas de 1 6. Tridngulo rectangulo conocidos dos lados
angulos agudos . .
1 7. Practica lo aprendido
1 8. Aplicacion de las razones trigonométricas
1 9. Angulo de depresién
1 10. Angulo de elevacién
1 11. Actividad. Construccion de un clindmetro
1 12. Aplicaciones de las razones trigonométricas
1 Prueba de la leccién 1
1 1. Distancia entre dos puntos
1 2. Simetrias en el plano cartesiano
1 3. Angulos
1 4. Angulos mayores a 360° y menores a —360°
2. Razones trigonométricas de . . _
, 8 1 5. Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 1
angulos no agudos
1 6. Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 2
1 7. Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 3
1 8. Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 4
1 9. La identidad pitagdrica
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1 10. Practica lo aprendido

1 1. Area de un triangulo

1 2. Ley de los senos

1 3. Calculo del angulo de un triangulo conocidos dos lados y
un angulo, parte 1

1 4. Cdlculo del angulo de un tridngulo conocidos dos lados y
un angulo, parte 2

1 5. Ley del coseno

3. Resolucién de triangulos 1 6. Cdlculo de los angulos de un tridngulo conocidos sus tres
oblicuangulos lados

1 7. Practica lo aprendido

1 8. Aplicaciones de la ley de los senos y la ley del coseno

1 9. Practica lo aprendido

1 10. Problemas de la unidad

1 11. Problemas de la unidad

1 Prueba de las lecciones 2 y 3

33 horas clase + prueba de la leccién 1 + prueba de las lecciones 2 y 3

Puntos esenciales de cada leccion

Leccidn 1: Razones trigonométricas de angulos agudos

El desarrollo de la unidad inicia con la justificacidn de que las razones trigonométricas dependen Unicamente del
angulo y no de la longitud de los lados del tridngulo rectdngulo. Se establecen las razones trigonométricas de los
angulos de los triangulos notables, y se calculan razones trigonométricas de cualquier dngulo agudo y dngulos
conocidas algunas medidas de lados de tridngulos rectangulos. Finalmente, se resuelven problemas que requie-
ran el uso de razones trigonométricas.

Leccidn 2: Razones trigonométricas de angulos no agudos

Se calculan razones trigonométricas de angulos no agudos utilizando el plano cartesiano, y el contenido de la
leccidn anterior (razones trigonométricas de los angulos 30°, 45° y 60°) para el calculo de razones trigonométri-
cas de angulos especiales (todos aquellos que pueden calcularse con los angulos mencionados previamente). Se
calculan dngulos que no necesariamente resulten en angulos especiales.

Leccidn 3: Resolucidn de tridngulos oblicuangulos
Se establecen la ley de los senos y del coseno para la resolucién de tridngulos oblicuangulos y de problemas

aplicados al entorno.
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Razones trigonomeétricas de angulos agudos

1.1 Razén trigonométrica*

Problema inicial
Se consideran los segmentos de recta OA y OB y el dngulo formado entre ellos cuya
medida es 0. Sobre OB se toma un punto Q y se traza un segmento perpendicular a OA
y que pase por Q. Se define por P el punto de interseccidn entre este segmento perpen-
dicular y OA, como muestra la figura.

PQ oOpP . PQ

Del tridngulo rectangulo OPQ se definen las razones: oq’ 0a” op"

Justifica que las razones definidas no dependen de las longitudes de los lados del triangulo rectangulo OPQ.

J

_
Solucién
Se toma un punto cualquiera Q' sobre OB distinto de Q. Se traza un segmento perpendicular a OA que pase
por Q' y sea P' la interseccidén de esta perpendicular y OA, como muestra la figura. Luego, los triangulos
OPQy OP'Q' son semejantes por el criterio AA (denotado AOPQ ~ AOP'Q’), por lo tanto
Pa _ - 0a / B
P'Q’ OP' oqQ” '
Pa _ oq Pa _Pa,
De pQ - oQ °© deduce que — 0q = oa
En una proporcién n&=%
OP _0Q opP _opP' b d
De & OP' =00 se deduce que — 0q-o0a se cumple que & =§
PQ _ OP P _PaQ
De —= Pa - op 5@ deduce que — op = op'" A
PQ _PQ op_OP  pPQ_PQ °
Entonces, 0Q - 0Q’ 0Q - 0Q Y op = o p'
PQ oOP ~ PQ . - s
Por lo tanto, las razones — oq’ 0a Y oF no dependen de las longitudes de los lados del triangulo.
Definicién
Sea ABC un tridngulo rectangulo, recto en B y sea 6 la medida de uno de los angulos agudos del
AABC. Se define a la hipotenusa del tridngulo por hip, el lado opuesto al dngulo como op y el lado
adyacente al angulo como ady.
Notese que el opuesto y adyacente en un tridangulo dependera de cudl angulo se tome,
y se debe tener especial cuidado cuando el tridngulo estd ubicado en otra posicidn a la ‘
mostrada en la figura.
Se definen las razones sen 8, cos 0y tan 6, como sen 0 = h: cos 0 = 7%, tan 6 = dy” y se Ieen ‘seno

de theta”, “coseno de theta” y “tangente de theta”, respec‘nvamente

A las razones sen 0, cos Oy tan 6, se les llama razones trigonométricas del dngulo 6.

En un tridngulo rectdngulo, el lado que se opone al angulo de 90° se conoce como hipotenusa y los dos lados
Pr0b|emas A que forman dicho dngulo se conocen como catetos. Ademds, la hipotenusa es el lado de mayor longitud.

1

Identifica la hipotenusa, el lado opuesto y adyacente del dngulo 6 y expresa las razones trigonométricas
para cada caso. c

A

@

F |
a) b) c)
k /x
G H
A u oh E




Indicador de logro:

1.1 Establece las razones trigonométricas de un angulo agudo de un tridngulo rectangulo en términos de la hi-
potenusa, el lado opuesto y adyacente a dicho angulo.

Esta unidad es el inicio del estudio de la trigonometria. La teoria de dngulos, los tridngulos rectangulos y la
semejanza de tridngulos son la principal base para el desarrollo de la unidad. Ademas se requiere del cono-
cimiento de segmentos perpendiculares, de las proporciones y de sus propiedades.

Esta clase debe ser desarrollada con mayor apoyo por parte del docente.

Propésito:

El objetivo principal de esta clase es justificar el hecho de que las razones trigonométricas dependen Unica-
mente del dngulo y no de las longitudes de los lados del tridngulo rectangulo en cuestidn.

La seccidén de Problemas busca afianzar en el estudiante el hecho de identificar correctamente la hipotenusa
de un tridngulo rectdngulo, el lado opuesto y adyacente de un dngulo dado.

Solucidn de problemas:
a) C La hipotenusa es hip = AC, el lado opuesto es op = BC, el lado adyacente es ady = AB.

Las razones trigonométricas del triangulo ABC son:

-op _BC
sen 0 = o = AC”
AL -8 cos = 9% - AB
hip  AC’
-op _BC
tan 0 = ady = AB"
b) F La hipotenusa es hip = EF, el lado opuesto es op = DF, el lado adyacente es ady = DE.
Las razones trigonométricas del tridangulo DEF son:
-9op _DF
sen 0 = o =B
6 ady _ DE
D E cos 0 = hio = EF
op DF
tan 0 = oy = DE
c) I La hipotenusa es hip = GH, el lado opuesto es op = G, el lado adyacente es ady = HlI.
Las razones trigonométricas del triangulo GHI son:
-9P _ Gl
. 2 .y sen@-hip o
_ady _ HI
cos 6 = hip ~ GH’

- op _Gl
tan 6 ady = HI
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1.2 Razones trigonomeétricas en un triangulo rectangulo

Problema inicial

a) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del dngulo a. En
este caso, hip =5, op =4 y ady = 3, entonces,

_op _4 _ady 3 —op _4
sencx—hl.p— cosa—hip—s, tana—ady—3.

b) Se identifica la hipotenusa, el lado opuesto y el lado adyacente del angulo 6. En este caso, hip = V13,
op =4y ady =6, entonces,

=2 13 _ @, racionalizando el denominador.

=op _ 4 _ 2 _ =
Csen b= NE VG VB VB 13

J e Recuerda que para raciona-
a 6 . . . i i2 :
e cos 0 = h—.y= NS %= ﬂ, racionalizando el denominador. lizar una fraccion, se multi-
ip 2N13 13 13 plica y divide por el radical

que aparece en el denomi-

nador de la fraccion.

0tan0:%:%:

wln

Definicién
Si se conocen las medidas de los lados de un triangulo rectangulo pueden calcularse las razones trigonomé-
tricas seno, coseno y tangente de uno de sus angulos agudos, identificando la medida de la hipotenusa, del
lado opuesto y adyacente de dicho dngulo y luego calculando las razones como se definieron en la clase 1.1.

Problemas

~
Determina las tres razones trigonométricas para el angulo ay 6.
a) b)
Hay que tener cuidado al ‘
6 elegir el lado opuesto vy
5 adyacente al d&ngulo. Por y8
4 6 2V13 ejemplo, en el triangulo ABC,
el opuesto de 0 es AB y el
lado adyacente 6 a es BC. A
3
4
. J
Solucién

1. Para cada uno de los siguientes tridngulos, calcula las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 6.
Simplifica o racionaliza cuando sea posible.

a)

b) c)
f\
10 8 0
12| \I3 3Vs
/) .
0 6
5

®

10




2. Se definen las razones trigonométricas cosecante, secante y cotangente de un angulo agudo 6, denota-
das por csc 6, sec Oy cot 6, respectivamente:

hip
csc B = o hip

hip
secO = ady’

op

_ ady u
cot@—op. ody

Encuentra las razones trigonométricas csc 6, sec 8y cot 0 para los triangulos del Problema 1.

3. Con base a la definicién en el Problema 2, demuestra que csc 6 = wnd

1
cos 6’

4. Con base a la definicién en el Problema 2, demuestra que sec 6 =

5. Con base a la definicién en el Problema 2, demuestra que cot 0 = ta:\ o
6. En la siguiente figura, ABC es un triangulo rectangulo, <CAB = 90°,
<BCA = 6y BC = 1. Escribe los valores de las longitudes de los seg-

mentos AC, AB, AD, BD y CD en términos del angulo 6.

El nombre trigonometria deriva de palabras griegas que significan “tridngulo” y “medir”. Se lla-
ma asi porque sus inicios tienen que ver principalmente con el problema de “resolver un tridngu-
lo” (calcular las medidas de los tres lados y tres angulos, conocidos algunos de ellos).

Si bien la trigonometria nace por la necesidad de resolver tridngulos, en la actualidad es utilizada
para muchos ambitos como por ejemplo, en la fisica (medicidon del movimiento de un péndulo),
la astronomia (medir distancias entre estrellas) o cartografia (medir distancias entre dos puntos).

Alrededor del siglo Il a.C., el matematico Hiparco (180-125 a.C.), nacido en Nicea, Asia Menor, es
considerado el mds destacado de los astrénomos griegos, inicia el uso de una tabla de cuerdas
de la circunferencia que en cierto modo equivalia a una tabla rudimentaria de valores del seno.

Abbott, B.A. (1967). Teach Yourself Trigonometry.

/
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Indicador de logro:

1.2 Calcula las razones trigonométricas seno, coseno y tangente de un angulo agudo.

Luego de haber aprendido a identificar la hipote-
nusa, el lado adyacente y opuesto de un angulo
agudo de un tridngulo rectangulo, en esta clase
se establecen las razones trigonométricas de un
angulo agudo a partir de un triangulo rectangulo
\_cuyas medidas de los lados son conocidas. p.

Solucién de problemas:
1a) Como hip =13, 0p =12 y ady = 5, entonces,

_op _12 op_
sen@—hip 3 ©

1c) Como hip = 3v/5, op =3 y ady = 6, entonces,

N5 6 _2V5

3
sen03\/_ co@v—s,

1e) Como hip = 4, op = 2 y ady = 2+/3, entonces,

Propésito:

Identificar la medida de la hipotenusa y los cate-
tos de un tridngulo rectdngulo para establecer las
razones trigonométricas de uno de los angulos
agudos de dicho tridngulo.

12 ady 5 op _12
G_hp_13' e_ady 5

_3_1
tan0—6—2.

1b) Como hip =10,0p =8y ady = 6, entonces,

-8 _4 -5 _
sen9—10—5,c059—10 5, 0— =

1d) Como hip =9, op = 3+/5 y ady = 6, entonces,
sen O = V_ cos@—— tanG-\/Zg

1f) Como hip = 3, op = V7 y ady = \[2, entonces,

sen0=%,c050 \/_tanO—\/; sen@-?,cos@ N2 an@—g.
_hip _13 h/p _13 _ady 5 _5 3
2a) csc 0 =—F =1, Sec ch= = t0—op—12. 2b) csc O sec0- cot@-

V5
2c) csc O = /5, sec9-— cot 0 = 2. 2d) csc O = sec@——cot@— =
2e) csc O = 25ec8-— cot 6 = 3. 2f)csc9-T,sec8-£ cot0—£.

_ hip _ hip _ 1 .. ady hip  hip
3 g LRy X =y esc 0 8 o5 =1% Ty = 1% 5gy = ady = sec 0
1 op _ ady ady _
5. o= 1% gy = 1% 5p = 5p =cot0
6. Del AABC se tiene que
cos 0 = 'S(C: A1C=~AC cos@ysen@-—-%: AB =sen 0.

Del AADC puede deducirse que <DAC =90° —
Ahora, en el AABD se tiene:

6y por tanto, <DAB = 6.

= AD=cosHsen0ysen«9=%

cos O = AD _ AD
AB sen0

Luego, CD = BC—BD =1 —sen?f.

BD L
Sen0::>BD sen?6. A

sen 0




4 1\
1.3 Triangulos rectangulos notables
Problema inicial
Dados los siguientes triangulos rectdngulos, encuentra el valor de x y .
a) ¢ b) F
30°
X y N/ X
60° A sl
A B 1
L 1
Solucién
a) C Si se refleja el tridngulo ABC con respecto a BC se obtiene el tridangulo APC.
Como <BCA = 30° se tiene que <PCA = 60°. Resulta que el tridngulo APC es equi-
latero, y por lo tanto x = AP = 2.
30°(30°
x y x Luego, para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitagoras en el trian-
gulo ABC: x% = 1% + y2. Es decir,
A 60° A 60° o y=x2-12=222-12=4-1=3.
1 B 1
Como y > 0, entonces, y = \3.
En el tridngulo DEF, los dngulos FDE y DFE son complementarios, es decir,
«FDE + XEFD =90°; por lo tanto, XEFD = 45°. Se tiene entonces que el triangulo
DEF es isdsceles, y por lo tanto x = 1.
Para encontrar el valor de y se aplica el teorema de Pitagoras en el triangulo DEF.
Y =1+x*=12+12=2,
Como y > 0, entonces, y = 2.
Definicién
Al triangulo rectangulo cuyos angulos agudos son de 30° y 60°,
y al tridngulo rectangulo cuyos dngulos agudos son de 45° se les ‘
conoce como triangulos notables. V2,45
. 1
Se suele hacer referencia a estos
tridngulos como triangulo de 30 y 45°
60; y triangulo de 45. ‘ 1 =
Ejemplo
Dados los siguientes triangulos, encuentra los valores de x y .
CI
a) ‘ b) F'
30° 2
y y
50° . D' /) mps
AI Bl X
3
S J
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a) Nétese que AA'B'C' ~ AABC, entonces,
223 5 x=32)=6 y 2

271 V3

1

>°1 > y=33.

b) De igual forma que en a) AD'E'F' ~ ADEF, entonces,

x_ 2

-2 _ 2 _
T_\/E = x—ﬁ—\/i.

Luego, como el AD'E'F' es isdsceles se tiene que y =2

Problemas

<

A' B'

C
30°
x
60°
3
2
x

F
y
o ) ml

Encuentra el valor de x y y en cada tridngulo.

a) c b)

c)




Indicador de logro:

1.3 Utiliza los triangulos notables y semejanza para encontrar las medidas de los lados de un tridangulo

rectangulo.

Luego de haber calculado razones trigonométricas de un angulo agudo a partir de un triangulo rectangulo
dado, se definen los triangulos notables y las medidas de sus lados conociendo una de ellas.

con los tridngulos establecidos en la Conclusién.

_

Se calculan las medidas de los lados de los tridngulos rectangulos de 30° y
60°, y el de 45° cuando se conoce una medida de ellas. El Ejemplo resuelve
problemas similares a los del Problema inicial, pero utilizando semejanza

Solucidn de problemas:

Para resolver este problema, el estudiante puede hacerlo
como se hizo en la Solucidn del Problema inicial o utili-
zando semejanza como se hizo en el Ejemplo.

a) Como AA'B'C' ~ AEFD:

CI
x_i _
171 => x=4,
Y
* 24 = y=4V2.
V2 1
a0 B'

=% = x =53,

5 _

x _N2 _
A
2=V 5 0.

Para ver la forma en que se nombran las figuras
semejantes, léase la clase 1.3 (pagina 127) de la
Unidad 5 del Libro de texto de noveno grado.

b) Como AD'E'F' ~ ACAB:

x_3 -6 _
Ny PREEia Rt cEAEY
(> y_3 -3
_ = oY=
D'
d) Como AL'K")' ~ AABC:
LU x 1,1
1<) 1270y
S | -3
YN B 27V
f) Como AR'P'Q' ~ ADEF:
Rl
x_1 _ 1.2
\ TTE TR
7]
y=x=-
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1.4 Razones trigonomeétricas de triangulos rectangulos notables

Problema inicial

Encuentra las tres razones trigonométricas de los angulos 30°, 45° y 60°.

Solucién
a) Para calcular las razones trigonométricas para 30° se utiliza el triangulo que se muestra en la figura.
Identificando el lado opuesto y adyacente al angulo de 30° se tiene que, ady = V3 y op = 1. Por lo tanto,

o_l C
sen 30 =3 |
cos30°= 2 27 607

2 1

o_ 1 _N3 300 u

tan 30 =53 A

V3

b) Se utiliza el tridngulo mostrado en la figura para calcular las razones trigonométricas de 45°.
Identificando el lado opuesto y adyacente al angulo de 45°se tiene que, ady = op = 1. Por lo tanto,

o_ 1 _\2 D
sen 45° = IR
o_ 1 _\2 V2
cos45° = == —,
V2 2 1
o_ 1 _
tan45—1—1. ek F
1
c) Para calcular las razones trigonométricas para 60° se utiliza el Una forma para recordar las razones
mismo tridngulo ABC que se utilizd en a). En este caso, ady =1 | Lrigonométricas de los angulos de 307,
=+/3. Por lo tant 45°y 60° es recordar como se construyen
y op =N3. Foriotanto, el triangulo de 30° y 60°, y el tridngulo de
. V3 45°, como se muestra a continuacion:
sen 60° = —,
2 N,
o1
cos 60° = >’ X
tan 60° = T = \/§ H 450(\\
1

Conclusién

Las razones trigonométricas para los angulos 30°, 45° y 60° se resumen en la siguiente tabla.

0 30° 45° 60°
ol 1 2 | @
sen 2 2 2 Cuando se calculen las razones
trigonométricas de los angulos
1
cos 0 g g 35 30°, 45° y 60° hay que utilizar los
valores que aparecen en el cuadro.
tan 0 g 1 V3

<
Problemasm

Encuentra las razones trigonométricas secante, cosecante y cotangente para los angulos 30°, 45° y 60°.

®

®




Indicador de logro:

1.4 Determina las razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°.

En la clase anterior se dedujeron las medidas de los lados de los tridngulos notables, por lo que en esta
clase se establecen las razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°.

Propésito:

Establecer las razones trigonométricas de los dngulos de 30°, 45° y 60°, que son base importante para el
resto del desarrollo de la unidad.

Solucidn de problemas:

El problema puede resolverse de dos formas:
® Forma 1. Utilizando la definicidn de las razones cosecante, secante y cotangente.
* Forma 2. Utilizando la relacién de estas razones con las razones seno, coseno y tangente.

En la siguiente resolucién se utiliza la segunda forma.

De los problemas 3, 4 y 5 de la clase 1.2 se sabe que,

csc0=L=1+sen0, sec0=L=1+c059, cotfh=——=1=tan .
sen 0 cos 0 tan 0

Entonces,

csc30°=1+sen30°=1+%=2,

sec30°:1+cos30°:1+ﬁzizﬁ,
2 37 3
cot30°=1+tan30°= +§=%=\/§.
°=1= ° = ;ﬂ— 2 _
csc45°=1+sen45°=1+ -W-\/f,
sec45°:1+cos45°:1+g:\/§,
cot45°=1+tan45°=1+1=1.
°=1 =~ ° = ;E—L—&
csc60°=1+sen60°=1+ > N3 - 3

sec60°:1+c0560°:1+%=2,

cot 60° =1 + tan 60°:1+\/_=?.

Q Sugerencia metodoldgica



1.5 Triangulo rectangulo conocidos un lado y un angulo agudo

Problema inicial
B Dado el siguiente tridngulo, encuentra la medida de los dos lados
faltantes. Aproxima hasta las décimas. b

A ]

Solucién
Como se conoce el valor de uno de los dngulos agudos del tridangulo se pueden utilizar las razones trigo-
nomeétricas para calcular la medida de los lados faltantes.

a . .y
Se sabe que tan 55° = 3 entonces a = 3tan 55°. Como 55° no es un angulo de un tridngulo notable, se cal-
cula el valor de tan 55° con la calculadora, pero antes hay que configurarla de modo que los dngulos estén
medidos en grados, realizando los siguientes pasos:

) MODE , -
Presionar la tecla C ) dos veces y presionar la tecla . Dependiendo del modelo de la
calculadora, la tecla MODE puede

Ahora que esta configurada la calculadora, se introduce tan 55° como se | aparecer de dos formas.
. - MODE CLR MODE SETUP
muestra a continuacion: Pantalla de la calculadora

oOeaee - [taﬂ 55

Aproximando a un decimal se tiene que a = 3tan 55° = 3(1.4) = 4.2. Para
calcular el valor de b se considera el hecho que

- ,_“_"_.J Si tu calculadora tiene la segunda
HeaHa00T opcion, debes presionar las teclas
SHIFT  MODE SETUP

y luego presionar la tecla (EEMD.

o 3 3
cos 55°=— =—
b = b cos 55°

Pantalla de la calculadora En la calculadora, la
,

ESEaCOEE - [3-:—:05 55

I .—.] funcién seno aparece
5.230340387 como €.

Por lo tanto, a =4.2y b =5.2.

Conclusién
Dadas la medida de un lado y de un angulo agudo de un tridangulo rectangulo pueden encontrarse las
medidas de los lados restantes utilizando las razones trigonométricas del angulo agudo.

*
Problemasm

f Encuentra la medida de los lados faltantes en cada triangulo.
a) A b) D

24

d)

=




Indicador de logro:

1.5 Encuentra la medida de los lados de un tridngulo rectangulo conocidas la medida de un lado y un
angulo agudo utilizando razones trigonométricas.

Luego de haber establecido las razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°, se calculan las
medidas de los lados de un tridngulo rectangulo utilizando razones trigonomeétricas, cuando se conocen
la medida de uno de sus lados y un angulo agudo. Se introduce ademas, el uso de la calculadora cientifica
para el calculo de razones trigonométricas distintas a las de los angulos de 30° 45°y 60°.

Posibles dificultades:

El uso de la calculadora cientifica aporta dificultad al desarrollo de la clase, por lo tanto, es importante
guiar al estudiante en el uso correcto de esta y recordarle en repetidas ocasiones que debe estar configu-
rada en grados y no en radianes o gradianes. Véase la pagina 160 del Libro de texto.

Solucién de problemas:

b 1

a)tan38°=2 = b=2tan38°=~16. b)sen24°=1 = e= % 2.5,
2 e sen 24
o_2 _ 2 o_1 _ 1
cos 38° = - D T 2.5. tan 24° = 7 = f= anoa ~ 2.2
Por lo tanto, b= 1.6y c=2.5. Porlo tanto,e= 2.5y f=2.2.
c) cos 70":1"’1o = g=10cos70°=3.4. d) tan 57°=% = k=3tan57°=4.6.
o _ L b o o _ i - 3 -
sen70° = 5 1=10sen70°=9.4. cos57°=— = l——coS =55 =5.5.
Porlo tanto, g =3.4yi=9.4. Porlo tanto, k= 4.6y [ =5.5.
o_ 5 _ 5
e) sen 65° = m = m= sen 65° =5.5. No es obligatorio utilizar la tangente y el coseno para calcular
las medidas de los lados del tridngulo; es decir, también pue-
s _ 5 5 - . . .
tan65°=— = n= nes S 2.3. de utilizarse la razén seno. Se sugiere que, siempre que sea
n posible, se use una razon trigonométrica donde el valor que
Por lo tanto, m = 5.5y n = 2.3. se desea encontrar quede como numerador, ya que se facilita

el despeje de la incognita.

@ Sugerencia metodoldgica
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1.6 Triangulo rectangulo conocidos dos lados

Problema inicial

N
En los siguientes triangulos, encuentra las medidas de los angulos agudos.
a) b) F
c ]
6
3 En un tridangulo ABC, se suele
denotar a la medida del
5 angulo C por C (en cursiva).
A B
pt——-1E
_ 2 J
Solucién - C
a) Obsérvese que cos C = 3 El angulo que cumple esta condicion es el ¢
angulo de 60°, por lo tanto C=60°y B = 30°. 3|60
30°
A B
b) Del triangulo se tiene que tanD = % Para encontrar el valor del angulo D que cumpla esta F
condicidn se utilizara una calculadora ya que la razén no corresponde a algun tridngulo notable.
SHIFT 31 Pant_allla <.:ii.|a calculadora 5
SONEea|seEss - e
581985505/
Aproximando a las décimas, se tiene que D = 68.2°. Luego, F = 90° — 68.2° = 21.8°. D E

La funcidn de la calculadora tan™ devuelve un dngulo que cumpla
la condicién que se le indique. Por ejemplo, tan™ 2 devuelve el
angulo 0 que cumple que tan 6 = %, con 6 entre —90° y 90°.

Conclusién
Dadas las medidas de dos lados de un triangulo rectangulo se pueden encontrar los dngulos agudos

utilizando las razones trigonométricas.
P *
roblemas Z

Encuentra la medida de los angulos agudos de los triangulos rectangulos.

g C b) ’ o 0
42
D E
4
M
A 2 B 1 N
HBd L He) ERTR
2
K G 4
J 3 3 5
d Q
P 2

@
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1.6 Encuentra la medida de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo conocidas las medidas de dos
lados, utilizando las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Secuencia:

En esta clase se calculan angulos agudos de tridngulos rectdngulos cuando se conocen las medidas de dos
lados, utilizando las razones trigonométricas. Se utiliza la calculadora nuevamente, en esta ocasion para
calcular angulos.

No se profundiza sobre las razones trigonométricas inversas, ya que esto requiere del conocimiento de
Kfunciones biyectivas e inversas, tema que se estudiara en segundo ano de bachillerato.

J
En el Problema inicial se calculan angulos de trian- El uso de la calculadora para determinar dngulos al
gulos rectédngulos. En el literal a se obtiene una conocer el valor de la razén trigonométrica, ya que
razon trigonométrica conocida, es decir, pueden la calculadora se encuentre configurada en grados.
determinarse los angulos sin calculadora. En el li- El estudiante debe practicar para que comprenda
teral b, en cambio, la razén no es conocida, por que las teclas sin™, cos™ y tan™ devuelven medi-
lo que se calculan los angulos utilizando las fun- das de angulos.

Kciones trigonométricas inversas de la calculadora.

. F Hay que utilizar la calculadora Unicamente _

cuando aparece el icono de esta.

Solucidn de problemas:

a) ¢ b) F
N3 _ Cene -4 _1_\2
tanB====v3 = B=60". 3 cosD===5=
Luego, C=30°. = D =45°.
23 Por lo tanto, B=60°y C = 30°. D e Por lo tanto, D = F = 45°.
A > B
9 0 d cosK=2 = K=48.2°.
tan N =3 = N = 60°. 3
3 Por lo tanto, N=60°y O = 30°. 2 Luego, /= 90° — 48.2° = 41.8".
3 K Porlotanto,/=41.8°y K= 48.2°.
J 3
M
1 N
e | f
) ) R cosP=2 =p=66.4"
G 4 Luego, R = 90° — 66.4° = 23.6°.
3 Por lo tanto, P = 66.4°y R = 23.6°.
H 5
Q
tan G== = G = 53.1°.
3 p 2

Luego, / = 90° —53.1° = 36.9°.
Por lo tanto, G =53.1°e | = 36.9°.

@ Sugerencia metodoldgica



1.7 Practica lo aprendido

1. Determina las razones trigonométricas sen 8, cos 8y tan 6 para cada uno de los siguientes tridngulos.
a) c)

@‘5

2. Determina el valor de x y y en cada tridngulo.
b) c)

8
|
/ y
E GU
x \
E=3. calcula la medida de los lados faltantes en cada triangulo. Aproxima tu respuesta hasta las décimas.

F
3
45°
X
a) b) c)
6
E
e
f

)

D

4. Calcula la medida de los dngulos agudos de los tridngulos rectangulos hasta las décimas.

a) Eb) fEc)
|
; 15
E G
6 H

F

C
3
V3 6
A
5
B
D




Indicador de logro:

1.7 Resuelve problemas correspondientes a razones trigonométricas de angulos agudos de tridngulos rectan-
gulos.

Solucidn de problemas:

1a) Como hip =13, op = 2 y ady = 3, entonces,
2 _2V13 g=9% __3 3V13 =P _2

sen =22 === 53 cos 0= == T tan 0= 2= L,
1b) Como hip =6, op=\/ﬁyady=5,entonces, 1c) Como hip =89, op = 8 y ady = 5, entonces,
V_ 5 _ Vi1 __8 _8V8 __5 _5V89 8
sen§ =—=,cos 0 = ,tanH— = senG—@— 25 ,cos@—@— 9 1@ n0—

2a) Utilizando semejanza con el tridngulo de 30°y 60°:  2b) Como ADEF es isdsceles, y = 3. Por otra parte,

x_ 1 N3 utilizando semejanza con el tridngulo de 45°:
27N T T 2.3 L o3y3
2- 1,03 V2 1 '
B
Este problema también puede resolverse
. ) B . . utilizando solo semejanza, es decir, sin uti-
2c) Utilizando semejanza con el triangulo de 30° y 60°: lizar el hecho de que el tridngulo es isésce-
x _7 B y_7 _ les, o aplicando el teorema de Pitagoras.
=1 =%=73, J=7=y=14
3a)cos40°=— = c=8cos40°=6.1, 3b) tan 320=5 o e=L¢,=9.6,
e tan 32
o _ Y — o o _ i —_ 6 ~
sen 40° = 8 = a=8sen40°=5.1. sen 32° = 7 = f= en3r = 11.3.
Por lo tanto, c= 6.1y a = 5.1. Porlo tanto, e~ 9.6 y f=11.3.
3c)cos35°—ﬁ = 1=10cos 35°= 8.2, sen35°-— = g=10sen35°=5.7.
Por lo tanto, 1= 8.2y g=5.7.
4a) Se tiene que cos C—3Z_ \/2_ C=30° 4b) Como tan D=% = D=31"°.
Por lo tanto, B=60°y C = 30°. Luego, F = 90° — 31° = 59°.

Porlo tanto, D=31° e F=59°.

4c) Como cos G = 16—5 = G =66.4°. Luego, I = 90° - 66.4° = 23.6°.
Por lo tanto, G = 66.4° e [ = 23.6°.

e Sugerencia metodoldgica



1.8 Aplicacion de las razones trigonométricas

Problema inicial

B Un carpintero compra una escalera de 25 pies y en las instrucciones de uso dice que la posicién mas segura
para ubicarla sobre la pared es cuando el pie de la escalera se encuentra a 6 pies de la pared. ¢ Qué angulo
forma la escalera con el suelo?

Solucién
Se puede formar un tridngulo rectangulo, como muestra la figura. Aplicando razones
trigonométricas se tiene que
cos @ = %.

Utilizando la calculadora para calcular el dngulo se tiene
Pantalla de la calculadora 25 pies

SHIFT

cos? I
@ - == ( e 11”4,364]
= R

Entonces, el dngulo que forma la escalera con el suelo es aproximadamente 76°.

Conclusién
Las razones trigonométricas pueden utilizarse para calcular angulos de inclinacion que forman algunos
objetos con superficies planas, para calcular distancias entre dos objetos o alturas de edificios o arboles.

*
Problemasm

B 1. Un patinador hara una pirueta sobre una rampa cuyo largo es de 2 metros. Si la
altura de la rampa es de 1 metro, écudl es el angulo de inclinacién de la rampa?

B 2. Las tres bases por las que debe pasar un beisbolista estan sobre un cuadrado
de 90 pies, como muestra la figura. ¢ A qué distancia se encuentra el lanzador
del bateador?

B 3. Una escalera de 20 pies yace sobre una pared y alcanza una altura de 16 pies,
écudl es el angulo de inclinacidn de la escalera con respecto al suelo? 90 pies S0pies

bateador

B 4. Un guardabosques que se encuentra en el punto A observa un incendio directamente al sur. Un segundo
guardabosques en el punto B, a 7 millas del primer guardabosques observa el mismo incendio a 28° al
suroeste, équé tan lejos esta el incendio del primer guardabosques?

11 ~ \T' S I |
\1.)‘1’]1.) ﬁ:r) 11 °




Indicador de logro:

1.8 Utiliza tridangulos rectangulos y razones trigonométricas para resolver problemas del entorno.

Luego de haber resuelto problemas que requieran de la aplicacion de razones trigonométricas para calcu-
lar angulos o medidas de lados de triangulos rectangulos, se abordan problemas del entorno que pueden
resolverse utilizando tridngulos rectangulos y razones trigonométicas.

Propésito:

Con el Problema inicial se introduce el uso de las razones trigonométricas para resolver problemas del
entorno. La elaboracién de graficos sencillos como ayuda visual para la resolucion de los problemas es
importante en este punto.

Solucidn de problemas:

1. De los datos que muestra la figura se tiene que tan 6 = % Asi, 8 = 26.6°. Por lo tanto, el angulo de inclina-
cién de la rampa es de 26.6° aproximadamente.

2. Se define d como la distancia entre el lanzador y el bateador. Puede observarse que sen 45° = %, enton-
ces d =90 sen 45° = 90(%) = 452. Es decir, d = 63.6.

Por lo tanto, la distancia a la que se encuentra el lanzador del bateador es de 63.6 pies aproximadamente.

3. Realizando un grafico y ubicando los datos: |

Con los datos que se conocen puede establecerse que
20
16 4 . 16
sen 0 = o °T pies pies
Es decir, 8 = 53.1°. Por lo tanto, el angulo de inclinacion de la esca- 6

lera con respecto al suelo es de 53.1° aproximadamente.

4. Los datos que se tienen se muestran en el siguiente grafico: A 7 mi B
Con los datos que se conocen puede establecerse que 28°
tan 28°=2 = d=7tan 28°=3.7. d
Por lo tanto, el primer guardabosques se encuentra a 3.7 . )
incendio

millas aproximadamente del incendio.

e Sugerencia metodoldgica



1.9 Angulo de depresion

Problema inicial
Un fotografo profesional desea tomarle una foto a una granja que observa
desde un globo aerostatico que estd a una altura aproximada de 475
metros del suelo y a una distancia de 850 metros de la granja, observa la
figura. ¢ Cuanto mide el dngulo 0 si la linea punteada es horizontal?

-
Solucién
Se etiquetan con A, By C los vértices del tridngulo formado, como mues-
tra la figura. Entonces, <CAB = 0 ya que la linea punteada es paralela a
AB. Utilizando razones trigonométricas, se tiene que
sen O =222
850"
Utilizando la calculadora,
SHIFT sen
C Wsen] (J4Q7 QST -J8JSJOJ) =]
Pantalla de la calculadora
zen l{47TS+E58 0
35 9744V ER5
Por lo tanto, 6 = 34°.
Definicion

Si un observador se encuentra por encima de un objeto, al dngulo que se forma entre una linea horizontal
imaginaria y la linea de visidn hacia el objeto se le lama angulo de depresidn. Por ejemplo, el dngulo 6 que
aparece en el dibujo del Problema inicial es un angulo de depresién.

<
Problemas,

4 1. Un faro tiene 75 pies de altura, y desde la punta de este se observa
un bote de modo que el coseno del angulo de depresion es %, iqué
tan lejos esta el bote del faro?

kg 2. Desde la parte alta de un viejo edificio, un nifio observa a un perro
que se encuentra en la calle, de modo que se forma un dngulo de
depresion de 37¢. Si la altura del edificio es de 9 m, ¢a qué distancia
de la base del edificio se encuentra el perro?

B 3. Un edificio tiene 100 metros de altura, y desde su punto mas alto hay una persona observando unas
ardillas comiendo en el suelo. La tangente del angulo de depresidn del observador es %, éa qué distancia
estan las ardillas de la base del edificio?

B 4. Una persona que mide 1.5 metros se encuentra en un muelle que sobresale 3.5 metros por encima del
mar. La persona observa un bote con un angulo de depresion de 10°, ia qué distancia esta el bote del
muelle?

@




Indicador de logro:

1.9 Utiliza las razones trigonométricas para calcular angulos de depresion en problemas del entorno.

Secuencia:

En esta clase se continda con problemas de aplica-
cién de la trigonometria; en esta ocasion se abor-
dan problemas sobre angulos de depresién. La
elaboracion de graficos sencillos para la resolucidn

El Problema inicial pretende introducir la defini-
cién de angulo de depresién y seguir consolidan-
do el uso de las razones trigonométricas para re-
solver problemas del entorno.

de los problemas continuda siendo importante.
_ AN\ W,
Solucién de problemas:
1. Elaborando un grafico y ubicando los datos que se conocen, se tiene el C e
dibujo de la derecha. )9
Por dngulos alternos internos entre paralelas, el angulo ABC es igual a 6. 75
Entonces, PIes
AB _ 4 o 0 -
=—=—>= §=36.9°. -
cos 0 BC 5 6=36.9 A barco
Luego, tan 0 = % = tan 36.9°= % = AB= %z 99.9. La forma de elaborar los graficos

es variada. El objetivo de hacer
el gréfico es dar apoyo visual en
la resolucion de los problemas.

Por lo tanto, el bote esta a 99.9 millas del faro aproximadamente.

2. Elaborando un grafico y ubicando los datos, se obtiene un grafico como
el de la derecha.
Por angulos alternos internos entre paralelas, el angulo MPN es igual a
37°. Entonces,

tan37°=2 = d= 9

d tan37° 115.

Por lo tanto, el perro se encuentra aproximadamente a 11.9 metros de la
base del edificio.

3. Al elaborar un grafico, como muestra la figura de la derecha, se deduce
que el dngulo OPQ es igual a 0, por dngulos alternos internos entre para-

lelas. Luego, X
_0Q_100_5 _ 4(100) _
tan@—op—op—4=>OP— z = 80. 100 m
Por lo tanto, las ardillas estan a 80 metros de la base del edificio. 0‘(~~§|r3dillas
0
4. Se elabora un grafico y se ubican los datos, como
muestra la figura de la derecha. El angulo ABC es
igual a 10°, por angulos alternos internos. T Qs eeeenn P
15 m} """ 21.9
Luego, LA T
o_35+15_5 _ 5 | .........
tan 10°==—7—==5 = d=——===284. 3smo e
Por lo tanto, el bote esta a 28.4 metros del muelle J 10 ( T‘j7
A d B

aproximadamente.

Sugerencia metodoldgica

@



1.10 Angulo de elevacion

Problema inicial

B Un guardabosques quiere calcular la altura de un arbol y para ello se coloca a 7 metros de la base del arbol
y observa la punta de este con un angulo de 74°. Si la altura del guardabosques es de 1.6 metros, ¢cual es
la altura del arbol?

Solucién
Se forma un triangulo rectangulo auxiliar ABC como muestra la figura. Entonces, tan 74° =%,

por lo que BC = 7tan 74°. Se puede utilizar la calculadora para encontrar BC:

Pantalla de la calculadora

DODBEIE = T

24.4119@111)

Al valor de BC hay que sumarle la altura del guardabosques, porloque T @7~ """7m ™
la altura del arbol es aproximadamente 24.4 + 1.6 = 26 metros. 1.6 m{

Definicion
Si un observador se encuentra por debajo de un objeto, al dngulo que se forma entre una linea horizontal
imaginaria y la linea de visién hacia el objeto se le llama angulo de elevacién. Por ejemplo, del grafico del
Problema inicial, el angulo de elevacién es <CAB.

£ 3
Problemasm

B 1. Una guardabosques debe entrenar a un nuevo equipo de madereros para calcular la altura de los arbo-
les. Como ejemplo, ella camina a 12 metros de la base de un arbol y estima que el angulo de elevacion
desde el suelo a la punta del arbol es de 70°. Calcula la altura del arbol.

B 2. Para calcular la altura a la que se encuentra una nube del suelo durante la noche, se dirige un rayo ver-
tical de luz hacia un punto de ella. En algtin punto sobre el suelo, a 135 pies de donde se emite el rayo,
se determina que el dngulo de elevacidn hacia el tope del rayo es de 65°. ¢Cudl es la altura a la que se
encuentra la nube?

E 3. Un nifio esta a 2 metros de un arbol y observa a un gato que ha quedado atrapado en la punta del arbol.
Si la altura del nifio es de 1 metro y el angulo de elevacién es de 60°, ¢a qué altura esta el gato del suelo?

B 4. Un nadador esté a 8 metros de un pefiasco observando una gaviota so-
bre la punta de un viejo edificio que esta sobre el pefiasco. Si el angulo
de elevacidn del nadador es de 60°, ¢ qué tan alto estd la gaviota respec-
to al nivel del mar?




Indicador de logro:

1.10 Utiliza las razones trigonométricas para calcular angulos de elevacidn en problemas del entorno.

Luego de haber introducido el angulo de depresion, se introduce el angulo de elevacion y se resuelven
problemas del entorno que lo involucren.

Solucidn de problemas:

Para los problemas que no tienen dibujo en su enunciado, se elabora un grafico sencillo para facilitar su
resolucion.

1.7
tan 70° =2 = h =12 tan 70° = 33.
h
Por lo tanto, la altura del arbol es de aproximadamente 33 metros.
o
—12 m—
2.
tan 65° = = = /=135 tan 65° = 289.5.
/ Por lo tanto, la nube estd a 289.5 pies del suelo aproximadamente.
rayo h
L 65]
En los problemas donde intervengan personas y su altura, se desprecia la distancia
I—Fl)%i—l gue hay desde los ojos hasta el limite de la cabeza.
3 gato .
\‘ tan 60°=3 = h=2tan60°=2+3=3.5.
h  Luego, la altura a la que se encuentra el gato es de 3.5 + 1 = 4.5 metros
J aproximadamente.
o0
1‘/}[ 2m
Im
L
! 2 m

4. De los datos proporcionados y del dibujo mostrado en el problema se tiene que

tan 60°=% = h=8tan 60° = 83 = 13.9.

Por lo tanto, la gaviota esta aproximadamente a 13.9 metros del nivel del mar.

@ Sugerencia metodoldgica



130

1.11 Actividad. Construccion de un clindmetro

Un clindmetro es un aparato que se utiliza para medir inclinaciones en superficies, aunque también se
utiliza para calcular alturas de edificios, arboles, postes, etc. Los clinédmetros profesionales son sencillos de
utilizar, y esta actividad muestra cdmo construir uno.

Funcionamiento de un clinometro

El observador coloca el clindmetro como muestra la figura
y a través de un tubo observa el objeto. Un objeto de peso
estd amarrado a una cuerda y esta a su vez estd amarrada al
transportador.

Linea de visién

Al colocar el clindmetro como muestra la figura, se forma
un tridngulo rectangulo (el AABC) entre la linea de visidn, la
linea horizontal imaginaria y el trozo de cuerda

tensado. El angulo que marca la cuerda en el !

transportador es el angulo BCA. Entonces,
en el AABC se tiene que:

i W Linea horizontal
i imaginaria

«CAB =90° — «BCA =90° - 60° = 30°.

Se puede observar que con este procedimiento, el angulo 6

calculado corresponde al dngulo de elevacion. )
Objeto de peso

Materiales

e Un transportador e Lana o un trozo de cuerda

¢ Una pajilla e Tijeras

¢ Cinta adhesiva ¢ Un objeto pesado, puede ser una tuerca de 20 mm
Actividad

1. Algunos transportadores tienen un hueco en su cen-
tro, por lo que puede amarrarse un trozo de cuerda en
este hueco. Si no tiene el hueco, puede pegarse con
un trozo de cinta adhesiva, donde esta el centro del
transportador. La longitud del trozo de cuerda debe
sobrepasar al radio del transportador.

A\ & & QN\\\
.. . . . 7, %9 AN N
2. Cortar un trozo de pajilla, con longitud igual al diametro del trans- /4/% o % o o s \\\\\\\\\
o . . . 7, 0, \}
portador. Pegar el trozo de pajilla con cinta adhesiva, con cuida- ’/////////,‘/fm e ki * \\\i‘\i\“\\\\\“
e i e
do de no apretarla ya que hay que ver a través de ella. i
3. En el extremo de la cuerda que quedd libre, amarrar la tuerca.
El clinémetro estd listo para utilizarse. q Objeto de peso y

Problemas
1. Calcula la altura de un arbol que se encuentre a tu alrededor utilizando el clinémetro para determinar el
angulo de elevacién.

2. Con el clindmetro construido en la Actividad 1.11, ¢ puedes calcular dngulos de depresion? Sila respuesta
es afirmativa, explica como. Y,

@
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1.11 Construye un clindmetro casero para hacer mediciones de dngulos de elevacion.

Propésito:

Construir una herramienta que sirva para medir
angulos de elevacién, ademas de deducir el fun-
cionamiento de dicha herramienta utilizando an-
gulos.

Luego de haber calculado angulos de depresidn
y elevacién, se elabora un clindmetro como he-
rramienta para medir angulos de elevacion en el
entorno.

Solucién de problemas:

1. Pueden medirse otros angulos de elevacion, como por ejemplo, el angulo de elevacion al observar el tope
de un aro de baloncesto.

Como la idea es comprobar que el clindmetro funciona para el calculo de la altura
de objetos, puede medirse previamente una pared, con una cinta métrica. Luego,
se ubica un punto en el suelo desde donde se medira el tope de la pared, por
ejemplo, a 50 centimetros, y a partir de ahi se mide el angulo de elevacion.

.

200 ¢
Al medir el angulo de elevacidn, puede calcularse la altura de la pared
utilizando la tangente del angulo. Luego, se compara el valor obtenido
con la altura original de la pared. ‘x"
I 50 cm

Este es un ejemplo, sin embargo, la pared puede tener menos

alturay el punto en el suelo puede estar mas lejos o mas cerca. , L. .
yelp P ] El angulo de elevacion dependera de la altura

de la persona que haga la medicion.

2. Se puede observar un objeto que esté por debajo de la linea horizontal imaginaria y al realizar esta accidn,
se obtiene un esquema como el siguiente:

Linea horizontal
, imaginaria

Linea de visidon

A3
b o4 Q‘ﬁ\\\\\\\\
08 | oL \
L Al

09
e

Haciendo un analisis parecido al que se hizo con la medicidén de los angulos de elevacion, se tiene que el
angulo que marca la cuerda es el angulo BCA del triangulo ABC. Ademds, el angulo ABC del tridngulo es
igual al angulo de depresidn, 6. Entonces, del triangulo rectangulo ABC se tiene que 6 = 90° — 75° = 15°.

T —

Por lo tanto, con el clindmetro se pueden medir angulos de depresion, y es igual al complemento del an-
gulo que marca la cuerda de este.

@ Sugerencia metodolégica



1.12 Aplicaciones de las razones trigonométricas N

f 1. Un pescador estd a 12 km de un barco que se encuentra al este de él y observa un faro a 60° desde la linea
de visidn con el barco. (A qué distancia esta el barco del faro si se encuentra en direccion sur del barco?

2. Un globo aerostético es amarrado a una roca con un lazo de 20 metros. El seno del angulo que forma el
lazo con el suelo es %, ¢qué tan alto esta el globo?

3. En el dibujo, ¢écual es la distancia entre la Base 1y la fogata?

B 4. Un hombre observa desde el tope de un faro una embarcacidn pesquera y estima que el angulo de de-
presion es de 25°. Si la altura del faro es de 40 metros, ¢a qué distancia estd la embarcacion del faro?

E= 5. Un hombre se encuentra en un edificio observando otro edificio que estad a 100 m de distancia. El angulo
de elevacidn al tope del edificio es de 30° y el angulo de depresion a la base es de 15°, ¢cual es la altura
del edificio que observa? Desprecia la altura del hombre.

E 6. Desde un globo aerostatico a 2 km de altura, se observan dos pueblos. El dngulo de depresién a ambos
pueblos es de 80° y 20°. ¢ Qué distancia hay entre los pueblos?

¢

2 km




Indicador de logro:

1.12 Resuelve problemas correspondientes a las aplicaciones de las razones trigonométricas al entorno.

Solucién de problemas:

1. 12 km barco o _ d
pescador A tan 60° = E

= d=12tan 60°=12+3 =20.8.

Por lo tanto, el barco esta a 20.8
kildmetros del faro aproximada-

farc mente.

3_h = 3(20) _
4-20 h= 4 -

Por lo tanto, el globo estd a 15
N\ metros del suelo.

sen 0 = 15.

20m

d

3. Sea d la distancia entre la Base 1y la fogata. Entonces sen 30°=— = d =36 sen 30° = 36(%)= 18.

Por lo tanto, la Base 1 esta a 18 metros de la fogata.

36

° = ﬂ = L ~ observador
4.tan 25° = 7> d_tan 5 = 85.8.
Por lo tanto, la embarcacion esta aproximadamente a 85.8 metros del faro. 40 m
5.
—[ tan 30° = % ' 5
¥ = x=100tan 30° tan 202 "
30° _1 =
______ s o Y tan 20°
S 3 tan 15 100 2 km o,
——100 m— = y=100tan 15° tan 802 =3
La altura del edificio que observa el hombre es o e e = Y =Gnso’
x+7y=100tan 30° + 100 tan 15° | dx y_:
=100(tan 30° + tan 15°) _ _ 2 2
Luego, d =X-Yy SGn20° wnso - 5.1.

= 84.5.

Por lo tanto, la altura del edificio que el hombre
observa es de 84.5 metros.

Se recomienda hacer el calculo hasta el final,
para tener una mejor aproximacion.

Por lo tanto, los pueblos estan aproximadamen-
te a 5.1 kildémetros de distancia.

Si hay confusion en la pregunta del problema
6, hay que aclarar que se refiere a la distancia
que hay entre los pueblos.
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2.1 Distancia entre dos puntos

Problema inicial
Dados dos puntos P(x,, ,) y Q(x,, y,) en el plano cartesiano, écual es la distancia entre los puntos?

Se define la distancia entre dos puntos como la longitud
del segmento de recta que une ambos puntos.

Solucién
Supdngase que x, # X, Y ¥, ¥ ¥,- Si se trazan rectas perpendiculares a los ejes que pasen por Py Q, como

muestra la figura, el punto O tiene coordenadas (x,, y,). De aqui se deduce que OP =x,—x, yQO =y, - y,.
Luego, por el teorema de Pitagoras en el triangulo POQ, se tiene que
T Q(x,,y,)
(PQ)? = (OP)?* + (QO)* = (x, — x,)* + (¥, — ¥,)*

Pero PQ > 0 por ser una distancia, entonces

PQ= \/(x2 %)+ (y,—y.)*.

Six,=x,Yy,+2y,, entonces la distancia de P a Q seria

= PQ=(6,— ) + (0, -5 =V, =) = |y, -l
. 5 3 Para todo nimero real
De manera andloga, six, # x, Y y,=y,, la distancia de P a Q seria ase cumple que

NaZ=|al.

= PQ=\/(x2—x1)2+(yz—y2)2 =\/(x2—x1)2 = |x2—x1|-

Definicion
La distancia de dos puntos Py Q en el plano con coordenadas (x,, y,) y (x,,y,) respectivamente, denotada
por d(P, Q) esta dada por

d(P, Q) =PQ = +(x,—x)2 + (y,—y,)%

Ejemplo

Calcula la distancia entre los puntos P(-1, 3) y Q(2, 1).

La distancia es,

d(P, Q) =V(2~(-1))* + (1 -3)?
=+13.

<
Problemasu

1. Calcula la distancia entre los puntos P y Q.

a) P(=2,-1), Q(2, 2) b) P(7, 2), Q(4,-2) c) P(2,-2), Q(-8, 4)
d) P(1,1), Q(9,2) e) P(0, 1), Q(3,5) f) P(=3, 5), Q(7,-9)
g) P(-1, 4), Q(2, 4) h) P(3, 2), Q(3,2) i) P(-1,0), Q(-1, 0)

2. Demostrar que si P(x,, v,) y Q(x,, y,), entonces d(P, Q) = d(Q, P).

@

©




Indicador de logro:

2.1 Calcula la distancia entre dos puntos del plano cartesiano.

Se inicia la leccidn con la deduccidn y aplicacidn de la formula para calcular la distancia entre dos puntos
ubicados en el plano cartesiano.

Propésito:

Con el Problema inicial se deduce la férmula para calcular la distancia entre dos puntos en el plano carte-
siano, mientras que el Ejemplo muestra la forma de usarla.

Con respecto a la seccién de Problemas, el problema 1 refuerza el uso de la férmula, y el problema 2
muestra el hecho de que la distancia entre dos puntos P y Q es igual a la distancia entre Qy P.

Solucidn de problemas:

1a) d(P,Q)=(2-(-2))?+(2—(-1))2 =42+ 32 =416 + 9 =25 = 5.

1b) d(P, Q) =\(4 - 7)* + (-2 =2)* =/(-3)2 + (-4)2 =9 + 16 =25 = 5.

1c) d(P, Q) =(-8—2)% + (4 — (-2))? =(-10)? + 62 =100 + 36 =136 = 2+/34.

1d) d(P, Q) =(9 - 1)+ (2 —1)? =/82 + 12=+/64 + 1 =1/65.

1e) d(P, Q) =V(3-0)2+(5—1)>=32+42=+9 + 16 =25 = 5.

1f) d(P, Q) =+/(7 - (-3))? + (-9 — 5)? =\/102 + (-14)? =/100 + 196 =296 = 2/74.

1g) d(P,Q)=\(2 - (1) + (4-4)=13+0>=Y32=3.

También se puede calcular la distancia tomando
primero las coordenadas de Q y luego de P, solo hay

1h) d(P, Q) = \/(3 —-3)2+(2-2)? :\/02 +02=0. que tener especial cuidado que debe ser en orden.

1i) d(P,Q)=+(-1-(-1))?+(0-0)2=0.

2. Se sabe que

d(Pr Q) = \/(xz _x1)2 + (yz _yl)z'
Por otra parte, (d(Q, P))* = (x, —x,)* + (v, = ¥,)* = [=(x, = %) + [=(y, = y ) = (2, = x,) + (v, — y,)*

Pero (x, —x,)* + (v, —¥,)* = [d(P, Q)]% por lo tanto,
d(P, Q) =d(Q, P).
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Problema inicial
Se toma el punto P(a, b) sobre el plano cartesiano. Determina lo siguiente respecto al punto P:

2.2 Simetrias en el plano cartesiano*

a) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje x.

b) Las coordenadas del punto simétrico respecto al eje y.

¢) Las coordenadas del punto simétrico respecto al origen.

d) Las coordenadas del punto simétrico respecto a la rectay = x.

Solucién

a) Sea P'(x, y) el punto simétrico de P respecto al eje x. Por propiedades de

simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje xy si Q es la interseccién
de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q.

Como el segmento PP' es vertical, solo la segunda coordenada de P' cam-
bia. P y P' estan a la misma distancia del eje x, por lo tanto la segunda
coordenada de P' es el niimero opuesto a b, es decir —b.

Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje x es P'(a, —b).

b) Sea P'(x, y) el punto simétrico de P respecto al eje y. Por propiedades de

simetria, el segmento PP' es perpendicular al eje y y si Q es la interseccién
de dicho segmento con el eje, se satisface que PQ = P'Q.

Como el segmento PP' es horizontal, solo la primera coordenada de P'
cambia. Py P' estan a la misma distancia del eje y, por lo tanto la primera
coordenada de P' es el nimero opuesto a a, es decir —a.

Por lo tanto, el simétrico de P(a, b) respecto al eje y es P'(—a, b).

c) Sea P'(x, y) el simétrico de P respecto al origen O. Por definicién de sime-

tria respecto a un punto, se tiene que OP = OP', es decir

(OP)2 = (OP')?
= (x—0)%+(y—-0)2=(a-0)?+(b-0)?

P(a, b)

P'(x, y)
P'(x,
(x,9) 9 .
0 x
y -
P(a, b)

= X +y*=a’+ b?

Pero P y P' estan sobre la recta y = mx, por lo que también se cumple
que b = ma. Sustituyendo y y b en (1) se tiene

X+ m’x’= o’ + m’a’
= 21+ m?) =a)l+m?);
comol+m?#20 = x2=g*> = x=aobienx=-a.

P'(x,y)

Six = a entonces y = mx = ma = b, por lo que P' resulta ser el mismo punto P. Si x =—a entonces y =
mx =—ma =-b, asi P'(—a, —b) es el simétrico de P respecto al origen. Por lo tanto, P'(-a, —b).




d) Primero véase que, si se toma el punto S(a, a) sobre la recta y = x, al trazar el
tridngulo OTS se deduce que tan a =1, por lo que a = 45°; es decir, larectay = x
divide en dos partes iguales a los cuadrantes | y Il del plano cartesiano.

Sea P(a, b) un punto del plano cartesiano y P'(x, ) su simétrico respecto a la recta
y = x. El resultado no se ve afectado si consideramos a P sobre la recta y = x. Sea
Q la interseccion del segmento PP'y la recta y = x. Por propiedades de simetria,
PP' es perpendicular a dicha recta y PQ = P'Q.

Y Pla,b) y=x Se traza el segmento vertical PR. Los tridngulos PQR y P'QR son congruentes
b ya que PQ =P'Q, QR es lado comun y <PQR = «P'QR = 90° (criterio LAL). Por
4 lo tanto,

PR=P'Ry «PRQ = «P'RQA. -ommeemmmmmeee (2)

g C57Z4 R Y .
Pero %¥PRQ = 45°, ya que PR es paralela al eje y. Luego <P'RQ = 45°, por
N a X % lo que «P'RP = 90°. Por tanto, P'R es perpendiculara PRy asiPR=x-ay

PR=b-y.

De (2) se tiene que PR =P'R, pero PR=b—q, por lo que b—a =P'R =x— a, es decir x = b. De igual forma,
b—a=PR=b-y, es decir, y = a. Por lo tanto, las coordenadas de P' son (b, a).

Teorema

Si P(a, b) es un punto sobre el plano cartesiano entonces:

¢ P'(a, —b) es el punto simétrico de P respecto al eje x.

e P'(—a, b) es el punto simétrico de P respecto al eje y.

e P'(—a, —b) es el punto simétrico de P respecto al origen.

e P'(b, a) es el punto simétrico de P respecto a la recta y = x.

A la recta que tiene por ecuacion y =x se le
conoce como recta identidad.

Ejemplo
Sean P(-1, 3) y Q(—2, —3) dos puntos en el plano. Determina el simétrico de P y Q respecto al eje x, respecto
al eje y, respecto al origen y respecto a la recta identidad.

a) El simétrico de P respecto al eje x es P,(-1, —3).
El simétrico de P respecto al eje y es P,(1, 3).
El simétrico de P respecto al origen es P,(1, -3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es P,(3, —1).

b) El simétrico de Q respecto al eje x es Q,(-2, 3).
El simétrico de Q respecto al eje y es Q,(2, —3).
El simétrico de Q respecto al origen es Q,(2, 3).
El simétrico de P respecto a la recta identidad es Q (-3, -2).

$

—

1. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y, respecto al origen y respecto
alarectay=x.
a) P(1, 4) b) P(3, -2) ¢) P(=3,-1)

d) P(-5, 4) e) P(2,0) f) P(0, -3)

2. ¢Puede encontrarse el simétrico respecto al origen de un punto P haciendo una simetria respecto al eje
x y luego haciendo otra simetria respecto al eje y? Justifica tu respuesta.

/
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Indicador de logro:

2.2 Determina las coordenadas del punto simétrico de un punto del plano cartesiano respecto al eje x, al eje y,
al origen y a la recta identidad.

Secuencia: Propésito:

En esta clase se establecen las coordenadas del Esta clase, junto con la clase 2.1, tiene como ob-
punto simétrico de un punto del plano cartesia- jetivo establecer algunas herramientas necesarias
no. Las simetrias que se determinan son respecto para el calculo de razones trigonométricas de an-
a los ejes coordenados, al origen y respecto a la gulos no agudos. La simetria, en particular, se uti-
recta identidad y = x. lizara en toda la Leccidn 2.
\ Y AN
Solucién de problemas:
p Respecto al Respecto al Respecto al Respecto a la
unto . . . . .
eje x ejey origen recta identidad

1a) (1, 4) P.(1, -4) P,(-1, 4) Ps(-1,-4) P44, 1)
1b) (3,-2) P.(3, 2) Py(-3,-2) P3(=3, 2) Pi(-2,3)
1C) (_31 _1) Pl(_3l 1) P2(3I _1) P3(3l 1) P4(_1I _3)
1d) (_51 4) Pl(_SI _4) PZ(SI 4) P3(51 _4) P4(4I _5)
le) (2,0) P.(2,0) P,(=2, 0) Ps(-2,0) P4(0, 2)
1f) (0,-3) P.(0, 3) P,(0, -3) Ps(0, 3) P4(-3,0)

2. Sea P(x, ¥) un punto en el plano cartesiano. Las coordenadas del punto simétrico de P respecto al origen
son (—x, —y).

Por otra parte, el simétrico de P con respecto al eje x tiene coordenadas (x, —y). Ahora, el simétrico de
(x, —y) respecto al eje y tiene coordenadas (—x, —y).

Por lo tanto, al calcular el simétrico de un punto respecto al eje x y luego al eje y se obtienen las coorde-
nadas del simétrico del punto respecto al origen.




-

N
2.3 Angulos
Definicién
Se ubica un rayo sobre el eje x con punto inicial en el origen del plano cartesiano
y se rota este rayo alrededor del origen; a la abertura entre el rayo inicial y el Y lado terminal
final se le Ilama dngulo y al rayo inicial se le Ilama lado inicial y al rayo final se le
llama lado terminal del angulo. Se dice que un angulo esta en posicion estandar
si su lado inicial esta sobre el lado positivo del eje x y su vértice sobre el origen. "emce\
Un dangulo puede medirse en grados y cada grado resulta de dividir una 0Ol fado inicial
circunferencia en 360 partes iguales, siendo cada parte 1° (un grado).
Si un angulo se genera mediante una rotacidn en el sentido antihorario sera positivo, y una rotacién en el
sentido horario genera un angulo negativo.
Dependiendo en qué cuadrante esta el lado terminal del angulo, se dice que el angulo es de dicho cuadrante.
Ejemplo
Dibuja cada angulo en posicion estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 120° b) -70° c) -150°
) ) ) /Cuando se construye el plano carte—\
siano se obtienen cuatro secciones
Como el lado final estad en el segundo a las que se les llama cuadrantes y
cuadrante, 120° pertenece al segundo se enumeran a partir del cuadrante
superior derecho y en sentido an-
cuadrante. ) .
tihorario.
y
Segundo Primer
x Cuadrante Cuadrante
y
X
- : Tercer Cuarto
b) Para graficar este angulo, como va en el Cusdrante Cusdrante
sentido a las agujas del reloj, se coloca el
transportador hacia abajo y se marca 70°. /
Como el lado final estd en el cuarto
cuadrante, —70° pertenece al cuarto
cuadrante.
c) Para graficar este angulo, como va en el
sentido a las agujas del reloj, se coloca
el transportador hacia abajo y se marca
150°.
Como el lado final esta en el tercer
cuadrante, —150° pertenece al tercer
cuadrante.
P <
roblemas .Z
Dibuja cada angulo en posicion estandar e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 80° b) 310° c)-170°
J
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Indicador de logro:

2.3 Determina el signo y el cuadrante al que pertenece un dngulo en el plano cartesiano.

Secuencia:

Esta clase es introductoria, en ella se define a un angulo como la abertura entre dos rayos, uno de ellos ubi-
cado sobre la parte positiva del eje x y el otro que gira alrededor del origen del plano cartesiano. Los elemen-
tos que componen un angulo, ya han sido abordados en Educacién Basica, por lo que esta es una extension
del concepto de angulo. Ademas, se define el signo del angulo dependiendo de si gira en sentido horario o
antihorario, y se define la pertenencia del dangulo a un cuadrante del plano cartesiano. D

N

Propésito:

Introducir angulos mayores que 90° y menores que 0° y la identificacion del cuadrante al que pertenecen,
este ultimo concepto es importante para el calculo de razones trigonométricas, el signo de estas y la ubica-
cién de angulos en el plano cartesiano.

Solucién de problemas:

a) Como el angulo es positivo, se dibuja en el sentido contrario a las
agujas del reloj. El lado final esta en el primer cuadrante, por lo
tanto 80° pertenece al primer cuadrante.

§§\/

b) Como el transportador no mide angulos mayores a 180°, en este
caso se mide el angulo que falta para dar la vuelta completa. Fal-
tan 50° para llegar a 360°, se coloca el transportador y se miden
los 50° que faltan para la vuelta completa.

A\ 4

Como el dngulo es positivo, se mide en el sentido contrario a las
agujas del reloj. El lado final esta en el cuarto cuadrante, por lo
tanto 310° pertenece al cuarto cuadrante.

¢) Como el dngulo es negativo, se mide en el sentido de las agujas
del reloj. El lado final estd en el tercer cuadrante, por lo tanto
—170° pertenece al tercer cuadrante.

A\ 4

Si el transportador es un circulo,
no es necesario girarlo.




2.4 Angulos mayores a 360° y menores a —360°

Problema inicial

t Dibuja los angulos 480°, 930°, 2150° y -1 150°.

Solucién

Para dibujar los angulos, hay que recordar (de la clase anterior) que una circunferencia se ha dividido en 360
partes iguales y cada parte representa 1°, por lo tanto, un angulo de 360° representa una vuelta completa.

a) Se escribe 480° como 360° + 120°, entonces al b) Observa que 930° = 360°(2) + 210°, entonces al
dibujar el dngulo se obtiene dibujar se obtiene

N

Y y

X

AR 7
480&?/ x y

N

c) Observa que 2150° = 360°(5) + 350°, entonces d) Como el dangulo es negativo hay que medirlo en
al dibujar se obtiene el sentido de las agujas del reloj, ademas
-1150° =-360°(3) — 70°

y

N -1 150% %\

2150°

%

7

Observa que —1150° también puede escribirse como

360°(—3) — 70° = 360°(-3) — 70° + 360° — 360° = 360°(—4) + 290°
lo cual resulta mas util, ya que de este modo no se trabaja con
angulos negativos.

Conclusién
Para dibujar un angulo mayor a 360° se determina cuantas vueltas completas contiene el dngulo y el lado
terminal sera el que corresponde al angulo menor de 360° que queda al descomponer el dngulo.

Por ejemplo, si 8 =360°n + ', con n un niumero entero distinto de cero, n representa el nimero de vueltas
completas que contiene el danguloy 0 < 6' < 360°, el lado terminal de 6 sera igual al lado terminal del dngu-
lo 0'.Sin > 0, el dngulo se mide en el sentido antihorario y si n < 0, el dngulo se mide en sentido horario.

Problemas.”
Dibuja cada dngulo.
a) 1000° b) 990° c) 1480°
d)—-1500° e)-1315° f) -1880°

L2

/
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2.4 Grafica en el plano cartesiano dangulos mayores a 360° y menores a —360°.

Se grafican angulos mayores a 360° y menores a —360° mediante la identificacion del nimero de vueltas
completas que da.

Posibles dificultades:

Identificar el nimero de vueltas completas que hay en un angulo puede significar una dificultad para el estu-
diante, especialmente cuando el angulo es negativo. Este paso puede hacerse utilizando la divisidn.

Solucién de problemas:

a) 1000° = 360°(2) + 280°. b) 990° = 360°(2) + 270°.
In J.
Para graficar un angulo mayor
000° que 360° o menor que —360° solo 9902
¢ ! ﬁ%\ 5 es necesario graficar el dngulo & >
% .ox menor de 360° que se obtiene al 90° x
80 descomponer el angulo inicial.
A4
c) 1480° = 360°(4) + 40°. d) -1500° = -360°(4) — 60°.
yp I Para graficar angulos
negativos debe ini-
ciarse del lado posi-
<1500° tivo del eje x.
( 14800@/ 40 > < %‘%\ )
NS/ S 4
60°
\Z
v
e)-1315°=-360°(3) — 235°. f) —-1880° = —360°(5) — 80°.
y/\
-1 880%
7NN
x S N %
-1315° 0°
-1315° =-360°(3) — 235° + 360° — 360°
=-360°(4) + 125°
Vv

o
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2.5 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 1

Problema inicial

~
Considera el dngulo 6 de la figura. Expresa los valores seno, coseno y tangente del angulo 6 en términos
dexyy. Yy
P(x, ¥)
0
0 X
- J
Solucién
Se dibuja un tridngulo rectangulo tal que la hipotenusa es el lado terminal del angulo Y
y uno de los catetos esta sobre el eje x, como muestra la figura. El punto final del P(x, ¥)
lado terminal esta determinado por el punto P con coordenadas (x, y), por lo que los
catetos del triangulo miden x y y unidades. /o
Ly
En el tridngulo rectangulo, x es la longitud del lado adyacente y y es la longitud del Brf
lado opuesto a 6. Para determinar la longitud de la hipotenusa r se aplica el teorema ~ O  « x
de Pitagoras, obteniéndose r =vx?+ y?, por lo tanto,
=2 =X =2
senO—r,COSG—rytanG-x.
Definicién
Se definen las razones trigonométricas de cualquier angulo 6 de la siguiente manera: y
Se coloca el angulo 6 en posicidén estandar y se toma un punto P(x, ) sobre el lado P(x, y)
terminal. Se establece que r = OP Vx2+ y?, entonces i
senf = cosH——ytanH-— { 9
Se define tan 6 solo cuando x # 0. 3 o) A 3%
De la definicidn de razones trigonométricas se establece lo siguiente:
y=rsenf, x=rcosb. Observar que ;
Ademas, sen(360°n + 6) = sen 0y cos(360°n + 6) = cos 6. tan 6 = Scen
Ejemplo
Determina las razones seno, coseno y tangente para el angulo 6 en la figura. P2, 3)
En este caso, r =+ (=2)2+ 32 =44+ 9 =+/13, por lo tanto,
Y__3 X2 2 “yY_3__3 %
senB—r—Vl_,COSG—r—m— \/_ytanB 5575 \
0 x
Problemas
Determina los valores seno, coseno y tangente de cada angulo.
a) vy P2, 4) by ya oy
61N
5] ¢ o) «
] P(3,-1) b
a P(-1,-2
5 > ( )

/
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Indicador de logro:

2.5 Determina las razones trigonométricas de un angulo definido por la parte positiva del eje x y OP, donde
P es un punto del plano cartesiano.

Se definen las razones trigonométricas en términos de las coordenadas de un punto del plano cartesiano. J

Propésito:

Como no se pueden construir triangulos rectangulos para los angulos que no sean agudos, se definen las
razones trigonométricas en términos de las coordenadas de un punto del plano cartesiano. Esta nueva de-
finicidén coincide con la anterior cuando el angulo es agudo, observando la relacidn entre las razones trigo-
nométricas y las coordenadas del punto.

Solucidn de problemas:
a)r=+22+42=+4+16 =+/20 = 2+/5, por lo tanto,

_y__4 _ N5
sen@—r—z,—s— S

_X_ 2 _ 5
cost==-F ="

_y_4A_
ytan 0 =2

b) r =32+ (-1)2=+/9 + 1 = /10, por lo tanto,

_y_-1 __ N0
sen 0 r 10 10’
3 3410

cosf=%= —
r 10 10 ’

Y2 _ N5
sen e =

_Xx_-1__A°5
cos O = = X
ytan0=l=%=2



2.6 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 2

Problema inicial
t Calcula los valores de sen 120°, cos 120° y tan 120°. }
Solucién Y
Se ubica el angulo en posicion estandar y se traza un triangulo OPQ de modo que p—yy) |  py, )
OP =1, como muestra la figura. Si se observa, el *QOP es igual a 180° —120° = 60°,
por lo que las razones sen 120°, cos 120° y tan 120° pueden calcularse tomando 1 1 !
como referencia los valores de sen 60°, cos 60° y tan 60°. Ao
130° |
Si se refleja el AOPQ con respecto al eje y, el resultado es el tridngulo OP'Q’. L oe0\[N\go0 X
Las coordenadas de P' son (cos 60°, sen 60°) y por ser P el simétrico de P', sus ~ Q 9] Q'

Conclusién

]
Problemas,

coordenadas son (—cos 60°, sen 60°), por lo tanto,

o - _ N3
sen 120° =sen 60° = —, tanf=2 = rsenf _ sen6
2 anb = = T cos0 ~ cos0

cos 120° = —cos 60° =—%,
o_ 5en120° _ sen60° _ o_ _
tan 120° = s 120° -~ —<os60" - tan 60° = —V3.

Si se tiene un angulo distinto de 0°, 90°, 180° 0 270° se define el tridngulo de referencia como el tridngulo
rectangulo cuya hipotenusa de medida 1, es el lado terminal del angulo y uno de sus catetos estd sobre el
eje x. En la solucién del Problema inicial, el triangulo OPQ es el tridngulo de referencia.

Para calcular razones trigonométricas de dngulos mayores a 90° se procede de la siguiente forma:

1. Se coloca el dngulo en posicidn estandar.

2. Se traza el tridngulo de referencia siempre que sea posible.

3. Se calculan las razones del angulo utilizando el dngulo agudo del tridngulo de referencia que estd com-
prendido entre el lado terminal del angulo y el eje x. En este paso se determina el signo que tendran
las razones trigonométricas, dependiendo del cuadrante al que pertenece el angulo. El signo del seno
depende de y, el signo del coseno depende de x y el signo de la tangente depende del cociente %

signos del seno signos del coseno signos de la tangente
Al dngulo agudo que se utiliza para calcular las razones trigonométricas se le conoce como angulo de
referencia.

Calcula las razones trigonométricas de cada angulo de la tabla y complétala. Cuando la razén no esté defi-
nida, escribe /.

0 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

sen O

cos 6

tan 0

Para calcular las razones trigonométricas de los angulos 0°, 90°, 270° y 360° considera las coordenadas de x y y,
que definen el dngulo en el plano cartesiano.

/
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Indicador de logro:

2.6 Calcula las razones trigonométricas de angulos en el plano cartesiano, utilizando los angulos de los
triangulos notables.

En esta clase se define el triangulo y el angulo de referencia de un angulo no agudo, se utiliza para el calculo
de razones trigonométricas de dngulos no agudos menores o iguales que 360°, que pueden calcularse con
los dngulos de tridngulos notables. Se establecen ademas, los signos de las razones seno, coseno y tangente,
dependiendo de a qué cuadrante pertenece el angulo.

Si la solucidn del Problema inicial presenta mucha dificultad, el docente debe brindar mas apoyo.

- J

Solucién de problemas:

0 | 0° |30°|45°|60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
132 |¥3 N3 [Nz | 1 1| V2| V3 V3| vzZ| 1

i R R R e e e B e e e
V3 [Nz | 1 B S 0V T P IV Y OV 0 B 8 1|32 |3

cosf | 1 =1 5|0 -3 2 |72 | * > 22| % 2|22 | ¢

tan6 | 0 % 1 (V3] /7 |-V3]| 1 —g 0 g 1 |43 /] |-V3 | -1 —% 0

A continuacién se muestra a detalle la deduccion de algunas razones. Para los angulos 0°, 90°, 180° y 270°

pueden considerarse también los

¢ Para las razones del dngulo 0° se considera el punto P(1, 0), entonces r =1, puntos (x, 0), (0, y), (—, 0) y (0, =),

sen O° = 9: 0 cos 0° = l = 1 y tan O° = 9: 0 reSpeCﬁvamente, con x > 0, y > 0.
1 1 1~
e De igual forma para 90°, se toma el punto P(0, 1). Entonces r =1,
sen 90° =% =1, cos90° =%= 0 y tan90° :% = la tangente no esta definida para 90°. n
P(=x, y) P'(x, ¥)
e Para el dngulo de 135°, el dngulo de referencia es «QOP = 180° — 135° = 45°. El sig-
no del seno es positivo, y el signo del coseno y la tangente es negativo. Por lo tanto, ! 135};’
o __ o_\/i o _ __ o__ﬁ o _ _ o_ _ /j >\’ : N
sen 135° =sen 45 = cos 135° =—cos 45° = > Y tan 135° =—tan45°=-1. o) o) a %
® Para el angulo de 180° se considera P(-1, 0). Entonces, sen 180° =0, cos 180° = -1 N2
y tan 180° = 0. N
® Para 210°, el angulo de referencia es 210° — 180° = 30°. En este caso, el signo del seno

y del coseno es negativo mientras que el de la tangente es positivo. Asi, 1 210° 17
. o1 . .. 3 . e S0 L
sen 210° =—sen 30 ==3 c0s 210° =—cos 30 ===y tan 210° = tan 30 == N leJ Q %
e Para 270° se considera el punto P(0, —1). Entonces, sen 270° = -1, cos 270° = 0 y tan |
270° no esta definida.

e Para 300°, el angulo de referencia es 360° — 300° = 60°. El signo del seno y la tangente es d
negativo mientras que el del coseno es positivo. Entonces,
sen 300° =—sen 60° = —g, cos 300° = cos 60° =% y tan 300° =—tan 60° = —3. ﬂg/
¢ El dngulo de 360°, representa una vuelta completa, por lo tanto coincide con los valores del
angulo 0°. Observe que la tangente no estd definida N

cuando el coseno toma el valor de cero.

®
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2.7 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 3

Problema inicial
a) Representa los valores de sen 230°, cos 230° y tan 230° en términos de un angulo agudo.

b) Representa los valores de sen 320°, cos 320° y tan 320° en términos de un angulo agudo.

Solucién J A
a) Se traza el tridngulo de referencia. Si se observa, ¥<POQ = 230° — 180° = 50°, i
por lo que las razones sen 230°, cos 230° y tan 230° pueden representarse Lo
tomando como referencia los valores de sen 50°, cos 50° y tan 50°. 230°] . E
2 B\
El signo del seno y coseno es negativo y el de la tangente es positivo. Enton- ! 5Y|9 Q x
ces, sen 230° = —sen 50°, cos 230° = —cos 50° y tan 230° = tan 50°. 3 1
b) En este caso, el angulo de referencia es 360° — 320° = 40°. Puede observarse y
el grafico de la derecha para analizar por qué se calcula de este modo.
El signo del seno y la tangente es negativo en el cuarto cuadrante, mientras 320°
que el coseno es positivo. Entonces, /Q,\\ 40°
0 > 5
sen 320° = — sen 40°, cos 320° = cos 40° y tan 320° = — tan 40°. K 40 x
1

Conclusién
Los angulos de referencia sirven para calcular razones trigonométricas de angulos mayores a 90°.

La forma de calcular el dngulo de referencia depende del cuadrante al que pertenece dicho angulo. Sea 6
un angulo cualquiera menor que 360°, entonces:

* Si O pertenece al primer cuadrante, el angulo de referencia es él mismo.

* Si 0 pertenece al segundo cuadrante, el dangulo de referencia es 180° — 6.

* Si O pertenece al tercer cuadrante, el angulo de referencia es 6 — 180°.

* Si 0 pertenece al cuarto cuadrante, el angulo de referencia es 360° — 6.

Ejemplo
Representa cos(—400°) en términos de un angulo agudo.

Como —400° =-360° — 40°, el angulo de referencia es 40°. El angulo pertenece al cuarto cuadrante, por
lo que el signo de cos(—400°) es positivo. Por lo tanto, cos(—400°) = cos 40°.

]

Problemasv

Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6 y tan 6,
donde 0 < 6 < 90°.

a) 100° b) 175° c) 220°
d) 250° e) 290° f) 310°
g) 405° h) 570° i) 630°
j)-780° k) —940° 1) —=1000°

142

& /
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Indicador de logro:

2.7 Representa las razones trigonométricas de dngulos no agudos en términos de angulos que estén en-
tre 0° y 90°.

N

Luego de haber calculado razones trigonométricas utilizando triangulos notables se utilizan los angulos de
referencia para escribir una razon trigonométrica en términos de un angulo agudo.

NI

Propésito:

Se espera fortalecer en el estudiante el uso de los angulos de referencia y su identificacion en el plano carte-
siano, los signos de las razones trigonométricas. No se calculan las razones trigonométricas, solo se escriben
en términos de dngulos agudos.

N

Posibles dificultades:

Visualizar y calcular el angulo de referencia. Es importante recordar que el angulo de referencia es aquel
angulo agudo que se forma entre el lado final del angulo y el eje x (observe que aqui, el eje x se refiere tanto
al lado positivo como el negativo).

NI

Solucién de problemas:

J.
a) El angulo de referencia de 100° es 180° — 100° = 80°. Como 100° esta en el segundo cua- T
drante, el seno es positivo y el coseno y la tangente son negativos. Entonces, 100°
sen 100° = sen 80°, cos 100° = — cos 80° y tan 100° = —tan 80°. 8% N
6] X
b) El angulo de referencia es: 180° — 175° = 5°. Como 175° esta en el segundo cuadrante, el d
seno es positivo y el coseno y la tangente son negativos. Entonces,
sen 175° =sen 5°, cos 175°=—cos 5°y tan 175° =—tan 5°.
c) El angulo de referencia de 220° es 220° — 180° = 40°. Como 220° esta en el tercer cuadran- Y
te, el seno y el coseno son negativos y la tangente es positiva. Entonces, 220°
sen 220° = — sen 40°, cos 220° = — cos 40° y tan 220° = tan 40°. ¢ >
20°yl0 x
d) El angulo de referencia es: 250° — 180° = 70°. Como 250° esta en el tercer cuadrante, el
seno y el coseno son negativos y la tangente es positiva. Entonces,
sen 250° = —sen 70°, cos 250° = —cos 70° y tan 250° = tan 70°.
e) El angulo de referencia de 290° es 360° — 290° = 70°. Como 290° estd en el cuarto cuadran- IN
te, el seno y la tangente son negativos y el coseno es positivo. Entonces,
sen 290° = —sen 70°, cos 290° = cos 70° y tan 290° = —tan 70°. , 290f\ .
< Q o /x
f) El angulo de referencia es: 360° — 310° = 50°. Como 310° estd en el cuarto cuadrante, el J

seno y la tangente son negativos y el coseno es positivo. Entonces,
sen 310° = —sen 50°, cos 310° = cos 50° y tan 310° = —tan 50°.

@



Como 45° esta en el primer cuadrante, también 405° lo esta y por tanto, todas las razones
son positivas. Por tanto,
sen 405° = sen 45°, cos 405° = cos 45° y tan 405° = tan 45°. 405°f

g) El angulo es mayor que 360° y 405° = 360° + 45°. Entonces el angulo de referencia es 45°. y
Lo

R\/

h) Como 570° = 360° + 210°, se determina el angulo de referencia para 210°: 210° — 180° = 30°.
Entonces,
sen 570° =sen 210° = —sen 30°,
cos 570° = cos 210° =—cos 30° y
tan 570° = tan 210° = tan 30°.

i) Como 630° = 360° + 270°. El dngulo de referencia de 270° es 90°. Entonces,
sen 630° = sen 270° = —sen 90°, cos 630° = cos 270° = cos 90° y tan 630° no esta definida.

j) Como —-780° = —360°(2) — 60°, el angulo de referencia es 60° y como —60° esta en el yp

cuarto cuadrante, el coseno es positivo y el seno y la tangente son negativos. Luego,
sen(—780°) = — sen 60°, cos(—780°) = cos 60° y tan(—780°) = — tan 60°. -
N

k) Como —940° = —360°(2) — 220°. Se reescribe el angulo de modo que se obtenga la
suma de un angulo positivo:

~940° = —360°(2) — 220° = —360°(2) — 220° + 360° — 360° = —360°(3) + 140°.

7
R\/

60°

A partir de aqui, se calcula el angulo de referencia de 140°, que es 180° — 140° = 40°. 140°
esta en el segundo cuadrante, y por tanto — 940° también lo estd. Luego, el coseno vy la
tangente son negativos y el seno es positivo. Entonces,

sen(—940°) = sen 140° = sen 40°,
cos(—940°) = cos 140° =—cos 40° y
tan(—940°) = tan 140° = —tan 40°.

1) -1000° = —360°(2) — 280° = —360°(2) — 280° + 360° — 360° = —360°(3) + 80°. Luego, el angulo de referencia
es 80°. Como 80° estd en el primer cuadrante, todas las razones son positivas. Entonces,
sen(—1000°) = sen 80°, cos(—1000°) = cos 80° y tan(—1000°) = tan 80°.
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2.8 Razones trigonométricas de cualquier angulo, parte 4*

Problema inicial

Si 0 estd entre 0° y 360°, calcula su valor para cada caso:

Entonces 6 = 30° o bien 6 = 180° — 30° = 150°.

Para 6 en el primer
cuadrante

valor.
. . . 3
Considerar el angulo de referencia «, entonces cos o = 7
Se sabe que la funcién cos™ de la calculadora devuelve el angulo o que
3
cumpla que cos o ==;

4’

es decir, cos™ (%) =q.

Pero a es el angulo de referencia y como 0 esta en el segundo cuadrante,
se tiene que

6 =180° - ot = 180° — cos™ (%) ~138.6°.
De igual forma, si 0 estd en el tercer cuadrante se tiene que

6 = 180° + cos™! (%) ~221.4°,

Cuando se determinan angulos con calculadora hay que tener un
cuidado especial: esta devuelve angulos que estadn entre —-90° y 90°
para el seno y la tangente, y entre 0° y 180° para el coseno.

Conclusién

satisfagan la condicién impuesta.

Problemas

a)sen0=% @b)c050=—%
Solucién
a) De acuerdo a la condicidn dada, sen 6 es positivo. El seno J. k2N
es positivo en el primer y segundo cuadrante, y ademas
sen 30° = % Entonces, hay dos posibles valores para 6 si /( o {
estd entre 0° y 360°. 0 %

y

Para 6 en el segun-

do cuadrante

b) De acuerdo a la condicién dada, cos 6 es negativo. El coseno es negativo en el segundo y tercer cuadran-
s . 3 .
te. Para calcular el valor de 6 se utiliza la calculadora. Se utiliza el valor absoluto de —7 envez del propio

y

o

(0]

WV
Para 6 en el segundo
cuadrante

y

A4
Para 6 en el tercer

cuadrante

Para calcular el valor de un angulo si se conoce una de sus razones trigonométricas, se utilizan angulos
de referencia. Ademas, si el angulo se encuentra entre 0° y 360° generalmente habran dos angulos que

Calcula el valor de 6 en cada caso si estd entre 0° y 360°.
V3 b) tan 6 =3

a)sen 0 ===
f d) cos 0 =—%

_2
Ec)sent=%

©
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Indicador de logro:

2.8 Calcula el angulo si se conoce una de sus razones trigonométricas.

Se trabaja en el cdlculo de dngulos cuando se conoce el valor de una razén trigonométrica. Este es el pro-
ceso inverso de encontrar razones trigonométricas, y se utilizan las funciones trigonométricas inversas de
la calculadora cuando aparece el icono de esta.

Si la solucidn del Problema inicial presenta muchas dificultades, el docente debe brindar mas apoyo.

Solucién de problemas:

a) El seno del angulo es negativo, por lo tanto 6 estd en el tercer o cuarto cuadrante. Se sabe que
V3

sen 60° = == I, I,
= o o - o - o__ o - o 0 // . 0 /I .
Entonces 8 =180° + 60° = 240° 0 § =360° — 60° = 300°. / 60t S0 |
S Yo x0T AP x
N4 v
b) La tangente de un angulo es positiva cuando el dngulo esta en el I 24
primer o tercer cuadrante. Como tan 60° =3 se tiene que 0
60 =60°0 6 =180°+60° = 240° < 0”7, < NN
= 00= = . < 0 Y I3} x
N4 v
c) El seno de un angulo es positivo cuando el angulo esta en el pri- YA YN
mer o segundo cuadrante.
0
Sea a el angulo de referencia, entonces sen a = % ¢ 5 0 5 & D 5
X X
La funcion sen™ de la calculadora devuelve el angulo a que
WV WV

2 . (2 .
cumpla que sen o = 35 €S decir, sen™ (—) =a. Pero a es el dangulo
de referencia, y cuando 6 esta en el primer cuadrante,

2
— —_ -1{£) ~ °
0=a=sen (3) = 41.8°, No hay que olvidar que

la calculadora debe estar
y cuando 6 esta en el segundo cuadrante se tiene que configurada en grados.

0 =180° - a = 180° - sen‘l(%) ~138.2°.

d) El coseno de un dngulo es negativo en el segundo o tercer cuadrante. Y Y .
. . 4
Sea a el angulo de referencia, entonces cos a = - 9 0 w
a K)o
La funcién cos™ de la calculadora devuelve el dngulo o que < 5 2 <€ 5 2
04

_4 . A .
cumpla que cos a = 7 s decir, cos 7= Pero a es el angulo
de referencia, y cuando 6 esta en el segundo cuadrante,

0 =180°— a = 180° — cos™ (;) ~124.8°,
y cuando 0 esta en el tercer cuadrante se tiene que

6 =180° + o = 180° + cos‘l(%) ~235.2°.
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2.9 La identidad pitagdrica

Problema inicial
Se denota el cuadrado de una razén trigonométrica, (sen 6)?, (cos 6)?, etc., como sen?6, cos?6, etc.

Demuestra que para cualquier angulo 6 se cumple que sen?6 + cos?6 = 1.

Solucién
Recordando que sen 6 = % y cos 0 = %, donde r =vx2+ 32, entonces,
2 > l 2 x 2 yZ xZ y2+x2 rZ
sen?f + cos?0 = (r) + (7) =+ =i sl

Conclusién
La identidad sen?6 + cos?6 = 1 se conoce como identidad pitagérica y es vélida para cualquier angulo 6.

Ejemplo 1
Determinar los valores de cos Oy tan 8 si sen 6 = % y 0 esta en el cuadrante 1.

Utilizando la identidad pitagdrica sen?6 + cos?6 =1,
2

5 25
= 9= 25 20 =
(13)+c059—169+c050 1.

2 _ 425 _169-25 _ 144 _ [18& 12 . - (44 _ 12
Entonces cos?0=1 65 = 169 —169.Luego,c050— —169—13ob|enc050— - Pero la otra

condicidn inicial es que 0 esté en el cuadrante | y en el cuadrante | el coseno es positivo, por lo que

12
cos 6 ===,
13 9
Para calcular tan 6, recordar que tan 6 = % , entonces
senf 5 .12 5 13 5
= -t — = — X— ==
tan 6 cosf 13 T13 137 12 12°
12 _5
Por lo tanto, cos 6 = 3 ytan 0= >

Ejemplo 2
Demuestra que 1 + cot?f = ﬁ para cualquier angulo 6.

Se sabe que tan 6 = %, para (x, y) las coordenadas de un punto del plano. Entonces cot 6 =§, asi
2
1+C0t29= 1+(§) = 1+£2 :M:Lz

yZ yZ yZ N
1 y 2 r2 _r? 1
Por otra parte, —;=1+ (—) =1x —=—.Porlotanto, 1+ cot’6 = —-.
sen? r ¥y oy sen?

<
Problemasv
1. Determina los valores de sen 6 y tan 8 si cos 6 = —% y 6 estd en el cuadrante lIl.

2. Determina los valores de sen 8y tan 6 si cos 0 = —% ytan 6 <O0.

3. Determina los valores de cos 0y tan 6 si sen 6 =% y 0 no esta en el cuadrante I.

4. Demuestra que 1 + tan%0 = ﬁ para cualquier angulo 6. Puedes utilizar la estrategia aplicada en
5. Determina los valores de sen 8y cos 6 sitan 0 = —% ysen 6> 0. felBEin eElpEalEne Hiek

6. Demuestra que tan 6 + cot 6 =sec 8 csc 6. Para el problema 5 puedes utilizar el
7. Demuestra que sec 8 — cos 6 = tan 6 sen 6. ezt el el 2

147
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2.9 Calcula las razones trigonométricas de cualquier dangulo utilizando la identidad pitagérica si se conocen

algunos datos de este.

Se introduce laidentidad pitagoéricay se utiliza para
calcular razones trigonométricas de un angulo si se
conoce una de ellas; también se demuestran algu-
nas identidades trigonométricas utilizando la mis-
ma estrategia de la resolucién del Problema inicial.

J

-

Propésito:

En el Problema inicial se deduce la identidad pi-
tagérica. En el Ejemplo 1 se muestra la forma de
aplicar la identidad pitagorica para resolver un
problema en particular, mientras que el Ejemplo
2 demuestra otra identidad con la misma técnica
utilizada en la resolucion del Problema inicial.

Solucion de problemas:

1. Utilizando la identidad pitagorica, sen?6 + cos?6 = 1: = sen?6 + (—

16 _ 9

25~ 25°

2
) =1=>senf=1-

v

. . 3
Como en el cuadrante Ill el seno es negativo, se tiene que sen 0 = — = Luego,

_senf _( 3)\.(4\_3 5_3
tan 6 = cosB_( 5) ( 5)' 5 X% T4
Por lo tanto, sen 6 =—% y tan 9=%.
2
2.sen’0+cos’0=1= sen29+(—l) =1=sen?h=1-22=32
9 81 81
Como cos B < 0y tan 6 < 0, entonces 6 esta en el segundo cuadrante, por lo tanto, sen 6 > 0. Es decir,
sen 0=¥. Luego,
_senf _4\2 ;(_1)—_4\/5 9 _ a2
tanf=209="9 \"g)=" 9 X7
Por lo tanto, sen 6 =¥y tan 0 = —g.
3. cos@=—£ytan0=—&.
3 5
2 2
4. 1+tanf = 1+(l) =14 L XY
X X X X
Por otra parte L -1 22= r.r Por lo tanto, 1 + tan%f =
’ cos?6 r x? ! cos?0°

5. Como la tangente es negativa y el seno es positivo, el a

ngulo esta en el segundo cuadrante y por tanto el

coseno es negativo. Utilizando la identidad del problema anterior:

1 _5 1 4 2 245
+ 20 = +—— 2 =—= = ===
l1+tan’0=1+- = g = €S 0 s cos 6 N s
Luego, como tan @ = 22 9 - sen 6 =tan 6 cos O = (—l)(— &) = E.
\E os 0 2 5 5 Cuando dos de los valores entre
Es decir, senf = TS sen 6, cos B y tan O se conocen, es

mas adecuado utilizar la relacion

2442 2 2 tan 0 =287 para calcular el valor
6. tanO+cot O =2L+E=YEX - porotro lado, sec 6 csc 0 = (=)L) = 2
x Yy xy - xy x/\y] =xy restante.
Por lo tanto, tan 0 + cot 6 = sec 6 csc 6.
2 __ Ae2 2 __ Ae2 2 2
7. sech—cos § =L E=-I=X _X+Y =2 _ Y porotro lado, tan O sen 9=(l)(l)=y—.
X r xXr Xr Xr X\ XxXr

Por lo tanto, sec 8 — cos 0 = tan 0 sen 0.

Sugerencia metodoldgica




2.10 Practica lo aprendido

1. Dibuja cada angulo.
a) 530° b) 780° c) 855°
d) -1360° e)-1210° f) 630°

2. Determina las razones trigonométricas seno, coseno y tangente para cada angulo.

a) N b)
’ P(3,4) P(-2,2) Y
{
o X
0 N4
N O x
y
c) y d) Iy
P(—l,%)
o O N
o 2 X
lro-2) N 0 X

donde 0 < 6 < 90°.
a) 165° b) 855° c) 2385°
d)-140° e) —840° f)—2190°

4, Calcula el valor de 6 en cada caso, donde 0° < 6 < 360°.

V3
2

5. Determina sen 6 si cos 6 =% y 6 no estd en el cuadrante |.
6. Determina sen Oy cos 6 sitan 6 = —% y O esta en el cuadrante Il.
7. Demuestra que sec? + csc?0 = sec?6 csc?6.

8. Demuestra que (tan 8 + cot O)tan 0 = sec?0.

3. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 0y tan 6,

a)cos 6 =—— b)tanf=1 Ec)sen@:—%

®




Indicador de logro:

2.10 Resuelve problemas correspondientes al calculo de razones trigonométricas de angulos no agudos.

Solucion de problemas:

1a) 530°=360° + 170° y 1b) 780° = 360°(2) + 60°. 1f) -630° = -360° — 270° Y
170° 1c) 855°=360°(2) +135°.

1d) -1360° = —360°(3) — 280°.

{300 x —630
1le)-1210°=-360°(3)-130°.
2a) r=+/9 + 16 = 5, por lo tanto, 2b) r =+/4 + 4 = 242, por lo tanto,
_y_4 _x_3 _Y _L_ﬂ =2 __\2 2__
sen9—7—g,c050—7—§ ytanf === sen 6 cos O N ytan@-_z— 1.

X
2¢) r = 2, por lo tanto, sen =%=—1, cos@=%=0 2d)r= \/( 1)+ ‘\/ —— por lo tanto,

y tan 6 no estd definida. sen O = 5\/_ , cos O = 2\/_ ytan 0 =—-=

3a) sen 165° = sen 15°, cos 165° =—cos 15° y tan 165° = —tan 15°
3b) sen 855° = sen 135° = sen 45°, cos 855° = cos 135° = —cos 45°, tan 855° = tan 135° = — tan 45°
3c) sen 2385° = sen 225° = —sen 45°, cos 2385° = cos 225° = — cos 45° y tan 2385° = tan 225° = tan 45°

3d) sen(—140°) = — sen 40°, 3e) — 840° = — 360°(2) — 120° = — 360°(3) + 240°
cos(~140°) = - cos 40°y El angulo de referencia de 240° es 240° — 180° = 60°.
tan(—140°) = tan 40°. Entonces
/ 220, . sen(—840°) = sen 240° = — sen 60°,
N 400 0_1400 x cos(—840°) = cos 240° =—cos 60° y
tan(—840°) = sen 240° = tan 60°.

3f) —2190° = —360°(6) — 30°. El angulo de referencia de — 30° se obtiene reflejandolo con
respecto al eje x. El signo del seno y la tangente es negativo y el del coseno es positivo.
Entonces, sen(—30°) = —sen 30°, cos(—30°) = cos 30° y tan(—30°) = —tan 30°.

4a) El coseno es negativo en el segundo y tercer cuadrante. Entonces

0 =180°—-cos™ (V_) 180° —30° = 150° o bien 0 =180° + cos‘l(\/_

2

4b) La tangente es positiva en el primer y tercer cuadrante; ademas, tan 45° = 1, entonces
6 =tan*(1) = 45° 0 bien 6 = 180° + tan"%(1) = 180° + 45° = 225°,

) 180° + 30° = 210°.

4c) 0 =180° + sen‘l( ) 231.1° o bien 6 = 360° — sen‘l( ) 308.9°.

5.sen0=—\/ (%)——\/% 6.sen0=%ycos@=—%é_o

r L el e 0 R
yZ nyZ ny xly °

2 4
Por otra parte, sec20 csc?0 = (x )(;2) pvd Por lo tanto, sec?6 + csc? 6 = sec? O csc? 6.

7.sec2@+csc2 0=

8. (tan O + cot O)tand = (%+ﬁ)l . Por otra parte, sec?d ==. Por lo tanto, (tan 6 + cot 6)tanf = sec?6.

y/ x
@ Sugerencia metodoldgica



Resolucion de triangulos oblicuangulos

-

3.1 Area de un triangulo

Problema inicial
Del triangulo ABC se conocen las medidas de los lados AC=byAB=c¢,y
la medida del angulo A. Determina una féormula para calcular el drea del

Recuerda que en un tridngu-
lo suele referirse a los angu-
los de acuerdo a las etiquetas

tridngulo utilizando razones trigonométricas. de los vértices.
Solucién

Se ubica el tridangulo ABC sobre el plano cartesiano de modo que Y Clx, y)

A(0, 0) y B(c, 0), conc >0,y C(x, ¥), con y > 0. Como el drea de un

triangulo es igual a la mitad del producto de la base y la altura, es b a

necesario calcular la longitud de la altura, la cual se corresponde
con el valor de la coordenada en y del punto C; es decir, y = bsen A.

Ahora, la base es AB = ¢, entonces, A0 O~.. D --B(c,0) X

base x altura _ (AB)(y) _ c(bsenA) _ bcsen A
2 2 2 2 ’

Area del AABC =

Teorema

Se denota por (ABC) el area de un triangulo ABC. Si se conocen las medidas de dos de los lados de un tridn-
gulo y el dngulo entre ellos, entonces puede calcularse el drea utilizando trigonometria, de modo que

(ABC) = absen C _ besen A _ casen 8 3 Un tridngulo posee tres alturas,
2 2 2 b a que son aquellos segmentos de
En adelante, se utilizara la notacion recta que parten.de un vertice
1 1 1 A . y cortan perpendicularmente al
(ABC) ==-absen C=Sbcsen A = >-casen B. 2 lado opuesto.
Ejemplo 1 .
Calcula el area del tridngulo ABC que muestra la figura.
Como el dngulo conocido esta entre los lados conocidos, se puede aplicar la formula
del area directamente. Entonces,
(ABC) =%(,4’)(3)sen 60° = (2)(3)sen 60° = (,23(3)(%)= 343. A
. A 3 B
Ejemplo 2
Determina el drea del triangulo DEF que muestra la figura.
F
Como el dngulo conocido esta entre los lados conocidos, se puede
aplicar la formula del area directamente. Entonces, 135 5
(DEF) = 2(2](5)sen 135° = 5sen 135° = s(ﬁ) =3V D £
2 2 2 5
<
Problemasu
1. Calcula el drea de cada uno de los tridngulos siguientes.
b) d) 3 7K

a) c |
c F.3 L
4 (>E
8 / H 6

A - 3 B D ’ 5

G

2. Deduce la féormula del area del tridngulo ABC, del Problema inicial, si C tiene ]

coordenadas (x, y), conx <0yy > 0.

®




Indicador de logro:

3.1 Calcula el area de un triangulo oblicuangulo utilizando trigonometria.

En la leccidn anterior se calcularon razones trigonométricas de angulos no agudos, se utilizaron angulos de
referencia para escribir una razén en términos de angulos agudos, y se calcularon angulos si se conocian
algunos datos trigonométricos de estos. En esta leccidn se utilizan las razones trigonométricas para resol-
ver triangulos oblicuangulos mediante la ley de los senos y del coseno.

Propésito:

Deducir la férmula para calcular el area de un triangulo mediante el uso de la trigonometria. Esta formula
puede utilizarse Unicamente si se conocen la medida de dos lados y del angulo comprendido entre ellos.

Solucidn de problemas:

1a) (ABC) = 3 (47(3)sen 30° = (2)(3)sen 30° = (2](3) (%): 3,

1b) (DEF) = (8)(3)sen 45° = (4)(3)sen 45° = (A’2)(3)(§) - 6.

1 o 1 3\ 35V3 Es recomendable dejar expresada la respuesta
1c) (GHI) = 5(5)(7)Sen 60° = 5(35) X (7) =7z - con los radicales o en fraccién, sin embargo, en
decimales también es vélida.

1d) (K1) =2 (3)(6)sen 150° = 9 sen 150° = 9(%) =245,

Las medidas no tienen unidades, por
lo que en la respuesta final no debe

llevarlas.
2.Six <0 yy >0enC(C(x, y), entonces el punto queda ubicado en el YA
segundo cuadrante y por tanto, el dngulo A es mayor que 90°. Ob- Clx )
serve la figura de la derecha. :
La altura es y. El seno del angulo BAC (el angulo interno A del a
tridngulo ABC) es igual al seno del angulo DAC, que es igual a %. ib
Es decir, y =CD = b sen A. 42N .
S~ D [A(0,0) Bt¢,0) X
La base del triangulo ABC es AB = ¢, entonces, Tl Co--m i
base x altura _ (AB)(y) _ c(bsen A) _ besen A Y

Area del AABC =

2 2 2 2

@ Sugerencia metodoldgica



3.2 Ley de los senos*

Problema inicial ;
. .z [ _c
Demuestra que en cualquier triangulo ABC se cumple que enA-onB senc

Solucién .
Si se calcula el area del triangulo, se tienen tres maneras: 3absen C, %bcsen Ay %casen B.

Pero el drea es igual, no importa cdmo se calcule, por lo tanto

1 1 1 ¢
Eabsen C= ?bcsen A = Scasen B.
Multiplicando por 2, b a
besen A = acsen B =absen C,
dividiendo entre abc
besen A _ acsen B _ absen C = bcsen A _ acsen B _ absen C A c B
abe abe abe ab¢ Abe¢ abe '
senA _senB _senC
a = b = c * T (1)
sacando los reciprocos a _ b -__C¢ . Observa que las razones en la
senA senB senC proporcién relacionan el lado y el

seno del dngulo opuesto a este.

Teorema (Ley de los senos)
iz a _ b _ ¢
En un tridngulo ABC, se cumple que PPy ey e

Como las igualdades anteriores son equivalentes a las igualdades en (1), se puede utilizar cualquiera de las
dos indistintamente, seguin sea la necesidad.

Ejemplo

En un triangulo ABC calcula el valorde b sic=12, B=120°y C = 45°.

Se dibuja el tridngulo ABC y se ubican los datos. Aplicando el ley de los senos, se tiene

b __12  _, p_12en120° _12(§);ﬂ
sen 120° ~ sen 45° T send5® 2/)° 2 C
12V3 2

= —X —= o

2z N2 b 45

1209

12

&l

s
>

12

H
N
&

]
N|

Por lo tanto, b =6V6.

<
Problemasm

Calcula los valores que se piden para el tridangulo ABC.
a)Elvalordebsia=3,A=30"yB=45".
b) El valorde bsia=9,A=60°y B=45".
c) Elvalordecsia=6,A=30°y C=135".
f=d) El valor de b sic=8,B=55°y C=100°
e) Elvalordecsia=6,A=60°yB=75".




Indicador de logro:

3.2 Calcula la medida de un lado de un tridngulo conocidas las medidas de dos dngulos y un lado opuesto a
uno de estos angulos, aplicando la ley de los senos.

Seinicia la parte del calculo de medidas de dngulos o
lados de tridngulos no necesariamente rectangulos.
Se introduce la ley de los senos, deduciéndola para
luego utilizarla en el calculo de un lado del triangulo
si se conocen dos angulos y un lado opuesto a uno
de estos angulos.

La deduccién de la ley de los senos se hace utilizan-
do la féormula para calcular el drea de un triangulo
vista en la Clase 3.1.

Esta clase debe tener mas apoyo por parte del do-

kce nte. j

Solucién de problemas:

Propésito:

Establecer herramientas para el célculo de medi-
das de lados y dngulos de cualquier triangulo, al
conocerse algunas de sus medidas. Para los angu-
los especiales, no es necesaria la calculadora.

Posibles dificultades:

Identificar el lado opuesto de un angulo; las razo-
nes trigonométricas de dngulos especiales; puede
consultarse la tabla del Problema 1 de la Clase 2.6
de esta unidad.

a) Como se conocen dos angulos, un lado opuesto a uno de estos y el lado que se desea calcular es opuesto

al otro, puede aplicarse la ley de los senos.

b 3 b _ 3 b= 3sen45° _3(ﬁ) 1_ \/_ x7 =32
. )\ sen45° ~ sen 30° T sen30° ~ T\ 2 2
A ~ )30 A5\ B
b _ 9 _ 9sen45 (ﬁ),\@_%ﬁ 2 1 _3 V3 _
sen 45° ~ sen 60° b= sen 60° 9 2/ 2 7% x\/§_9\/§x 3_9\/§x1—_3\/€

c) C

135°\6 c __6 _ 6sen135° B(\/_) 21

30° sen 135° sen 30° “sen30° 3V2x2=6\2

A C
d) , < b __ 8 — poB8senss oo No es necesario dibujar el tridngulo de

100° sen 55°  sen 100° sen 100° ’ manera exacta. El objetivo de hacer el
A 3 35 B Pantalla de la calculadora dibujo y ubicar los datos es para ayuda

Szin 55+=in 18
£ 55431628

c _ 6
sen 45° ~ sen 60°

_ 6send5° _ %(ﬂ) -

T sen60°

visual y para identificar la forma en que
hay que aplicar la ley de los senos.

En este caso no puede aplicarse la ley de los senos directamente, ya que no se conoce el dangulo
opuesto del lado c. Sin embargo, puede calcularse ya que se conocen dos dngulos. Asi,

C=180°-

60° — 75° = 45°,

En este punto, puede aplicarse la ley de los senos. Entonces,

V3 _ 2 _ 1
T-3'\/§X\/§—6'\/§X\/§—

®
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3.3 Calculo del angulo de un triangulo conocidos dos lados y un angulo, parte 1

Problema inicial
B En cada uno de los siguientes casos, determina si puede construirse el triangulo y en caso afirmativo,
calcula la medida del angulo pedido.
a) En el ADEF, d =16, e =8y D =30°. Calcula la medida del angulo E.

b) En el AMNP, n =20, p =8y P = 30°. Calcula la medida del angulo N.

Solucién
a) Se dibuja el triangulo DEF y se colocan los datos conocidos. Como se conocen dos lados y un angulo
opuesto a uno de estos se aplica la ley de los senos. Por comodidad, se utilizara (1) de la clase 3.2.

F

=1l.,-1 16
_2.2—4. 8 -
p <230 E

CuandosenE == se tiene que E = 14.5° o0 bien £ =~ 180° — 14.5° = 165.5".

sen £ _ sen 30° _ 8sen30° _ 8sen30°
s - 16 = senE——16 =5

Puede revisarse la clase 2.7 de
esta unidad para ver por qué el
dngulo E puede tener dos valores.

Se sabe que en un tridngulo D + E + F = 180°. Es necesario comprobar
que los valores de E encontrados tienen sentido.

Para E = 14.5° se tiene que D + £ = 30° + 14.5° = 44.5° < 180°, por lo tanto E = 14.5°.

Para E = 165.5° se tiene que D + E = 30° + 165.5 = 195.5° > 180°. Por lo tanto, £ no puede tener un valor
de 165.5°.

Luego, con los datos proporcionados puede construirse un solo triangulo y E = 14.5°.

b) Aplicando la ley de los senos se tiene que:

8 20 20sen30° 20 sen30° (1) . 5
= = = =5(=)+2== @
sen30° senN = senN 8 8 > 2 4 (1) p
Para senf = —xZL se establecera que esta razon trigonométrica no puede ser ma-

yor que 1 o menor que —1. Para cualesquiera nimeros reales x y y puede verse que
y2 < x?+ y?*(a un nimero positivo se le estd sumando un nimero positivo). Por lo que

—\x? + y> < y < +x? + 32, al dividir todo entre Va2 + y? se obtiene

-1< <1, esdecir,-1 <senf < 1. 8
\/_

Luego, de (1), como senN = Z> 1, no hay angulo que cumpla esta condicidn ya que el seno no puede ser
mayor a 1, y por lo tanto no puede construirse un triangulo con las medidas dadas.

Conclusién
Si se conocen las medidas de dos lados y un dngulo opuesto a uno de los lados conocidos, entonces puede
determinarse si el tridngulo puede construirse mediante la aplicacion de la ley de los senos. Ademas,
pueden calcularse todos los angulos del triangulo mediante la aplicacion de la misma.

Problemasv
Determina cudntos triangulos ABC pueden construirse en cada caso, calcula ademas la medida del angulo
pedido de ser posible.

a)b=2,c¢=v2 yB=45° Calcula C. b) a=V3,b=\2 yA=120° Calcula B.
c)b=3,c¢=v2yC=150° Calcula B. d)b=6,c=v3yC=135° Calcula B.

®




Indicador de logro:

3.3 Calcula la medida de un angulo de un tridangulo conocidos dos lados y un angulo opuesto a uno de estos
lados, aplicando la ley de los senos.

En esta clase se continda con la aplicacion de la ley de los senos. En esta ocasion, se calcula un angulo si se
conocen dos lados, un dngulo opuesto y el angulo a calcular es opuesto a uno de los lados conocidos. Por
otra parte, es posible que con los datos conocidos, el triangulo no pueda construirse; la forma de determi-
nar si se puede construir es observando si el valor del seno del dngulo a determinar es menor o igual que
1, y si ese es el caso, se debe verificar que el angulo cumpla la condicidn de la suma de los dngulos internos
de un tridngulo.

\_ /

Solucion de problemas:

a) Al dibujar el triangulo y ubicar los datos se observa que se conocen dos lados y un angulo opuesto a uno
de ellos. Ademas, el angulo a calcular es opuesto al otro lado conocido, por lo tanto, se puede aplicar la

ley de los senos: c 2 7 sen 45 B 1 2 1 C

senC _ sen45° - M2send5” _.5(N2), 1_2_1

2 - 2 T sencs 2 ‘ﬁ(z)xz 4~ 2
Luego, el seno esigual a % en 30°, por lo tanto, C=30° o bien C=180°—-30° = 150°. 2
Si C=30° entonces B+ C=75° < 180°. Si C=150° entonces B + C=195° > 180°, que 45°
es imposible, ya que A + B + C = 180°. Por lo tanto, puede construirse un tridngulo A 2 B
con C=30°.
b) ¢ senB _ sen 120° pes _\2

_ \2sen120° _ B\ 1 _\2
5 C g o senB=-——=— —\/5( )><

Es decir, B = 45° o bien B = 180° — 45° = 135°. Claramente B no puede ser 135°
(A + B > 180°). Por lo tanto, con B = 45° puede construirse un triangulo.

2

(N

c) C o °
3 sen B _ sen 150 3 sen 150 1 1 3vV2
o = > senB=————=3=-Xx ==—= .
A/m\g 3 5 > 2 > 7 >1

Por lo tanto, el triangulo no puede construirse.

Una fraccion es mayor que 1 si
su numerador es mayor que el

d) C sen B _ sen 135° 6 sen 135°
6 = = = —_— i
A/%\ 6 Ny sen B el denominador.
3 B Como (3V2)2 > 4% se tiene que
- g(2) L 3V2
2Z) V3 342 > 4. Por tanto,T > 1.
:g\/ix ﬂ
3
= \/€> 1. No es necesario construir el triangulo de manera

exacta. Para el caso del literal c, el triangulo no se
puede construir, pero si se puede hacer el dibujo
como un supuesto con el objetivo de que sirva de
guia para aplicar correctamente la ley de los senos.

@ Sugerencia metodoldgica

Por lo tanto, el triangulo no puede construirse.



3.4 Calculo del angulo de un tridngulo conocidos dos lados y un angulo, parte 2

Problema inicial
EDel tridngulo ABC se sabe que @ =2 cm, ¢ =3 cm y A = 30°. Construye el tridngulo y calcula la medida del
angulo C.

J

Solucién
Puede construirse primero el tridngulo de manera exacta como sigue:

1. Trazar un segmento de longitud 3 cm. Se 2. Con vértice en A trazar un dngulo de 30° y trazar
denota A el extremo inicial y B el extremo un segmento de cualquier longitud a partir de
final.

3. Con el compas, medir una amplitud de 2 cm y haciendo centro
en B trazar un arco de circunferencia hasta cortar al segmento
trazado en el Paso 2. En este paso, se determinan dos cortes, por
lo que con las medidas proporcionadas pueden dibujarse dos
triangulos.

Para calcular el valor del angulo C, ndtese que se conocen dos lados del tridangulo y el angulo conocido es
opuesto a un lado conocido, por lo tanto puede aplicarse la ley de los senos:

2 _ 3 _ 3sen30° _ 1); _3

sen30° _ senC senC = 2 _3(2 '2'4'
Cuando sen C= % se tiene que C = 48.6° 0 bien C = 180° —48.6° = 131.4°. T
Hay que comprobar que ambos valores de C son validos.
* SiC=48.6°se tiene que A + C=~30° + 48.6° = 78.6° < 180°. 1314°

48.6°
¢ SiC=131.4°setieneque A+ C=30°+131.4°=161.4° < 180°. < 0 >
N

Luego, el valor del dngulo C con los datos dados puede ser aproximadamente 48.6° 0 161.4°.

Conclusion
Si se conocen dos lados de un tridngulo y un dngulo opuesto a uno de estos lados, en algunos casos, pueden
construirse dos triangulos con dichas medidas. A este caso se le lama caso ambiguo.

<
Problemasw

kg Para cada caso, determina cuéntos triangulos pueden construirse con las medidas dadas, y calcula el dn-
gulo pedido de ser posible.
a)a=3,b=4yA=30° Calcula B.
b)a=2,¢=1yC=20" Calcula A.
c)a=4,b=6yB=60° Calcula A.




Indicador de logro:

3.4 Determina el nimero de triangulos que pueden construirse cuando se conocen las medidas de dos lados
y un angulo opuesto a uno de estos.

Propésito:

Continuar con el uso de la ley de los senos para
determinar angulos de tridngulos, e incluir el caso
cuando se pueden construir dos tridngulos cono-
ciendo dos lados y un dngulo opuesto a estos.

Luego de haber establecido la condicion para que
el seno de un angulo exista, se calculan medidas de
angulos utilizando la ley de los senos. En este caso,
puede obtenerse mds de un tridngulo.

Solucién de problemas:

a) C
4 3 sen B _ sen30° _4sen30° _ (1\ 1 _2
A@A 2 "3 T osenBETg "K(Z)x3‘3'
Entonces B = 41.8° o bien B = 180° —41.8° = 138.2°. Para cualquiera de estos dos valores, A + B resulta ser
menor que 180°. Por lo tanto, pueden construirse dos tridngulos, uno con B = 41.8° y otro con B = 138.2°.
C o
b) % = % = senA=2sen20°= Ax43.2°0bien A= 180°— 43.2° = 136.8°.
Para ambos valores de A, el triangulo puede construirse (siA=43.2°, A+ C=63.2°; siA=136.8°,
A + C=156.8°). Por lo tanto, pueden construirse dos triangulos.
A B
1
c ° J sen 60° 3 V3
c) senA _sen60° _, ., _ Asen =Z(73)><%=—3

2 N
WL N, = A=sen’(Z) <353 0bien A~ 180"~ 35.3° = 144.7".

Se observa que para A = 144.7° se obtiene que A + B > 180°. Por lo tanto, solo puede construirse un trian-
gulo con A = 35.3°.

Fe de errata: En la soluciéon los valores
posibles para el angulo Cson 48.6°y 131.4°

@ Sugerencia metodoldgica
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3.5 Ley del coseno*

Problema inicial
Demuestra que en cualquier tridngulo ABC se cumple que:
c?=a?+b*-2abcosC

Solucién
Se ubica el triangulo ABC en el plano cartesiano de modo que A(b, 0) y C(0, 0).

Si (p, q) son las coordenadas del punto B, entonces

D q Y B

cosC=-— y senC=—.
a a

Por lo que p =acosCy q = asenC. a
Ahora, la distancia del punto A al punto B es

C(0, 0)

d(A, B) =(b — acos C)? + (0 — asen C)? of -

=+/b?— 2abcos C + a*cos’C + a? sen’C

= \a?(sen?C + cos?C) + b? — 2abcos C

=+a? + b?-2abcosC.
Pero la distancia de A a B es la longitud del lado AB del tridangulo, que es c. Entonces,
d(A,B)=c = c*=a*+b*-2abcosC.

Teorema (Ley del coseno)
En un triangulo ABC se cumple que ¢? = a? + b> — 2abcos C.

De igual forma se satisface que
a?=b%+c*—2bccosA,
b?=a?+ c*—2accosB.

Ejemplo
Determina la medida del tercer lado de un tridngulo ABC si se sabe que a =6, b =2 y C = 45°.

Dibujando el tridangulo y ubicando los datos se observa que se puede aplicar de manera directa

la ley del coseno. Asi,
€2 =6+ (V2)* - 2(6)(V2)cos 45°

=36+ 2—1/2\/5(%
=38-6(2)=38-12=26.
Como ¢ > 0, se tiene que ¢ =26. V2

$
Problemas.w

Para cada caso, calcula la medida del tercer lado del triangulo.
a) En el AABC, a =V3, b =5y C=30"
b) Enel AABC,b=6,c=4yA=120°.
c)Enel AABC,a =9, c =93y B=150".
d)Enel AABC,a=b=4yC=60".
e) EneIAABC,a=\/§,c=2yB=135°.




Indicador de logro:

3.5 Encuentra la medida de un lado de un tridngulo si se conocen las medidas de dos lados y el angulo com-

prendido entre ellos, aplicando la ley del coseno.

Se deduce la ley del coseno para luego calcular la
medida de un lado de un tridangulo si se conocen
dos lados y el dangulo comprendido entre ellos. Si el
estudiante tiene muchas dificultades para resolver

Proporcionar otra herramienta para calcular me-
didas de lados y angulos de tridangulos oblicuan-
gulos. El Ejemplo tiene como objetivo mostrar la
forma de utilizar la ley del coseno de manera di-

el Problema inicial, el docente debera brindar mas recta.
apoyo.
N AN w
Posibles dificultades:
Identificar la forma de aplicar la ley del coseno. J
Solucion de problemas:
a) C c®= (\3)2 + 52— 2(\'3)(5)cos 30° b) ¢ a? = 6%+ 42— 2(6)(4)cos 120°
_ V3 1
Al =3v25-20806)(F) . =52-2024)(- )
=28-15=13 N\ 120° =76
A8 Comoc>0,setienequec=\/§. A 7 B
Como a > 0, se tiene que a = V76 = 2+19.
c) c
b 4 Son utiles algunas propiedades de divisibilidad 567 | 3
9 cuando se descomponen nimeros en factores 189 | 3
A 93 B primos. Por ejemplo, en la divisibilidad por3 63 | 3
se tiene: un namero es divisible por 3 sila 21 |3
b? = 92+ (9/3)2 - 2(9)(9+/3)cos 150° suma de sus cifras es multiplo de 3. 7(7
Asi, 567 es divisible por3yaque5+6+7=18 1

- 81+81(3) —1(81\/5)(—9)
=324 +81(3) =567
Como b > 0, se tiene que b = V567 = 9v7.

c>=42+4%2-2(4)(4)cos 60°
- 32-2(16) (%)
- 16

Como ¢ > 0, se tiene que c=V16 = 4.

es divisible por 3.

b= (2)2+22-2(2)(2)cos 135°
- 6-2(2)2)(-2)
=6+4=10

Como b > 0, se tiene que b = V10.
No es necesario aproximar, ademas,

los problemas no requieren del uso
de la calculadora.

Sugerencia metodoldgica



3.6 Calculo de los dngulos de un triangulo conocidos sus tres lados

Problema inicial

@ Del tridngulo ABC se sabe que a =8, b =5y ¢ = 7. Determina la medida de los tres dngulos del triangulo.

J

Solucién

Se puede utilizar la ley del coseno para calcular un dngulo del tridngulo. Utilizando ¢? = a? + b?> — 2abcos C,
entonces:

72=82+52—2(8)(5)cos C A
2(8)(5)cos C=82+52—-72
80cos C=64 +25-49 7 5

80cos C=40
40

cos C=%=

1
>

Cuando cosC = % se tiene que C=60°.

Para calcular otro dngulo se aplica nuevamente la ley del coseno
52=72+8%-2(7)(8)cosB
2(7)(8)cos B =82+ 7% — 5?2
112cosB =64 + 49 - 25

112cos B =88
_88 _11
1 cosB = 112~ 14"
Cuando cos B =10 B =~38.2°.

Luego, A=180°—-B—-C=180°-38.2°-60° = 81.8".
Por lo tanto, A = 81.8°, B~ 38.2°y C=60°.

Observa que para calcular el segundo dngulo también se puede utilizar la ley del seno.
7 __ 5 N 5sen 60 =5(\/§) 5V3

sen 60° ~ sen B sen B = 7 2 7= 14"

CuandosenB = Sf, B =38.2° 0 bien B=180° — 38.2° = 141.8°. Pero si B = 141.8° entonces

B+ C=141.8° + 60° = 201.8°, lo cual no puede ser en un triangulo. Por lo tanto B = 38.2°.
¢Por qué es preferible utilizar la ley del coseno?

Conclusién

Si se conocen las medidas de los tres lados de un tridngulo pueden calcularse las medidas de sus tres
angulos mediante la ley del coseno.

b J
Problemasm

B 1. Para cada caso, determina la medida de los tres angulos del tridngulo si es posible.
a)Enel AABC,a=V3,b=1yc=2 b) En el AABC,a=1,b=2 yc=\5
c)Enel AABC,a=5,b=3yc=7 d)Enel AABC,a=6,b=10yc=11
e) EneIAABC,a=\/§,b=12yc=9

2. En el AABC expresa cos B en términos de los lados a, b y c.

©

@




Indicador de logro:

3.6 Calcula la medida de los dngulos de un tridngulo si se conocen las medidas de sus tres lados.

Se continua con el uso de la ley del coseno, en esta ocasidn para calcular los angulos de un triangulo si se
conocen las medidas de sus tres lados.

Solucién de problemas:

Para resolver estos problemas, puede elegirse cualesquiera de los tres angulos y calcularlo con la ley del
coseno, ya que se conocen las medidas de los tres lados del tridngulo.

1a) Considerando a? = b? + ¢?> — 2bccos A: ¢
(W3)2=12+22-2(1)(2)cos A =4cosA=5—3=2:’cosA=% = A=60° 1 E)
Para el célculo de otro angulo se considera ¢ = a? + b>— 2abcos C: A :
2
22 = (V3)2+12-2(\3)(1)cos € = 2v3cos C=4—-4=0 = cosC=0 = C=90°.
Luego, como A =60° y C=90° se tiene que B = 180° — 60° — 90° = 30°.
1b) Calculando el angulo C:
(\5)2 =12+ (2)? = 2(1)(\2)cos € = 2\2cos C=3-5=-2 = cosC=—i2:—% = C=135°. ¢
Calculando el angulo B: V2 1
(V2)? = (5)? + 17~ 25)(1)cos B = 25cos B=4 = cosB=-= = 25 5 2266 s
5
Luego, A= 180° —26.6° —135° = 18.4°.
1c) Calculando el angulo A: 52=32+ 72— 2(3)(7)cos A = cos A =%= % = A=~38.2° c
. o2 2. 92 _ 15 1 _ o 3 0
Calculando el angulo C: 7>=52+3%2—2(5)(3)cos C = cosC= ~“3%°-"37 > C=120°.
o o o _ o A B
Luego, B~ 180° —-38.2° - 120° = 21.8". No es necesario simplificar las fracciones cuando 7
el célculo del angulo se hace con la calculadora.
1d) Calculando el angulo B:  10?=6%+112-2(6)(11)cos B = cos B = % = B=64.4° ¢
Calculando el dngulo C: 112 = 62 + 10> — 2(6)(10)cos C = cos C = % = C=82.8" 10 N
Luego, A=180°—-64.4°-82.8°=32.8". A = B

1e) Calculando el dngulo A: (\3)?=122+92—-2(12)(9)cos A = cos C = g—g >1.

Por lo tanto, el tridngulo no puede construirse.

a?+c?— b?
2ac

@ Sugerencia metodoldgica

2. b*=a’+c?*-2accosB = 2accosB=a>+c*—b> = cosB=



3.7 Practica lo aprendido

1. Calcula el area del tridngulo ABC si se conocen los datos proporcionados en cada caso.
a)a=7,c=4yB=45° b)b=10,c=8yA=30°
c)a=1,b=2yC=45° da=4,b=5yC=60°

e)a=6,c=\3yB=120°

2. En el tridngulo ABC calcula el dato que se pide en cada caso, analizando si el resultado tiene sentido.
e a) b=24,8=38"yC=120° Calculac. b) ¢ =10, A=135°y C=30". Calcula a.
Ec)a=12,b=16yA=45 Calcula el B. d)a=3,b=2yB=30° Calcula el A.

fe)b=2,c=+3yC=120° Calcula el B.

3. Determina el valor del tercer lado en cada caso.

a) b)
C P

135° 4

60° M 5 N
A 5 B

4. Calcula la medida de los tres angulos del tridngulo ABC para cada caso.

a)a=12,b=7yc=6 b)a=2,b=3yc=4

5. Determina la medida del tercer lado del tridngulo ABC que muestra la figura.

C
60° Utiliza la ley del coseno y resuelve la
2 a ecuacién cuadrdtica que resulta de
ello.
A B

\7
6. Resuelve los siguientes triangulos, utilizando la ley de los senos y la ley del coseno.

a)b=21,A=60° B=12" b)a=15c=7,8=65 Resolver un triangulo significa
o o encontrar todas las medidas
ca=3,b=2c=2 d)c=3,8=110° C=45 de sus lados y dngulos.

72



Indicador de logro:

3.7 Resuelve problemas correspondientes a la resolucién de tridngulos oblicuangulos.

Solucién de problemas:

1a) (ABC) = %(427(7)sen 45°  1b)(ABC)=20  1c) (ABC) = % 1d) (ABC)=5V3  1e) (ABC) =3

- @271 (2)= 72

2a) Utilizando la ley de los senos: 2b)a=10\2 2c)B=70.5° 2d)A=48.6°
- < 01200 = 2‘;80 2e) Al utilizar la ley de los senos, se obtiene que
120° s sen oa izgu sen B = 1; es decir, B = 90°. Pero cuando
A B o ¢= 0ot 2338, B =90° B+ C=210° > 180°. Por lo tanto, el

¢ sen 38° ., .
tridngulo no puede construirse.

3a) a2 = 32 + 62 — 2(3)(6)cos 60° = 9 + 36 —Z(18)(%) —45-18=27 = q=\27=3\3
3b) n? =52+ 42— 2(5)(4)cos 135° = 41 + 20\2 = n =441+ 202

4a) 122=72+ 62— 2(7)(6)cos A = cos A = —% = A=~134.6°

72=122+ 67— 2(12)(6)cos B = cos B = % = B=245°
Luego, C ~ 180° — 134.6° — 24.5° = 20.9°.
4b) 22=32+42-2(3)(4)cos A = cos A =% = A=29°

42=22+32-2(2)(3)cos C = cosC= —% = C=104.5°.

Luego, B = 180° —29° —104.5° = 46.5°.

5. N7)2=a*+22-2q(2)cos 60° = 7=qa’+ 4—Z(2a)(%) = a’-2a-3=0 = (a-3)(a+1)=0
Es decir, @ = 3 0 a = —1. Pero a representa una longitud, por lo tanto no puede ser negativa. Entonces
a=3.
6a) Se observa que C=180°-60°—12° = 108°. Aplicando la ley de los senos se determina a = 87.5. Aplicando
nuevamente la ley de los senos se determina que ¢ = 96.1.

6b) Se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos. Se puede aplicar la ley del coseno y calcular
el valor de b:
b?=152+7%-2(15)(7)cos 65°=274—-210cos 65° = b=13.6.

Utilizando ahora la ley del coseno para calcular el angulo C:

. ) - 15°+13.62-7°
77 =152+ 13.6%2—-2(15)(13.6)cos C = cos C 2(15)(13.6)

Luego, A = 180° — 65° — 27.8° = 87.2°. Por tanto, A~ 87.2°, C= 27.8°y b= 13.6°.

= C=27.8".

6¢) Utilizando la ley del coseno para calcular el valor de A se tiene que A = 97.2°. El triangulo es isdsceles,
entonces C = B por lo que

A+B+c=180°=>A+B+B=180°=>2B=180°—A=>B=%:41.4°.

6d) Se observa que A = 180° — 110° — 45° = 25°. Luego, aplicando la ley de los senos se calcula el valor de b,
obteniéndose b = 4. Aplicando nuevamente la ley de los senos se obtiene a = 1.8.

@ Sugerencia metodoldgica



Problema inicial
B Ana sale a correr cada mafiana alrededor de su cuadra que

3.8 Aplicaciones de la ley de los senos y la ley del coseno

tiene forma triangular. Primero recorre 4 km, luego 2 km y por
ultimo recorre la ultima calle para regresar a su casa. ¢Cudntos
kilbmetros corre Ana en total cada mafiana si da una vuelta
completa en su vecindario?

casa de
Ana

&

<
Problemasw

B2 2. Una casa tiene un patio en forma triangular y el duefio quiere po-

B 3. Un herrero desea construir un columpio usando dos tridngulos isésceles en sus

Solucién

Para saber cudntos kildmetros corre Ana en total cada mafiana, hay que

encontrar la medida del tercer lado del vecindario. Como tiene forma 5, X
triangular, se conocen dos lados y ademas el angulo que se conoce es

opuesto al lado que se desea calcular, se utiliza la ley del coseno. 60°

X% = 42+ 22— 2(4)(2)cos 60° = 16 + 4 — 2(4)(2) (%) =20-8=12 4 km

Esdecir,22=12 = x=V12 0x=-V12.

Pero x representa una longitud por lo que no puede ser negativo. Entonces, x = 3.5 km. Luego, Ana corre
cada mafiana 4 km + 2 km + 3.5 km = 9.5 km, aproximadamente.

Conclusién

La ley de los senos y la ley del coseno pueden utilizarse para resolver problemas aplicados al entorno
cuando dichos problemas involucren triangulos.

En algunos casos resulta util aplicar la ley de los senos y en otras la ley del coseno, por ello es recomendable
elaborar un dibujo y ubicar los datos conocidos y los datos que se desean calcular para identificar cudl de
las dos leyes conviene utilizar.

1. Un barco deja un faro A y navega 5 km. En este punto observa un faro B que
estd a 7 km del faro A. Si el angulo entre las lineas de visién a ambos Bﬁ
faros es de 60°, ¢a qué distancia estd el bote del faro B?

nerle grama, por lo que necesita calcular el drea del patio para
comprar la grama. Dos de los lados del patio miden 40 y 42 metros,
y el dngulo opuesto al lado que mide 42 es de 120°. ¢{Cuantos m?
debe comprar de grama aproximadamente?

extremos. Si el angulo distinto mide 30° y el lado opuesto a este quiere que mida 1
metro, ¢cuanto deben medir los otros dos lados?

4. Demuestra que el drea de un paralelogramo es el producto de dos lados adyacentes y el seno del angulo
entre estos dos lados adyacentes.




Indicador de logro:

3.8 Utiliza la ley de los senos y la ley del coseno para resolver problemas que involucren triangulos oblicuan-

gulos.
Posibles dificultades:

Luego de haber deducido y aplicado la ley de los Una de las dificultades que pueden tener los es-
senos y del coseno, se resuelven problemas del en- tudiantes al resolver problemas de aplicacién, es
torno que requieran del uso de estas. identificar cudl de las leyes puede o debe utilizar.
Ademas, identificar qué es lo que esta calculando
o qué es lo que debe calcular y cémo relacionarlo
con el problema puede ser otra de las dificultades.

Propésito:

Consolidar el uso de la ley de los senos y del cose-
no, al resolver problemas del entorno. Y y.

Solucién de problemas:

1. Sea x la distancia que hay entre el barco y el faro B. Utilizando la ley del coseno para calcular el valor de x:
1

72 = 52 4 x2 — 2(5x)cos 60° = 25+x2—Z(5x)(E)—49=0 = x2—5x-24=0

= (x-8)(x+3)=0 = x=80x=-3.

Como x representa una distancia, no puede ser negativa. Por lo tanto, x = 8. Es decir, la distancia del barco
al segundo faro es de 8 kilémetros.

2. No puede utilizarse la férmula del area directamente, ya que los datos conocidos no cumplen las condicio-

nes. Hay dos opciones: calcular la medida del lado ¢ o calcular la medida del dngulo C. A
Forma 1: 422 = ¢® + 40% — 2¢(40)cos 120° 120"
B C
= +40c-164=0=>c= %(— 40 +/40% + 4(164)) = — 20 + 2+/141. 42m

Luego, ¢ =— 20 + 2+/141. Entonces, el area del jardin es (ABC) = %(40)(— 20 + 2+/141)sen 120° = 64.9 m?.

Forma 2: SenB _ sen120° = sen B = 40s5en120° _ 10V3

40 42 2 2
Luego, C= 180° — 120° — 55.6° = 4.4°. Entonces, el area del jardin es (ABC) = %(40)(42)sen 4.4° = 64.4 m?.

= B=55.6"

3. Al representar los extremos del columpio con un triangulo, se tiene la figura de la derecha. ¢

Utilizando la ley del coseno para calcular el valor de a: ‘

12=a?+a?-2(a)(a)cos 30° = 1=2a2 —Z(az)(g) = 2a’-\3a’=1 = a?(2-3)=1.
a
,_ 1 _ 1 2+V3 _2+\3 _ _ N
= @z e xS =T =243 3 a=\2+\B519.

Por lo tanto, los lados de los extremos deben medir aproximadamente 1.9 metros. At—F—8
4. Tomando el paralelogramo ABCD cuyos lados miden a y b, se traza la diagonal v ¢

BD. Los triangulos ABD y CDB son congruentes, por el criterio LAL. b

El area del triangulo ABD es (ABD) = %ab sen A. A B

a
Como AABD = ACDB, sus areas son iguales. Entonces, (ABCD) = (ABD) + (CDB) = 2(ABD) = absen A.
Por lo tanto, el area de un paralelogramo es igual al producto de los lados adyacentes por el seno del an-

gulo comprendido entre ellos.
@ Sugerencia metodoldgica



3.9 Practica lo aprendido

Ed 1. Una caja estd sostenida por una cuerda, como muestra la figura. ¢ Cudl es
la longitud de la cuerda?

2m

B 2. La capitana de un barco observa dos faros mientras navega. El barco se encuentra a 15 millas de un faro
y a 20 millas del otro faro. Si la capitana determina que el angulo entre las dos lineas de visidén hacia los
faros es de 120°, écual es la distancia entre los faros?

E3. un granjero tiene un establo y necesita hacer un corral extra. Para ello tiene un lazo de 38 metros y
piensa atar el lazo como muestra la figura. ¢Tiene el granjero suficiente lazo si los nudos estan a una
distancia de 4 metros?

B 4. Un poste de 30 pies de largo se ha inclinado aproximadamente 15° de su posicidn original. El
alcalde de la ciudad piensa sostenerlo con un cable de acero pero necesita calcular cuanto
necesita de cable. Si amarra el cable a 100 pies de la base del poste, {cuanto necesita
aproximadamente?

e
9

ey

5. Se construird la decoracién de un jardin en forma triangular, como muestra la figura. Si cada vértice del
triangulo es centro de la circunferencia sobre la que estd, écual es la longitud de PQ?

5

E6. un grupo de exploradores esta aprendiendo a navegar para un viaje de supervivencia. Sobre un mapa les
han ubicado tres puntos que deben visitar, sin embargo, necesitan conocer las medidas de los angulos
para saber qué tanto deben girar. ¢Cuales son los angulos que deben girar para poder visitar los tres
puntos?

30 pies




Indicador de logro:

3.9 Resuelve problemas correspondientes a la aplicacidn de la ley de los senos y del coseno a problemas del
entorno.

Solucion de problemas:

1. Al dibujar el triangulo y ubicar los datos, se obtiene el grafico de la derecha. El angulo

B esigual a 180° —20° — 110° = 50°. Luego, utilizando la ley de los senos para calcular el b TTN\g
valor de a: > sen 20° a2 > B
sen

g - 2 - =2 0=———=0.7.
sen20°  sen 110 sen 110 - -
. También es valido sumar los resulta-
Se aplica nuevamente la ley de los senos para calcular el valor de b: dos de los lados y aproximar al final,
b _ 2 = 2sens50° 4 6 en tal caso se obtiene 2.4 m.
sen50°  sen 110° sen 110° e

Luego, la longitud de la cuerda es de aproximadamente 1.6 m+ 0.7 m=2.3 m.

2. Elaborando un grafico y ubicando los datos se observa que se puede aplicar la ley del coseno para calcular
la distancia entre los faros. Faro A x Faro B

x? = 207 + 152 — 2(20)(15)cos 120° = 625 — 2(300)(—%)= 625 + 300 = 925.

20 mi 120° 15 mi
Entonces, x = v925 = 30.4. Es decir, los faros estan aproximadamente a 30.4 B o
millas de distancia.
3. Si se considera que la figura formada es un tridngulo, se tiene: 4m

Para saber si le alcanza la cantidad de lazo que tiene hay que calcular el valor 357

de x y luego ver si 17 + x es menor o igual que 38. Utilizando la ley del coseno: 17m x
x*=42+17%*-2(4)(17)cos 35°=305—-136 cos 35° = 193.6.

Entonces x = 13.9. Luego, 17 + 13.9 = 30.9. Por tanto, el granjero tiene suficiente lazo.

4. El dangulo B mide 90° + 15° = 105°. Por la ley del coseno:

x% =100 + 302 - 2(100)(30)cos 105° = 12 452.9. x f i
Entonces, x = 111.6. Es decir, necesita aproximadamente 111.6 pies de cable pies
para amarrar el poste. r/

| 100 pies

5. Se observa que las circunferencias son tangentes. Sea O el tercer vértice. Como cada vértice del triangulo
cae en el centro de cada circunferencia, puede observarse que 0Q=4+3=7yOP =3+ 1=4. Se tiene el
siguiente tridngulo:

X P° Como se desea conocer la longitud de PQ, se aplica la ley del coseno:

Q 20 /4m x? =72+ 42— 2(7)(4)cos 120° = 93.
7m

0]
Entonces, la longitud de PQ es de aproximadamente 9.6 metros.

6. Como se conocen los tres lados del tridngulo, se aplica la ley del coseno. C 31k
m
312=222+452-2(22)(45)cos A = cos A =§ = A=386"° 2295
2 _ 2 2 _ _1251_& - o 45 km
222=31%+452-2(31)(45)cos B = cosB——1395 =Tee = B=26.3°. A
Luego, C= 180°—38.6°—26.3° = 115.1°.

Aunque depende del orden en que visiten los puntos indicados, los dngulos que deben girar son 38.6°,

26.3°yde 115.1°.
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3.10 Problemas de la unidad

~

1. De la siguiente figura, calcula las longitudes de los segmentos AD, DC, AC, BD y BC. Racionaliza cuando

sea hecesario.
C

A= —>iB

2. De la siguiente figura, escribe las longitudes de los segmentos BC, AC, DB y AB en términos del dangulo 6.

C

0

AT B

3. Un pentagono regular estd inscrito en un circulo de radio 7. Calcula el perimetro del pentagono.

. Una escalera de 30 pies de largo yace sobre una pared con una inclinacién de 70°. Determina la
distancia a la que se encuentra el pie de la escalera de la pared.

B 5. Desde la punta de un faro de 50 pies se observa un bote a un angulo de depresién de 11°. (A qué
distancia esta el bote del faro?
o e - Q
B 6. Una antena vertical estd montada en el tope de un poste de 30 pies de / )‘L fll
altura. Desde un punto a 60 pies de la base del poste, la antena subtiende T
un angulo de 10°, como muestra la figura. Calcula la longitud A de la antena. \
I{O"/’ “
/")/ ‘I .
7. Calcula lo que se pide, si los datos se refieren a un tridngulo rectangulo. 30 pies

a)Sicos B = %, calcula sen 6.

b) Sisen 0 =%, calcula cos 6. 60 pies

c) Sitan 6 =2, calcula cos 6 y sen 6.
d) Sisec 8 =7, calcula cos 8y sen 6.

8. Calcula la distancia entre P y Q para cada caso.
a) P(-1,3)yQ(2, 5) b) P(2,3) y Q(2, 6)

9. Calcula el perimetro del cuadrildtero ABCD que tiene por vértices A(-3, —1), B(0, 3), C(3, 4) y D(4, 1).




Indicador de logro:

3.10 Resuelve problemas correspondientes a la resolucidn de tridngulos oblicuangulos.

Solucion de problemas:
\/_ 1 1 2V3

1. En el AABC se tiene que tan 30° = 1 :>BC tan 30° = 3 —ycos 30 =C :>AC-c0530°=T. C
o o_\3 «_ BD 1 .
Ahora, en el AABD, cos 30 =T=>AD cos 30° = = ysen 30° = - =)BD=?
Para calcular DC: DC = AC — AD-i M3_V3 .
2 "6 30
AE— B
3 C

2. En el AADC: cosH-E = AC= pE

Luego, en el AABC: tan 6 = E —BC=ACtan =3 ?:00,
AC 3
=25 = 6
y cos 0 = AB = 050 cos AS— B
3D
s AR _ __ 3 5 _3-3cos? _ 3(1-cos’0)_3sen’d _ )
Por tltimo, DB = AB~AD = —=» —3 = ——7—=="—7—=———-==3 tan 6.

3. Un pentagono regular puede construirse dividiendo una circunferencia en 5 partes iguales. Entonces, los
angulos AOB, BOC, COD, DOE, EOA son iguales a 72°(360° + 5).

Un pentdgono regular inscrito en una circunferencia cumple que los segmentos que unen el centro con
los vértices del poligono son radios. Entonces, cada segmento OA, OB, OC, OD y OE tienen una longitud
de7.

Luego, los triangulos AOB, BOC, COD, DOE y EOA son isdsceles. Considerando el AAOB:
(AB)2=72+72=2(7)(7)cos 72° = 2(7%) — 2(7%)cos 72° = 2(7%)(1 — cos 72°)

Entonces, AB =+/2(72)(1 — cos 72°) = 74/2(1 — cos 72°). Por lo tanto, el perimetro del pentagono es

5AB = 3542(1 — cos 72°).

4. Sea d la distancia que hay entre el pie de la 5. Sea d la distancia que hay entre el bote y el faro.
escalera a la pared.
d tan 11° d- 1 = 257.2.
cos 70° = 0> d =30 cos 70° = 10.3.

Por lo tanto, el bote esta aproximadamente a

Por lo tanto, el pie de la escalera ncuentra .
orlo 0, €lpiedeta e >€ enc 257.2 pies del faro.

aproximadamente a 10.3 pies de la pared.
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6. Al elaborar un gréafico y ubicar los datos, se obtiene la figura que se muestra. Luego,

tan =22 = 6~ 26.6°. O
60 s
10 T
Por otra parte, 30 pies
tan (0 + 10°) = 306;h 0 J

—60 pies—
= 30+ h =60tan(6 + 10°)

= h=60tan(f +10°) —30
~60tan(26.6°+10°) —30
=60tan 36.6° - 30
= 14.6.

Por lo tanto, la altura de la antena es de aproximadamente 14.6 pies.

2
7a)sen9=‘\/1—(§)=¥ 7b)c059:$
4V3

-5 _2%5 _1 -
7c)cos€—?,sen9— s 7d)c050—7,sen8-7

8a) d(P, Q) =+13. 8b) d(P, Q) =3

9. Resulta util graficar el cuadrilatero en el plano cartesiano.
Yy

N

4
B
2
: D
€ >X
3 /2 -
L

Para calcular el perimetro, se calculan las longitudes de los lados del cuadrilatero. Utilizando la férmula
de la distancia entre dos puntos:

« d(A, B)=4(0—(-3))2+(3—(-1))> =432+ 42=19 + 16 =25 =5

 d(B, C) =10

« d(C, D) =10

« d(A, D) =453
Luego, el perimetro de ABCD es 5 +v10 +10 ++/53 = 5 + 24/10 +/53.

S




~
3.11 Problemas de la unidad ~

10. Determina el simétrico de cada punto respecto al eje x, respecto al eje y y respecto al origen. Grafica
en cada caso.

a) P(0, 3) o) P(%,-1) ¢) P(-2,0) d) P(-1,-1)
11. Dibuja cada angulo e identifica a qué cuadrante pertenece.
a) 800° b) —-300° ¢) 1050° d)-735°

12. Determina los valores de seno, coseno y tangente de 6 en cada caso.

a) . b) y
P(1,2)
)
0 P(-1,0) X
X
c . d) Y
P(4,1)
o
| X 9/\ 3
P(-1,-2)

13. Representa los valores de las razones trigonométricas en términos de los valores de sen 6, cos 6y
tan 6, donde 0° < 6 < 90°.

a) 150° b) 370° c) 450° d) 535°
14. Determina los valores que se piden en cada caso.

a)senfBytan@si c050=—% y 90° < 0 < 180°.

b) tan B sisen 6 = % y 8 esta en el segundo cuadrante.

c) cos By sen O sisec 8 =2y 6 estd en el primer cuadrante.

15. Calcula el area del tridngulo ABC.

16. Calcula los valores que se piden.
a) Elvalordecsia=3,A=60°y C=45".
b) El valorde Bsia =1, b=+3yA=30".

c) El valor de a si b=2c= 2\/§yA =150°. La unidad de medida de la fuerza aplicada
’ a objetos es el newton y se simboliza por N.

d) La medida de los tres angulos sia =b =2y ¢ =+/3.
e)ElvalordeAsia=4,b=1yB=60°.

B 17. Cuando dos fuerzas en direcciones distintas acttian sobre un objeto,
la fuerza resultante es la diagonal del paralelogramo formado por las
fuerzas aplicadas. Si dos fuerzas de 12 y 18 newtons acttan sobre un
objeto a un dngulo de 75°, icual es el valor de la fuerza resultante?

& /
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Indicador de logro:

3.11 Resuelve problemas correspondientes a la resolucion de tridngulos oblicuangulos.

Solucion de problemas:
Respecto a la

Respecto al eje x Respecto al eje y Respecto al origen recta identidad
10a) P,(0, -3) P,(0, 3) P3(0, -3) P4(3,0)
1 1 1 1
10b) Pl(?’ 1) Pz(_ 5, _1) P3(_E, 1) P4(_1, E)
10c) P.(=2, 0) P,(2, 0) P3(2, 0) P,(0, -2)
10d) Py(-1,1) P,(1,-1) Ps(1, 1) P,(-1,-1)
11a) )y 11b) 11c) 11d) gy,
80" ALY R -735°
Z N y N yi fzad\ N
< 7, < | 7, S \Y S 7, ;@2
%OO" X _300°4 X 1050& 30° % ¢ @ X
N A4 A\ 4
800° = 360°(2) + 80° 1050° = 360°(2) + 330° —735° = -360°(2) — 15°
12a) r = +/5, por lo tanto, sen 0 = %= %, cos 6 =3—rc=§ ytan 6 =%= 2.
12b) r =1, por lo tanto, sen 8 =0,cos @ =—1ytan 6 =0.
12c) r =+/17, por lo tanto, sen 6 :%7, cos 6 :41—\/;_7 ytan @ = %.
12d) = /5, por lo tanto, sen 0 = —%, cos 0 = —% ytan 6 =2.

13a) 150° = 180° — 30°. Entonces, sen 150° = sen 30°, cos 150° = — cos 30° y tan 150° = — tan 30°.
13b) 370° = 360° + 10°. Entonces, sen 370° = sen 10°, cos 370° = cos 10° y tan 370° = tan 10°.
13c) 450° = 360° + 90°. Entonces, sen 450° = sen 90°, cos 450° = cos 90° y tan 450° no esta definida.
13d) 535° = 360° + 175°. Angulo de referencia de 175° es 180° — 175° = 5°. Entonces,

sen 535° =sen 175° =sen 5°, cos 535° = cos 175° = —cos 5° y tan 535° = tan 175° = —tan 5°.

14a)sen9=¥ytan9=—2\/§ 14b)cos@=—¥ytan0:—¥ 14C)C059=%ysen0:§
15. (ABC) = %(3)(5)5en120° =%\/§
163)C=\/€ 16b) B=60°0 B =120° 16c)a=2\/7 16d) A = B =~ 64.34°, C~ 51.32°

En 16d sugerir a los estudiantes aproxi-

16e) sen A = 2+/3 > 1. Por lo tanto, el tridangulo no puede construirse. i
mar hasta las centésimas.

17. Por propiedades del paralelogramo, el dngulo B es igual a 180° — 75° = 105°. D C
Ademads, BC = 12. Para calcular la diagonal AC se puede utilizar la ley del coseno: 1
(AC)?> =182+ 12%2—-2(18)(12)cos 105° = 579.8 = AC=24.1. 105°
Por lo tanto, la fuerza resultante es de aproximadamente 24.1 newtons. A 18 B

®















