Unidad 6. Identidades y ecuaciones trigonométricas

Competencia de la unidad

Deducir identidades trigonométricas basicas mediante propiedades de simetria en el plano, para el
calculo de valores trigonométricos exactos y la resolucidn de ecuaciones trigonométricas.

( Tercer ciclo )

Unidad 5: Figuras semejantes

(9°)

e Semejanza

e Semejanza de tridngulos

* Semejanza y paralelismo

¢ Aplicaciones de semejanzay
tridngulos semejantes

Unidad 6: Teorema de Pitago-

ras (9°)

¢ Teorema de Pitagoras

¢ Aplicacion del teorema de
Pitagoras

Relacion y desarrollo
Primer afio de
bachillerato

Unidad 5: Resolucion de

triangulos oblicuangulos

e Razones trigonométricas
de dngulos agudos

e Razones trigonométricas
de dngulos no agudos

e Resolucién de tridngulos
oblicudngulos

Unidad 6: Identidades vy
ecuaciones trigonométricas
¢ |dentidades trigonométri-

cas
e Ecuaciones trigonométri-
cas

Segundo afio de
bachillerato

Unidad 5: Funciones trascen-
dentales Il

¢ Funcidén biyectiva e inversa
e Funcidn logaritmica

e Funciones trigonométricas
* Practica en GeoGebra
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Plan de estudio de la unidad

1. Identidades trigonométricas de los angulos -6, 90° — 0 y
1 o
180° -6
1 2. Identidades trigonométricas de los angulos 6 + 180°,
6-180°y90°+6
1 3. Angulo adicién
. . L. 1 4. Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 1
1. Identidades trigonométricas
1 5. Angulo doble
1 6. Angulo medio
1 7. Valores exactos de las razones trigonomeétricas, parte 2
1 8. Practica lo aprendido
1 1. Ecuaciones trigonométricas, parte 1
1 2. Ecuaciones trigonométricas, parte 2 (uso de la identidad
pitagérica)
1 3. Ecuaciones trigonométricas, parte 3 (uso del angulo doble
del coseno)
2. Ecuaciones trigonométricas 1 4. Ecuaciones trigonométricas, parte 4 (uso del angulo doble
del seno)
1 5. Ecuaciones trigonométricas, parte 5
1 6. Practica lo aprendido
1 7. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 6
2 Prueba del tercer periodo

15 horas clase + prueba de la unidad 6 + prueba del tercer periodo

Puntos esenciales de cada leccion

Leccidon 1: Identidades trigonométricas

En esta leccidn se establecen las identidades trigonométricas mas relevantes y el uso de ellas para el calculo de
valores exactos de razones trigonométricas.

Leccidn 2: Ecuaciones trigonométricas

Se resuelven ecuaciones trigonométricas utilizando las identidades establecidas en la Leccion 1, ademas de uti-
lizar otras herramientas como la identidad pitagdrica y el método de tijera.
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Identidades trigonométricas

1.1 Identidades trigonométricas de los angulos -, 90°— 6 y 180° -0

Problema inicial
Demuestra que
1.cos(—6)=cos O y sen(—6) =—sen 6 2.¢co0s(90°—6) =sen O y sen(90°—6) = cos O

3. cos(180° - 0) =—cos y sen{180° - 9) =sen 6 Utiliza simetrias respecto al eje x, a la

recta identidad y al eje .

Solucién
1. De la clase 2.2 de la Unidad 5 se sabe que si P es un punto del plano cartesiano con coordenadas
(a, b), las coordenadas del punto simétrico P' respecto al eje x es (a, —b).

Sea el punto P(a, b) tal que OP = 1 y OP forme un angulo 8 con el eje x. Las coordenadas de P son
(cos 0, sen 6). Entonces, las coordenadas de su simétrico respecto al eje x es

P'(cos §,—sen ) - (1)

Por otra parte, OP' forma un angulo —8 con el eje x. Por lo tanto, las coordenadas de P' son

(cos(=6), sen(=0))  oooeee (2)
Y
P(c'os 6, sen )

1

0
o] 9 M x

1

P‘(cc;s(—H), sen(—6))

Comparando (1) y (2) se tiene que cos(—6) = cos 6 y sen(—6) =—sen 6.

2. Se sabe que si P es un punto sobre el plano cartesiano con coordenadas (a, b), las coordenadas del
punto P' simétrico respecto a la recta identidad es (b, a).

Se considera P(cos 6, sen ), entonces su simétrico respecto a la recta
identidad es
P'(sen B, cos ) = oo (3)

Como P' es el simétrico de P, se tiene que OP' forma un angulo de 90° — 6
con el eje x; esto quiere decir que las coordenadas de P' son

(cos(90° - 6), sen(90° — B))  ——mmmemeeeeeeeee- (4) |,

De (3) y (4) puede determinarse que cos(90° — 8) = sen 8 y sen(90° — 6) = cos 6.

3. Se sabe que si P(a, b) es un punto del plano cartesiano, entonces P'(—a, b) es su simétrico con respecto
al eje y.

& /
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Si se considera P un punto del plano cartesiano, tal que Y
OP =1y OP forme un angulo 6 con el eje x, sus coordenadas P! P(cos 6, sent)
son (cos 8, sen 6). Entonces su simétrico respecto al eje y es 1

1800

P'(-cos@,senf) e (5)

Por otra parte, OP' forma un angulo de 180° — 6 con el eje x. 0 X
Asi, las coordenadas de P' son

(cos(180° — 6), sen(180° — 0))  --------mmmmmmmmev (6)

Luego, de (5) y (6) se concluye que cos(180° — 8) = —cos 0y sen(180° — 0) =sen 6.

Conclusién
Una identidad trigonométrica es una igualdad donde intervienen razones trigonométricas y es verdadera
para cualquier valor del angulo.

Para cualquier angulo 8 se cumplen las identidades de angulos opuestos para el coseno y el seno

a) cos(—0) = cos 6 b) sen(—0) =—sen O
Para cualquier angulo 6 se cumplen las identidades de angulos complementarios y suplementarios para el
coseno y el seno

c) cos(90° —6) =sen 6 d) sen(90° — 6) = cos 0

e) cos(180° — 6) =—cos 6 f) sen(180° - 8) =sen O

Ademas, se cumplen las siguientes identidades para la tangente

g) tan(—0) =—tan 6 h) tan(90° - 6) = ﬁ i) tan(180° - 6) = —tan 6
Ejemplo
Representa cada razén en términos de un dngulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
1. cos (—40°) 2.sen 120° 3.tan 320°

1. Utilizando la identidad de dngulos opuestos, cos(—40°) = cos40°.
2. Utilizando la identidad de angulos suplementarios, sen 120° = sen(180° — 120°) = sen 60°.
3. En este caso se aplica primero la identidad de angulos suplementarios

tan 320° = —tan(180° — 320°) = —tan(—140°) = tan 140° = —tan(180° — 140°) = —tan 40°.
Es decir, tan 320° = —tan 40°.

<
Problemas,

1. Representa cada razon trigonométrica en términos de un angulo 6 tal que 0° < 8 < 90°. Indica qué tipo
de identidad o identidades hay que utilizar.

a) cos(-30°) b) sen 170° c) sen 110°
d) cos 250° e) tan(—60°) f) tan(—100°)
2. Demuestra que tan(—8) = —tan 6.
o o 1
3. Demuestra que tan(90° - 6) = g

4. Demuestra que tan(180° — 6) =—tan 6.




Indicador de logro:

1.1 Representa razones trigonométricas en términos de dngulos agudos utilizando las identidades trigonométri-
cas de angulos opuestos, complementarios y suplementarios.

Secuencia:

Se inicia la unidad con la deduccidn de tres iden-
tidades trigonométricas utilizando dngulos en el
plano cartesiano y las simetrias de un punto res-
pecto a los ejes coordenados, al origen y a la recta

identidad.
.

Introducir identidades trigonométricas de angu-
los opuestos, complementarios y suplementarios,
para luego utilizarlas al reescribir una razon trigo-
nométrica en términos de un angulo agudo.

/

Solucién de problemas:
1a) cos(—30°) = cos 30°

1b) sen 170° = sen(180° — 170°) = sen 10°
O bien,
sen 170° = cos(90° — 170°) = cos(—80°) = cos 80°.

1c) sen 110° = sen(180° — 110°) = sen 70°
O bien,
sen 110° = cos(90° — 110°) = cos(—20°) = cos 20°.

1d) cos 250° = — cos(180° — 250°) = — cos(—70°) = — cos 70°
Puede resolverse también con la identidad del angulo complementario:
cos 250° = sen(90° — 250°) = sen(—160°) = —sen 160° = — sen(180° — 160°) = — sen(20°).

1le) tan(-60°) = —tan 60°

1f) tan(-100°) = —tan 100° = — [- tan(180° — 100°)] = tan 80°.

Dependiendo de como se apliquen las identidades, puede obtenerse un resultado
distinto, como puede observarse en los literales b, c y d del numeral 1.

_sen(-0) -senf  senf
2. tan(-0) = cos(-0)  cos® ~ cosB tan 0

3. tan(90° — 6) = sen(90° - 0) _ cos 6

cos(90°-60) senf’
por otro lado,
1 _ 1 _cosb
tanf ~ senf  senf
cosf
o 1
Por lo tanto, tan(90° — 0) = oy

sen(180°-6) _ sen 6
cos(180°—60) ~ —cos @

sen 0

4.tan(180° - 0) =

cos 0

=— =—tan 6
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1.2 Identidades trigonométricas de los angulos 6 + 180°, # — 180° y 90° + 6

Problema inicial

Demuestra que

1. cos(6 + 180°) = —cos 6 y sen(f + 180°) = —sen O 2. cos(6—180°) =—cos Oy sen(0 — 180°) =—sen 6
3. cos(90° + 9) =—sen y sen(90° + 9) = cos § Utiliza la simetria respecto al origen y las identidades de
la clase anterior.

Solucién .

a) Sea el punto P(a, b) tal que OP = 1y OP forme un angulo 6 con el eje x. Las Y
coordenadas de P son (cos 0, sen 0). Entonces, las coordenadas de su simé- Plgos ,sen 0)
trico respecto al origen son

P'(-cos §,-sen ) = —mmmemmeemmeeeeee- (1) o+ 180% 0
\
- < 0 7
Pero OP' forma un dngulo de 6 + 180° con el eje x, por lo que las coordena- x
das de P' son
(cos(B + 180°), sen(f + 180°))  ------mmmm-eee- (2) PEN
Luego, de (1) y (2) se tiene que cos(6 + 180°) =—cos O y sen(6 + 180°) = —sen 0.
b) El &ngulo 6 — 180° puede reescribirse como —(180° — 6). Entonces,
cos(6 — 180°) = cos(—(180° — 0)) = cos(180° — 0) =—cos O y
sen(8 —180°) = sen(—(180° — 6)) = —sen(180° — 8) = —sen 6.
c) El dngulo 90° + 6 puede reescribirse como 180° — (90° — 6). Entonces,
cos(90° + 6) = cos(180° — (90° — 0)) = —cos(90° — f) =—sen Oy
sen(90° + 6) = sen(180° — (90° — 0)) = sen(90° — ) = cos 6.
Conclusién
Para cualquier dngulo 6 se cumple que

a) cos(0 + 180°) = —cos 6 b) sen(0 + 180°) = —sen 6

c) cos(6 —180°) = —cos O d) sen(6 —180°) =—sen 6

e) cos(90° + 8) =—sen O f) sen(90° + 0) = cos O

Ademds, se cumplen las siguientes identidades para la tangente
g) tan(6 + 180°) = tan O h) tan(6 — 180°) = tan 6 i)tan(90°+0)=—ﬁ
Ejem plo
Representa cada razén en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.

a) cos 200° b) sen 130° c) tan 250°

a) Como 200° = 20° + 180°, se tiene que cos 200° = —cos 20°.

b) Como 130° =90° + 40°, se tiene que sen 130° = sen(90° + 40°) = cos 40°.

¢) Como 250° = 70° + 180°, se tiene que tan 250° = tan(70°).

Problemas;
Representa cada razdn trigonométrica en términos de un dngulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.
a) sen 100° b) sen 215° c) cos 160°
d) cos 195° e) tan 205° f) tan 290°

®




Indicador de logro:

1.2 Representa razones trigonomeétricas en términos de angulos agudos, utilizando las identidades trigonomé-
tricas de los angulos 6 + 180°, 6 —180° y 90° + 0.

Propésito:

Se continta con la deduccién de identidades tri-
gonométricas basicas. En esta clase se utilizan las
identidades que dedujeron en la clase anterior.

Posibles dificultades:

Identificar la forma correcta de aplicar las identidades, especialmente si hay cambio de signo. Por ejem-
plo, se puede observar lo siguiente:
cos 210° = — cos(210° — 180°) = — cos 30°.

En la identidad establecida en el literal c de la conclusidn, el signo menos lo tiene cos 6 y no cos(6 — 180°),
Kdistinto a como se ha utilizado en el ejemplo previo. )

Introducir identidades trigonométricas de los an-
gulos 6 + 180°, 6 — 180° y 90° + 0, para luego uti-
lizarlas al reescribir una razén trigonométrica en
términos de un angulo agudo.

Solucién de problemas:
a) Forma 1. sen 100° = — sen(100° — 180°) = — sen(—80°) = sen 80°.
Forma 2. Se observa que 100° = 90° + 10°, entonces, sen 100° = sen(90° + 10°) = cos 10°.
b) Forma 1. sen 215° = sen(35° + 180°) = — sen 35°.
Forma 2. sen 215° = —sen(215° — 180°) = — sen 35°.
¢) Forma 1. cos 160° = — cos(160° — 180°) = — cos(—20°) = — cos 20°.
Forma 2. cos 160° = cos(90° + 70°) = —sen 70°.
d) Forma 1. cos 195° = — cos(195° — 180°) = — cos 15°.
Forma 2. cos 195° = cos(90° + 105°) = — sen 105° = sen(105° — 180°) = sen(— 75°) = —sen 75°.
e) Forma 1. tan 205° = tan(205° — 180°) = tan 25°.

Forma 2. tan 205° = tan(90° + 115°) = — o 11150. Pero tan 115° = —tan(180° — 115°) = — tan 65°, entonces
1 -1 A dispone de la identidad tan(90° + 6) = ———
tan 115°  tan 65°" unque se dispone de la identidad tan(90° + )_—tane
1 es preferible trabajar con una que no sea fraccionaria.

Por tanto, tan 205° =

tan 65°°
f) Forma 1. tan 290° = tan 110° = tan(110° — 180°) = tan(—70°) = —tan 70°.
Forma 2. tan 290° = tan(290° — 180°) = tan 110° = tan(90° + 20°) = — tan120°'

En a), ¢) y d) se han obtenido dos soluciones. Puede observarse que los dngulos agudos
obtenidos siempre suman 90°.

Al determinar el seno del dngulo 6 utilizando el tridangulo de la derecha, se obtiene que

sen 0 = i, y al determinar el coseno del angulo 90°- 6 se obtiene que cos(90° — ) = 2
c c

a
Por tanto, sen 6 = cos(90° — 6). De igual forma se puede deducir para sen(90° — 6). Esta es otra forma de de-
ducir las identidades de los angulos complementarios; sin embargo, esta forma se limita a angulos agudos.
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1.3 Angulo adiciéon*

Problema inicial
Demuestra que

a) cos(a— ) = cos a cos B+ sen asen 3 b) sen(a + ) = sen a cos f + cos a sen 3
.z 4
Solucién Y 1
a) Se dibuja una circunferencia de radio 1y el tridangulo OPQ como muestra la P
figura. Las coordenadas de P son (cos a, sen a) y las de Q son (cos 3, sen f3).
El cuadrado de la distancia de Pa Q es o Q
(PQ)? = (cos a — cos B)? + (sen a— sen f)? = o b 1;
= cos?a — 2¢os a cos 5 + cos?f + sen’a — 2sen a sen S + sen?f3
= (cos?a + sen?a) + (cos?f + sen?f3) — 2cos a cos S —2sen asen
=2—2cos a cos f—2sen a sen S. -
Si se rota el tridngulo OPQ un dngulo — 5 respecto al origen, las coordenadas

de P y Q rotados son P'(cos(a — f3), sen(a — f3)) y Q'(1, 0). El cuadrado de la
distanciade P'a Q' es

(P'Q')? = (cos(ax — B) — 1)? + (sen(a - B) — 0)?
=cos?*(a - f) —2(1)cos(a - B) + 1 + sen?(a - f)
= [cos?(a - B) + sen?(a — 5)] — 2cos(a - ) + 1

=1-2cos(a-p0)+1 P
=2 —2cos(a - f). (

or la identidad pitagodrica, se sabe que
sen?6 + cos?6 = 1, para cualquier 6.

Pero una rotacién conserva distancias, por lo que d(P, Q) = d(P', Q'), es decir -1
(d(P, Q) = (d(P', Q)
= 2-2senasenf—2cosacosf=2-2cos(a-p)
= —2(sen a sen 3 + cos a cos ) = —2cos(a - )
= cos(o - ) = sen asen B + cos a cos .
b) Para demostrar esta parte, como sen 8 = cos(90° — 6) y cos 6 = sen(90° — 6), entonces
sen(a + f) = cos(90° — (ot + )
=cos((90° — a) - f3)
= cos(90° — a)cos 8 + sen(90° — a)sen 3

=sen o cos 5+ cos asen .
Teorema de la adicién

Se satisfacen las siguientes identidades del angulo adicidn:

a) sen(a + ) = sen a cos S + cos a sen B b) sen(a— ) = sen a cos 5 — cos a sen 5
c) cos(at + fB) = cos a cos S —sen a sen d) cos(a—f) = cos a cos 5+ sen asen 8
Ademas, se satisfacen las siguientes identidades de la tangente:
Las identidades b, c,eyf
tano +tan 8 tana—tanf t G ey ]
e)tan(a + f) = —— f)tan(a—-f) = ——— j jercicio.
) ( ﬁ) 1—tan (xtanﬂ ) ( ﬂ) 1+ tan(xtanﬁ se dejan CoOmo ejercicio
kY = (= —_fR= -
Problemasu Observa.que(.x+[3-a ( [3),.(1. B=a+(-h).
Demuestra los literales b, c, e y f del teorema de la adicién. Para las identidades b) y c) utiliza a) y b) de la
clase 1.1.

&)




Indicador de logro:

1.3 Demuestra las identidades trigonométricas del angulo adicion.

Continuando con las identidades trigonométricas, se deducen las identidades cos(a — f3) y sen(a + f3). El
resto de las identidades se dejan como ejercicio para el estudiante.

Propésito:

Introducir las identidades trigonométricas del angulo adicion, las cuales se utilizan para calcular valores
exactos de razones trigonomeétricas y para deducir las identidades del angulo doble. Esta clase debe ser
desarrollada por el docente.

Solucién de problemas:
La numeracién de los siguientes problemas es con base a cdmo aparecen en la conclusidon de la clase.
b) sen(a - f) = sen(a + (—-f)) reescribiendo el dngulo o — £,

= sen a cos(=P) + cos a sen(=p) aplicando la identidad del seno del dangulo o + f3,

=sen o cos S —cos a sen 3 aplicando la identidad del angulo opuesto.

c) cos(a + f3) = cos(a — (1)) reescribiendo el angulo a + 3,

cos a cos(— f) + sen asen(— )  aplicando la identidad del coseno del angulo o — £,

cos a cos B—sen a sen 8 aplicando la identidad del angulo opuesto.

sen(a + f5)

e)tan(a + f) = f) tan(a — ) = tan(a + (-0))

tan o + tan(-0)
sena cosf + cosasenf =
= 1-tanatan(-0)
cosacosfB—senasenf

cos(a + f3)

tana—tangf

sena cos B+ cosa sen =m

cosacosf

cos acosf—senasenf3

cos acos Otra opcion para abordar el Problema Inicial es analizando el caso
particular cuando en la ley de los senos se cumple que
senawﬁ+mﬁsenﬁ a b _ ¢ _4 ) Determina las longitudes d
cosacosf | costicos sena  senf  seny a) Determina las longitudes de
= B C los lados del triangulo ABC a
COS@cOSp senasenf b NG a partir de la igualdad
coseeosff  cosacosf I - =S =1,
o a 5 sena  senfl  seny
sena senf A H ¢ B
cos o * cosf3 b) Determine las longitudes de los segmentos AH y BH en términos del
= angulo ay .
1- ( sen a)(Ln'B) c) Por la suma de angulos en un triangulo se tiene y = 180° — (a + ).
cosa/\ cosf3 y que AB = AH + BH. Utilice esta informacién y concluya que:
tana + tan B sen (o + f3) = sen a cos 8 + cos asen f.
" 1-tanatanf
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1.4 Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 1

Problema inicial
Calcula el valor exacto de sen 75°, cos 75° y tan 75° utilizando el hecho que 75° = 45° + 30°.

Solucién
Como 75° = 45° + 30°, entonces
sen 75° = sen(45° + 30°) = sen 45° cos 30° + cos 45° sen 30° Puedes utilizar |a tabla de la

clase 2.6 de la Unidad 5.

-3

+V2
Y

26)

)

& -l ~|

Para calcular cos 75° se hace de la misma manera,
cos 75° = cos(45° + 30°) = cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30°

ﬂ(ﬁ) -V (l)

2\2 2 \2
Y6 _V2
T4 4
_ V6-V2
= =
- sen(75°)
Para calcular tan 75° se utiliza el hecho que tan 75° = 75 por lo que

_ VBT 6V _ V62 _ \6+2 VB2 _,, .3
4 4 TN6-VZ V-2 Ve+V2

tan 75°

Conclusién
Se pueden utilizarlasidentidades del angulo adicién para calcular valores exactos de razones trigonométricas

de angulos no conocidos.

Problemasm

1. Utilizando las identidades del angulo adicién, calcula el valor Los &ngulos especiales son aquellos para
exacto del seno, coseno y tangente de los siguientes éngulos los cuales las razones trigonométricas son
utilizando los dngulos especiales. conocidas (0°, 30°, 45°, 60°, 90° y 180°).

Los dngulos 120°, 135°, 150°, 210°, 225°,
a) 15° b) 105° 240°, 270°, 300°, 315° y 330° también son
° o especiales pero pueden calcularse con los

c) 165 d) 195 primeros valores mencionados.

2. Utilizando las identidades del angulo adicién demuestra que

a) cos(180° + 0) =—cos O b) sen(180° — 6) =sen 6
c) cos(270° + 0) = sen O d) sen(270° + 6) =—cos 0
e) cos(45° — 0) = sen(45° + 6) f) tan(45° + 6) = %
g) sen(360° + 0) =sen 6 h) cos(360° + ) = cos 0




Indicador de logro:

1.4 Calcula valores exactos de razones trigonométricas utilizando dngulos especiales y las identidades del
angulo adicion.

Propésito:

Establecer que se pueden calcular valores exactos
de razones trigonométricas utilizando la identidad
del dngulo adicidn y los angulos especiales.

Luego de haber establecido la identidad del angu-
lo adicion, se calculan valores exactos de razones
trigonométricas aplicando esta identidad.

Solucién de problemas:
1a) 15° = 45° - 30°

* sen 15° = sen(45° — 30°) = sen 45° cos 30° - cos 45° sen 30° = %(g) - %(%) = % - % = */g;\/i
e cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° = %(g) + %(%) = % + g = \/EZ\E
o, ,\/5
;_—;fn:;i 'tan {5e - _fan45° —tan30° _ =3 _3-V3 Tamlii;éon_pggode:;iolizarse
) 1 +tan45° tan 30° 1+(1)(ﬂ) 3+V3° que 15° = 60° —45°.
3 Para resolver el problema 1 hay mas de una forma de

Al racionalizar se obtiene que tan 15°=2 — V3. hacerlo, ya que un almgulo puede. escribirse’como la
suma o resta de dos angulos especiales de mas de una

sen15° _ V6 -V2 . V6+V2 _ N6-V2 forma. Por ejemplo,

Forma 2. tan 15° =

cos15” 4 4 NB+V2'  15°=75°— 60" = 45° - 30° = 60° — 45° = 135° — 120°
Al racionalizar se obtiene que tan 15° =2 — V3. y asi sucesivamente.
1b) ¢ sen 105° = sen(60° + 45°) = @. 1c) * sen 165° = sen(180° — 15°) = \/sz/i.
o o ] VE—VE
® cos 105° = cos(60° + 45°) = - o cos 165° = cos(180° — 15°) = _@.
e tan 105° = -2 —13. e tan 165°=—2 +13.
_ 105° = 90° + 15° = 150° — 45° = 180° — 75°, etc.
1d) « sen 195° = sen(180° + 15°) = @.
165° = 90° + 75° = 120° + 45° = 150° + 15°, etc.
® cos 195° = cos(180° + 15°) = —@.

° 195°=90° + 75° = 120° + 45° = 150° + 15° = 180° — 15°, etc.
e tan 195°=2 — 3.

2a) cos(180° + 0) = cos 180° cos 8 — sen 180° sen 6 = (—1)cos O — (0)sen 8 = —cos O
2b) sen(180° — 0) = sen 180° cos O — cos 180° sen 6 = (0)cos 8 — (— 1)sen O = sen O
2¢) cos(270° + 0) = cos 270° cos 6 — sen 270° sen 6 = (0)cos 6 — (-1)sen @ =sen O

2d) sen(270° + ) = sen 270° cos 6 + cos 270° sen O = (—1)cos B + (0)sen O = — cos O

2e) cos(45° — 6) = cos 45° cos O + sen 45° sen O = ﬁcos 6+ ﬁsen 6.

2 2
Por otra parte, sen(45° + 8) = sen 45° cos 6 + cos 45° sen 0 = ﬂcos 6+ ﬁsen 0.

2 2
Por lo tanto, cos(45° — 0) = sen(45° + 0).

tan45°+tanf _ l+tanf
1-tan45°tanf 1-tanf’

2g) sen(360° + ) = sen 360° cos O + cos 360° sen O = (0)cos 6 + (1)sen 6 =sen O
2h) cos(360° + 0) = cos 360° cos O — sen 360° sen 6 = (1)cos 6 — (0)sen 6 = cos O
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1.5 Angulo doble

Problema inicial
Demuestra que
a) cos 26 = cos?f —sen?6 = 2cos?6 — 1 =1 - 2sen?d b) sen 26 = 2sen 6 cos 6

Solucién
a) Se utiliza la férmula del dngulo adicidn del coseno:
cos 260 = cos(0 + 0) = cos 8 cos 8 —sen B sen B = cos?’6 —sen?d. (1)

De la identidad pitagdrica sen?8 + cos?8 = 1 se deduce que cos? = 1 — sen?8, sustituyendo en (1) se
tiene:
cos 26 = cos?0 —sen?d = 1 —sen?d — sen?f = 1 — 2sen?6.
Si de la identidad pitagdrica despejamos sen?8 se tiene que sen?d = 1 — cos?6. Sustituyendo en (1) se
tiene:
cos 26 = cos?0 — sen?0 = cos?6 — (1 — cos?0) = cos?6 — 1 + cos?6 = 2cos?6 — 1.
b) Se utiliza la férmula del angulo adicién del seno:
sen 20 =sen(6 + 6) = sen 6 cos O + cos O sen O = sen B cos B + sen B cos O = 2sen 6 cos 6.

Teorema del angulo doble
Para cualquier angulo 8 se satisfacen las identidades del dngulo doble

a) cos 20 = cos?6 —sen?B = 2cos?0 — 1 =1 - 2sen?d b) sen 20 = 2sen 6 cos 6
Ademas, para la tangente se tiene la siguiente identidad
2tanf
c)tan 26 = Tt
Ejemplo 1

Si90° < H<180°ysenf = %, écual es el valor de sen 26 y cos 26?

Si se observa la formula del angulo doble del seno y coseno se necesita calcular cos 6. Como 6 estd entre
90° y 180°, cos O es negativo. De la identidad pitagérica,

3V 9 _16 4
sen’f +cos?f=1 = (—)+c0520=1 = cos!f=1-===" = cosf=—-=
5 25 25 5
_ =2 (3[4 -_24 = ;2 — con? __iz_(i)z_ﬁ_i_l
Luego, sen 29—25en0c059-2(5)( 5)— % Y cos 26 = cos?0 —sen 9—( 5) =) =35 "5 =35

Ejemplo 2

Sicos 6 = %, écudl es el valor de cos 26?
Como se conoce el valor de cos 6 se utiliza la identidad cos 20 = 2cos?0 — 1.

— encf) 1 = 1)2_ - (i)_ 147
cos 26 = 2cos?6 1—2(4 1—216 1—8 1= 3"

<
Problemas.

1.5i0°< 0 <90°ycos 6= %, écudl es el valor de sen 260 y cos 26?
2.Sisenf=- g determina el valor de cos 26.

3. Determina los valores de sen 26, cos 20 y tan 20 si tan 6 = % y 0 esta en el tercer cuadrante.
2tan 6

4. Demuestra que tan 20 = 1-tan%0’

©




Indicador de logro:

1.5 Deduce y aplica las identidades trigonométricas del angulo doble.

La siguiente identidad trigonométrica que se aborda es la del angulo doble, utilizando la identidad del an-
gulo adicion. Ademas, se calculan razones trigonométricas del angulo doble (26) si se conoce una razén del
angulo (0).

Solucién de problemas:
1. Como se conoce el valor de cos 6 se utiliza la identidad cos 20 = 2 cos?0 — 1:

- 20 _ 1 = 12__(£)_ -
cos 20 = 2 cos?0 1-2(9) 1-281 =21
Para calcular sen 260 hay que calcular sen 6:
2
2 20 — 2 7Y _ 2g-1_49_32
sen?0 + cos?0 = 1= sen 9+(9) =1=>sen’0=1 21" 81"
Como 0° < O < 90° entonces sen 6 es positivo. Por tanto, sen 6 = %.
Luego, sen 20 =2 sen 6 cos O = 2/4\/_)(9) 52\1/5.

5

2. Como se conoce el valor de sen 6, se utiliza cos 20 =1 -2 sen?f: cos 20=1-2sen’0=1- 2(%) =-3

3. Se calculan primero los valores de sen 8y cos 8. Como 6 esta en el tercer cuadrante, sen 6 y cos 6 son
ambos negativos. Por el problema 4 de la clase 2.9 de la Unidad 5, pagina 141:

144 169 1 5
+ tan? +—==—= > h=—> =—=
1+tan’6=1 Se =5 ~ee = COS 0= 169 cos 6 = s
sen 6 12 5 12
= = -—=|=-=.
Luego, tan 0 = o0 = sen 0= 5 12 0s6= S ( 13) 3
Por tanto,
0= 29 119 Para encontrar el valor de tan 26 en el problema 3 pue-
*cos20=2cos’t—1=- 169’ de hacerse con la relacién que hay con el seno y el co-
seno de 20 o utilizar la identidad de c) en la conclusion
esen20=2senfcos b= %’ de la clase.
_sen20 _ 120
*tan26 = cos20 119

4. tan 20 = tan(6 + 0)
tan0 +tan@
1-tan6tan0

2tanf
1-tan%0 ’
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1.6 Angulo medio

Problema inicial
Demuestra que

6  1+cosb 6_ 1-cosf
2U_ 1+cost 2V _1-cost
a) cos > 5 b) sen > 5
Solucién
a) Del teorema del angulo doble se sabe que
cos 20 = 2cos’a — 1.
Si en esta expresidn se hace a = g se obtendria
9 5eos2?
cos (2 2) =2cos > 1,
cos 0 = 2coszg -1,
= cos? = L1+cosb despejando coszg.

2 2

b) De igual forma que en a), del teorema del angulo doble se tiene que

cos 2a =1 —2sen’a.

Haciendo a =§ se obtiene

H_oq_ 20
cos(ZZ)—l 2sen >

cos9=1- 25en2§

2 ’
= senzd - 1-cost despejando senzf
2 2 2
Teorema del angulo medio
Para cualquier dngulo 6 se cumple que
6 1+cosf 6 1-cosf
20 _ ¥ o L=EBY
a) cos > 5 b) sen 5 5
Ademas, para la tangente se cumple la identidad
6 _ 1-cosb
tan?2= ——=>=~
c)ta 2  1+cosb
P *
roblemas.
1. Demuestra el literal ¢) del teorema del angulo medio.
- 6 1l-cosf
2. Utilizando el resultado del Problema 1 demuestra que tan; = ~nd

Para el Problema 2, utiliza la relacién de tang con senE y cosg yla
identidad del dngulo doble del seno. Multiplica por un 1 conveniente.

. . - - 1-cosf _ .
3. Si se multiplica tan?2 = 1=0s0 1 COS‘9sellegaaquetangr_rﬁ. Esta ultima difiere del resul-

2 1+cosf 1—cos 6
tado del Problema 2 en el hecho que hay que elegir el signo + o —. Justifica por qué se elige solo el signo +.

©
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Indicador de logro:

1.6 Deduce y aplica las identidades trigonométricas del angulo medio.

Se deduce la identidad del angulo medio para el seno y el coseno. La identidad del angulo medio de la tan-
gente se propone como problema para el estudiante.

Las identidades que se establecen son el cuadrado de la razén trigonométrica del angulo medio, para evitar
la raiz cuadrada hasta que sea necesario el calculo de razones trigonométricas.

Con respecto a la seccion de Problemas, el Problema 1 es la deduccion de la identidad del angulo medio de
la tangente. El Problema 2 establece otra forma de la identidad del angulo medio de la tangente, identidad
que puede utilizarse mas adelante para la resolucion de problemas.

g J

Solucién de problemas:

0
20
1 tamd sen’5 ~1-cosf . 1+cosf _ 1-cosf _ 2 _1-cosf
' 2 coszg 2 ' 2 2 l1+cos® 1+cos@’
2
L3 ) [’} 20
) tangz sen ) sen y Zsen2 ) 2sen 2 ) 1-cos
. 2 9 0 senf

cos> cosg Zseng Zsengcosi
\_/Identidad del angulo

doble del seno

3. Partiendo del hecho que taan = 1LOS@:
2 1+cosf
tan2f = 1-cos® 1-cosf _ (1-cos 6)’ - (1-cos 6)° _ (1-cos 6)’
2 1+cosf 1-cosf (1+cosB)(1-cosB) 1-cos?0 sen?f , ,
9 1 —cos0F 1 - cosd sen?f + cos?0 =1
Luego, tani =t el = iw = sen?6 = cos?6 — 1
sen
. . 1- . .
Al analizar el signo de ﬁcze se observa que 1 - cos 6 es no negativo, para cualquier 8, por lo tanto, solo

depende del signo de sen 6. Por otra parte, los signos de tang y sen 6 siempre coinciden, por lo tanto el

signo que se debe elegir es el positivo (+). Se realiza un analisis de los signos de tang y sen 0:

Y J
Sio°< g < 90°= 0° < 0 < 180°. Los signos de tang y sen 0 son ambos positivos.  _ T + + T +

N + _ /x N _ _ /x
Sign° < g < 180°= 180° < § < 360°. Los signos de tangy sen 0 son ambos negativos. l l
tangente seno

Se hace un anilisis similar para los siguientes intervalos:
180° < $ < 270°, 270" < § < 360"
Por tanto, hay que tomar el signo positivo (+).
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1.7 Valores exactos de las razones trigonométricas, parte 2

Problema inicial
1. Calcula los valores exactos de sen 22.5°, cos 22.5° y tan 22.5°.

0

2.Sicos 0 = %, con 6 en el cuarto cuadrante, determina el valor de sen 0 cosg y tan?

3}

Soluci()n
45°

1. Observar que 22.5° == Ademas, 22.5° esta en el primer cuadrante por lo que sen 22.5°, cos 22.5° y
tan 22.5° son positivos.

\2
o 45° 1-cos45° 1= 2-42 . - _
sen?22.5 =sen27= c;)s = 22 == = sen22.5 =\/i = M

4 2
\2
. 45° 1+cosd5° 1+t 242 o 2 2+V2
cos222.5 =c0527= CZOS = 22= 2 = €0s22.5°= 2+4 =J2 .

tanzzso_sen22.5"_\/2—\/7 LJ2+ev2 _J2-V2
) c0s22.5° 2 ’ 2 J2+V2

2. Como 6 esté en el cuarto cuadrante significa que 270° < 8 < 360°, por lo que 135° <§ < 180°; es decir, (4
estd en el segundo cuadrante y por lo tanto senZ es positivo y cosg y tang son negativos. Asi,

2
3
6_""% 2 1 O_ [1_ 1 N5
20 _ = == —= |[= = —==—
€N 2 sx2 5 M3 5 N5 57
3
1+o 2V5
costfz 5 o B4 ofo AL M 2O
2 5x2 5 2 5 5 5

Conclusion
Se pueden utilizar las férmulas del angulo medio para calcular valores exactos de razones trigonométricas.

bl
Problemasm
1. Utilizando las identidades del angulo medio calcula las razones trigonométricas de cada angulo.

a)67.5° b) 105° c) 112.5° d) 165°
2. Para cada valor de cos 8 determina sen g, cosg y tan g

a)cos =3, 0° <6< 90° b) cos f=—=, 90° < § < 180°

c)cos 6 =— é 180° < § < 270° d) cos 6 = % 270° < 0 < 360°

3.Sisenf=— g y 180° < 6 < 270° determina el valor de sen g, cosg y tan g

©



Indicador de logro:

1.7 Calcula valores exactos de razones trigonométricas utilizando las identidades del angulo doble y del angulo
medio.

Luego de haber deducido la identidad del angulo medio, se calculan valores exactos de razones trigonomé-
tricas aplicando esta identidad. Ademas, se calculan razones trigonométricas del angulo medio si se conoce
alguna razén del angulo y a qué cuadrante pertenece este ultimo.

Solucidn de problemas:

1la) 67.5° = 135 —— pertenece al primer cuadrante.
- 2+\2
sen?67.5° = sen? 1325 =1 cozs, 135" (1 + \/_) 2=2232 +\/_ = sen 67.5° = ; : o 35 =_g
o o _ 2-\2 N2
c0s267.5° = cos> 125 =1 +C°25 135" - (1 —%) +2= 24—ﬁ = €05 67.5° = ——. sen 135° = -
/ [2- V2 2
tan67.5° =212 22 _N2+2 _ [2e\7 _ [2+V2) _z“r V2+1. . N
2 2 5\ 22 4-2 Es conveniente utilizar la identi-
dad del problema 2 en vez de la
También puede utilizarse la identidad del Problema 2 de la clase 1.6: identidad c) de la Conclusién de la
° lase 1.6, ya que se evitan dos pa-
o_ 1-co0s135 N2 2 €
tan 67.5° = % = ( + %) + \/7_ +2\/_ \/E = 2+T2\/§ =2 +1. sos: la racionalizacion y efectuar
>en una raiz cuadrada.
°_1- ° 2+V3
1b) sen2105° = sen22tY - 1-c0s210° _ (1 £ 8) 92408 o qp5e 2V
i 2 2 4 2
2105° = cos2210° _ 1+c05210° _ (1 \B) ., _2-V3 o__N2-Y3
€0s*105° = cos*=5—= 5 =|1-5)+2="3= =cos 105 S cos 210%_@
J2+\3 2- 2+V3 2 o 1
tan 1050= +\/_+(_\/ \/§)=_\/ + J— (2+V§) =_2+\/§=_2_\/§. sen210 =_E
2 2 2-V3 4-3 V1
. - . . 1-cosf - °
Si se utiliza la identidad tan 2 = =—<%%. tap 105° = 125210 _ (1 £+ B, (——) =-2-13.
2 sen6 sen 210° 2
Compara el resultado del
o _ 225° _ 1-c0s225° _ 2\ . »_2+\2 _J2+V2 problema 1b) con el pro-
1c) sen’112.5° = sen” 2 - 2 = (1 + 7) +2= DT blema 1b) de la clase 1.4.
° ° _ ‘2_»\/2
cos?112.5° = c0522225 = 1+c°2‘°' 225 _ (1 —%)+ 2= 24—ﬁ = cos 112.5° = —= T 7
€0S 225° = ———
242 2-2 2+V2 2 2
tan 112.5° = X2 +(-J ):J AL 2“/7=_J(2+‘5) - 2*“ —(\2+1). .z
2 2 P 2-2 4-2 sen 225° = ——-
. - . . 1-cosf
Si se utiliza la identidad tang = ;0;: (1 + %) + (—\/75) =—(V2 +1). NG
sen cos 330° = -
° - ° - - sen330°=-1
1d) sen?165° = sen23320 =1 c°25330 =( —§)+ 2= % = sen 165° = \‘22@. -
cos2165° = c052330" _ 1+cos330° _ (1 + ﬁ) +2=2+V3 o (16 165° = N2 +\3 Hay que tener especial cui-
2 2 2 4 2 dado al determinar el signo
| P o
. 2-¥3 J2+\/§ 2-3 2-13 de la razén trigonométrica.
tan 165° = - 3 +(— 3 )= _\/2+\/§ == 7 - -2 +143. Podria haber confusién vy
determinar el signo de cos 6
. . . 0 _ 1l-cosf . o no el de sen2 o cos &
Al utilizar la identidad tan5=wse tiene que tan 165° = —2 +13. Y 2 2
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2a) Como 0° < 6 < 90° entonces 0° < — < 45°; por lo tanto, todas las razones trigonométricas son positivas.

2
20 _ 1-0059_( _i); =1 0.1 _\2
sen’> = 5 =1 7]+ -8:sen2—22—4.
22_1”059_( ;); -7 0_N7 _V1A
cos“—= > -1+4 .2-8:cosz-2 5=
6
nfo 2 NI NTE_ 1 N7
z'cosg'4 T4 N7 7
2
2b) Como 90° < 6 < 180° entonces 45° < g < 90°; por lo tanto, todas las razones trigonométricas son po-
sitivas.

22_1-6059_( i); _ 0 _Y17 _ 102
sen*~=———= 1+35 .2-24:>sen2-2\/§- 5
20 _ 1+cosf9_( _i); v 6_NT _V&2
cosz— > =(1 12.2-24:c052—26—1.

tanQ- 102 . V42 _ 102 _ V119
27 12 T 12 N4 T 7
2c) Como 180° < 6 < 270° entonces 90° < g < 135°; por lo tanto, seng es positivo y cosg V% tang son
negativas.
20 _ 1—cos<9_( l)_ _5 Q_E
sen’> = > = 1+9 2-9:>sen2- 3
20 _ 1+cos€_( _l); _4 0__2
cosz— > =1 5 .2-9:cosz— 3
Q_ﬁ_(_z)__ﬁ
tany =3 3/7 2
2d) Como 270° < 0 < 360° entonces 135° < g < 180°; por lo tanto, seng es positivo y cosg y tang son
negativas.
2(9_1—cos¢9_( _l)_ _7 0 _N7
sen‘—== > =(1 8.2-16:sen5—4.
20 _ 1+cos(-)_( l)_ _9 0__3
cos’> = > -1+8 2-1 :cosz— T
Q_l_(_i)__ﬂ
tany =7 4= 3°

3. Como 180° < 0 < 270° entonces 90° < g < 135°; por lo tanto, seng es positivo y cosg y tang son nega-

tivas.
5
Como sen 6 = —% entoncescos @=—_/1 —% = —%. Luego,

zﬁ_l'COSH_( ;)_ _5 6 _N30

senz— > -1+3 Z-stenz—T.
9_1+c050_( _é); _1 6 _ V6

cosz— > =(1 3 .Z-G:COSE———G.
Q_Vﬂ;(__%)__\r

tanz- e * < )= 5.



1.8 Practica lo aprendido ~

1. Escribe cada razén trigonométrica en términos de un angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°.

a) sen(—45°) b) sen 210° c) sen 350°
d) cos(—130°) e) cos(—80°) f) tan 135°

2. Demuestra que:

a) sec(—0) = sec b) csc(—6) =—-csc O
c) cot(—6) =—cot O d) sec(90° - 6) = csc 6
e) csc(90° - 0) =sec 6 f) tan(6 + 45°) tan(45° - 6) = 1

3. Verifica que cot 75° = 2 —+/3.

4. Demuestra que:
a) tan(6 + 180°) =tan 0 b) tan(6 — 180°) =tan 0

5. Demuestra que sen(a + ) + sen(a — ) = 2sen a cos 5.

6. Determina sen 26, cos 26 y tan 20 en cada caso.

a)sen9=§y0°<0<90° b)sen6=—%y180°<9<270°
c)sec9=?y27o°<0<360° d)c059=—§y90°<9<180°

7. Calcula el valor exacto de cos 480° y sen 480°.
8. Para cada valor de sen 0 determina sen g, cosgy tan g
a)sen =1 y180° <6< 270° b) sen 6= =y 90° < § < 180°

9. En la figura, ABCD es un rectangulo, donde AD = 10, DE = 12 y «BDA = 2<EDA.

a) Determina el valor de cos 6.
b) Determina el valor de cos 20.
c) Calcula la medida de BD.

D C
9
%
10
Y
A - B
\_ J

/
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Indicador de logro:

1.8 Resuelve problemas correspondientes a la resolucién de identidades trigonométricas.

Solucién de problemas:
1a) sen(-45°) = —sen 45° 1b) sen 210° = —sen(210° — 180°) = — sen 30°
1c) sen 350° = — sen(350° — 180°) = —sen 170° = —sen(180° — 170°) = —sen 10° = — cos 80°
1d) cos(— 130°) = cos 130° = — cos(180° — 130°) = — cos 50° = — sen 40°
1e) cos(— 80°) = cos 80° 1f) tan 135° = — tan(180° — 135°) = — tan 45°
O bien, tan 135° = tan(180° — 45°) = — tan 45°

2a) sec(-0) = cos%—@) = cols 7= sec 6 2b) csc(-6) =Sen%_9) = _Seln 7= Se}} g =~ Csc 6
2¢) cot(—6) = 5 1 - 1 -l - _coth 2d) sec(90° - 0) = cos(Qé" 5 " selnH =csc

n(-0) —tanf  tanB

tan(;—+45") =tan(90° — (0 + 45°)) = tan(45° ~0)

Entonces tan(6 + 45°) tan(45° — 0) =

tan 0 + ;an/IB]

2e) csc(90° - 0) =ent 90 e —colse =secH 2f)

3. Se sabe que tan 75° =2 +\/_ 3, entonces 4a) tan(6 + 180°) = =tan 0
a ) tan( )= 1- tanem
cot 75° = —— 1 2 \/_ =2-13
“tan75° 2443 - ' tan 1807 °
4b) tan(6 — 180°) = tan ) - =tan 6

\_/
al racionalizar 1+tan HM

Para los problemas 4a) y 4b) también puede utilizarse la
relacion que hay entre la tangente y el seno y el coseno.

5. sen(a + f3) + sen(a — f3) = (sen o cos 3 + cos-e-sen ) + (sen a cos S — cos-esen f3) = 2 sen  cos 3

6a) cos20=1- 2() I 6b)c0529—— sen 20 = ;/_yta 29=¥
Por otra parte, cos 0 ‘\/ -—== B , entonces,
6¢) cos 28———, sen 29——— y tan 29——
_ o (VE6\(\3)\_2\2 13
sen 29—2 ? T —T.
tan 20 = — 22. 6d)c0529=—%,sen29=—¥ytan29=2\/§

7. Forma 1. Como 480° = 360° + 120°, por los Problemas 2g) y 2h) de la clase 1.4, se tiene que

cos 480° = cos 120° = —% y sen 480° = sen 120° =§.

Forma 2. Como 480° = 2(240°), puede utilizarse la identidad del dangulo doble.

8a) sen > = %, cos; = —% y tang =-2. 9a) El AAED es rectangulo, entonces cos 6 = 1—2 = %.
8b) sen (29 %\/@, 9b) Como cos O == y cos 20 = 2 cos?6 — 1, entonces
cosg_%\/@, cosZG—Z()—l-—
9¢) El AABD es recténgulo entonces
tang_\“?g \/2634-524\/H cos20=¢5 = BD = 0529_10__=¥'

©



Ecuaciones trigonométricas

2.1 Ecuaciones trigonométricas, parte 1*

Problema inicial
L Resuelve tan?f = 1 para 0° < 6 < 360°. ]

Solucién
Para resolver tan?@ = 1. Como estd elevado al cuadrado, se saca la raiz | Sitan® es positivo entonces el angulo

cuadrada a ambos lados y se tiene que tan 6 = +1. Esto significa que | esta en el primer o tercer cuadrante.
tan O = 1 0 bien tan 0 = —1. Asi, Si tzj\nO es negativo entonces el angulo
estd en el segundo o cuarto cuadrante.

e tan 6 =1 cuando 6 =45° 0 6 = 180° + 45° = 225°,
e tan 6 =—1 cuando 0 = 180° — 45° = 135° 0 § = 360° — 45° = 315°,

Por lo tanto, las soluciones de tan?6 = 1 son 6 = 45°, 135°, 225°, 315° cuando 8 esta entre 0° y 360°.

Definicion
Una ecuacion trigonométrica es una ecuacion donde la incdgnita aparece como argumento de una razon
trigonométrica.

Resolver una ecuacidn trigonométrica es encontrar todas las soluciones que satisfacen la igualdad.
El nimero de soluciones de una ecuacién trigonométrica depende de los valores en los que se limita la in-

cdgnita; por ejemplo, la ecuacién sen 8 = —% para 0° < 6 < 180° no tiene solucién ya que sen 8 es positivo
para angulos que estan entre 0° y 180°.

Ejemplo
Resuelve 2cos @ — 6 = —4 para 0° < 6 < 360°.

Para resolver se despeja cos 8 y se obtiene

2cosf-6=-4
= 2cosf0=-4+6
= 2cosf =2
= cosf=1

Como cos 0 es igual a 1 cuando 6 = 0° se tiene que la solucidn de la ecuacidn 2cos 6 —6=—4es 6 = 0°
cuando 6 esta entre 0° y 360°.

b d
Problemas.Z
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.

-1 =3
a) sen’d = = b) cos?6 = =
c)tan’0=3 d) senzez%
e)2sen - 8=0 f)2cos0+3=4
g)4sen0+5=7 h) 7tan 8 = 2v/3 +tan @

@
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Indicador de logro:

2.1 Resuelve ecuaciones trigonométricas utilizando razones trigonométricas conocidas.

La leccidn 2 consiste en la resolucién de ecuaciones trigonométricas, y se inicia con la resolucién de ecua-
ciones que requieran del uso de razones ya conocidas y estudiadas en la Unidad 5 de Primer afio de bachi-
llerato.

Posibles dificultades:

Propésito:

Resolver ecuaciones trigonométricas utilizando Determinar los angulos de razones trigonométri-
la teoria y herramientas vistas en la Unidad 5 de cas conocidas; puede hacer referencia a la Leccion
Primer afo de bachillerato. Esta clase no requiere 2 de la Unidad 5 de Primer afio de Bachillerato.

del uso de la calculadora.

Solucién de problemas:

a) sen?6 =% = senf = i%.

esenf= % cuando 0 =30° 0 6 =180° —30° = 150°.
esenf= —% cuando 6 =180° + 30° =210° o 6 = 360° — 30° = 330°.
Luego, las soluciones de sen?0 = % son 6 =30°, 150°, 210°, 330°.

b)c0529=% 3cos€=ig.

e cos = g cuando 0 =30° 0 68 =360°-30° = 330°.

ecosf=— g cuando 6 =180°—30° = 150° 0 8 = 180° + 30° = 210°.

Luego, las soluciones de cos?0 = % son 6 =30°, 150°, 210°, 330°.

c)tan?0=3 = tan O =+V3.
e tan 6 =V3 cuando 0 = 60° 0 6 = 180° + 60° = 240°.
e tan 6 = —v3 cuando 0 = 180° — 60° = 120° 0 8 = 360° — 60° = 300°.
Luego, las soluciones de tan?6 = 3 son 6 = 60°, 120°, 240°, 300°.
\3

d)sen20=% :>sen9=17.

Las soluciones de sen?d = % son 6 = 60°, 120°, 240°, 300°.

e)2senf-vV3=0 > sen9=§ f)2cos6+3=4=> 2cosf=1> c050=%
= 0=60°00=120°. = 6=60°06=300°
g)4sen9+5=7=sen8=% h)7tan0=2\/§+tan9=>tan9=@
= 0=30°00=150" = 6=30"00=210"

©



N

2.2 Ecuaciones trigonométricas, parte 2 (uso de la identidad pitagorica)

Problema inicial
L Resuelve 2cos?d —sen 8 —1 =0 para 0° < 6 < 360°. }

Solucién
Sereescribe la ecuacién de modo que aparezca Gnicamente sen Oy para ello se utiliza la identidad pitagérica.
2cos’f —senH-1=0
= 2(1-sen*f)—senf-1=0
=> 2-2sen’l-senf-1=0
= —2sen’l—senf+1=0
= 2sen’6+sen8-1=0

De la identidad pitagorica cos?6 + sen?d = 1
puede obtenerse que cos?6 = 1—sen?8 o bien
sen?0 = 1 — cos?6.

Si se hace el cambio de variable y = sen 6, la ecuacidn se transforma en 2y?+y—1=0.

Al factorizar el polinomio con el método de las tijeras se obtiene que 2y*+y—1=(2y —1)(y + 1) = 0. Pero
y =sen 6 por lo que se tienen dos ecuaciones trigonométricas:

e 2senf-1=0=>senf= % y esto sucede cuando 6 =30° 0 6 = 180° — 30° = 150°.

esen @ +1=0=sen @=-1y esto sucede cuando 8 = 270°.

También puede utilizarse la formula
general para resolver 2y +y—1=0.

Por lo tanto, las soluciones de 2cos?6 —sen 8 —1 =0 son 0 = 30°, 150°, 270° cuando 0° < 0 < 360°.

Conclusién
Algunas ecuaciones trigonométricas pueden transformarse en una ecuacidon cuadratica utilizando la
identidad pitagorica, de modo que aparezca solo la razén seno o coseno.

Ejemplo
Resuelve 2sen?6 + 3cos 8 —3 =0 para 0° < 6 < 360°.

Se reescribe la ecuacién de modo que aparezca Unicamente cos 6y para ello se utiliza la identidad pitagérica.

2sen’f) +3cos #-3=0 Se factoriza 2cos? @ — 3cos 6 + 1 por
= 2(1-cos?f)+3cos6-3=0 el método de la tijera
2cos 0 -1 —cos@
= 2-2cos?0+3cos8-3=0 1 ><¢
> —2cos?0+3cos0-1=0 cos 6 -1 —2cos6
> 2cos’0—3cos 0+1=0 2cos%0 1 —3cosf

Al considerar la ecuacion con incdgnita cos 8 se tiene que 2cos?6 —3cos 6 + 1 = (2cos 8 —1)(cos 8 —1) = 0.
Asi, 2cos 0—1=0 = cos 0 = %, es decir, 8 =60° o 0=360°—-60°=300°.

O biencos@—1=0 = cos 8 =1, es decir, § = 0°.

Por lo tanto, las soluciones de 2sen?d + 3cos 6 — 3 = 0 tal que 0° < 6 < 360° son 0 = 0°, 60°, 300°.

b d
Problemasm
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.

Recuerda que
a)2cos’f+senB-1=0 b) —3sen 6 + cos?0 = 3 “1<senf <1y

¢) 4cos?6 + 4N3sen §—-7=0 d) 2sen?6 —3 =cos 6 -2 -1<cosf <1
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Indicador de logro:

2.2 Resuelve ecuaciones trigonométricas utilizando la identidad pitagdrica para transformarlas en ecuacio-
nes cuadraticas donde intervenga una sola razén trigonométrica.

Se continua con la resolucién de ecuaciones trigonométricas, en esta ocasién aplicando la identidad pita-

gorica para convertir la ecuacién a una ecuacién cuadratica donde interviene una sola razén trigonométrica

del angulo 6.

Solucién de problemas:

Las ecuaciones pueden resolverse haciendo el cambio de variable, sin embargo, la idea es que las resuelvan
directamente.

a)

d)

2cos’0+senB-1=0
2(1-sen?6)+senH-1=0
2-2sen?f+sen-1=0
2senf—sen-1=0
(2senf +1)(sen-1)=0
Entonces,2senf+1=0= sen0=—%
= 60=210°06=330".
Obiensen-1=0= senf=1= 6=90".

Por lo tanto, las soluciones son 8 = 90°, 210°, 330°.

4cos?0 +4~3sen 0 -7=0
4—-4sen?d +4V3sen-7=0
4sen?0 —4\3senO+3=0
(2sen8-+3)2=0

Entonces, 2 sen 6—V3=0 = sen 9:%
= 6 =600 6 =120°.

2sen’l—3=cosf-2
2-2cos’f—-cosf-1=0
2cos’@+cos-1=0
(2cos@—-1)(cosB+1)=0
Entonces, 2cos 0 —-1=0= cos@=%
= 6=60°06=300°
O bien,cos@+1=0= cos=—1= 6=180°.

Por lo tanto, las soluciones son 6 = 60°, 180°,
300°.

gy

b)

-3 senf + cos?6 = 3
—-3senf+1-sen?0-3=0
sen’d +3senf+2=0
(sen O +2)(senB+1)=0
Entoncessen8+2=0 = senf=-2 <-1.
Por tanto, no hay solucién para este caso.
Obien,sen+1=0 = sen=—-1= 60 =270°.
Por lo tanto, la solucidn de —3 senf + cos?6 = 3
es §=270°.

Para el problema c), se puede observar que
4 sen’f —4+3sen B +3 = (2 sen0)> - 2(2 sen H)(/3) + (+/3)%,
por lo tanto, es un trinomio cuadrado perfecto.

También puede observarse que

ZseiO —\/\E —-23sen 6
2sen 6 -3 + -2\Bsend
4 sen® 3 —4+3sen 6



e a
2.3 Ecuaciones trigonométricas, parte 3 (uso del angulo doble del coseno)

Problema inicial
t Resuelve la ecuacion trigonométrica cos 26 — 22cos 8 + 2 = 0 para 0° < 6 < 360°. J

S .. Recuerda que
olucidn cos 26 = cos?f —sen?6 = 2cos? — 1 = 1 - 2sen?f.
Utilizando la identidad del angulo doble del coseno,
cos 20 —2+2cos 8 +2=0

=  (2c0s?0—1)-22cos0+2=0

= 2c0s20 —2+2cos O +1=0
Puede utilizarse la férmula general para resolver esta ecuacién, pero también puede utilizarse el método
de la tijera observando que
\2cos 6 —j —\2cos 6
\2cos 6 -1 —+2cos @
2cos%6 1 —2V2cos 6

Es decir, 2cos?0 — 2+2cos 6 + 1 = (V2cos 6 — 1)(v2cos 6 -1 ) = (v2cos 6 — 1) De aqui se tiene que

- 1.3
\V2c0sf-1=0 = cosf= oy
Ahora, se sabe que cos 6 = g cuando 6 toma el valor de 45° y de 315°. Por lo tanto, las soluciones de la

ecuacion original son 6 = 45°, 315° cuando 6 esta entre 0° y 360°.

Conclusién
Cuando en una ecuacion trigonométrica aparece un término cos 26, esta debe transformarse a una ecuacién
donde resulten solo términos con angulo 6 utilizando la identidad del angulo doble del coseno, de modo
gue aparezca una misma razon. Normalmente, para resolverlas, se debe factorizar y luego igualar a cero
los dos factores que se obtengan, teniéndose dos ecuaciones trigonométricas las cuales hay que resolver.

Ejemplo
Resuelve la ecuacion cos20 + 6sen20 — 1 + (22 — 2)sen § —+2 = 0 para 0° < 0 < 360°.

Sustituyendo la identidad cos 26 = 1 — 2 sen20 se obtiene 4sen?f + (242 — 2)sen 6 -2 =0

Como en el Problema inicial, 2sen 6 \2 2+2sen 0
esta ecuacidn puede resolverse sL \L

con la férmula general, pero 2sen 0 -1 —-2sen 6
puede notarse que 4sen?d -\2  2\2sen 6 —2sen 6

Por lo que 4sen?6 + (22 — 2)senf — V2 = (2sen @ + V2)(2sen @ — 1) = 0. Entonces,
sen B =— % cuando 6 toma los valores de 225° y 315°, o bien sen 6 =% cuando 6 toma los valores de 30°
y 150°. Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion cos26 + 6sen?d — 1 + (232 — 2)sen 8 —\2 = 0 son 6 = 30°,

150°, 225°, 315°.

Problemas.Z
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.
a)cos 20 +cos 0=0 b) cos 20 +3sen8-2=0

c)cos20+sen =0 d) cos 26 + 4cos 8 =-3
e) cos 20 —3cos H—-2=0
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Indicador de logro:

2.3 Resuelve ecuaciones trigonométricas aplicando la identidad del dngulo doble del coseno para transfor-

marlas en ecuaciones cuadraticas donde aparezcan r

azones con angulo 6.

Se resuelven ecuaciones trigonométricas donde aparece el coseno del angulo doble, y se transforman de
modo que aparezcan solo razones del angulo 6.

Solucién de problemas:

a)

e)

cos20+cos =0
(2cos’f—1)+cosB=0
2cos’0+cos0-1=0
(2cos@—-1)(cosO+1)=0
= c059=%oc050=—1
Entonces, 6 = 60°, 180°, 300°.

cos20+sen =0
(1-2sen?f)+sen =0
2sen?0—-sen-1=0
(2sen B+ 1)(senf-1)=0
= sen0=—%osen9=1

Entonces, 6 = 90°, 210°, 330°.

cos 20 -\3cos §-2=0
(2 cos?0—1)-+3cos 0 -2=0
2 cos?0 —\3cos 6 —3=0
(2 cos B +3)(cos0-+3) =0

= cos@=—§ocos@=\/§
,\/_

b) cos20+3sen-2=0
(1-2sen?0)+3sen-2=0
2sen’0-3sen+1=0
(2senf-1)(senf-1)=0

= sen 9=%osen 0=1
Entonces, 6 = 30°, 90°, 150°.
d) cos 20 +4 cos 6 =-3

(2cos’0—1)+4cosB+3=0
2cos’0+4cosB+2=0
cos?’f+2cosG+1=0
(cosf@+1)?=0
= cosf=-1
Entonces, 6 = 180°.

Cuando cos 0 = —73 se tiene que 6 = 150° 0 6 = 210°.

Cuando cos 8 =3, no hay solucién ya quey3 > 1.

Entonces, 6 = 150°, 210°.



2.4 Ecuaciones trigonométricas, parte 4 (uso del angulo doble del seno)

Problema inicial
L Resuelve la ecuacidn trigonométrica sen 26 + cos 8 = 0 para 0° < 6 < 360°. }

Solucién
Utilizando la identidad del dngulo doble para el seno, se tiene

sen260+cosf=0
=3 2cosBsenf+cos@=0 aplicando la identidad del &ngulo doble,
= cosB(2senf+1)=0 factorizando,
= cosf=0 obien 2senf+1=0.

¢ Sicos@ =0 entonces §=90° o O =270°.
eSi2senf+1=0 = 2senf=-1 > sen9=—%. Luego, sen9=—%cuando 6=180°+30°=210°0
cuando 6 =360°—30° = 330°.

Luego, las soluciones de sen 26 + cos 6 = 0 tal que 0° < 6 < 360° son 8 = 90°, 210°, 270°, 330°.

Conclusién
Cuando en una ecuacion trigonométrica aparece un término sen 20 se utiliza la identidad del dngulo doble
del seno, sen 26 = 2 cos O sen 6, para transformarla a una ecuacién donde aparezcan solo términos con an-
gulo 6. Normalmente, para resolverlas se factoriza, obteniendo dos valores trigonométricos para los cuales
hay que determinar el dngulo que las satisface.

Ejemplo
Resuelve la ecuacién sen 20 + 2sen @ = 0 para 0° < 6 < 360°.

Al utilizar la identidad del angulo doble del seno, se tiene,
sen26+2senf =0
= 2cosfsenf+2senf=0

= 2senf(cosO+1)=0

De aqui se tiene que sen & =0 o bien cos6 + 1 =0.

¢ Sisen =0 entonces 6 debe ser 0° 0 180°.
e Sicosf+1=0entonces cosf =—1, por lo que 6 = 180°.

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién sen 26 + 2sen 8 = 0 son 0 = 0°, 180°.

Problemas
Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.
a)sen20+senf=0 b) sen 26 —3sen 6 =0
c)sen 20 =sen 8 d) sen 20 +y2cos =0
e)sen260—cos 8=0 f)sen 260 + 2sen =0

2 )
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Indicador de logro:

2.4 Resuelve ecuaciones trigonométricas aplicando la identidad del 4ngulo doble del seno para transformar-
la en una donde aparezcan razones con angulo 6.

Se resuelven ecuaciones trigonométricas donde aparece el seno del angulo doble, y se transforman de
modo que aparezcan solo razones del dngulo 6.

Solucidn de problemas:

a) sen20+senf=0 b) sen 20 -+3sen =0
2cosBsenB+senf=0 2 cos O sen 6—+3sen 6=0
senB(2cosB+1)=0 sen O(2 cos 6 —+3)=0
:sen9=00c059=—% :sen0=00c059=%
Entonces, 6 = 0°, 120°, 180°, 240°. Entonces, 6 = 0°, 30°, 180°, 330°.
c) sen 20 = sen O d) sen 20 +\2cos 0=0
2cosbsenf—-sen =0 2 cos Osen O +y2cos H=0
senB(2cosf-1)=0 cos B(2 sen B ++2) =0
:sen9=00c050=% $c059=005en9=—¥
Entonces, 6 = 0°, 60°, 180°, 300°. Entonces, 6 = 90°, 225°, 270°, 315°.
e) sen20—-cos0=0 f) sen20+2sen=0
2cosfsenf—-cosH=0 2cosfsenB+2senf=0
cosB(2senf-1)=0 2senB(cosB+1)=0
:>cos@=005en9=% = senf=00cosf=-1
Entonces, 8 = 30°, 90°, 150°, 270°. Entonces, 6 = 0°, 180°.



2.5 Ecuaciones trigonométricas, parte 5*

Problema inicial

L Resuelve la ecuacion tan 26 = cot 0 para 0° < 6 < 360°.

Solucién
Se aplica la identidad del angulo doble de tangente y ademas se utiliza el hecho de que cot 6 = tai rk
_ 2tanf _ 1
tan260=cotf = Towand - ond
= (2tan 6)(tan 8) =1 —tan? 0
= 2tan?0=1-tan?6
= 3tan’0=1 = tan%0= %
1 V3
=+ — =+ —
= tanf=t% G-t
Luego, se tienen dos casos: cuando tan 6 = g y cuando tan 6 =— g Asi, Y
eSitan 6 = g entonces 6 =30° 0 6 =180° + 30° = 210°. 210 30°

X
eSitan 0 =- g entonces 0 = 180° — 30° = 150° o § = 360° — 30° = 330°. //l

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion trigonométrica tan 26 = cot 6 tal que 0° < 6 < 360° son
6 =30°, 150°, 210°, 330°.

Conclusién
Cuando en una ecuacidén trigonométrica aparecen las razones secante, cosecante y cotangente se utilizan
las relaciones entre estas y las razones coseno, seno y tangente para transformar la ecuacién a una donde
aparezcan Unicamente estas Ultimas razones.

Ejemplo

Resuelve sec 6 csc 6 — 2—;Esec f=0para0° < 6<360°

Puede observarse que hay un factor comun sec8, por lo que se puede resolver por factorizacién.

sec9csc0—¥sec0=0 = sec 9(csc0— ¥)=0

V3

De aqui se tiene que, sec 8 =0 o bien csc O—ZT =0. Asi,

- 1 . -
e sec 6 = 0 significa que osg = 0- Pero esto no es posible, ya que una fraccion puede ser cero solo cuando

el numerador es cero. Por lo que esta ecuacidn no tiene solucién.

1 2V3 3 3
N Ju . <

. 2V3 . 23 1
- == === p = = = 3
e O bien, csc 6 3 0, es decir csc 6 3 ero csc6 sen® send 3 3 2

Esto sucede cuando 6 toma los valores de 60° y 120°.

Por lo tanto, las soluciones de sec 6 csc 6 — %sec 6 =0son 6=60° 120° cuando 0° < 6 < 360°.

<
Problemas‘

Resuelve las ecuaciones para 0° < 6 < 360°.

a)2secH+3=secH+5 b) sec 0 csc 8 +~2csc 6 =0
c)2senB+1=cscl d)3cscH+5=cscO+9
e) 4(cot @ + 1) = 2(cot O + 2) cot9=:§zz. f)sec 0+ 2=2+2
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Indicador de logro:

2.5 Resuelve ecuaciones trigonométricas aplicando la relacion entre las razones trigonométricas secante, cose-
cante y cotangente con las razones coseno, seno y tangente.

Finaliza la unidad con la resolucion de ecuaciones trigonométricas donde aparecen las razones cosecante,
secante y cotangente; se resuelven utilizando la relacién que hay con las razones seno, coseno y tangente.

Solucién de problemas:

a) 2secf+3=secH+5

sec=2
-1
cos@-2

Entonces, 6 = 60°, 300°.

c) 2senf+1=cscO
1
25en0+1—sen0

2senf+sen-1=0
(2senO-1)(senB+1)=0

= sen8=%osen(9=—1

Entonces, 6 = 30°, 150°, 270°.

e) 4(cot 0+ 1)=2(cot 6 +2)
2cotf=0

cosf _
senf ~

= cosf=0
Entonces, 6 = 90°, 270°.

b)

d)

f)

secOcscH+~2cschH=0
csc O(sec 0 ++2)=0
csch=00secH=-2

Cuando csc 6 = 0 significa que ! 7= 0, lo cual

sen

no es posible. Por tanto, no hay solucion.
. 2 .
Si sec 8 = —+2, entonces cos 0 = —%, es decir,

0 =135°0 6 =225°.
Por tanto, 8 = 135° 0 6 = 225°.

3cscH+5=cscH+9

Entonces, 6 = 30°, 150°.

sec B +\2 =22
sec 6 =12
c050=g

Entonces, 6 = 45°, 315°.



e 7\
2.6 Practica lo aprendido ~N
Resuelve cada ecuacion para 0° < 6 < 360°.
a)5(cosf+1)=5 b) 4senf—1=2senf+1
c)3(tanf-2)=2tan6 -7 d)3tanf++3=0
e)tan?0-3=0 f) cos?@+senf =1
g) 1 +senf—cos?’0=0 h)cos39—%c059=0
i) cos20 +sen?6 =1 j)3cos260 —4cos?0+2=0
k) sen26 cos 8 + 2cos*0 =0 I)sen26 =tan6
m) 2tan6 =1 +tan?6 n)tanf—3cotf=0
- /
Para el Problema 1, calcula el valor
. de sen(a + ) y utiliza la identidad del
2.7 Problemas de la unidad angulo adicién. N
1.S5i0° < a<90° sena= % y cos(a + ) =— %, determina los valores de sen f3, cos Sy tan 3.
2.Si0° < 0 < 360° resuelve cada ecuacion.
a)sen 260 —3cos6=0 b) cos20-sen8-1=0
3.SiA+ B+ C=180°, demuestra que sen(B + C) = sen A.
4. Sitan 35° = x, deduce que
tan 145°—tan 125° 1
1+tan 145°tan 215°  X°
5. El dngulo 8 cumple que sen(f + 30°) = %&'4 y sen(6 —30°) =%. Determina los valores de sen Oy
cos 6.
\ J
NG J
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Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes a la resolucion de ecuaciones trigonométricas.

Solucién de problemas:
a)5(cosf@+1)=5 = cos =0
Entonces, 8 = 90°, 270°.

c)3(tanf-2)=2tanf-7 = tanH=-1
Entonces, 8 = 135°, 315°.

b) 4senf—1=2senf+1=>senf=1= 0=90°
Entonces, 6 = 90°.

d)3tan #+V3=0 = tan 9=—§
Entonces, 6 = 150°, 330°.

e)tan20-3=0 = tan =13 = 6=60° 120°, 240°, 300°

Entonces, 6 = 60°, 120°, 240°, 300°.

f) cos’0+sen =1 = sen’f—senH=0
= senf(senf-1)=0
= senf=00senf=1

Entonces, 6 = 0°, 90°, 180°.

h) cos36 — %cos 6=0 = cosf (c0520 —%) =0
\3

= c050=00c059=17

Entonces, 6 = 30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330°.

i) 3cos20-4cos’6+2=0
3(2 cos’f—-1)—4cos’0+2=0
2cos’0-1=0
cos?6 =%

\2

= c059=t7

Entonces, 0 = 45°, 135°, 225°, 315°.

) sen 260 =tan 0
send
2senfcos = <D

2 sen O cos’fd =sen 6
sen 6(2 cos’0-1)=0

\2

1
= sen 0=Ooc0520=3=c050=i7

Entonces, 0 = 0°, 45°, 135°, 180°, 225°, 315°.

g)l+senf—cos’0=0 = sen’f+sen =0
= senf(senf+1)=0
= senf=00senf=-1

Entonces, 6 = 0°, 180°, 270°.

i)cos20 +sen?0=1 = sen?0=0
= senf=0

Entonces, 6=0°, 180°.

k) sen26cos6+2cos’0=0
2 sen 6 cos?6 + 2 cos?6 =0
2 cos?B(sen O +1)=0

= cosf@=00senf=-1

Entonces, 6 = 90°, 270°.

m)2tan@=1+tan’d = tan’f/-2tanH+1=0
= (tan6-1)*=0
= tanf=1
Entonces, 0 = 45°, 225°.

El m) también puede resolverse utilizando
la relacion de la tangente con el seno y el
coseno, pero el proceso es mas largo.

n)tanf-3cotf=0 = tan@—%=0,tan0¢0 = tan260=3 = tan O =3

Entonces, 6 = 60°, 120°, 240°, 300°.
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Indicador de logro:

2.7 Resuelve problemas correspondientes a identidades y ecuaciones trigonométricas

2
1.Comosena= % y 0° < a < 90° entonces cos o =14/1 —(%) = i. Por otra parte,

cos(a+ﬁ)——cos,8——sen,8———=>4cosB 3senfi=—4 = cosf= —sen,B 1.

Como sen?f3 + cos?f3 = 1 entonces, sen2ﬂ+( sen - ) =1= sen2ﬂ+ senzﬁ——senﬁ+1 1
= —sen - sen,B 0

= sen/)’(—sen g)=0

= senf=0 o senﬁ=%

e Sisen S =0 entonces cos f=—-1ytan f=0.

e Sisen S = % entonces cos f§ = —% ytan = —274.

2a)sen20-3cos=0=>2senBcos@—-3cosG=0 = cosB(2senB-3)=0
Es decir,cos =0 = 0=90°0 0 =270°, 0 bien,2sen 8 -3 =0 = sen 6 ==, esta ecuacion no tiene
solucion. Por lo tanto, las soluciones son 6 = 90°, 270°.
2b) cos20-sen—-1=0=>1-2sen’0—-sen—-1=0 = 2sen’f+senf=0 =senO(2senH+1) =
Es decir, sen=0=0=0° 0 60 =180°, o bien, 2sen 8 +1=0= sen 0=—% = 6 =210°0 6 =330°.
Por lo tanto, las soluciones son 6 = 0°, 180°, 210°, 330°.

3.Como A + B+ C=180° entonces B + C=180° — A. Por tanto,
sen(B + C) = sen(180° — A) = sen A.

4. Se observa que 145° = 180° —35°, 125°=90° + 35° y 215° = 180° + 35°.

Luego, como tan(180° — f) = —tan 6 = tan 145° = tan(180° — 35°) = —tan 35° = —

De igual forma, tan(90° + 0) = — # = tan 125° =tan(90° + 35°) = — tan135° =— %

Y por ultimo, como tan(180° + 8) = tan 8 = tan 215° = tan(180° + 35°) = tan 35° = x.

. tan 145° —tan 125° .
Sustituyendo en se tiene:
1 +tan 145° tan 215°

1
tan 145° — tan 125° _ _x_(_E) -2+l 1-x¢ 1

1+tan145°tan 215° 1+ (—-x)x  x(1-x2) x(1-x3) &~

5. Por la identidad del angulo adicion del seno, se tiene,

sen(6 + 30°) = sen 6 cos 30° + cos O sen 30° = sen O(g) + cos 9(%) = \/§52en o, COZS o 3V1§0+4,
sen(@ —30°) = sen 6 cos 30° — cos O sen 30° = sen B(g) - cos 0(%) = \/§szen o_ Co; o 3\?0_4.
Si se suman ambas expresiones se tiene que Zﬁzen 0 = 6;? = senf= %
Por otra parte, si se restan se tiene que 2%59 = 1% = cosf= 5
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