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Unidad 5: Resolución de 
triángulos oblicuángulos
• Razones trigonométricas 

de ángulos agudos
• Razones trigonométricas 

de ángulos no agudos
• Resolución de triángulos 

oblicuángulos

(9°)
• Semejanza
• Semejanza de triángulos
• Semejanza y paralelismo
• Aplicaciones de semejanza y 

triángulos semejantes

-
ras (9°)
• Teorema de Pitágoras
• Aplicación del teorema de 

Pitágoras

• -
cas

• Ecuaciones trigonométri-
cas

cálculo de valores trigonométricos exactos y la resolución de ecuaciones trigonométricas.

Tercer ciclo bachillerato bachillerato

Unidad 5: Funciones trascen-
dentales II
• 
• 
• Funciones trigonométricas
• 
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Lección Horas Clases

1  y 

1

1 3. Ángulo adición

1

1 5. Ángulo doble

1 6. Ángulo medio

1

1

2. Ecuaciones trigonométricas

1

1 pitagórica)

1 del coseno)

1 del seno)

1

1

1 7. Problemas de la unidad

1 Prueba de la unidad 6

2 Prueba del tercer periodo

15 horas clase + prueba de la unidad 6 + prueba del tercer periodo

valores exactos de razones trigonométricas.

-
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162

Demuestra que

y

x

P'(cos(– ), sen(– ))

P(cos , sen )

O M–

1

1

1. De la clase 2.2 de la Unidad 5 se sabe que si P es un punto del plano cartesiano con coordenadas          
(a, b), las coordenadas del punto simétrico P' respecto al eje x es (a b). 

Sea el punto P(a, b) tal que OP = 1 y OP forme un ángulo  con el eje x. Las coordenadas de P son     
(cos , sen ). Entonces, las coordenadas de su simétrico respecto al eje x es

P'(cos ) ------------------ (1)

Por otra parte, OP' forma un ángulo – con el eje x. Por lo tanto, las coordenadas de P' son 

(cos(– ), sen(– )) ------------------ (2)

) = cos y sen(– ) = – sen 

2. Se sabe que si P es un punto sobre el plano cartesiano con coordenadas (a, b), las coordenadas del 
b, a). 

y

xO

P

P'
y = x

Se considera P(cos , sen ), entonces su simétrico respecto a la recta 

P'(sen , cos )

Como P' es el simétrico de P, se tiene que OP' forma un ángulo de 90° –  
con el eje x; esto quiere decir que las coordenadas de P' son 

(cos(90° – ), sen(90° – ))

------------------ (3)

------------------ (4)

De (3) y (4) puede determinarse que cos(90° – ) = sen   y sen(90° – ) = cos 

) = cos y ) = – sen 2. cos(90° – ) = sen   y  sen(90° – ) = cos 
3. cos(180° –    y  sen(180° – ) = sen 

3. Se sabe que si P(a, b a, b) es su simétrico con respecto 
al eje y. 

x, a la 
y.
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y

x

P(cos , sen )P'

O

11

 , sen ) ------------------ (5)

------------------ (6)

Luego, de (5) y (6) se concluye que cos(180° –  y sen(180° – ) = sen 

c) cos(90° – ) = sen       d) sen(90° – ) = cos 
e) cos(180° – ) = – cos    f) sen(180° – ) = sen 

Para cualquier ángulo 

) = cos 

Para cualquier ángulo 
coseno y el seno

g) tan(– ) = – tan  h) tan(90° – ) = i) tan(180° – 1

 tal que 0°   < 90°.
E

 tal que 0°   <

a) cos(–30°)    b) sen 170°    c) sen 110°

d) cos 250°    e) tan(– 60°)    f) tan(– 100°) 

3. Demuestra que tan(90° – ) =          . 1

2. Demuestra que tan(– ) = – tan 

4. Demuestra que tan(180° – 

Una 
para cualquier valor del ángulo.

Si se considera P un punto del plano cartesiano, tal que              
OP = 1 y OP forme un ángulo  con el eje x, sus coordenadas 
son (cos ). Entonces su simétrico respecto al eje y es

Por otra parte, OP' forma un ángulo de 180° –  con el eje x. 

(cos(180° – ), sen(180° – ))
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Propósito:Secuencia:

-

Solución de problemas:

Se inicia la unidad con la deducción de tres iden-

-

-

-
nométrica en términos de un ángulo agudo.

1a)

1b) 1c)

1d)

1e)

1f)

2. 
) 
) 

cos  cos  
sen 

) 
) 

sen  
cos 3.

1 1 cos 

1 .

 
sen 

cos  
sen 

) 
) 4.
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a) Sea el punto P(a, b) tal que OP = 1 y OP forme un ángulo  con el eje x. Las 
coordenadas de P son (cos , sen ). Entonces, las coordenadas de su simé-
trico respecto al origen son

P'(– cos , – sen )

Pero OP' forma un ángulo de  + 180° con el eje x, por lo que las coordena-
das de P' son 

(cos(  + 180°), sen(  + 180°))

Para cualquier ángulo  se cumple que

 + 180°, 

Demuestra que
1. cos( y sen(
3. cos(90° + ) = – sen  y sen(90° + ) = cos 

2. cos(   y sen(  

la clase anterior.

y

x

P(cos ,sen )

P'

O

+ 180°

 + 180°) = – cos   y  sen(  + 180°) = – sen 

b) El ángulo ). Entonces, 
cos( )) = cos(180° –  y 

sen( .

c) El ángulo 90° +  puede reescribirse como 180° – (90° – ). Entonces,
cos(90° + ) = cos(180° – (90° –  y 

sen(90° + ) = sen(180° – (90° – )) = sen(90° – ) = cos .

Además, se cumplen las siguientes identidades para la tangente

a) cos( b) sen(
c) cos(    d) sen(
e) cos(90° + ) = – sen                 f) sen(90° + ) = cos 

 tal que 0°   < 90°.

a) sen 100°     b) sen 215°     c) cos 160°

d) cos 195°     e) tan 205°     f) tan 290°

E

g) tan(  + 180°) = tan   h) tan(  – 180°) = tan i) tan(90° + ) = – 1

 tal que 0°   < 90°.

a) cos 200°     b) sen 130°     c) tan 250°

------------------ (1)

------------------ (2)
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-
tricas de los ángulos .

Propósito:Secuencia:

- -
gulos -
lizarlas al reescribir una razón trigonométrica en 
términos de un ángulo agudo.

Solución de problemas:
a) Forma 1.

Forma 2.

b) Forma 1. 
Forma 2. 

c) Forma 1. 
Forma 2. 

d) Forma 1. 
Forma 2. 

e) Forma 1. 

Forma 2. 1

1 .

f) Forma 1. 

Forma 2. 1 .

-

cos 210° 210°

1 1 . 1
 

a

b
c

Al determinar el seno del ángulo 

sen  
c
b

c
b . 

-
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Demuestra que 
a) cos(  – ) = cos  cos  + sen  sen    b) sen(  + ) = sen  cos  + cos  sen 

a) Se dibuja una circunferencia de radio 1 y el triángulo OPQ como muestra la 
 , sen ) y las de Q son (cos , sen ). 

El cuadrado de la distancia de P a Q es 

Si se rota el triángulo OPQ un ángulo –  respecto al origen, las coordenadas 
de P y Q rotados son P'(cos(  – ), sen(  – )) y Q'(1, 0). El cuadrado de la 
distancia de P' a Q' es

(PQ)2 = (cos  – cos )2 + (sen  – sen )2

          = cos2  – 2cos  cos  + cos2  + sen2  – 2sen  sen  + sen2

          = (cos2 + sen2 ) + (cos2 + sen2 )  – 2cos  cos  – 2sen  sen  
          = 2 – 2cos  cos  – 2sen  sen .

(P'Q')2 = (cos( ) – 1)2 + (sen( ) – 0)2

            = cos2( ) – 2(1)cos( ) + 1 + sen2( ) 
            = [cos2( ) + sen2( )] – 2cos( ) + 1
            = 1 – 2cos( ) + 1
            = 2 – 2cos( ).           

b) Para demostrar esta parte, como sen  = cos(90° – ) y cos  = sen(90° – ), entonces

sen(  + ) = cos(90° – (  + )) 
                   = cos((90° – ) – )
                   = cos(90° – )cos  + sen(90° – )sen 
                   = sen  cos  + cos  sen  

P'

Q'O

–

P

Q

T

sen2 + cos2  = 1, para cualquier .

se dejan como ejercicio.

a) sen(  + ) = sen  cos  + cos  sen b) sen(  – ) = sen  cos  – cos  sen 
c) cos(  + ) = cos  cos  – sen  sen d) cos(  – ) = cos  cos  + sen  sen 

d(P, Q) = d(P', Q'), es decir

   2 – 2sen  sen  – 2cos  cos  = 2 – 2cos( )
  sen  + cos  cos )

) = sen  sen  + cos  cos 

(d(P, Q))2 = (d(P', Q'))2

e) tan(  + ) =      f) tan(  – ) =

P

Q

O

y

x

Observa que  +  =  – (– ),  –  =  + (– ).

clase 1.1.

1

1

–1

–1

1

1

–1

–1

x

y
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e)  + 
 + )

 + )

cos cos  sen  sen
cos  cos  cos  cos  

sen  cos  
cos  cos  

cos  sen
cos  cos  

+

  
+

  

sen  cos  + cos  sen

cos cos  sen

cos  cos  

cos cos  

sen  cos  + cos  sen

cos  cos  sen

Propósito:

Secuencia:

 + ). El 

desarrollada por el docente. 

c)  + ))  reescribiendo el ángulo  + 

) + sen )

cos  cos   sen 

)
)

f) tan ))  

Solución de problemas:

b) ))  reescribiendo el ángulo 

 +   cos ) + cos  sen )

  cos   sen 

Otra opción para abordar el Problema Inicial es analizando el caso 

 
a

 
b

sen  
c

a) Determina las longitudes de 
los lados del triángulo ABC a 

       
a

 
b

sen  
c

b) Determine las longitudes de los segmentos AH y BH en términos del 
ángulo  y . 

c) Por la suma de ángulos en un triángulo se tiene   + ).

 + cos  + cos sen .

b a

HA

C

Bc



96

1

166

Como 75° = 45° + 30°, entonces

Para calcular cos 75° se hace de la misma manera,

clase 2.6 de la Unidad 5.
sen 75° = sen(45° + 30°) = sen 45° cos 30° + cos 45° sen 30°

                                            = 

                                            =

                                            =              .

4
6

4
2+

4
6 2+

cos 75° = cos(45° + 30°) = cos 45° cos 30° – sen 45° sen 30°

                                           = 

                                           =

                                           =              .

4
6

4
2–

4
6 2–

cos(75°)

sen(75°)

tan 75° = 4
6 2+

4
6 2– 6 2+

6 2–
6 2+

6 2–
6 2+

6 2+
÷ = = × = 2 +      3.

de ángulos no conocidos.

exacto del seno, coseno y tangente de los siguientes ángulos 

a) 15°      b) 105°    

c) 165°      d) 195° 

a) cos(180° + ) = – cos     b) sen(180° – ) = sen 

c) cos(270° + ) = sen     d) sen(270° + 

e) cos(45° – ) = sen(45° + )    f) tan(45° + ) = 

g) sen(360° + ) = sen     h) cos(360° + ) = cos 

2
2

2
2

2
3 1

2+

2
2

2
2

2
3 1

2–

Los ángulos especiales son aquellos para 

conocidas (0°, 30°, 45°, 60°, 90° y 180°).
Los ángulos 120°, 135°, 150°, 210°, 225°, 
240°, 270°, 300°, 315° y 330° también son 
especiales pero pueden calcularse con  los 
primeros valores mencionados.
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Propósito:Secuencia:

ángulo adición.

- Establecer que se pueden calcular valores exactos 

del ángulo adición y los ángulos especiales.

Solución de problemas:
1a)

1b) 

+
4

6 2 .

2
2

2
2

2
3 1

2 4
6

4
2

4
6 2

4
2 6

2
2

2
2

2
3 1

2+ 4
6

4
2+ +

4
6 2

Forma 1.

Forma 2.

3
3

3
3 3 +   3

.

4
6 2 +

4
6 2 6 2

+6 2
.÷

.

+
4

2 6 . 1c) 4
6 2 .

1d) 4
2 6 .

+
4

2 6 .

2a) 

2b) 

2c)

2d)

2e) 2
2

2
2 +       sen .

2
2

2
2 +       sen 

2f) .

2g)

2h)

).

suma o resta de dos ángulos especiales de más de una 
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Demuestra que 
a) cos 2  = cos2 – sen2 = 2cos2 – 1 = 1 – 2sen2 b) sen 2  = 2sen  cos 

2 + cos2 = 1 se deduce que cos2 = 1 – sen2 , sustituyendo en (1) se 

cos 2 = cos2  – sen2 = 1 – sen2  – sen2 = 1 – 2sen2

2 se tiene que sen2 = 1 – cos2 . Sustituyendo en (1) se 

cos 2 = cos2  – sen2 = cos2  – (1 – cos2 ) = cos2  – 1 + cos2 = 2cos2 – 1.

T
Para cualquier ángulo 

a) cos 2  = cos2  – sen2 = 2cos2 – 1 = 1 – 2sen2 b) sen 2  = 2sen  cos 

Además, para la tangente se tiene la siguiente identidad

     c) tan 2  = 
1 – tan2

Si 90° <  < 180° y sen  =    , ¿cuál es el valor de sen 2  y cos 2 ?3
5

. Como  está entre 
90° y 180°, cos 

1
4Si cos  =    , ¿cuál es el valor de cos 2 ?

1. Si 0° <  < 90° y cos  =    , ¿cuál es el valor de sen 2  y cos 2 ?

2. Si sen  = –       determina el valor de cos 2 . 

3. Determina los valores de sen 2 , cos 2  y tan 2  si tan  =       y  está en el tercer cuadrante.

4. Demuestra que tan 2  =               .

7
9

12
5

3
7

1 – tan2

4
5

9
25

16
25

sen2  + cos2  = 1               + cos2  = 1          cos2  = 1 –       =            cos  = –    .3
5

Como se conoce el valor de cos  = 2cos2 – 1.

cos 2  = 2cos2 – 1 = 2       – 1 = 2        – 1 =     – 1 = –    .1
4

1
16

1
8

7
8

Luego, 24
25

3
5

4
5sen 2  = 2sen  cos 9

25
16
25

7
25

4
5

3
5cos 2  = cos2  – sen2 = –      –        =       –      =     .y

cos 2  = cos(  + ) = cos  cos  – sen  sen = cos2  – sen2

sen 2  = sen(  + ) = sen  cos  + cos  sen = sen  cos  + sen  cos  = 2sen cos 

(1)
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Secuencia:

-
) si se conoce una razón del 

).

Solución de problemas:
1. Como se conoce el valor de cos 2

cos 2 2 7 2

81
17
81.

Para calcular sen 2  hay que calcular sen :

sen2  + cos2 sen2  + 7 2

sen2
81

32
81

.

Como <  < 4   2

 sen 2  cos 4   2 7 56   2
81 .

2. Como se conoce el valor de sen cos 2 2 : cos 2 2 7 5.

3. Se calculan primero los valores de sen  y cos . Como  y cos  son 

• cos 2  2 cos2

• sen 2 2 sen  cos 

• tan 2 sen 2
cos 2  . 

4. tan 2  + )

2 .

1 + tan2 144
25 25

1
cos2     cos2 25 cos 5

13

sen 
cos 

12
5    sen 12

5
cos 12

5
5

13
12
13.

Para encontrar el valor de tan 2  en el problema 3 pue-
de hacerse con la relación que hay con el seno y el co-
seno de 2
de la clase.
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a) Del teorema del ángulo doble se sabe que

T
Para cualquier ángulo  se cumple que

a) cos2    =      b) sen2    = 2 2
1 + cos 

2
1 – cos 

2

2
1 – cos 
1 + cos 

c) tan2    =

a) cos2    = 1 + cos 
22

cos ( 2) = 2cos2
2

  – 1,   

cos  = 2cos2
2

  – 1, 

  cos2
2 = 1 + cos 

2
              

cos ( 2) = 1 – 2sen2
2

 

cos  = 1 – 2sen2
2

 , 

  sen2
2 = 1 – cos 

2
              

cos 2  = 2cos2 – 1.

cos 2  = 1 – 2sen2 .

2

Haciendo 2

2
despejando cos2   .   

2
despejando sen2

Demuestra que

2
1 – cos 

2
b) sen2    =

1. Demuestra el literal c) del teorema del ángulo medio.

2  = .

2 2 2
 y la 

tan 2 = 1 – cos 
1 + cos 

 por 1 – cos 
1 – cos 2 -
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Propósito:

Secuencia:

-
gente se propone como problema para el estudiante. 

Solución de problemas:

2cos2

2sen2

2tan2 .
1 + cos 1 + cos 2

1 + cos 
2

÷

1 + cos 2

1.

3. 2

1 + cos ×2tan2
)

)2

2

)2

sen2

)2

.

.
2 sen2

)2

1 + cos 2
2×

2. 2
2cos

2sen

2cos

2sen
 × 

22 sen

22 sen 22 sen2

2cos22 sen sen 
.

Al analizar el signo de 

depende del signo de sen 2 y sen 

2 y sen 
y

x
+

–

+

–

seno

y

x
+

+

–

–

tangente

< 2 < <  < 2 y sen son ambos positivos.

< 2 < <  < 2 y sen son ambos negativos.

Se hace un análisis similar para los siguientes intervalos:

< 2 < < 2 <

doble del seno

     sen2  + cos2

sen2 2
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1. Calcula los valores exactos de sen 22.5°, cos 22.5° y tan 22.5°.
2. Si cos  =    , con  en el cuarto cuadrante, determina el valor de sen   , cos    y tan   .3

5 2 2 2

45°
21. Observar que 22.5° =       . Además, 22.5° está en el primer cuadrante por lo que sen 22.5°, cos 22.5° y 

cos2 2       =                      cos 22.5° =                  =                .45°
2

1 + cos 45°
2 2

1 + 2
2

4
2 + 2

4
2 + 2

2
2 + 2= =

sen2 2       =                                                         sen 22.5° =            .
4

2 – 245°
2

1 – cos 45°
2 2

1 – 2
2

4
2 – 2

2
2 – 2= = =

tan 22.5° =  =                 ÷                 =               
2

2 + 2
2

2 – 2
2 + 2

2 – 2

2. Como <  < 360°, por lo que 135° <     < 180°; es decir, 
   

2 2

2 2

a) cos  =    ,  0° <  < 90°   b) cos  = –     ,  90° <  < 180°

c) cos  = –    ,  180° <  < 270°   d) cos  =    ,  270° <  < 360°

3
4

5
12

1
8

1
9

a) 67.5°   b) 105°    c) 112.5°   d) 165°

2

2. Para cada valor de cos  determina s
2 2 2

3. Si sen  = –       y 180° <  < 270° determina el valor de sen    , cos     y tan    .
3
5

2 2 2

2
tan   

5
5

5
5 5

2 5
× 1

2= = – = –÷ .

.

= = –
2

1 + 3
5   4

5
2

5
5

5 × 2
8cos2    =

2
,

sen    =    =

= –

=
2

1
5 5

5 ,sen2    =    
5 × 2

2= =

=

2 2

1 – 3
5 1

5

4
5

1
5

4
5cos    = –  

2

( 2
5

5  )
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  2 +   2
2

 ÷ 
2 2

2 + 2 2 +   2 2 2 +   2
  2

Secuencia:

medio.

-

Solución de problemas:

2
1a) 

2 :  1 +   22  ÷ (   2
2 )

2 sen 

 

1 +   32  ÷ 1
2

1b)

1c)

sen 

 

1 +   22  ÷   2
2

2 +    2
2

 × 2
  2

2 +   2
  2

  2 +   2
2

 ÷ 
2 2

2 + 2 2 +   2 2 2 +   2
  2

   2 + 1.

  2 +   3
2

 ÷ 
2 3

2 + 3 2 2 +   3
  1

 

sen2
2 2

1 +   22
2 +   2

4     2 +   2
2

.

sen2
2 2

1 +   22
2 +   2

4     2 +   2
2

.

sen2
2 2

1 +   32
2 +   3

4     2 +   3
2

.

cos2
2

1 + cos 
2

  2
2 4   

2
.

cos2
2

1 + cos 
2

  2
2 4   

2
.

cos2
2

1 + cos 
2

  3
2 4   

2
.

2
 ÷   2 +   3

2 2 +   3   1

sen2
2 2

  3
2 4   

2
.

cos2
2

1 + cos 
2

1 +   32
2 +   3

4     2 +   3
2

.

2

1d)

2
2

2
2

-
dad del problema 2 en vez de la 

-

2
3

1
2

Compara el resultado del 
problema 1b) con el pro-
blema 1b) de la clase 1.4.

2
2

2
2

2
3

1
2

Hay que tener especial cui-
dado al determinar el signo 
de la razón trigonométrica. 

determinar el signo de cos  

2 2. 
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2a) <  < < 
2

 <

2c) <  < < 
2

 <
2 2 2

 son 

2d) <  < < 
2

 <
2 2 2

 son 

2b) <  < < 
2

 < -

3. <  < < 
2

 <
2 2 2

 son nega-

sen2
2 2

3
4

1
8  

2
1

2   2
  2
4

.

sen2
2 2

1 + 1 5  
2

  5
3

.

sen2
2 2

1
8

7
16  

2
  7
4

.

sen2
2 2 1 + 5

12
17
24  

2
  17
2   6 12 .

cos2
2 2 1 + 3

4
7
8  

2
  7

2   2
  14

4
.

cos2
2 2

1 4  
2

2
3.

cos2
2 2 1 + 1

8 16  
2

3
4.

cos2
2 2

5
12

7
24  

2
  7

2   6
  42
12 .

2
2cos

2sen   2
4

 ÷   14
4

1
  7

  7
7

.

2
  5
3

 ÷ 2
3

  5
2

.

2
  7
4

 ÷ 3
4

  7
3

.

2 12  ÷ 
  42
12   42 7 .

Como sen   5
3

 entonces cos 5 2
3

sen2
2 2 1 + 2

3
5
6   

2 6
.

cos2
2 2

2
3

1
6   

2
  6
6

.

2 6
 ÷   6

6
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 tal que 0°   < 90°.

) = sec 
d) sec(90° – ) = csc 

e) csc(90° – ) = sec f) tan(  + 45°) tan(45° – ) = 1

 cot 75° = 2 –    3.

 
a) tan(  + 180°) = tan      b) tan(  – 180°) = tan 

5. Demuestra que sen(  + ) + sen(  – ) = 2sen cos 

6. Determina sen 2 , cos 2  y tan 2  en cada caso.

a) sen  =       y 0° <  < 90°       b) sen  = –     y 180° <  < 270°

c) sec  =         y 270° <  < 360°       d) cos  = –       y 90° <  < 180°

1
3

3
3

2
13

3
6

a) sen  = –      y 180° <  < 270°      b) sen  =       y 90° <  < 180°
5

12
4
5

7. Calcula el valor exacto de cos 480° y sen 480°.

A B

CD

E

2
10 

12

BDA = 2 EDA.

a) Determina el valor de cos .

b) Determina el valor de cos 2 .

c) Calcula la medida de BD.

8. Para cada valor de sen  determina sen    , cos    y tan    .
2 2 2

1
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Solución de problemas:

1a) 1b)

1e)

1c) 

1f)

1d)

2f)  1 )

2a) 1
)

1 2b) 1
)

11

2c) 1
)

11 1
)

12d)

1
)

12e) 

3. 4a) tan  + tan 

 tan 

4b) tan  

1 + tan tan 

5.  +   cos  + cos  sen   cos   sen   cos 

1
tan 

1
2 +   3

al racionalizar

6a) cos 2 6 1
3

6   3
3

2   2
3

  3
3sen 2 3

6

tan 2

7 4   26b) cos 2 4   2
7

1
3

2   2
36d) cos 2

5
13

12
13

12
56c) cos 2

9a) El 12
5
6.

9b) Como cos 5
6 y cos 2 2

cos 2 5
6

2 7
18.

cos 2 BD  cos 2
7

18 7 .

7. Forma 1
1
2

  3
2

Forma 2

8a) 
2

2   5
5 2

  5
5 2

6
1
28b) 2

6
1
22

2 5

9c) El 

relación que hay entre la tangente y el seno y el coseno.
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Resuelve tan2  = 1 para 0°   < 360°.

Para resolver tan2

 = ±1. Esto significa que 
tan  = 1 o bien tan 

Por lo tanto, las soluciones de tan2  = 1 son  = 45°, 135°, 225°, 315° cuando  está entre 0° y 360°.

Una 
trigonométrica. 

 – 6 = – 4 para 0°   < 360°.

 y se obtiene

        – 6 = – 4           
 = – 4 + 6  
 = 2   
 = 1

Como cos  es igual a 1 cuando  – 6 = – 4 es  = 0° 
cuando  está entre 0° y 360°.

Resuelve las ecuaciones para 0°   < 360°.

a) sen2  =      b) cos2  =

c) tan2  = 3     d) sen2  = 

e) 2sen  –   3 = 0     f) 2cos  + 3 = 4

g) 4sen  + 5 = 7    h) 7tan  = 2   3 + tan 

4
1 

4
3 

4
3 

• tan  = 1 cuando  = 45° o  = 180° + 45° = 225°.

• tan  = –1 cuando  = 180° – 45° = 135° o  = 360° – 45° = 315°. 

-
 = –      para 0°   < 180°

para ángulos que están entre 0° y 180°.

está en el primer o tercer cuadrante. 

está en el segundo o cuarto cuadrante.

2
1 
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h) 7 tan   tan   3
3  

   

Propósito:

Secuencia:

-
-

llerato.

del uso de la calculadora.

Determinar los ángulos de razones trigonométri-

Solución de problemas:

a) sen2  sen 4
1 

2
1 

2
1 

2
1 

• sen 

• sen 

4
1 sen2

b) cos2
4
3    cos   3

2 .

4
3 

• cos 

• cos 

cos2

  3
2

  3
2

d) sen2
4
3    sen   3

2 .

4
3 sen2

• tan 

• tan 
2  son 

c) tan2   tan 

e) 2 sen   sen   3
2

   

f) 2 cos   2 cos   cos 2
1 

   

g) 4 sen   sen 2
1 
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Si se hace el cambio de variable y = sen y2 + y – 1 = 0.

2cos2 – sen  – 1 = 0
   2(1 – sen2 ) – sen  – 1 = 0
      2 – 2sen2  – sen  – 1 = 0
         – 2sen2  – sen  + 1 = 0
            2sen2  + sen  – 1 = 0

2
1 •  2sen – 1 = 0  sen  =      y esto sucede cuando  = 30° o  = 180° – 30° = 150°.

• sen + 1 = 0  sen  = – 1 y esto sucede cuando  = 270°.

Por lo tanto, las soluciones de 2cos2 – sen  – 1 = 0 son  = 30°, 150°, 270° cuando 0°   < 360°.

Resuelve 2sen2 + 3cos  – 3 = 0 para 0°   < 360°.

2sen2 + 3cos  – 3 = 0
   2(1 – cos2 ) + 3cos  – 3 = 0
      2 – 2cos2  + 3cos  – 3 = 0
          –2cos2  + 3cos  – 1 = 0
            2cos2  – 3cos  + 1 = 0

2  – 3cos  + 1 = (2cos  – 1)(cos  – 1) = 0.

2
1 

O bien cos  – 1 = 0   cos  = 1, es decir,  = 0°.

Por lo tanto, las soluciones de 2sen2 + 3cos  – 3 = 0 tal que 0°   < 360° son  = 0°, 60°, 300°.

 – 1 = 0    cos  =     , es decir,  = 60°  o   = 360° – 60° = 300°.

Resuelve las ecuaciones para 0°   < 360°.

a) 2cos2  + sen  + cos2  = 3
c) 4cos2 + 4     sen  – 7 = 0    d) 2sen2 – 3 = cos – 23

2y2 + y – 1 = (2y – 1)(y + 1) = 0. Pero 
y = sen 

Resuelve 2cos2 – sen  – 1 = 0 para 0°   < 360°.

2cos –1

 cos –1

2cos2 1

–cos 

–2cos 

–3cos 

 2cos2  – 3cos  + 1 por 
el método de la tijera

general para resolver 2y2 + y – 1 = 0.

cos2 + sen2  = 1 
puede obtenerse que cos2 = 1 – sen2  o bien  
sen2  = 1 – cos2

Recuerda que  
–1  sen   1 y 
–1  cos   1.
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Secuencia:

-

-

del ángulo .

Solución de problemas:

2 ) + sen 
sen2  + sen 

2 sen2

sen + 1 sen 

2 sen   sen 
  

2
1 

O bien sen   sen   

a) 2cos2  + sen b)

c)

 + cos2

 + 2

sen2 + 3 sen

Entonces sen   sen <

  sen  

 + cos2

es 

4cos2 + 4   3 sen 
sen2 + 4   3 sen 

4 sen2

2

  sen 
 

  3
2

2 sen2

2
1 

d)
cos2

2 cos2 + cos 
cos cos  + 1

cos   cos 
  

cos   cos   

directamente.

4 sen2 2 sen )2 2 sen 2

4 sen2    3

2 sen 

2 sen +

También puede observarse que
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sen  = –      cuando  toma los valores de 225° y 315°, o bien sen  =    cuando  toma los valores de 30° 
y 150°. Por lo tanto, las soluciones de la os2  + 6sen2  – 1 + (2   2 – 2)sen  –   2 = 0 son  = 30°, 
150°, 225°, 315°.

 2  – 2  2cos  + 2 = 0 para 0°   < 360°.

 2
donde resulten solo términos con ángulo 

los dos factores que se obtengan, teniéndose dos ecuaciones trigonométricas las cuales hay que resolver.

Resuelve las ecuaciones para 0°   < 360°.
a) cos 2  + cos  = 0     b) cos 2  + 3sen  – 2 = 0  
c) cos 2  + sen  = 0     d) cos 2  + 4cos  = –3  
e) cos 2  – 2 = 0

cos 2  – 2   2cos  + 2 = 0
       (2cos2  – 1) – 2   2cos  + 2 = 0
             2cos2  – 2   2cos  + 1 = 0

 –1

 –1

2cos2     1

2cos 

2cos 

–

–

–

Es decir, 2cos2  2cos  – 1 2cos  –1  – 1)2

 – 1 = 0      cos  =       =     .1   2
2

Ahora, se sabe que cos  =   2
2  cuando  toma el valor de 45° y de 315°. Por lo tanto, las soluciones de la 

 = 45°, 315° cuando  está entre 0° y 360°.

 + 6sen2  – 1 + (2   2 – 2)sen  –   2 = 0 para 0°   < 360°.

cos 2  = 1 – 2 sen2 sen2  + (2   2 – 2)sen  –   2 = 0

Como en el Problema inicial, 

puede notarse que

2sen     2

2sen   –1 – 2sen 
 – 2sen 4sen2            –   2

Por lo que 4sen2  + (2   2 – 2)sen  – 1) = 0. Entonces, 
  2
2

1
2

Recuerda que 
cos 2  = cos2  – sen2 = 2cos2 – 1 = 1 – 2sen2
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Secuencia:

modo que aparezcan solo razones del ángulo .

-
.

Solución de problemas:

e) 

a) b)

c) d) 

2 cos2  + cos 

2 cos2  

2 cos2  + 4 cos 
cos2  + 2 cos 

2 cos cos  + 1

2 cos  +   3 cos 

cos  + 1)2

2 sen sen 

2 sen  + 1 sen 

  cos 1
2 o cos 

  cos   3
2  o cos 

  cos 

  sen 1
2 o sen 

  sen 1
2 o sen 

2 sen2

2 sen2

2 ) + 3 sen 

2 ) + sen 

cos 2  + 3 sen 
2 + cos 

2

2 + 4 cos 

cos 2  + cos 

cos 2  + sen cos 2  + 4 cos 

cos 2

Cuando cos   3
2

Cuando cos > 1.
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Luego, las soluciones de sen 2  + cos  = 0 tal que 0°   < 360° son  = 90°, 210°, 270°, 330°.

del seno, sen 2  = 2 cos sen -
gulo 

Resuelve las ecuaciones para 0°   < 360°.

a) sen 2  + sen  = 0    b) sen 2  –    3sen  = 0

c) sen 2  = sen     d) sen 2  +   2cos  = 0

e) sen 2  – cos  = 0    f) sen 2  + 2sen  = 0

 + cos  = 0 para 0°   < 360°.

 = 0 
 = 0

 + 1) = 0 
 + 1 = 0.

• Si cos  = 0 entonces  = 90°  o  = 270°.
• Si 2sen  + 1 = 0    2sen  = –1    sen  = –     . Luego, sen  = –      cuando  = 180° + 30° = 210° o 

cuando  = 360° – 30° = 330°.
2
1 

2
1 

 = 0 para 0°   < 360°.

 = 0

 = 0

 + 1) = 0   

 + 1 = 0.
 

 = 0 entonces  debe ser 0° o 180°.
 = – 1, por lo que  = 180°.

 = 0 son  = 0°, 180°.
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-
la en una donde aparezcan razones con ángulo .

Secuencia:

modo que aparezcan solo razones del ángulo .

Solución de problemas:

sen 2  + sen 

sen 2  + 2 sen 

2 cos  sen  + sen 

sen 

sen 

cos 

  sen 1
2

  sen 1
2

  cos 1
2

  sen   3
2

  cos   2
2

a) sen 2

2 cos  sen sen 

2 cos  sen  +   2cos 

sen 

cos  +   2

b)

c)

e)

sen 2 d)

f)

sen 2  +   2cos 

sen 2

2 cos  sen 

2 cos  sen 2 cos  sen  + 2 sen 

2 sen 

  sen 
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• O bien, csc  –          = 0, es decir csc  =                       =             sen  =          =       .

  3
3

  3
3

 =        y cuando tan 

  3
3

• Si tan  =       entonces  = 30° o  = 180° + 30° = 210°.

  3
3

• Si tan  = –       entonces  = 180° – 30° = 150° o  = 360° – 30° = 330°.

 = cot  tal que 0°   < 360° son 
 = 30°, 150°, 210°, 330°.

Resuelve las ecuaciones para 0°   < 360°.
a) 2sec  + 3 = sec  + 5     b) sec  csc  = 0

c) 2sen  + 1 = csc d) 3csc  + 5 = csc  + 9

e) 4(cot  + 1) = 2(cot  + 2)      f) sec  +    2 = 2   2

 = cot  para 0°   < 360°.

 =          .1
tan 

2   3
3

Resuelve sec  csc  –         sec  = 0 para 0°   < 360°.

Puede observarse que hay un factor común 
2   3

3
 = 0 2   3

3
sec  –            = 0

2   3
3

2   3
3

2   3
3

   3
2   3 2

2   3
3

sec  = 0 o bien csc 

• sec 1

1 1

Esto sucede cuando  toma los valores de 60° y 120°.

Por lo tanto, las soluciones de sec  csc  –         sec  = 0 son  = 60°, 120° cuando 0°   < 360°.2   3
3

y

x
30°

210°

tan 2  = cot 1
tan 

2tan 
1 – tan2 =

(2tan )(tan ) = 1 – tan2 

2tan2  = 1 – tan2 

 3tan2  = 1 3
1 tan2  = 

tan  = ±        = ±1
  3

  3
3

cot = .
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Si sec   2
2

Solución de problemas:

-

sec f)

a) b)

c) d)

e)

2 sec  + 5 sec  csc 

2 sen 3 csc 

 + 2)

sec 

cos 1
2 csc 

csc 

Cuando csc 1

2 sen 1  

2 sen2  + sen 

2 sen sen  + 1

  sen 1
2 o sen 

2 csc 
csc 

sen 1
2

2 cot 

  cos 

sec 

cos   2
2

Secuencia:
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  < 360°.

 + 1

e) tan2  – 3 = 0      f) cos2  + sen  = 1  

 – cos2  = 0    h) cos3  –      cos  = 0

 + sen2  – 4cos2  + 2 = 0 

 + 2cos2

 = 1 + tan2  = 0

3. Si A + B + C = 180°, demuestra que sen(B + C) = sen A.

4. Si tan 35° = x, deduce que 

5. El ángulo  cumple que sen(  + 30°) =                y sen(  – 30°) =              . Determina los valores de sen  y 
cos . 

3   3 + 4
10

3   3 – 4
10

1. Si 0° <  < 90°, sen  =     y cos(  + ) = –    , determina los valores de sen , cos  y tan .3
5

4
5

1
x

tan 145° – tan 125°
1 + tan 145° tan 215°

=    .

2. Si 0°   <
a) sen 2  – 3cos  = 0      b) cos 2  – sen  – 1 = 0

4
3 

Para el Problema 1, calcula el valor 
de sen(  + 
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2.6 Resuelve problemas correspondientes a la resolución de ecuaciones trigonométricas.

Solución de problemas:

a)   cos 

c) tan 

e) tan2   tan   

b)  + 1  sen  

d) 3 tan   tan 

f) cos2  + sen   sen2 g) 1 + sen 2   sen2  + sen 

i) cos 2  + sen2   sen2

sen 2 cos  + 2 cos2

2 tan 2 tan2

h) cos3
4
3   cos cos2

4
3 

l) 

n) 

  3
3

  sen   sen 

  sen   sen 

  cos   3
2

  sen 

2 2

2 cos2

cos2 1
2

3 cos 2 2

  cos   2
2  

k)

2 sen cos2  + 2 cos2

2 cos2

  cos 

  sen 2 1
2  cos   2

2  

2 sen cos 

2 sen  cos2

sen 2

sen 2

tan   tan  3   tan2   tan 

tan )2

  tan  

la relación de la tangente con el seno y el 
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2b) cos 2 2  2 sen2  + sen  sen 

2a) sen 2  2 sen  cos   cos 

   sen 3
2

1
2 sen  

3. Como A + B + C B + C A
B + C A A.

4.

  x.
1 1 1

x

  x.

1
xx

x)x
x2 + 1

x x2)
x2

x x2)
1
x

5.
3   3 + 4         + cos 1

22
3 3 sen 

2 2
cos 

1
22

3 3 sen 
2 2

cos 

6   32   3 sen 
2

3
5sen 

2 cos 
2

4
5

8 cos 

1. Como sen 3
5 <  < 3

5

2 4
5

 + 4
5  3

5  4
5    4 cos    cos 3

4  

Como sen2  + cos2 sen2  + 3
4  

2
  sen2  + 16

2 3
2  

  25
16

2 3
2  

  sen 25
16

 3
2

  sen  24
25

• Si sen 

• Si sen 24
25 entonces cos 7

25 y tan 24
7 .
























