Unidad 7. Vectores y nimeros complejos

Competencia de la unidad

Conocer los conceptos basicos sobre vectores, sus operaciones y relacionarlos con la representacién
geométrica de los nimeros complejos, comparando la representacion y las operaciones de vectores en
el plano cartesiano con los nimeros complejos en el plano complejo, para fundamentar los resultados
mas importantes sobre vectores y aplicarlos en otras areas

( Tercer ciclo )
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¢ Ecuacidén cuadratica
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e Resoluciéon de tridngulos
oblicuangulos
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e Vectores
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* Practica en GeoGebra
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Vectores
1 2. Suma y resta de vectores
1 3. Producto por escalar
1 4. Coordenadas de un vector en una base
1. Vectores
1 5. Operaciones con vectores en coordenadas
1 6. Vectores y coordenadas de puntos
1 7. Paralelismo
1 8. Practica lo aprendido
1 1. Proyeccion ortogonal
1 2. Producto escalar de vectores paralelos
1 3. Producto escalar de vectores no paralelos (no colineales)
2. Producto escalar de vectores
1 4. Forma trigonomeétrica del producto escalar
1 5. Producto escalar de vectores en el plano cartesiano
1 6. Practica lo aprendido
1 Prueba de las lecciones 1y 2.
1 1. Representacion geométrica de los nimeros complejos
1 2. Operaciones con numeros complejos en el plano complejo
1 3. Forma trigonométrica de los nimeros complejos
3. Numeros complejos T p -
biel 1 4. Multiplicacién de numeros complejos en su forma
trigonométrica
1 5. Division de nimeros complejos en su forma trigonométrica
1 6. Férmula de Moivre
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1 7. Practica lo aprendido

2 8. Problemas de la unidad

1 1. Conceptos bdasicos sobre vectores
4. Practica en GeoGebra

1 2. Resolucion de problemas

1 Prueba de la leccion 3

25 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de la leccién 3

Puntos esenciales de cada leccion
Leccion 1: Vectores

Se establece el concepto de vector, se definen las operaciones de suma y resta de vectores, producto por escalar
y coordenadas respecto a una base.

Leccion 2: Producto escalar de vectores
Se define el producto escalar de dos vectores paralelos, luego se define para dos vectores cualesquiera utilizan-
do la proyeccién ortogonal y se deduce también su forma trigonométrica.

Leccién 3: Numeros complejos

En esta parte se estudia la representacion geométrica de los nimeros complejos en el plano complejo a partir
de la representacion de vectores en una base ortonormal. Se estudia la forma trigonométrica de un numero
complejo que se utiliza para la multiplicacidon y division de nimeros complejos y su representacion.

Leccion 4: Practica en GeoGebra

Se utilizan las herramientas basicas para trabajar con vectores y comprobar la solucién de los problemas desa-
rrollados a lo largo de la unidad.
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Vectores

Problema inicial
Una persona se encuentra en un punto A dentro de la ciudad de San Salvador y
desea dirigirse hacia el punto B. Determina:

a) Al menos 3 formas para llegar de A a B.
b) El camino mas corto para llegar de A hasta B.
¢) Una forma para representar que el caminovade AaBynode BaA.

Solucién
a) Algunas opciones para llegar de A a B se muestran en la figura B
de la derecha.
b) El camino mas corto para llegar de A a B es el que esta en
color rojo.
c) Para representar que este camino va de A hacia B se puede
utilizar una flecha que lo indique como lo muestra la figura. A A

Definicion
La flecha cuyo punto inicial es A y su punto final es B se conoce como segmento dirigido.

El conjunto de segmentos dirigidos que poseen la misma longitud, direccién B
(inclinacién) y sentido (hacia donde apunta la flecha) se conoce como vector. .

Se representa un vector con cualquier segmento dirigido que pertenece a ese /
vector, si este segmento_girigido tiene su punto inicial Ay su punto final B, se A

denota este vector por AB; si no se expresan los vectores con sus puntos inicial
y final se pueden usar las letras minusculas a, b, ¢, ... por ejemplo, @, b, c.

Dos vectores d y b son iguales si los segmentos dirigidos que los representan ‘a/ N
tienen la misma longitud, direccion y sentido, es decir, uno se obtiene del otro ‘b/
por medio de un desplazamiento paralelo.

La longitud de un vector % se conoce por norma del vector #, y se denota por
[IZZIl. Un vector % es unitario si su norma es 1, es decir, ||l = 1. R
u
El angulo entre dos vectores se mide al unir por los puntos iniciales ambos —
U

vectores y se utilizan valores de 0° hasta 180°. Dos vectores ¥ y U son
ortogonales si el angulo formado entre ellos es de 90°.

$

1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada >
cuadrado es 1, responde:
a) éCuales vectores son iguales? l
b) éCudles vectores tienen la misma norma?
c) é¢Cudles vectores son unitarios?

d) éCuales vectores son ortogonales?

=

!
|
®

uY]

Ql

=
q
B

2. Considerando el cuadrado ABCD de lado 1, determina: A B
a) éCuales vectores son iguales? b) La norma del vector AC.
c¢) ¢Cudles vectores son unitarios? d) ¢Cudles vectores son ortogonales?

®



Indicador de logro:

1.1 Identifica la norma de un vector, vectores iguales, unitarios y ortogonales interpretando la definicidn.

Se introduce la definicion de vector y sus elemen-
tos a partir de conceptos geométricos conocidos
como segmento dirigido, angulo, longitud de un
segmento, etc.

Propésito:

El Problema inicial induce la representacion de un
vector como segmento dirigido, con esta repre-
sentacion se realizara el estudio de los vectores.

Solucidn de problemas:

- > =
laja=c,e =h

1b) Las de a,c, il yj_) son iguales y las de Zl), e % 7 son iguales:

IZN0 =1l =171 =17 Il =V12+ 22 =5
-2 — -
Idll=1el =17l =1

ﬁ

e
2a) AB = DC, AD = B, BA = CD, DA = CB
2b) [IACH =1+ 12 =2 A B

—_ s > S —> —>

2¢) AB, BC, CD, DA, BA, AD, DC, CB

2d) ABy AD, ABy DA, CDy CB, CD y BC,
CyBD,CAyBD,ACyDB,CAyDB
BD AC

7/ A
F RN= | @
g U
a> FA F’fr
&=
d

En el literal b) la igualdad de las normas
se puede establecer al sobreponer dos
vectores de tal manera que coincidan en
longitud.

El angulo entre los vectores se puede de-
terminar midiendo con un transportador
o por angulos notables.

En virtud de la igualdad de vectores la res-
puesta en 2c) se puede expresar utilizan-
do unicamente los primeros 4 vectores,
esto dependera del nivel deic)Jmpr_e)nsién
de los estudiantes ya que AB = CD, por
ejemplo.

En el literal d) no es necesario que se es-

criban todas las parejas de vectores ortg;

gonales, por ejemplo no se ha escrito AB
—> — >

y BC ya que BC = AD.

El estudiante debe observar que no solo

los lados de los cuadros definen vectores
ortogonales sino también sus diagonales.
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1.2 Suma y resta de vectores

Problema inicial
Resuelve los siguientes literales: B-.

a) Representa con vectores la forma de ir de A hacia C pasando por B. C

b) Representa con vectores la forma de ir de A hacia B pasando por C. A-

Solucién
a) La representacion seria: b) La representacion seria:
B

B
C >C
A A

Definicion
Al unir el punto final de un vector % con el punto inicial de otro vector
U, se define la operacién suma de vectores como el vector determinado
por el punto inicial de % con el punto final de T, como_lg muestra la —
figura. En el literal a) del Problema inicial se cumple que AB +BC=AC. u+v

&l
<l

s

Dados 3 vectores %, U, w se cumple que % + U = U + & (conmutatividad) y

que & + (U+ W) = (& + V) + W (asociatividad). /"B B
A /

Dado un vector A_é, se define el vector BA como el opuesto del vector AT@,
—> — —>
y se denota por —AB, es decir, —AB = BA.

Se define la resta del vector & con el vector U como la suma del vector
- = =2 o - — . . )
U con —U, U — U = U + (—U) como lo muestra la figura. En el literal b) del L

u- L9 WECHLE B B 2 U-v
Problema inicial se cumple que AC—BC=AC + CB = AB.
El vector que resulta de realizar la resta % — U = U + (~) se conoce como
- B N
vector cero, y se denota por Oy cumpleque u +0=0+# = U.
Ejemplo
Dibuja AB + AC, AB—ACy AC— AB.
Estas representacio-
A o C nes de vectores son
/’—) i tantes.
A_é A_) — LRB muy importantes
+ .
AB-A N
C—-AB

v
Problemasm
Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa las operaciones
de cada literal.

a)a+bd b)a+¢ c)c+d & 7
- -2 =2

dd+é+c e)da-b fld-f N

g c-f hya-b-¢ > | b4 ?




Indicador de logro:

1.2 Dibuja el vector resultante de una suma o resta de vectores.

Se definen las operaciones entre vectores en las El Problema inicial proporciona una imagen de la
gue se introducen los conceptos de vector opues- suma de vectores. La imagen que representa la
to y vector cero. Las operaciones se realizan utili- resta en la Definicion se interpreta en términos
zando los segmentos como tal, posteriormente se de la suma de vectores y el vector opuesto, mien-
introduciran los conceptos de base y coordenadas tras que en el Ejemplo se interpreta a partir de los
kque facilitan estas operaciones. D kvectores originales. )

Solucién de problemas:

a) e b) .
> C
a \|/d+8 d\tahke
- -
) d 2. i:B d) > "
i al+el+c
=> = =
e) Py h B f) ~f "
‘\\ @ ] arb ¢ 4 f
N Ea N a) 7 f g e
G-lb -7 17
ﬁ
b
g) E)_ —>= ol IR h) \\\—> _‘;
N 4 g a- ;— c \\ 2
— " S 215 N\
] f / ;’__f’_ 6 RN a-—b-c
-

En el literal d) se realiza asociando los primeros dos
vectores y luego se suma el tercero. A partir del lite-
ral e) se muestra como realizar la resta de dos for-
mas distintas, la primera es a partir de la suma del
vector opuesto y la segunda aplicando el esquema
del Ejemplo. En h) se ha retomado el resultado de e).

@ Sugerencia metodoldgica




Problema inicial

1.3 Producto por escalar

Dibuja el vector que resulta en las siguientes sumas de vectores:

&5

Ejemplo

A U+u+U o
u
b) -7 -4 S
Solucién
e T T 3 - -
AuU+U+U b)-u-u

—
u
. 2
u
—
- =-U
/

Deﬁnicién

Para un vector & y un ndmero real r, de modo que u # 5} y r # 0, se define el producto por escalar para
representar dilataciones (r > 1) o contracciones (0 < r < 1) en el mismo sentido (r > 0) o en sentido
contrario (r < 0), y se denota por ri.

Para el producto por escalar se cumple que [I7Zll = |7|lZll. Se define que 0Z=0 y que r0=0.

r>1 o<r<i -1<r<o r<-1

2 =

Considerando los vectores % y U, los nimeros reales r y s, se cumplen las siguientes propiedades del
producto por escalar:

=

1.r(sd)=rsi  2.(r+s)u=ri+su 3.r(@+70)=ru+r0

. . =4 . .. .
Se dice que dos vectores % y U diferentes de 0 son paralelos (o colineales) cuando los segmentos dirigidos
que representan estos vectores, son paralelos. Esto equivale a que existe un nimero real r tal que % = rv.

Determina en términos de % y U el vector resultante de la expresion 2(2% + 3v) — 3(2u - 0).

2(2% + 30) - 3(2% - D) = 2(22) + 2(39) + (-3)(2%) + (-3)(-V)

=41 + 6U + (—6u) + 3U Recuerda que G-b=a+ (—T;).
=20 +9U
Problemas
1. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el
vector que representa cada literal. ]T’ .
L a1
a) de b) 4a c) 3¢ - >
e
- 3P - -
d)-3f e) -5 b f) 2d + 3e = b
2. Determina en términos de /'y Uel vector resultante de cada expresién.
a)4u+3U-1u-20 b) (Z - 27) - (31U + 20) c) 3(2% + 40) d) 3(-2% + V) - 2(3u - 47)

©




Indicador de logro:

1.3 Dibuja el vector resultante de multiplicar un vector por un nimero escalar.

Ahora que ya se conocen las operaciones de suma
y resta de vectores se define el producto por esca-
lar que, en el caso que el escalar sea entero, gene-
raliza la suma de un mismo vector un nimero en-
tero de veces o la suma de su opuesto si el entero
es negativo. Esta definicion permite introducir el
concepto de vectores paralelos.

_

E

J

| Problema inicial permite inducir el producto
por escalar al menos para numeros enteros. En la
Definicidn el producto por escalar queda estable-
cido para un nuimero real cualquiera por medio
de la nocién de contraccion y dilatacion. Se esta-
blecen ademas propiedades del producto por es-
calar para operar los vectores como expresiones
algebraicas.

J

Solucién de problemas:
1a) gﬂr A 1b)
) B
4e
el
Gl ,
a
1d) ]7 le)
- |-f|-f
DN B
—3f

2a)4U+3U-U-2U=3u+v

2¢) 3(2u + 40) = 61 + 120

1c)
A
—
c
—> 1 -
4 2 1
a 5 C
1f
35’ )
7 IR
—>1r 24 + 3¢
e
A
h el urs
— 4
e -+
a

2b) (- 20) - (-3U + 2V) = 4u - 4v

2d) 3(—2u +0) - 2(3u - 4v) =-12u + 110

Sugerencia metodoldgica
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1.4 Coordenadas de un vector en una base*

Problema inicial

. . . . - e
La siguiente figura esta formada por paralelogramos, expresa el vector OB con los vectores i y j.

[T

N

Soluaon oL
El vector OB se puede expresar como suma de vectores con iy j como:

Utilizando el producto por escalar, se cumple que OB =27+ 3j_.)

/

=

i

=~

Conclusién . .
A una pareja de vectores i, j ambos diferentes de 0 y no paralelos (no colineales) se les llama base vectorial.

El punto O se conoce como origen de la base vect@)al y para todo vector % se cumple que, existe un
punto M tal que # = OM. Ademas para todo vector OM, existen dos numeros reales Unicos x, y, tales que
OM = xi + y], y se puede expresar el vector como un par ordenado OM = (x, ), a este par ordenado (x, )
se le conoce como coordenadas del vector OM en la base (z ])

Una base es ortogonal cuar ndo ¢ y] son ortogonales, y se dice que una base es ortonormal cuando ademas
de ser ortogonales, tanto 7 comOJ son unitarios (la norma es igual a 1).

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vectoresl_),l_>, I_), U: I_), ID en la base (I_), I_))
IC = (1)IB + (1)IK IB = (1)IB + (0)IK b K c
K= (0)iB+ (1)iK U= (1)B+ %)R’ L // f
IA = (-1)IB + (0)IK ID = (—1)IB + (1)I
Por lo tanto, las coordenadas de los vectores son (1, 1), (1, 0), (O, 1), (1,%), (-1,0), (-1, 12).
Problemasm
Considerando la base (HI, HB), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.
a) HA b) HK ¢) HF d) HJ G H/
|
e) HH f) Hi g) HB h) HE A 4




Indicador de logro:

1.4 Determina las coordenadas de un vector utilizando una base vectorial.

En esta clase se aborda el concepto de base vecto-

rial para expresar un vector en términos de otros,
esto servird posteriormente para determinar una
féormula para la norma de un vector y describir los
numeros complejos a partir de los vectores.

N

En el Problema inicial los estudiantes haran uso
de la suma de vectores y del producto por escalar.
En la Definicién se observa que al escribir las coor-
denadas de un vector se debe hacer referencia a
la base utilizada, asi como en el Ejemplo donde
se debe observar la importancia del orden de las

Solucidn de problemas:
— — —>
a) HA = (-1)HI + (1)HB

K L

J
G/ H/ A
AL B/ ¢

Coordenadas: (-1, 1)

¢) HF = (1)H1 + (£)n"

L

J K
A A—t
o/ /7

A/ B/ ¢

Coordenadas: (1, %)

b/ E
A/ By £

Coordenadas: (0, 1)

coordenadas. .

\_

b) HK = (O)HI + (-%)ﬁ’s

L

J K
G/ H/ A
0/ e/ {

A/ BY A

Coordenadas: (O, —%)

—>

d) H) = (~1)Hi + (—%) B

Coordenadas: (—1, —%)

—>

f) HI = (1)HI + (O)HB

(1,0)

h) HE = (O)HI + (%)H_B)
J K L
G/ H (
D/ 4 £

A/ B/ £

Coordenadas: (O, %)
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1.5 Operaciones con vectores en coordenadas
Problema inicial -
Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base (i, j).
a) OA b) OB c) OA + OB /%%%/
- = — 1= /S L S S
d) OA-0B e) 20B f) 3 OA g A=78 7
o7 -
Solucién
a) b) c)
[ /L [/ /A LT/
7; [T 7 [T T
N A /7 7 R
NV o A P s Wi
- J ; o J 07
l ! ! l
5&=?+3f 6@:2?+7 OA+O0B=i+ 37+27+7
OA=(1,3) OB =(2,1) OA+OB=3i+4j
OA+ OB = (3, 4)
[Nota que(3,4)=(1+2,3+ 1).]
d) e) f)
A/ / / [ [/ /
L7 / / A/ /S /
AN 277 7 LB 4L T T
V. AT 7 T2 7 7
07 0 o7
— > 5 o 5 o — > R lO_,&=l(lT)+3_')
OA-OB=1i+3j—(2i+)) 208 = 2(2i +) 3 3 J
OA—OB=—-i+2] 20B=4i+2] $OA=2i+]
—> —> —> 1 =
A-0B = (-1, 2) 208 = (4, 2) 10A=(%,9)
(Nota que (-1,2)=(1-2,3-1).) (Nota que (4,2) = (2x2,2x 1). ) (Nota QUE(é; 1)=(§>< 1,%><3)~]
Conclusién
Dado dos vectores % y U con coordenadas % = (x, ¥) y U= (¥, y’) y un nimero real r se cumple que
U+V=(x+x,y+Y) U-0=(x-x,y-Y) rd = (rx, ry)
Problemas;:
Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base i, 7
NAVAVAVAVIAN
a) OA b) OB c) OA + 0B dOA-0B
—> 3 — —> —> - - 7 B
e)-308B f) 50A g) OA +208B h) 30B —20A \ \ \ \
(VAN
@ )

12




Indicador de logro:

1.5 Determina las coordenadas del vector resultante de un producto por escalar, una suma o una resta de

vectores.

En esta clase se efectian las operaciones entre
vectores utilizando sus coordenadas en una base

dada.

Solucién de problemas:

AN\ A

A\
NN NN

<ﬁ=-7+27
OA=(-1,2)
c)a&+6l§ (-1+(-1),2+(-1)
=(_211)

e) —308 = (-3(~1), -3(-1))
= (3,3)

g) OA +208B = (-1, 2) + (=2, =2)
= (-3, 0)

Propésito:

Con el Problema inicial se induce que la suma de
vectores se puede realizar sumando ordenada-
mente las coordenadas entre los vectores, esto se
consolida en la Conclusion.

BN N\ N\ N\ N\ N\
A\

d) OA — OB = (-1 — (-1), 2 — (1))
=(-1+1,2+1)
=(0, 3)

1204 = (3(-1), 2(2)

-(-33)

h) 30B — 20A = (-3, =3) — (-2, 4)
= (_11 _7)

@ Sugerencia metodoldgica
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1.6 Vectores y coordenadas de puntos

Problema inicial

Sean A(2, 1) y B(3, 3) dos puntos en el plano, con coordenadas en la base 5
ortonormal (€, €,) que muestra la figura. 2
a) Calcula las coordenadas del vector AB. 31 A
2
. — > x
b) Determina la norma del vector AB. -1 o B INE
=
Solucién

a) Considerando los vectores OA y OB con coordenadas (2, 1) y (3, 3) respectivamente en la base
ortonormal (€}, €)). .

Entonces se cumple que ol IC B
AB = 0B - OA 1
— el A |D
AB=(3I3)_(ZI 1) -1 O E) 1 2 3 x
—1] *1
AB =(1,2)=0C.

b) La norma de este vector se puede calcular aplicando el teorema de Pitdgoras al AABD, de modo que
IABI = V124 22 =5

Conclusion — —
Considerando en el plano los puntos E,(1, 0) y E,(0, 1) que definen los vectores ¢, = OE, y ¢, = OE,. Se tiene

que los vectores €, y €, forman una base ortonormal.
Dado un punto A(x, ) en el plano, se cumple que OA = (x, y) en la base (e}, €,), y que IIO_AiII =\x2+y2 .
Si B(x', ') es otro punto, entonces se tiene que

/ﬁi:ﬁi—o_ﬂﬂx'—x,y'—y) y que,

IABI = V& =22 + (' —9)° .

<
Problemasm -
1. Dados los puntos Ay B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (é;, &) definida

arriba.
a)A=(2,1);B=(3,1) b)A=(3,0);B=(1,2) c)A=(1,1);B=(0,2)
d)A=(0,1);B=(-2,1) e)A=(-1,-3);B=(-1,-2) f)A=(1,-1); B=(1,-1)

2. Considerando las coordenadas en la base (e, é’z)gg un vector % = (2, 4) y un punto A = (1, 3), determina
las coordenadas de un punto B que cumpla que AB = Z.

14




Indicador de logro:

1.6 Expresa las coordenadas de un vector cualquiera en el plano cartesiano como coordenadas de un punto.

Propésito:

Ahora se estudia la base vectorial mas simple del
plano cartesiano y se establece la norma en tér-
minos de las coordenadas.

El Problema inicial permite escribir un vector a
partir de dos puntos dados utilizando la diferen-
cia de vectores; ademads permite determinar su
norma por medio de sus coordenadas.

Solucién de problemas:

1a) OA=(2, 1), OB = (3, 1) 1b) OA = (3,0), OB = (1, 2)
AB = 0B - OA AB = 0B - OA
= (31 1) - (21 1) = (1f 2) - (31 0)
=(3-2,1-1) =(1-3,2-0)
= (11 0) = (_21 2)
||K|§|| =v12+02=1 IABII =\(—2)7+22=8=2\2
1c) OA=(1,1), OB = (0, 2) 1d) OA= (0, 1), OB = (-2, 1)
AB = OB — OA AB = OB — OA
=(0,2)—-(1,1) =(=2,1)-(0, 1)
=(0-1,2-1) =(-2-0,1-1)
= (_1; 1) = ( 2 )
IABI =V—1) + 12 =2 =2 IABI = (=2)7+ 07 = 2
1e) OA = (-1, -3), OB = (-1, -2) 1) OA = (1, -1), OB = (1, -1)
AB = 0B — OA AB = OB — OA
= (_11 _2) - (_11 _3) - (11 _1) - (11 _1)
= (-1-(-1), -2 = (-3) =(1-1,-1-(-1)
=(0,1) =(0,0)
IABI =0T+ 12=1 IABJl =07+ 07 = 0
2.u=(2, 4)y A—(1 3), el punto B es talque = AB. i
s s En este punto el estudiante debe percatarse
AB=0B- OA de la facilidad de las operaciones de vectores
aé - ﬁ " O_A)‘ utilizando las coordenadas, sin embargo es
s vélido utilizar el recurso gréfico.
OB=(2+1,4+3)
OB=(3,7)

Por lo tanto, B = (3, 7).

@ Sugerencia metodoldgica



1.7 Paralelismo

Problema inicial
L Considerando el vector & = (2, 3), determina el valor de x para que el vector U = (x, —9) sea paralelo a &

(@ 110).
Solucién
Se considera un ndmero real r que cumple: I Dos vectores & y T diferentes de G son
v=ru paralelos si existe un numero real r
(x,=9) =1(2, 3) que cumple ri = U.
(2, —9) = (2r, 3r)
Y entonces se debe cumplir que
x=2r...(1)
—-9=3r...(2)

Luego se resuelve la ecuacion (2), y se tiene:  r=(-9)+3=-3.
Finalmente se sustituye el valor de r en (1): x=2(-3)=-6.

Por lo tanto las coordenadas del vector ¥ son (=6, —9).

Conclusién
= ’
Dado un vector % = (x, y) # 0, se tiene que otro vector U es paralelo a & si existe un nimero real r de modo
e
que U= (rx, 1y). Un vector u = (x, y) es distinto

del vector cero si x o y son dis-

Ademds, en una base ortonormal, para la norma del vector U se cumple que | ° : )
tintos de cero (ambos inclusive).

101 = N(rx)? + (ry)? = [r N2+ 32 = || lIdl.

Para todo numero real r
se cumple que 72 = |r|.

Ejemplo

Determina los vectores paralelos al vector & = (-3, 4) que tienen norma 15.

Si U'es un vector paralelo a % se cumple que U = ri, entonces:

1ol = |r| Izl
15= |r|N(=3)7+4
15=5]r|
Ir=3
r=13,

por lo tanto los vectores son: 3% = 3(-3, 4) = (-9, 12) y =3% = —-3(-3, 4) = (9, -12).

P *
roblemas Z
1. Calcula las coordenadas de U’ para que iy U'sean paralelos.

a)u=(2,1),v=(x, 3) b)©w=(3,1),0=(x,-3) <) u=(63),0=(2 %) d)©z=(2,4),0=(-1,x)

2. Determina los vectores paralelos al vector 7 que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas
en una base ortonormal.

a) ¥ =(4, 3), norma 10 b)u=(-3,-4),normal c¢)#=(1,2), norma5 d)Z =(2,2), norma4

3. Encuentra las coordenadas del punto C de un paralelogramo ABCD, si se cumple que A=(1, 2), B=(3, 5)
yD=(0,0).

2
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Indicador de logro:

1.7 Utiliza la definicidn de paralelismo entre vectores para resolver problemas con vectores expresados en

coordenadas.

Secuencia:

Los vectores paralalelos se definieron en la clase
1.3 donde se tratd el producto escalar. Para esta
clase se estudia el paralelismo utilizando las coor-
denadas de los vectores y se demuestra la formu-
la de la norma de un vector en términos de algun
vector paralelo a este.

J

Solucion de problemas:

1la)u=(2,1), U= (x 3)

v=ru
(x,3)=r(2,1)
(x,3)=(2r, 1)
x=2r...(1)
3=r...(2)
r=3
x=2(3)=6

Por lo tanto, U = (6, 3).

2a) u = (4, 3), norma 10
U=ru
I3 = |7 Il
10= |rN&+3
10=5]|r|
|r| =2
r=12
Por lo tanto los vectores son:
21 =(8,6)y—2u=(-8,-6).

3.A=(1,2),B=(3,5),D=(0,0).
y

£ 3
5

4

Propésito:

Para desarrollar el Problema inicial el estudiante
debe utilizar la definicién de paralelismo, la igual-
dad de pares ordenados. En el Ejemplo se mues-
tra otro tipo de problemas sobre vectores parale-
los y su solucién.

-

1b) U = (-9, -3)

1c)v=(2, 1)
1d) U= (-1, -2)

2b) % = (-3, -4), norma 1
(=3 4, (324
Los vectores son: ( < 5) y (5, 5).
2c) % =(1,2), norma 5
Los vectores son: (V5, 2v5) y (=5, —=2v5).
2d) © = (2, 2), norma 4

Los vectores son: (212, 2V2) y (-2v2, -2v2).

Los vectores AB y D_C) deben ser paralelos e iguales:
DC=AB = (3,5)—(1,2) = (2, 3).
Ahora, ya que D = (0, 0), entonces C = (2, 3).

Sugerencia metodoldgica
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1.8 Practica lo aprendido ~

1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada cuadrado es 1, responde:

a) ¢Cudles vectores son iguales? n
b) éCuales vectores tienen la misma norma? & 7 & N
c) éCuales vectores son unitarios? d
d) éCuales vectores son ortogonales?

|

a =
b
2. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa la operacion de
cada literal. >y
> ]
- 7 — 2
a)a+b b)c-b - 0
a
- -
ca+b+7c d)a-b+7¢

3. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa cada literal.

a)4a b) 25 g
-3¢ d)-3a + b > b
4. Determina en términos de 72y Uel vector resultante de cada expresion.
a)2u+v-3u-v b) (3% -0)—(-2U-3%) c)-2(3%-27) d) 2(-% + 30) - 3(w + 20)

— —>

5. Considerando la base (Gl, GD), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.

a) GC b) GL ¢) GB d) Gk JGB‘ K\H t|
¢
6. Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base Z Jj- \ \ \ \ \ \ \
a) OA b) OB c) OA + OB d) OA- OB
e) 208 f) 208 g) OA + 308 h)~20A - 308 Y \OB\T\ O\

AR

-~ - =
7. Dados los puntos Ay B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (¢, €).

a)A=(3,1);B=(4,2) b)A=(-2,1);B=(-3, 2) c)A=(-1,-1); B=(-3,-2)

8. Considerandoﬁs coordenadas de un vector % = (-2, 1) y un vector OA= (3, 5). Determina las coordenadas
de un vector OB que cumpla que AB = 7.

9. Calcula las coordenadas de U para que &y U'sean paralelos.
a)=(1,3),0=(x 12) b)@=(3,9),V=(x,-6)

10. Determina los vectores paralelos al vector & que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas
en una base ortonormal.

a)u=(3,2),norma 13 b) % = (-2, —4), norma 10
Y Ju=(3,2) Ju=( ) )

g ©_
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Indicador de logro:

1.8 Resuelve problemas utilizando vectores.

Solucién de problemas:

la)a)y]? 1b)3y]7,)5)y3;6’y§ 1c)3yd 1d)3y?3),_e)y]7;)5)ycz
2a) 2b) 2¢) 2d)G-b+¢=d+(C-Db)
o N - . b
(94 ¥ = a—o0+c¢C
a c///" 4 d+8+¢ 7 /AR
T & mai
—T_|d+b 5 —1 y/
a+b a—)
3a) 3b) | % 3| 2 3d)
a g o] gb] 2 e
> @ -d-d
4a) 24 +U-3U-U=-1 4b) (3U - 7) — (~20-3u) =6U +T
4c) —2(3U-20)=—-6u + 4V 4d) 2(-u + 30) - 3(U + 20) = —
_ 1 = _
5a) (1, 2) 5b) (1, -1) 5¢) (2,2 5d) (3,-1)
6a) OA = (<2, 1) 6b)OB=(0,-1)  6¢) OA+O0B=(-2,1)+(0,-1) 6d)OA—OB=(-2,1)-(0,-1)
= (_21 0) = (_21 2)

6e) —208 = (0, 2)
7a)A=(3,1);B =
AB = OB - OA
=(4,2)-(3,1)
=(1,1)

(4,2)

12412

\/E

TR
L& 8T
T !
o =
>

l;?l

AA

-2,1

=+

(3,5)

3l 3l 8 &l &l

=
2

7b)A=(-2,1);B=(-3,2)

6f)2 OB (o,—

>
o

>)  6g) OA+308=(-2,-2) 6h) —20A — 308 = (4, 1)

3

7c)A=(-1,-1); B=(-3,-2)

= 0B -O0A AB = OB — OA
=(-3,2)-(-2,1) =(-3,-2)-(-1,-1)
=(-1,1) =(-2,-1)
|AB| = V(1) + 12 |AB| =V(=2)2+ (-1)?
-\2 -5
(4, 12) 9b) U= (-2, -6)

9a)7 =

10a) (3V13, 2V/13) y (-3V13, -213)

10b) (2V5, 4V5) y (-2V5, -45)

Sugerencia metodoldgica

©



Producto escalar de vectores

2.1 Proyeccion ortogonal

Problema inicial

~

Para cada uno de los siguientes triangulos determina el punto donde se interceptan la altura del vértice B
ala base AC.
a) B b) B ) B
C% |
C /\A / A
-
Solucién
Trazando la altura de cada tridangulo y localizando el punto de intercepcion:
a) B b) B c) B
C A
C H A H
Conclusién

Dados dos vectores AB y AC se_)deﬁne la proyeccion ortogonal de AB sobre /-\_C>, por el vector A_I)-I, y se
cumple que BH es ortogonal a AC.

B B
Ce—1d A C< e e
H
Ejemplo
Determina la proyeccién ortogonal de ¥ sobre U para cada caso.
a) b) c)
7 u

iﬁ
0
"0 7

)
vH °

<l
T

bl
Problemasm

. .z d d
1. Grafica la proyeccion ortogonal de u sobre v para cada caso.

a) o b) c) \
u =
v v “ v
0 0 SO = P
v
U |

N

2. Grafica la proyeccién ortogonal de U sobre % para cada caso.

a) R b) c)
u Z
4_3/
(0]

<l

o<l

©

©




Indicador de logro:

2.1 Dibuja la proyeccién ortogonal de un vector sobre otro en diferentes casos.

Pccuencio: |

En esta leccion se define la proyeccion ortogo-
nal de un vector sobre otro, esta idea tiene como
base el trazo de la altura de un triangulo. La pro-
yeccidn ortogonal permitira definir el producto
escalar para dos vectores cualesquiera.

\_
Solucidn de problemas:
1a) . : 1b)
u :
0] ': >,
H U
O
Of
2a) 7 S 2b)
o v :\‘ \

Propésito:

El problema inicial permitird al estudiante co-
nocer el proceso para determinar la proyeccion
ortogonal de un vector a partir de la altura del
triangulo definible por los vectores. En la Conclu-
sién el estudiante debe apropiarse de la repre-
sentacion de la proyeccién ortogonal.

W,
, 1c)
/; 7 o
(0] H HO
OH 00
2c)
- i - ‘ﬂ
v U
(0] (0]
. H
OH 00

La proyeccion ortogonal en
1c) y 2c) es el vector cero.

Sugerencia metodoldgica
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2.2 Producto escalar de vectores paralelos
Definicién
Sean % y U dos vectores paralelos (colineales). Se denota el producto escalar de los vectores Z y U por - U
d ﬁ : b d —> P d - . . .
y s€ define por i+ = 1 llullivll, siwy v tienen el mismo sentido.
—IZIITI, si %y U tienen diferente sentido.
Cuando@=00T=0, se define - T=0.
Ejemplo 1 -
Las divisiones de la recta [ son regulares y el vector Ol es unitario, determina:
a) OA - OB b) OA - OC C o | A B
— — — - ——t—t—t————
c)IA-CB d) AB - AC
a) En este caso tzﬂto CT,&_gom_o)CTé tienen el mismo b) E_n)est_e)caso 5_{-\y O_E))tienen diferente sentido,
sentido, OA - OB = |[OA]|IOB]l =2 x 4 = 8. A - OC =—[IOAJIIOCI = —(2 x 3) =—6.
I q ! . o__| A B | C o I A B
] I Ll 1 1 [ I !
1 1 1 1 T L T T 1 T 1 T T
c) En este cal_f,ogntozgcomo CB tienen el mismo d) E_n)esE asoé_éyg)gtienen diferente sentido,
sentido, IA- CB = |IIAIICBl =1x7=7. B+ AC =—[IABIIIACIl = —(2 x 5) =-10.
R P U S R P U S S
T 1 1 1 1 1 1 1 El | T 1 1 1 1 T T T 1
Ejemplo 2 —
Sean Ay B dos puntos tales que AB = 4. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.
M A B AI L L L BI L L L '\I/I A M B
_l(_|_|_|_|_|_|_|—)'|_ LIS L B Bt B N B B | _|_|-)|_|')'|_
AB-AM =—(4 x 4) = -16 AB-AM=4x8=32 AB-AM=4x2=8
Ejemplo 3
Sean Ay B dos puntos tales que AB = 4. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.
a)AB-AM =8 b) AB - AM = —12 ) AB-AM = 16 d)AB-AM =0
A M B M A B A B A B
— > — ettt ———>t ———>t
. M M
Problemasv .
1. Las divisiones de la recta [ son regulares, y el vector Ol es unitario, determina:
a) OA- OB b) OA - OC
- N C A O | B 1
c)IA-CB d) AB- AC ; ; f } } } } } }
2.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 2. Calcula AB-AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.
3. Sean Ay B dos puntos tales que AB = 6. Dibuja el punto M en la recta AB para cada literal.
a) AB-AM =24 b) AB - AM =3 c) AB - AM = -36 d) AB-AM =0
S J

©



Indicador de logro:

2.2 Calcula el producto escalar de vectores paralelos.

Secuencia:

Ahora se estudia la definicidon de producto esca-
lar de dos vectores para vectores paralelos, que
guarda cierta relacidon con la multiplicacion de
numeros positivos y negativos, que se estudié en
séptimo grado. En la siguiente clase se extende-
ra esta definicion para dos vectores cualesquiera

Propésito:

La definicién de producto escalar para vectores
paralelos es parecida a la forma en la que se es-
tablecid la multiplicacion de nimeros positivos y
negativos, en este caso el sentido del vector hace
las veces de signo para los numeros: el produc-
to escalar de dos vectores que tienen el mismo

utilizando la proyeccién ortogonal. sentido es positivo y si es diferente es negativo.
\_ proy g . \_ p y 8 .
Solucidn de problemas:
1a) OA - OB 1b) OA - OC z
C A O I B
(|: 1 '?‘4 (I) L ! L \|B 1 [ le1 < 1 1 1 1 1
1 1 ™~ 1 1 1 1 gl | 1 = 1 1 1 1 1
OA y OB tienen diferente sentido. OA'y OC tienen el mismo sentido.
OA - OB = —[|OAIlIOBIl = —3 x 2 = - OA-0C = IOANINOC =2 x 2 =3,
1c)1A - CB 1d) AB - AC l
C A O | B I C A O | B
— T+ b
ﬁ)y CB tienen diferente sentido. ABy AC enen diferente sentido.
A-CB=— 7y__21 AB =— =_3
IR - CB = ~ITANNCBI = (2 x 2} = -2 AB - AC = —IABIIIACH = (2 x 1) =-2.
2a) A es el punto medio de BM. 2b) B es el punto medio de AM. 2c) M es el punto medio de AB.
A B A B M AMB
—I—I—I\L—|—|—I—>I—I—I— — 41—ttt ————>t>t——
AB - AM = —(2 x 2) = — AB-AM=2x4=8 AB-AM=2x1=2
3a) AB - AM = 24 3b) AB - AM = -3
A M B L I\{lle\ 1 1 1 L L e |
_|_|_|_|-)'|_|-)|_ T T=1 T T T T T 'B
3¢)AB-AM =-36 3d)AB-AM =0
M A B A B
fet———t+—t+——t————> ——t—t——>
M
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2.3 Producto escalar de vectores no paralelos (no colineales)

Problema inicial
Expresa el producto escalar del vector U'con la proyeccién de % sobre el vector .

a) b) c)
u o ZZ
U
o - - e O =3
v v v °
Solucién
Se encuentra la proyeccién ortogonal de % sobre T.
a) b) c)
: u o
° TH g o H v H
7'+ OH = IZNIOFl o'+ OH = ~IIBIIOAI 7-OH=7-0=0
Definicién

- o = 5z - =] cz

Sean 'y v dos vectores no paralelos, y sea 1’ la proyeccion ortogonal de u sobre v y U’ la proyeccidn
— — =2y > = - = =

ortogonal de U'sobre i, entonces ©’ - v =u - U'. Se define el producto escalar de los vectores 1 y U por:

e = = T 3 - o
u-v=u-v=u-v

o . o , - =

En el producto escalar se cumplen las siguientes propiedades para un niumero real r y tres vectores u, Uy w:

1) - =lzlzl =Nz

AOAH ~ AOBI,

2)U-v=v"U por lo tanto, OB:OH = OA-Ol.
o e I = =1

- ;> — I e o o ‘:“\ Luegou'-v=u-v"

3NU-(V+W)=U-U+u-W,(W+V) W=t -W+0-w P

4T (rv) = (rid) - B =r(@- D) 0 '?4 = 5.8

El producto escalar cumple que si dos vectores son ortogonales, entonces su producto escalar es 0y viceversa
(si el producto escalar de dos vectores diferentes de cero es 0 entonces los vectores son ortogonales).

Ejemplo
Sea ABC un triangulo rectangulo en A, expresa los productos escalares: a) B
a)AC-BC=AC-AD b) CA-BC=CA-AC
—_— —> 2
=AC-AC =-AC
=AC’ C A
¢)BA-CB=BA-AB d)AB-CA =AA-CA
= -AB’ =0-CA
=0 D

<
Problemasu

1. Considerando un cuadrado ABCD de lado 4. Calcula los siguientes productos escalares.

a)AB-AC  b)CD-AC c) AB- DA d)AB-CD e)CD-BO a
A B
2. Teniendo el trapecio rectangulo ABCD, con AB=4, AD =2y CD =3, D C
Calcula los siguientes productos escalares.
a)AB-CA  b)CD-AC ¢)DC- DA d)AB-CD
Al B

®




Indicador de logro:

2.3 Efectua el producto escalar de vectores no paralelos utilizando proyeccién ortogonal.

Se define el producto escalar para dos vectores En el Problema inicial se observa el producto es-
cualesquiera relacionando el producto para vec- calar de vectores analizando los tres casos de la
tores paralelos con la proyeccidn ortogonal; ade- proyeccion ortogonal vistos en la clase 2.1, es de-
mas, se cumple que dos vectores son ortogona- cir, cuando el angulo entre los vectores es agudo,
les si y solo si su producto escalar es cero. obtuso o recto. En la informacion adicional de la
Definicidon se demuestra que el producto escalar
esta bien definido.
N y B W,
Solucion de problemas: Primero se dibujan los vectores con punto inicial comun.
—_— s — —> —_—— — —> E
1a) AB-AC=AB-AB C 1b)CD-AC=CD-CE :
= II'ZABII2 -CD-CH
= 4 _ L—i
=16 A B SN NP [
=-16
A B
1c) AB- DA =AB-AE D C 1d)AB-CD=-(4x4)  1e)CB-BG=BA-B0 PR
_AB-AR 9 =-16 =BA-BH
_ —> .—) D < C = 4 X 2 A < ’2 B
=AB'0 , Mg ] H
=0 =
v A >B
E
2a) AB - CA = AB - (-AQ) 2b) CD - AC = CD * (—CA) 2c)DC-DA=DC-DD=DC-0=0
- —(AB-AQ) =—(CD - CA) D C
= —(AB - AE) =—(CD - CD)
= =—(3x3
(4 x 3) (3x3) R .
=-12 =-9 o
D \C Dr< C 2d) AB- CD =—(4x 3) =12
: Dre C
A l:' >B A B
E A_I W

En los problemas 1c) y 2c) el estudiante pue-
de observar inmediatamente que el produc-
to escalar es cero por la perpendicularidad
de los vectores.

@ Sugerencia metodoldgica
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Ejemplo

2.4 Forma trigonomeétrica del producto escalar

Problema inicial

Calcula el producto escalar de los vectores 7 y U si se sabe que ||zl = 2, IUll = 3 y el 4ngulo entre los vectores
es o =60°0 120°.

Puedes utilizar razones trigonométricas

a) o b) para calcular el producto escalar.
u
u
120° . o .
60° Las razones trigonométricas de angulos
T U notables son:
_/
S cos 60° = % cos 30° = % cos 45° = g
.7 o V_
olucién B I R sen 60°=% sen 30°=% sen45° = TZ
Se encuentra la proyeccion ortogonal ' de u sobre v.
a) b)
120°
=
1%
e I T = =, - - =,
u-v=u"-v=u'llvl u=—lwl il
-,
@l .l
Puesto que: cos 60° = —— cos 120° =—- =,
Izl Izl
- - -, -
entonces: llz'll = llzéllcos 60° llz'll = —llzllcos 120°,
por lo tanto % + T = 17'Il 151l = 1l ||U||clos 60° -0 =1u'lllYllcos 120°
— — 1
= X X == = X X |—=) = —
2x3x 3 2x3x(-3)=-3.
Conclusion
Considerando dos vectores &y U, se cumple que % * T = |zl [IUlicos a. S,
A partir de la expresién % - U= | ZlIVllcos o
es sencillo demostrar que &+ U= 0" U.
—
u
a A a se le llama angulo formado
— entre los vectores i y U.
Y

En los siguientes vectores se cumple que |Zll = 3, IITll = 2V3y Z - U= 9. Determina el angulo formado entre
los vectores y U.

Se cumple que % - U= [lZlllIv]icos a (o es el angulo entre 77y U) entonces para calcular el dngulo entre Zy U:

9 =3(2V3)cos a.
De la clase 1.1 de esta unidad
L __9 _\3 .
uego cos o= _V_ =5 se sabe que el angulo entre dos
6V3 vectores estd entre 0° y 180°.
Como 0° < a0 < 180°, entonces o = 30°.

<
Problemasm

1. Calcula el producto escalar de 7 y U, considerando que «a es el dngulo formado entre ambos vectores.
a) Il =7, 1Vl = 4, a=60° b) Il = V3, IVl = 4, a = 30° c) Il =2, IVl =22, a = 45°

2. Determina la medida del angulo formado entre los vectores  y U para cada literal.
a)llull =2, vl =4yu-v=4 b)lull=V\3,vl=2y& V=3 o) l@l=v2, I0ll=3yu -T=-3

159
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Indicador de logro:

2.4 Realiza el producto escalar de vectores utilizando la forma trigonométrica del producto escalar.

Propésito:

En la Solucién los estudiantes calcularan el pro-
ducto escalar utilizando la definicién y las razo-
nes trigonométricas del dngulo dado entre los
vectores.

En esta clase se establece la relacion entre el
producto escalar y el dngulo formado entre dos
vectores dados.

Solucién de problemas:

1a) Izl = 7, 1Y)l = 4, a = 60° 1b) 12l =3, IVl = 4, a = 30°
i U= ulllvlicos 60° % - U= llzllivlicos 30°
1
=TxAxy =V3xax 2
=14 =6
1c) 1%l = 2, 51l = 2v2, o = 45° 2a) lull =2, Ivll=4yu-v=4
i - U= l[ull[Elicos 45° @+ 0= dllTlcos o
_ vz
=2x2V2 x B 4 = 2(4)(cos )
=4 cos a = %
a=60°
2b) %l =3, Il =2y -T=3 2¢) 1zl =2, IVl =3y % -v=-3
u U= ullVlcos a u - U= ullVlicos
3 =3(2)(cos a) -3 =v2(3)(cos @)
_3 _\3 3 _ V2
COsa=53=5 Cos A= o5 =——
o =30° o =135°
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2.5 Producto escalar de vectores en el plano cartesiano

Problema inicial

' id

L Considerando una base ortonormal (i, J), 7% = (x, y) y U= (x', y') dos vectores & = xi + yj, 0= x'T + '], Deter-

. - -
mina u* v.

Solucién e L
u-U=(xi+y) (x'i+yY)
= X1 X' + X0 - y'f)+ yj_)- X7+ yf)- y'j_) por propiedad 3,

= xx'(?-?) + xy'(?-j_'j +yx'(7- l_j +yy'U_)-j_)) por propiedad 4,

= xx'lZ11% + x'(0) + yx'(0) + yy'lljil2 porque_i), 750n ortogonales,
=xx'(1) +yy'(1) porque i, j son normales.
=xx' +yy'

Conclusién
Dados dos vectores % = (x, ), U = (x', ¥') en una base ortonormal, se cumple que:

0 v=xx+yy'.

Ejemplo

Determina el producto escalar de los vectores % = (3, 2), U = (1, 2) en una base ortonormal.
7-U=(3x1)+(2x2)
u-v=3+4
u-v=7

<
Problemas‘

1. Determina el producto escalar de los vectores 7 * U en cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estan en una base ortonormal.

a)u=1(4,1),0=(23) b)u=(-23),0=(-1,-2) c)w=(2,-3),U=(-3,-2)

2. Encuentra el valor de x que hace que los vectores &7y U sean ortogonales. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(-3,1),v=(2, x) b)#=(1,0),0=(x,-2) Siel producto escalar de dos vectores
diferentes de cero es 0, entonces los

0 7= (x, 2), 7= (-1, x) d) 7= (2, x), 7= (x, 5) vectores son ortogonales.

e)u=(2,1),0U=(x3) f)u=(2-x,3),0=(1,2+x) g)ui=(1-xx),U=(3x,2x—1)

i 3. Determina la medida del angulo formado entre los vectores de cada literal. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a) ﬁ: (4' 1)r U: (21 3) b) ZZ = (—2, 3)1 U: (_11 _2) C) Ij: (21 _3)1 l7= (_31 _2)
Aplica la forma en que se utilizé el

producto escalar en el ejemplo de la
clase anterior.

@
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Indicador de logro:

2.5 Determina el producto escalar de vectores en coordenadas de una base ortonormal.

Secuencia:

Propésito:

Se determina el producto escalar a partir de las
coordenadas del vector en una base ortonormal
utilizando las propiedades de los vectores.

Escribir un vector en una base ortonomal faci-
litard el calculo del producto escalar. Ahora el
estudiante serd capaz de determinar el angulo
entre dos vectores conociendo Unicamente sus
) Kcoordenadas.

_
Solucién de problemas:
1la)u=(4,1),7=(2,3) 1b) ¥ =(-2,3),U=(-1,-2)
U-U=(4x2)+(1x3) U-U=(-2)x(-1) +3x(-2)
U-U7=8+3 U-7=2-6
u-v=11 u-v=-4
za) _( 3 1)1 U= (2, x) Zb)_)=(1l )l 17= (xl _2)
u-7=0 #-7=0
-3(2)+1(x)=0 x+0(-2)=0
x=6 x=0
2d)u=(2,x),U=(x,5) 2e)7=(2,1),T = (x 3)
u-v=0 u-7=0
2(x) + x(5) = 2(x)+1(3) =
x=0 -_3
r=73
28)u=(1-x,x),U=(3x,2x—1)
u-Tv=0
(1-2)(3x)+x(2x-1)=0
—x?+2x=0
x=00x=2
33)?[' = (41 1)1 T)) = (21 3) 3b) ﬂ = (_21 3)IU= (_11 _2)

:(4X2)+(1X3):

lwll =42+ 12=+17
lvll =v22 +32=+/13
u-v=llull lvllcos

11 =+/1713cos a

11
cos = =
-1 11
V221
o=42.27°

= COoS

urv=-2(-1)+3(-2)=-4
lull =\(=2) + 37 =13
vl =V(=1)*+(=2)*=+/5
u-v=lullllvlicos a

—4 =+/13+/5c0s a

___4
cos a=—==
= coc-l _i)
o = cos ( =
a=119.74°

©

/
1c)u=(2,-3),v=(-3,-2)
0-U=2x(=3)+(-3)x(-2)
U'U=-6+6
7-7=0
2c) u=(x,2), V= (-1, x)
u-v=0
x(-1) +2(x) = 0
x=0
2)u=(2-x3),v=(1,2+x)
0-U=0
(2-x)(1)+3(2+x)=0
x=-4
3c)u=(2,-3),U=(-3,-2)

u-v=2-3)+(-3)(-2) =
lull =22 + (-3)2=+13
loll =V(=3)*+(-2)* =13
u-v=lullllvlicos a

0 =+/13v13cos a

cosa=0
oa=cos?t0
a=90°
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2.6 Practica lo aprendido

1. Grafica la proyeccién ortogonal de % sobre U para cada caso.
a) - b) 7 o c) o_u
u i
0 =
v
2. Grafica la proyeccién ortogonal de U'sobre # para cada caso.
a) - b) T o o_1uU
U if
0] >
v
3. Las divisiones de la recta [/ son regulares, y el vector Ol es unitario, determina:
a) OA- OB b) OA- OC NS S T T |
1 1 1 1 1 1 1 1 1
4. Sean Ay B dos puntos tales que AB = 1. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM b) B es el punto medio de AM c) M es el punto medio de AB

5.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 3. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.

— —> —>  —>

a) AB-AM =2 b) AB - AM = —6 c)AB-AM =0

6. Considerando un cuadrado ABCD con centro O y lado 3. Calcula los siguientes productos escalares.

a)AD - CA b) CD - BC ¢)BD - AC D > C
A B
7. Calcula el producto escalar de 77y U, considerando que a es el angulo formado entre ambos vectores.
a) Izl =6, IVl = 5, a = 60° b) Il =3, U]l = 4, a = 150°

8. Determina la medida del angulo formado entre los vectores  y U para cada literal.
a) @l =5, 10l =6y & -v=15 b) Il =3, Il =2y &~ U=-3

9. Determina el producto escalar de los vectores 7 - U'en cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estan en una base ortonormal.

a)ii=(2,-1),7=(-1,0) b) 1 =(-3,4),0=(-4,-2)

10. Encuentra el valor de x que hace que los vectores i/ y U sean ortogonales. Considera que las coordena-
das de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(1-3x,2),0=(2, 4+ 2x) b) % = (2 - 3%, 2x), U= (2x, 3x + 2)

11. Determinala medida del angulo formado entre los vectores de cadalliteral. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

N

a) = (-5, 3), T = (-6, —10) b) T = (%@) 7=(0,2)

N
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Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes al producto escalar de vectores.

Solucién de problemas:
1a)

, 1c) Hu
u 5 0
i v
0 > LIy
v
2a) 7} 2b) 2) O g
H H :|—>
\ U
0 U i \ 4
OA-OB=—(Lx1l)-_1 -_ 2)-_2
3a)OA-OB——(ExZ)_ L 3b) OA - OC (2x4) >
4a) A es el punto medio de BM 4b) B es el punto medio de AM 4c) M es el punto medio de AB
'\:A: bt — =Y et
AB - AM = —(1x 1) = -1 AB-AM=1x2=2 AB-AM=1x1=1
5a) AB - AM =2 5b) AB - AM = —6 5c) AB - AM =0
/?—“. : i >? —|—|<—|—|—|—|—>|—|—|—|—M A ; |—|—|—|->|—|—|A i
2
3 M
6a) AD - CA = AD - (—AC) 6b) CD - BC = CD - (~CB) 6c) BD - AC=0
=—(AD - AC) =—(CD- ¢0) Pues las diagonales del
=—(A_I5-A_|5) =—(_D)-6)) cgadrado son perpen-
diculares.
=—(3 X 3) =
=-9
7a)u ||ﬁ||||v||cos 60° 7b) i7"+ U'= IlZllITlicos 150° 8a) & -U'=lllvlicosa 8b) - U = LIVl cos a
=6x%x5x 5 =4/3 x4 x (—%) 15 = 5(6)(cos «) -3 =+/3(2)(cos a)
=15 =—6 cosa=% cosoc=—\/7§
oa=60° o =150°
9a) %/ =(2,-1),U=(-1,0) 9b)#=(-3,4),T=(-4,-2) 10a) 7 = (1-3x,2), U= (2, 4 + 2x)
W-0=2x(-1)+(-1)x0 U= (-3)x(-4)+4x(-2) u-v=0
0-U=-2+0 0-7=12-8 (1-3x)(2) +2(4+2x)=0
Z-0=-2 1-7=4 x=3
10b) = (2-3%, 24), 5= (2x,3x +2) 11a)d=(-5,3)D=(-6,-10)  11b)7=(1,3),7=(0,2)
0T=0 i - U=l IVlicos a .
(2-3x)(2x) + 2x(3x +2) =0 0=+34 (2v/34)cos a cosa=-"
x=0 cosa=0 o =30°
a=90°
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NUmeros complejos

3.1 Representacion geométrica de los nimeros complejos

Problema inicial
Considerando el nimero complejo z = 2 + 3i, representa en el plano cartesiano el vector Z = (2, 3) utilizando
como base los vectores ortonormales ?1 =(1,0)y E’Z =(0, 1).

Solucién Y
3

2 =

¥4
1
el

X
-1 = 2 3
Q €
Conclusién

El plano cartesiano es una base de vectores ortonormales y las coordenadas de un punto A en el plano
equivalen a las coordenadas del vector OA en la base ortonormal (E;, ?2).

Un ndmero complejo z = a + bi, se puede representar en un ElzIiraslie e
plano en donde la primera coordenada (eje x) es la parte real
(a) del numero z, y la segunda coordenada (eje y) es la parte b z3a4bi
imaginaria (b) del nimero z.

El plano donde se ubican los nimeros complejos se conoce 0 1 7 Eie real
como plano complejo. El eje horizontal se conoce como eje
real y el eje vertical se conoce como eje imaginario.

Se define el médulo del nimero complejo z = a + bi, como la norma del vector (a, b), y se denota por |z],

es decir: |z| = VaZ+ b2.
Ejemplo
Determina el médulo del nimero z =2 + 31.
|z] = V22 + 32
=+13

<
Problemasm

1. Representa los siguientes niumeros complejos como puntos en el plano complejo y determina su médulo.
a)z=2+3i b)z=-4-2; c)z=-1+2i

dz=3-1i e)z=4 flz=-4:

2. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo.
a) b) c)

Recuerda que el conjungado de un numero

3. Demuestra que |z|?=2Z. . o .
complejoz=a+biesz=a- bi.

@




Indicador de logro:

3.1 Representa un numero complejo en el plano complejo.

Secuencia: Propésito:

En la Conclusién se establece que la represen-
tacién de un numero complejo es el punto final
del vector cuyas coordenadas son la parte real e
imaginaria, en la base ortonormal del plano.

En esta leccion se estudiaran las propiedades de
los nimeros complejos a partir de su represen-
tacion en el plano complejo, estableciendo asi la
equivalencia entre nimeros complejos y vectores.

- NG v
Solucién de problemas:
1a) - o 43 1b) i 1c)
ol 1 z=-1H2
zE—4-21 b
(0] ol 1
2] =V 3 =13 2] =47+ (27 =2V5 |2 = NP+ 27 =5
1d) le) 1) J
i
0 1
z=3-1 o zE4
z3-4
|21 = VFH AT = V10 |2 = V@ 0F = 4 |21 = N0+ (4T =4
z=3+31
2a) 2b) 2c)
i i
! o | o 1
0 1
z=-3-2§ e = 12
3.2 = (V@ BV = a2+ b?
2Z=(a+ bi).(a —bi) Hacer énfasis al estudiante del porqué se uti-
=a? - (bi)? lizan puntos y no saetas.
= a2 - b2
=qa? - b?*(-1)
=qr+ b?

Por lo tanto, |z|% = 2Z.
@ Sugerencia metodoldgica



3.2 Operaciones con numeros complejos en el plano complejo

Problema inicial
Considerando los nimeros complejos z =2 + 21 y w = 1 — 4i representa los siguientes nimeros en el plano
complejo.

a)z b) w w+z dw-z e) 2w
Solucién =
a) Se representa el punto (2, 2). .
b) Se representa el punto (1, —4). o i
c)w+z=1-4i +2+2i=3-2i, entonces se wurs
representa el punto (3, -2).
d w-2z=1-4i—(2+2i)=—-1-61, entonces se w
representa el punto (-1, —6). w -z
e) 2w = 2(1 — 4i) = 2 — 8i, entonces se representa
210

el punto (2, -8).

Conclusion
Dados dos numeros complejos w =a + bi y z = ¢ + di, se cumple que la suma de nimeros complejos w + z
equivale al numero complejo representado por las coordenadas (a, b) + (¢, d).

Analogamente, la resta de nimeros complejos w — z equivale al nimero complejo representado por las
coordenadas (a, b) — (¢, d).

Y el numero complejo que se representa en el plano por el vector (ra, rb) es rw.

Observar que las operaciones con nimeros complejos en el plano complejo se comportan como las opera-
ciones de vectores en el plano.

Ejemplo
Considerando w = 2 + i, representa en el plano complejo los nimeros: 0 w
aw b) w c)—w d)-w i
0 1
-0 w

b
Problemas,

1. Considerando los nimeros complejos z=2—iy w = 3 + 2i representa los siguientes nimeros en el plano

complejo.
a)z b) w Jw+z dw-z e)z-w
f) 2z g)—w h)z i)—w j)2w -3z

2. Utilizando los nimeros complejos graficados en la figura, representa los si- 4
guientes niumeros complejos.
Aw+z b)w-=z cz-w -
d)-w e)-z fl2w -2z ol I




Indicador de logro:

3.2 Representa las operaciones bdasicas con nimeros complejos en el plano complejo.

Secuencia:

La representacion de numeros complejos de la
clase anterior es valida para sus operaciones, por
lo que se establece que la suma y resta de nu-
meros complejos equivale a la suma y resta de
vectores por sus coordenadas, respectivamente.

En el Problema inicial se representan los resulta-
dos de las operaciones realizadas con numeros
complejos. En la Conclusidn se establecen las
operaciones de numeros complejos por su repre-
sentacion, operando coordenadas.

. M
Solucién de problemas:
la)z=2-1i 1b) w=3+2: Ic)w+z=5+1 ,2w_32
d)w-z=1+3i le)z-w=-1-31 1f)2z=4-2i
wtz
w1l u
' Z w+z
1g)-w=-3-2i 1h)z=2+1: li)-w=-3+2 ’
0]
z
1j) 2w -3z=7i R Py
zZ-w
2.z=1+3, w=2-1
2) w+2z=34+21 2b)w-z=1-4i 2c)z-w=-1+4i >dw
. ) z
2d)-w=-2+1 2e)z=-1+31 2f) 2w —-z=3-51 = bz
—w
0]
w
wrz
2w -z
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3.3 Forma trigonométrica de los numeros complejos*®

Problema inicial

Utiliza razones trigonométricas para expresar el nimero complejo representado por el y
punto cuyo mdédulo es 2 y el angulo medido desde el eje real al segmento Oz es 60°. i

D

:)o

Solucién
Un ndmero complejo z representado por el vector del plano, debe ser
expresado en la forma z = a + bi donde a es la coordenada del vector en y
x, y b es la coordenada del vector en . /

De la definicidn de seno y coseno se tiene que:
60°

_b
=3 0 1

b

cos60°= L =2 sen 60° =
2 |z]

2|

Luego, a=2cos 60°y b=2sen 60°.

Por lo tanto, el nimero complejo representado por este vector es 2cos 60° + (2sen 60°)i, que puede ser
expresado por:
z= 2(1)+2(—\/§)i =1+3i.
2 2
Conclusién

El angulo formado entre el eje real y el segmento Oz, tal que z es un nu-
mero complejo, se conoce como argumento del nimero complejo, y se
representa por arg(z). Si 6 es argumento de z, entonces todos los dngulos
de la forma 6 + 360°n son argumento del mismo niimero complejo z.

Para un nimero complejo z con mddulo |z| y argumento 0, se cumple
que: o 1

@~
£ 2

z=|z|(cos 8+ sen b).

b d
Problemasm
1. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo y cuyo médulo es el que se indica.

a) |z =2 b) |z] =2 c)lz|=3

N~
L

0 10

»—-w\
CR I
=
@]
=

INX

2. Determina el nimero complejo z si su médulo y argumento es el que se indica en cada literal.
a) |z| =2,6=45° b) |z| =3, 60 =30° c)|z|=1,60=135° d) |z| =2, 0 =150°

8 )
®




Indicador de logro:

3.3 Expresa un numero complejo en su forma trigonométrica utilizando su médulo y su argumento.

Propésito:

El estudiante debe recordar las razones seno y
coseno para introducir en esta clase la represen-
tacion trigonométrica de un numero complejo
dado. Otras propiedades como coseno y seno de
la suma de angulos también seran utiles.

En el Problema inicial el estudiante escribe el
numero complejo a partir de la normay el argu-
mento. En el Ejemplo y los Problemas se utilizan
angulos notables, por lo que en las respuestas
deben dejar indicadas las raices cuadradas y frac-

ciones.
N NG J
Solucién de problemas:
1a) |z]| =2 1b) |z| = 1c) |z]| =
. ~ -
|z 210 1
1 6: / o O
o] z
z
z=2(cos 30° + i sen 30°) z=2(cos 210° + i sen 210°) z=3(cos 270° + i sen 270°)
=\3+1 =—3-4 =-3

2a) |z| =2,0=45°
2(cos 45° + i sen 45°)

- ( )

N2 +2i

2c) |z|=1,60=135°

z=1(cos 135° + i sen 135°)
\/_E + l ﬁ
2 2

_\/_i + \/_il
2 2

2b) [z] =3,60=30°

z=3(cos 30° + 1 sen 30°)
(M3, 1

—2(2 +12)

=\3+i

2d) |z] =2, 6 = 150°

z=2(cos 150° + i sen 150°)
_5(_N3 1
2( 5 +1 )

P
=—\/§+i
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e a
3.4 Multiplicacion de nimeros complejos en su forma trigonométrica

Considerando dos nimeros complejos z = |z|(cos a + i sen a), y w = |w|(cos B + i sen B), determina zw.

Problema inicial j

Solucién
El teorema de adicion es:

sen(a + f3) = sen a cos B +sen B cos o
cos(a + B) = cos o cos B —sen asen B

zw = |z|(cosa+isena)x |w|(cos B +isen )
=|z||w]|(cos a + i sen a)(cos B+ sen )
= |z| |w]|[(cos a cos B —sen a sen B) + i (sen a cos B + sen 3 cos a)]
=|z||w|[cos(a + B) +isen(a+ B)] (aplicando el teorema de adicidn).

El nimero complejo que resulta tiene como mddulo la multiplicacion de los médulos, y su argumento es
igual a la suma de los argumentos de los dos complejos.

Conclusién
En la multiplicacion de dos nimeros complejos z = |z|(cosa + i sena) y 20
w = |w]|(cosB + i senB) se cumple que el nimero complejo resultante /
tiene como maddulo la multiplicacién de los médulos y el argumento es
la suma de los argumentos de los nimeros multiplicados. w
DKL
. 4 /'z\ p
zw = |z| |w]|[cos(a + B)+ i sen(a +f)] i
O "1
Ejemplo

Realiza la multiplicacion zw si z = 2(cos 20° + i sen 20°) y w = 3(cos 10° + ¢ sen 10°).
zw = 2(cos 20° + 1 sen 20°) x 3(cos 10° + i sen 10°)
=2 x 3 [cos(20° + 10°) + 7 sen(20°+ 10°)]
=6(cos 30° + i sen 30°)
R -l)
= 6( > Tl
=3V3 +3i
Problemas A
1. Determina el producto zw para cada literal.
a)z=cos14° +isen 14°y w = 2(cos 16° + i sen 16°)
b) z = 2(cos 40° + i sen 40°) y w = 5(cos 20° + i sen 20°)
c) z =3(cos 100° + i sen 100°) y w = 4(cos 50° + i sen 50°)
d) z=6(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 160° + i sen 160°
e) z=2(cos 208° + i sen 208°) y w = 2(cos 107° + i sen 107°)
f) z=3(cos 140° + i sen 40°) y w = 2(—cos 170° + i sen 10°)
g) z=5(cos 170° + i sen 10°) y w = 3(cos 70° + i sen 70°)

2. Grafica los numeros z, w y zw, para cada uno de los literales anteriores.

@



Indicador de logro:

3.4 Determina el producto de dos nimeros complejos utilizando su forma trigonométrica.

Secuencia: Propésito:

En la Unidad 6 se estudiaron el coseno y el seno En la Conclusidn se observa la representacion del
de una suma de angulos, estas formulas se uti- producto de numeros complejos, tal figura es util
lizaran para explicar la propiedad del producto en la resolucién de problemas para ubicar la po-
de nimero complejos utilizando su forma trigo- sicion del resultado y constatar con la respuesta.
nomeétrica.
|\ M . M
Solucién de problemas:
1a) zw = (cos 14° + i sen 14°) x 2(cos 16° + i sen 16°) 1b) zw = 2(cos 40° + i sen 40°) x 5(cos 20° + i sen 20°)
=1x2[cos (14° + 16°) + i sen (14°+ 16°)] =2 x5 [cos (40° + 20°) + i sen (40°+ 20°)]
=2(cos 30° + i sen 30°) =10(cos 60° + i sen 60°)
YRES -1) - (1 -ﬂ)
—2(2+l2 —102+l2
=V3 +i =5 +5V3;
1c) zw = —6V3 + 61 1d) zw =-61 1le) zw = 2\2 - 2V2i
1f) sen 40° = sen (180° — 40°) = sen 140° 1g) sen 10° = sen (180° - 10°) = sen 170°
—cos 170° = cos (180° — 170°) = cos 10° zw = 5(cos 170° + isen 170°) x 3(cos 70° + isen 70°)
zw = 3(cos 140° + i sen 140°) x 2(cos 10° + i sen 10°) =15(cos 240° + i sen 240°)
=6(cos 150° + i sen 150°) _ 1 .\V3
=15(-2 - L—)
_ 6( V3 . 1) 2 2
=6(-—=+1 =
2 2 __15_15V3;
= —3V3 +3i 22
2a) 2b) 2¢) 2d)
zZw <
,
. 2w \,/
12 \ 11U
‘ 30° 1w / Y ﬁ
i (605 RN 4 |w 270\0
o Lle i kxzbg" 150 50°
Of1 31 O[ 100 21 A
- E zZw
2e) ,, 2f) 2g) w
NEE: 2o 7]
w
208° %1”0 .z . 240°
12 RBO w, En cada grafica se ha in-
Z of4o° / dicado la escala utilizada
por medio de la represen-
. t A o o
ix -l_ 2 A 1 XET scon 30 | :
> > > 3
~ 2 3
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3.5 Division de nimeros complejos en su forma trigonomeétrica

Problema inicial

L Considerando w = 2(cos 40° + i sen 40°). Determina el valor de z que cumple que zw = 6(cos 60° + i sen 60°).

)

Solucién
Tomando z = |z]|(cos 6 + i sen 6), entonces:

zw = |z|(cos B + i sen 0) x 2(cos 40° + i sen 40°)
=2|z|[cos(40° + 6) + i sen(40° + )],

ademas se sabe que zw = 6(cos 60° + i sen 60°),
luego: 2|z| =6

40° + 8 = 60° + 360°n con n un nimero entero.
Por lo tanto, z = % [cos(60° — 40°) + i sen(60° — 40°)] = 3(cos 20° + i sen 20°).

Conclusién
En la division de 2 numeros complejos z = |z|(cos o + i sen a),
y w = |w]|(cos B + i sen B) se cumple que el nimero complejo £
resultante tiene como mddulo la division de los mddulos vy /

el argumento es igual al argumento del dividendo menos el w
/.

argumento del divisor.

2 _ 12 feos(a— ) i senfa— B Wi

—

1 1 .
Como caso especial, se tiene que - = i [cos(—B) + i sen(-B)].

Ejemplo

Realiza la divisidn i si z=4(cos 50° + i sen 50°) y w = cos 20° + i sen 20°.
§= 4(cos 50° + i sen 50°) + (cos 20° + ¢ sen 20°)
4 [cos(50° — 20°) + ¢ sen(50° — 20°)]

= 4(cos 30° + i sen 30°)
4

o4

P *
roblemas Z
1. Determina el cociente i para cada literal.

a)z=cos42° +1sen42°y w =2(cos 12° + i sen 12°)

b) z=10(cos 40° + i sen 40°) y w = 2[cos (-20°) + i sen (-20°)]
c) z=5(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 170° + i sen 170°
d)z=1y w =cos 60° + i sen 60°

e) z=3(cos 207° + i sen 207°) y w = 3(cos 117° + i sen 117°)
f) 2=3(cos 110° + i sen 70°) y w = 2(cos 20° + i sen 20°)

g) z=6(—cos 10° + i sen 10°) y w = 2(cos 80° + i sen 80°)

. , z . .
2. Grafica los nUmeros z, w y -, »bara cada uno de los literales anteriores.

@

®




Indicador de logro:

3.5 Determina el cociente de dos niumeros complejos utilizando su forma trigonométrica.

Se ha visto la suma, resta y producto de nimeros En el Problema inicial se deduce la forma de la di-

complejos, en esta clase se estudia la division, en vision de numeros complejos a partir del produc-

la que las operaciones realizadas son el cociente to. En los Problemas en los literales f y g sera ne-

de las normas y la diferencia de los argumentos, cesario utilizar otras identidades trigonométricas
\que son numeros reales. ) Kpara determinar el argumento del complejo. )

Solucién de problemas:

1a) i = (cos 42° + i sen 42°) + 2(cos 12° + i sen 12°) 1b)§= 10(cos 40° + 1 sen 40°) + 2(cos (—-20°) + i sen (—-20°)

= l [cos (42°—12°) + i sen (42° - 12°)] = %[cos (40° - (=20°)) + i sen (40° — (—20°)]

_ 5( 0s 30° + i sen 30°) = 5(cos 60° + I sen 60°)

_1 —g(l,,\3

- 5( ) - (2 5 )

= \/__ l = E + ﬂl

4 4 2 2
E— — o / — °—§_ﬂ' E—l—l__3' E: ° ] °—7

1c) = =5 [cos (—60)° + i sen (-60)°] = 3 . 1d)====3 S le) - =c0os 90° +1 sen 90° =
1f) sen 70° = sen (180° — 70°) = sen 110° 1g) —cos 10° = cos (180° — 10°) = cos 170°

i = 3(cos 110° + i sen 110°) + 2(cos 20° + i sen 20°) sen 10 = sen (180" - 10°) = sen 170

% =6(cos 170° + i sen 170°) + 2(cos 80° + i sen 80°)

3 (cos 90° + i sen 90°)

2
3. = E(cos 90° + 1 sen 90°)
= ?l 2
=3
2a) . 2b) 2¢) 24
/ »lz \ 110
14 o
. N 2 W70 s
Yoo O\/ 60
30w o d
0 17 i \ 40°
5o i A ’
0 \L.ZL?) 21 - z
2
2d) 2e) w 2f) Z9 2g)
: \ @
A pw 110°
Yy o P w
60° Sz 207 | ol 1 W /
OfX -60° 1 7 e 170 A\SD"
z A ik 2; R o
1 1 E
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3.6 Formula de Moivre

Problema inicial

. —_ o ; o H 2 2 n
L Considerando z = 2(cos 15° + i sen 15°) determina 2%y z2. Se define 2 =<%) .

Solucién I
22 =[2(cos 15° + 1 sen 15°)][2(cos 15° + i sen 15°)] Z?2= (E)
= 2?[cos(15° + 15°) + i sen(15° + 15°)]

2
1 .
=14 = [cos (-15°) + i sen (—15° }
=4(cos 30° + i sen 30°) {2 [cos (-15°) (-15°)]

2
V3, 1. _ (1 _qEo _1E°) 4 & e _qpe
=4(T+31) _(2)[cos( 15°—15°) + ¢ sen(-15° —15°)]
=23 +2i = +[cos (-30°) + i sen (-30°)]
_1(¥3_1
T4\2 l)
_V3-i
8
Engeneral

Se cumple que dado un nimero complejo z = |z|(cos 8 + i sen 6):

0 : 0 —
22 = |z|?(cos 20 + i sen 26). Se define 2° = 1.
Y para un numero entero n se cumple que:

2" = |z|™(cos n6 + i sen nb).

Esta expresion para la potencia n-ésima de un nimero complejo se conoce como férmula de Moivre.

Ejemplo

Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo z que hace cierta la igualdad 2% = 1.

Considerando z = | z|(cos 8 + i sen 8) con 0° < 6 < 360°,
entonces 23 = |z|3(cos 36 + i sen 36) = 1(cos 0° + i sen 0°).

De lo cual se deduce que |z|3=1, y por lo tanto |z| = 1.

Ademas como 36 = 360° x n (n: nUmero entero) y 0° < 6 < 360°, 36 = 0°, 36 = 360° 0 30 = 720°, de lo cual
se tendra que 8 =0°, 8 = 120° 0 O = 240°.

Por lo tanto, los valores de z que cumplen que 2* = 1 son 2z, = cos 0° + i sen 0°,
2,=c0s 120° +isen 120°, z, = cos 240° + i sen 240°; que se pueden expresar
como:

_ __ 1. N3, __1_°3. 120°
21‘1'22__3+71123__3_7l' 240N

Observa que el tridangulo que forman z,, 2, y 2, es un
triangulo equildtero. Puedes comprobarlo calculan-
do las longitudes de los lados de este.

b d
Problemasw
1. Para el nimero complejo z = 2(cos 15° + isen 15°). Determina:

a) z? b) 23 c)z* d) ¢ e) 2
2. Para el numero complejo w = 3(cos 20° + isen 20°), determina w=.
3. Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo z que hace cierta la igualdad z* = 1.

4. Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo w que hace cierta la igualdad w® = 1.

@




Indicador de logro:

3.6 Calcula el resultado de elevar un nimero complejo a una potencia utilizando la férmula de Moivre.

Se estudia la potencia de un numero complejo.
Los estudiantes deben recordar las razones trigo-
nométricas de los angulos notables asi como de
los angulos sobre los ejes.

Solucién de problemas:
1a) 22 = 2%[cos(2 x 15°) + i sen(2 x 15°)]
= 4(cos 30° + i sen 30°)
(3,1
= 4( 5 + LZ)
=2V3 +2i
1c) 2% = 2%[cos (4 x 15°) + i sen (4 x 15°)]
= 16(cos 60° + i sen 60°)
(i, 3
= 16(2 +1 5 )
=8+8V3i
le) z8 = 2%[cos(8 x 15°) + i sen(8 x 15°)]
=256(cos 120° + i sen 120°)
- _1,. 03
=256(-2+i ; )
~128 +128V3i

3.Sea z=|z|(cos O +isen B) con0° <6 <360°
= z* = |z|*cos 40 + i sen 40) = 1(cos 0° + i sen 0°).

Propésito:

En la Solucidn se utilizara la regla del producto de
numeros complejos para determinar las potencias
dadas. En los Problemas no es necesario desarro-
llar las potencias mayores a 3.

1b) 23 = 23[cos(3 x 15°) + i sen(3 x 15°)]
= 8(cos 45° + i sen 45°)
=8(2+i%2)
2 2
= N2 + 42
1d) z° = 2°[cos(6 x 15°) + i sen(6 x 15°)]

= 64(cos 90° + i sen 90°)
=641

2. w3 =33[cos(-3 x 20°) + i sen(-3 x 20°)]
= 2—17[cos(—60°) +1 sen(—60°)]
(3-73)
2
V3
54

1

2

-1
27
-1
T 54

Luego 40 =360°xn=60=90°xn,con0°<6H<360° vy |z|*=1,
paran=0,1,2,3=>60=0°6=90°60=180°00=270°y |z| =1
= z,=cos 0° + i sen 0°, 2, = cos 90° + i sen 90°, z, = cos 180° + i sen 180°, z, = cos 270° + i sen 270°,

=>2z=12=12=-12,=-1.

. Se encuentra el valor (o valores) del nimero compl

ejo w que hace cierta la igualdad w® = 1.

= w® = |w|®(cos 60 + i sen 66) = 1(cos 0° + i sen 0°).
Luego 60 =360°xn=>60=60°xn,con0°<6H<360° vy |w|®=1,
paran=0,1,2,3,4,5=60=0° 6 =60° 6 = 120°, 6 = 180°, 6 = 240°, 6 =300°y |w| = 1,

= w, = cos 0° + 1 sen 0°, w, = cos 60° + i sen 60°, w, = cos 120° + i sen 120°, w, = cos 180° + i sen 180°,
w, = cos 240° + 1 sen 240° o wy = cos 300° + i sen 300°
V3 V3

1,3 ]
2

.= V3
2T bW TS

2

i, w,=-1, w5=—% iow6=%—\/—2§i.

@

>w, =1 w,=
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3.7 Practica lo aprendido

1. Representa los siguientes nimeros complejos en el plano complejo y determina su médulo.
a)z=-1+3i b)z=-21 c)z=-3

2. Expresa el numero complejo representado en cada plano complejo.

a) b) c)

[\
[\

3. Considerando los nimeros complejos z =1 - 2i y w = -2 + 2i representa los siguientes nimeros en el
plano complejo.

a)z+w b)w-z cz-w d) -3z e)w f)-w + 2z

4. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo.
a) lz| =1 b) |z| =3 c)lz] =3

.\
|- 10

5. Determina el nimero complejo que tiene mdédulo y argumento que indica cada literal.
a) |z| =4,60=60° b) |z| =1, 0 =45° c) lz| =2, 6 =300° d) |z] =3, 60 =180°

6. Determina el producto zw para cada literal.
a) z=3(cos 23° + isen 23°) y w = 4(cos 37° + i sen 37°)
b) z=2(cos 41° + isen 41°) y w = 5[cos(-11°) + i sen(—11°)]
c) z=3(cos 200° — isen 160°) y w = 2(cos 20° — i sen 20°)

7. Para el nimero complejo z = cos 10° + i sen 10°. Determina:
a)z? b) z° c)2°

8. Para el nimero complejo w = 2(cos 9° + isen 9°). Determina w™>.

9. Determina el cociente % para cada literal:
a) z=cos 25° + isen 25° y w = 3[cos(—35°) + isen(—35°)]
b) z=6(cos 21° + isen 21°) y w = 3(cos 9° — i sen 9°)
c) z=2(cos 115° + isen 65°) y w = 2(cos 5° — isen 5°)

@




Indicador de logro:

3.7 Resuelve problemas correspondientes a nimeros complejos.

Solucion de problemas:

1a) 1b) 1c) 2a)z=3+1
z=H1+43 ”
o 2b)z=-2
0 zH4-2 > =—3 o) 2c)z=2i
|z| = V(-1)2+32="10 |z] =07+ (-2)2=2 |z| =\(=3)7+02=3

3.2=1-2iyw=-2+2i

4a) z = cos 60° + i sen 60°=14+33;
-3z 2 2
w2 4b) z = 3(cos 150° + i sen 150°) = —% + %i
w 4c) z = 3(cos 180° + i sen 180°) = -3
p W 5a)2=4(cos60°+isen60°)=4(l+z\/—§)=2+2\/§i
0 2 2
5b) z = cos 45° + i sen 45° = N2 +\/—EL
b p 2 2
5¢) z = 2(cos 300° + i sen 300°) = (—— — ) 1-v3;
4w
. 5d) |z]| =3 (cos 180° + i sen 180°) = -3
TW|+ 22
6a) z = 3(cos 23° + i sen 23°) 6b) z = 2(cos 41° + i sen 41°) 6c) z = 3(cos 200° + i sen 200°)
w = 4(cos 37° + isen 37°) w = 5[cos(—11°) + isen(—11°)] w = 2(cos(—20°)) + isen(—20°)
zw = 3 x 4(cos 60° + i sen 60° zw = 2 x 5(cos 30° + i sen 30°) zw =3 x2(cos 180° + i sen 180°)
—12(14; 8 —10(B3;;1 - 6(—
_12(2”2) _10(2”2) = 6(-1)
=6+6V31 =5V3+5; =6
_N3, 1. + V3

7a) z2*=cos 30° + 1 sen 30° = 5 + 50 7b) z° = cos 60° + i sen 60°=

Nll—‘

* 7¢) 2°=cos 90° + 1 sen 90° =

8. w=2(cos 9° + isen 9°) = w™ = 27(cos (-45°) + isen (-45°)) = (Vz_ Vz_l) :3/4_ :3/4_

9a) i = (cos 25° + isen 25°) + 3[cos(—35°) + isen(—35°)]

1 ohi oy =1,33;
—3(c0560 +1sen60°) —6+6L

% [cos(25° — (~35°)) + i sen (25° — (~35°))]

9b) i = 6(cos 21° + isen 21°) + 3[cos(—9°) + isen(=9°)] = £ (cos 30° + i sen 30°) =3 + i

9c¢) i =2(cos 115° + isen 115°) + 2[cos(-5°) + isen(=5°)] = %(cos 120° + i sen 120°) = —% + \/751'
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3.8 Problemas de la unidad ~

En los problemas del 1 al 4, determina la respuesta correcta.

- 7 =
1. El vector que resulta de sumar los vectores o' + b + c es:

a)2a b) 20 00 d) 2¢ e)-2¢

Ql
o)
8 S

e
2. El vector que resulta de la operaciéon p'+ g—res:

. q
a)2p b) 27 0 d)2¢ e)-2r P
=
r
3. La norma del vector @+ b +C si @l = 3, 1Bl = 2 ylicl =4 es: R
N b
a)2 b) 4 c)6 d)9 e)0 a
=
[4
. e - 7 -
4. Determina la expresion con los vectores @ y b cuyo resultado sea el vector x. 2
N
a
a)2a+b b)T+b ) —(@+b) da-b
e
X

5. Sean los vectores i'= (2, 1), U= (1, 4) y w = (5, 6), verifica que Zy U forman una base vectorial y escribe
las coordenadas de i respecto a esta base.

6. Dado el vector & = (2, 6) en la base (ej, E’z), determina las coordenadas del punto medio del vector .

7. Consliderando el triangulo ABC, y siendo | el punto medio de ACy J el punto medio de BC, demuestra que
— —>
1) =~ AB. C
| J
A B
8. Considerando los puntos Py Q que cumplen:
—> —> —>
AP =2AB + 3AC Utiliza lo aprendido en la clase 1.3.
—> —>
AQ=3AB+2AC

—> —>
Demuestra que PQ es paralelo al vector BC.

9. Sea ABCD un rectdngulo tal que: AB =ay BC = b. Expresa AB - AC, A
_ = —> —>
BC- DIy AB - IA con los valores ay b.

A D




Indicador de logro:

3.8 Resuelve problemas correspondientes a vectores y nimeros complejos

Solucion de problemas:

ﬁ
1.E)+5)+7:)=(5)+ b)+?=_c)+?= 2¢ 2.p+q-7 =(5’+?1))—7=7>—7>=_0)
- —
. 2 3 {
%
¢ -
c r
Respuesta correcta: d) 2¢ Respuesta correcta: c)a)
- — -
3.3+b+C=a+(b+0)=a+(C+Db)=a+a=2a 4.x+b+a=0=>x=—(a+0)
- 7 -5 — —
lla+b+cll=l2al = |2]llall =2(3) = 6 b
a
—_
b

%

a
_)
X

- =
Respuesta correcta: c)—(a + b)
Respuesta correcta: c) 6

5.70=(2,1),v=(1,4) yw=(5,6) Otra forma para verificar que no son paralelos
7y T son distintos de 0.
Si los vectores son paralelos entonces Si 7y U son paralelos existe un nimero real r tal que 7 = 10,
el angulo entre ellos es 0° 0 180°. >(2,1)=r1,4)>(2,1)=(r,4r)=>2=ry1=4r

W v=6,|[wl =5, VI =17
- = -
w0 = 17l IYVllcos a

6 =+/5/13cos a

6
Cos aA ==
V65

Asi, a # 0°, 180°.

1 .
S>r=2yr= 7 lo cual no es posible.
. ’ —> —>
Por lo que no existe un nimero real r tal que ¥ = rv.

Por lo tanto © y v no son paralelos.

- o
U y v'no son paralelos, por lo tanto
forman una base vectorial.

Luego si las coordenadas de wen la base &, U'son (a, b) entonces w=au+bv
=(5,6)=a(2,1)+b(1,4)=(2a+b,a+4b)

5=2a+b - (1)
6=a+4b - (2)
Despejando b en (1): b=5-2a.

Sustituyendoen (2):6=a+4(5-2a) 26=-7a+20 =2 a=2,b=1.

Por lo tanto, (a, b) = (2, 1).
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—BC, por lo tanto PQ es paralela a BC.

R
I
O

1
12
o

(m)
<

@
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I
O

o
<

_1:
zb
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ﬁ
DA

1
2

ﬁ
DA -

L

—>

DI) = —(DA - DM) =

- - - -

ﬁ
AB

i

—>

Al) = —(AB - AN)




3.9 Problemas de la unidad ~

E1. Considera un cuadrado ABCD de lado 1y sea | el punto medio de CD. Determina la medida del angulo x.

A D
- -
Expresa Al = AC como suma de vectores
que faciliten el cdlculo. Utiliza la forma
trigonométrica del producto escalar.
B C

2. En la siguiente figura, ABCD es un rectangulo tal que AB=2y AD = 4.

A D

B ] C
a) Determina la longitud de AJ y DI, si J e | son puntos medios de los lados BC y AB respectivamente.

B b) Determina la medida del angulo x.

- . -
3. Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector u es orto-
gonal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

s
4. Considerando los vectorgo_)A =(1,4)y OTi = (3, 2) determina las coordenadas del vector Ol si | es el
punto medio del vector AB.

5. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimero complejos.

a)(i—1) b) (1+1)*® Utiliza la forma trigonométrica de un
ndmero complejo.

6. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimeros complejos.

a)(t-1)(1-1) b)

1-1
1+ Utiliza la forma trigonométrica de un

numero complejo.

7. Calcula las siguientes cantidades.

. . 2-31 *\20
a) i+ 12 1)| b) |23 o) {1+
8. Demuestra que para 2 numeros complejos z y w se cumple que:
lz+w|*+ |z—w|?=2(]z]*+ |w]?) Utiliza |z|*= 2Z y que
ZYw=zZ+W.
\_ J

/
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Indicador de logro:

3.9 Resuelve problemas correspondientes a vectores y nimeros complejos.

Solucion de problemas:

2a) AJ = 24 BJ? Di= 24 |A2
1.AT-AC= (AD + D) - (AB +BO) ) Al=+AB2+BJ DI=VDA2+ IA
— 2 2 - 2 2
=AD-AB+AD-BC+Di-AB +DI-BC =N27+2 =VaT+l
=0+1+1+0 =2\2 =17
2 —_ = > > —> —>
=3 2b) A - ID = (AB + BJ) - (IA + AD)
2 — > > > = — > —>
NG =AB-IA+AB-AD+BJ-IA+BJ-A
ANl =12+ (3) =22 IACH=VTT+ =2 C24+0+04+8
—_— —> —_— —> =6
Al - AC = |IAlll [IAClIcos x s s s
Al -ID = ||AJII lIDllcos x
3_1N5
2-XN2 (/2
2 2 (V2)cos x 6 = (2V2)(V17 )cos x
__3 3
oS X =16 cos x = 0=
x=18.43 x = 59.04°
3.(a, b) - (rb, —ra) = a(rb) + b(-ra) =arb—arb = 0.
Por lo tanto u = (a, b) y (rb, —ra) son ortogonales para todo nimero real r distinto de cero.
—_ = —> .
4, A Ol = OA + Al 5a) (1 —1)®
| =OA+1AB li-1] =V{-1)+ 12=12
B — = — RN Y (R S S BN v (e R A
=OA+E(OB—OA) =>1-1 \/E( \/E+\/El) \/5( 5 + 5 l)
I | =(1,4)+ %[(3’ 2)—(1,4)] =i-1=v2 (cos 135° + i sen 135°)
0 1 (L.4) 1(2 ) = (i—1)® =28 [cos(8 x 135°) + i sen(8 x 135°)]
= ’ += T .
2 =16 (cos 1080° + i sen 1080°)
= (114) + (1l _1) =16
=(2,3)

5b) 1 + i =v2(cos 45° + i sen 45°)
1

(1+1)®=2"®[cos(-8 x 45°) + i sen(—8 x 45°)] = %[cos(—360°) +1sen(-360°)] = T

6a) (i — 1) (1 —i) = [V2(cos 135° + i sen 135°)][V2 (cos(-45°) + i sen(-45°))] = 2(cos 90° + i sen 90°) = 2i

1-1i _ V2[cos(-45°) +sen(-45°)] _ ane) 4 i Cane] -
6b) 1+i  V2(cos45°+sen45°) [cos(—90°) + i sen(-90°)] = —i

7a) |(i+1)(2—-0)| = |i+1|]2-i| =V12+ 1222+ (-1)2 =235 =10

2-31 |_ |2-3i] _N22+(-3)* _~N13 _ V65

142017 J1+2i] © ~N12+22 ~ N5 5 7e) [(1+0)°] = [1 48] = (N12+ 1) = (V2)* = 1024

7b)

8. lz+w|*+ |z—w|*=(z+w)(z+ W) + (z— w)(Z— W)
=ZZ+zZ0+ZW+ WD +2Z—-2Z0 —Zw + W
=2(zz+ ww) =2(|z|*+ |w]|?)

©



Practica en GeoGebra

4.1 Practica en GeoGebra: conceptos basicos sobre vectores

Para esta practica se utilizardn las herramientas que posee GeoGebra para trabajar con vectores, desde
la forma como se representan, hasta las operaciones y aplicaciones que se pueden hacer con estas
herramientas para resolver problemas y verificar respuestas. Para ello sigue los pasos indicados en la parte
de Practica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que esta al final de esta practica.
o ¥ Vista Algebraica__® |+ Vi Grafica
Practica Vecwr
Conceptos de vectores en GeoGebra. e (i}
1. Grafica en la referencia ortonormal el vector 7 = (1, 2),
digitando en la barra de entrada u = (1, 2). En GeoGebra, si
se digita la letra en mayuscula grafica un punto y si se digita u
en minuscula, grafica un vector.

3

2. Grafica el vector U = (3, 1), escribiendo v = (3, 1). 7 VsaAgsmes =% VisiaGratca
Wector
«e=(3) !
3. Realiza la suma de vectores u + 0, para ello digita ®v~= (?)

en la barra de entrada u + v. En la Vista Grafica ew-= [;
se observard el vector resultante y en la Vista
Algebraica sus coordenadas. '

—
E3

4. Realiza las operaciones © — v, v'+ u, utilizando la
barra de entrada, tal como en el numeral 3.

5. También es posible calcular  + visaAgebraica = % |+ Vista Grafica
el producto por escalar, por "
ejemplo, para determinar el pla= (s)

—> L
vector 4u, se puede escribir T (
en la barra de entrada 4u, o
con nimeros negativos, por "~ (

ejemplo —2. s

-2

6. Verifica en GeoGebra las respuestas a los problemas planteados, y corrobora si estdn correctos.

@ Sugerencia metodolégica
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Uso de comandos para vectores en GeoGebra.

* Vista Agebraica 1 * Vista Grafica

Purilo
® A=(24)
1. Grafica dos puntos con coo_n)ienadas A=(2,4)yB=(3,2). <2&ea i 4
Para representar el vector AB, digitar en labarrade entrada e u-= .f_;}
el comando vector (A, B). 3 u

m

=
2. Grafica el vector CD con los puntos C = (1, 2) y D = (3,0)
utilizando el procedimiento del numeral 1.

1

—_ —>

3. Es posible calcular el producto escalar de los vectores AB y CD, digitando “u v” o utilizando el comando
ProductoEscalar(u, v) en la barra de entrada. En la Vista Algebraica aparece el valor del producto escalar
guardado en la variable a.

b VistaAlgebralca ¥ » Vista Grafica
Himeno
a=g
Punto
e A=(24)
® B=(32)
8 CeL2)
® D=(3,0) i
Vedor

0e=(3) )
ov=(3) -

. = . 4 . e
4. Grafica el vector w'= (-1, —1), y utiliza el comando Angulo(w, v) el cual dard como resultado el angulo de
los vectores en la Vista Algebraica guardados en una variable a.

i A e
5. Del numeral 4 se sabe que los vectores vy wson [+ 7 el Nk
perpendiculares, verifica este resultado utilizando
el comando de producto escalar en la barra de
entrada. Al finalizar se obtendran los siguientes
resultados en GeoGebra.

E

Actividades
Verifica los resultados de los problemas de la unidad que se pueden constatar con GeoGebra, analiza cada
casoy utilizala herramienta mas conveniente. Corrige los problemas que no fueron resueltos correctamente.

\_ J

2 )
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Indicador de logro:

4.1 Utiliza un software matematico para representar y efectuar operaciones con vectores.

Propésito:

Se introduce la representacion de vectores en
GeoGebra y se trabaja con las operaciones entre
estos: suma, resta y producto por escalar.

La practica permitird al estudiante comprobar
las respuestas de los problemas de la clase 3.8;
ademas, se pueden verificar las respuestas de los
problemas desarrollados en otras clases.

Solucion de problemas:
Problemas de la clase 3.8:

1. Se dibujan tres pg\to_;s A,_) yC. Cg\ Ay C puntos en el eje xy B un punto por encima del eje x. Se grafican
los vectores @ = AB, b = BCy ¢ = AC. Se dibuja el vector @ + b + C.

2. Se dibujan tres puntos A,_I)B yC. an Ay C puntos en el eje x y B un punto por encima del eje x. Se grafican

los vectores 75 = AB, G = BC y 7 = AC. Se dibuja el vector 5 + G — 7

3. Se dibujan los puntos A(0,0), B(0,4), se construyen dos circunferencias de centro Ay B, con radios 3y 2 res-
pectivamente. Se determina el punto de interseccion de estas circunferencias y se renombra C. Se ocultan
Ias cwcunferenuas ademas sera necesario renombrar como e la circunferencia c. Se graﬁcan los vectores
a-= AB b=CB yC= AC. Compruebe que [lall = 3, 151l = 2, €]l = 4 Se dibuja el vector @ + b+¢ y se calcula
su norma escribiendo en la barra de entrada |a + b +c].

4. Se dibujan tres pﬂ\tos A,_I)B y C. Cg\ Ay C puntos en el eje x y B un punto por encima del eje x. Se grafican
los vectores @ = BA, b = CB y ¥ = AC. Se dibuja el vector que obtuvo como respuesta.

6. Se grafica el vector OA = (2, 6), luego en la barra de herramientas buscar Punto y seleccionar Punto medio,
seleccionﬂlos puntos inicial y final del vector en la vista grafica, se graficara el punto B, luego se grafica
el vector OB.

7. Se grafican los puntos A(0, 0) y B(6, 0), se selecciona la opcién poligono de la barra de herramientas y se
grafica el triangulo ABC. Se localizan los puntos medios de los lados ACy BC, nombrandolos | y J.

—> —>
Se grafican los vectores AB e I_J), luego se grafica el vector %AB. Al seleccionar y mover los puntos By C se

13 .7 .
puede observar que las coordenadas de los vectores EAB e lJ son las mismas.

8. Se grafica el punto A(0, 0) y se selecciona otros dos puntos del plano nombrandolos B y C. Se grafican los
—  — ) N —> - —> —> — —>
vectores AB y AC, luego graficar los vectores p = 2AB + 3ACy g = 3AB + 2AC (que son los vectores AP y AQ
respectivamente). Para graficar los puntos finales de los vectores P y Q, se escribe en la barra de entrada
-  —>
P=pyQ-=q,luego graficar los vectores BC y PQ, nombrandolos m y n. Se puede observar que las coorde-
- —>
nadas de los vectores BCy PQ son opuestas y, por lo tanto, los vectores son paralelos. Esto ultimo se puede
comprobar trazando la recta que pasa por BC y luego la paralela a esta que pasa por P, esta ultima recta
contiene al punto Q.

@ Sugerencia metodoldgica
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4.2 Practica en GeoGebra: resolucion de problemas

Para esta practica se utilizaran las herramientas aprendidas en la clase anterior para solucionar algunos
problemas de la clase 3.9 de los problemas de la unidad. Para ello, sigue los pasos indicados en la parte de
Practica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que estd al final de esta practica.

Practica

Resolucion del problema 2 de la clase 3.9.

grafica el rectdngulo indicado.

abajo.

I PR | Tl o)P R T

* \om AgsDin % |+ Vista Gaahea
Cunisdme >
1. Grafica los puntos A = (0, 2), B =(0, 0), C= (4, 0) $5:0 "
y D = (4, 2), luego utiliza el botdn de Poligono y s.ngn.;';’
3 N
LR
2. Luego grafica el punto medio de AB y de BC,
utilizando el botén de Punto medio. Traza los "
segmentos DI y A) como lo muestra la figura de LS _
Aschiva Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda
KN = E NI FANE
ES
® A=(0,2) a5
& B={0,0)
®C={4,0)
® D=(4,2) A i
®1=(0,1)
® J=(20
Segmento
®a=2 15 -
® bh=yg 2
r®e=2
®d=4 74 N I,
® (=283 I
® g=412
05
B J
-5 o 05 1 15 i ] 25 2 35 4

3. Utilizando los comandos para determinar el vector comprendido entre dos puntos, grafica los vectores

- =
AlyID.

e

T

05

nE

35
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4. Utilizando el comando Angulo(u, v) calcula el angulo entre los vectores ZZ y U.

5. Para verificar la medida de este angulo, grafica el punto que se encuentra en la interseccién de los
segmentos Al e ID, y utiliza la opcion de medir angulo, para medir el angulo JED. Verifica que ambos
angulos tienen igual medida.

» Vista Algebraica < X! | » Vista Grafica
1

Vector
2)

-
0
)

-

eV

{5}

ra
n

6. Finalmente puedes corroborar si fue resuelto correctamente el problema, contrastando tu respuesta de
tu cuaderno.

Actividades

e Realiza una construccidn que permita resolver el problema 1, 3 y 4 de la clase 3.9 sobre problemas de
la unidad, luego verifica que lo resolviste correctamente comparando tu respuesta con la obtenida en
GeoGebra.

¢ Considerando un cuadrado ABCD de lado 1, siendo | el punto medio de BC. Determina la medida del angulo x.

A D

B C

— . e
* Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector u es ortogo-
nal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

¢ Considerando los \E)ctores OA= (2,4)y OB = (3, 2) determina las coordenadas del vectora)si I es el punto
medio del vector AB.

_/

2

J

®
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Descripcion de la prueba:

4.2 Utiliza un software matematico para resolver problemas con vectores.

Propésito:

Continuando con la resolucién de problemas;
se desarrolla el problema 2 de la clase 3.9 como
ejemplo.

En esta clase se comprobaran mediante el uso de
las herramientas de GeoGebra los problemas de
la clase 3.9.

Solucion de problemas:

1. Se grafican los puntos A(0, 0) y B(1, 0) y se utiliza la herramienta Poligono regular para graficar el cuadrado

ABCD, seleccionando los puntos A y B y construyendo el poligono de 4 lados. Trazar el punto medio | y los
segmentos Al y AC. Dibujar el angulo CAI.

3. Construir un deslizador con nombre r, bastara colocar en minimo —10 y 10 en maximo con incremento 0.1.
Dibujar el vector (3, 2) y luego el vector (2r, -3r). Dibujar el angulo entre los vectores seleccionando en la
barra de herramientas Angulo y luego dé clic sobre los dos vectores. Inicie animacién y observe el valor
del dngulo entre los vectores. Para visualizar un angulo entre 0° y 180°, puede buscar en las propiedades
de dngulo la opcidn bésico y seleccién Angulo entre 0° y 180°.

4. Graficar Ios_\)/ectores 7 =(1,4),U=(3,2). Graficar los puntos A = (1, 4) y B = (3,2). Luego determine el punto
medio de AB.

@ Sugerencia metodoldgica









