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de la derecha.
b) El camino más corto para llegar de A a B es el que está en 

color rojo.
c) Para representar que este camino va de A hacia B se puede 

punto inicial  es B se conoce como segmento dirigido.

El conjunto de segmentos dirigidos que poseen la misma longitud, dirección 
vector. 

Se representa un vector con cualquier segmento dirigido que pertenece a ese 

denota este vector por AB; si no se expresan los vectores con sus puntos inicial 
a, b, c, ... por ejemplo, a, b, c.

El ángulo entre dos vectores se mide al unir por los puntos iniciales ambos 
u v son 

ortogonales

a b son iguales si los segmentos dirigidos que los representan 

La longitud de un vector u se conoce por norma del vector u
u . Un vector u es unitario si su norma es 1, es decir, u  = 1.

1. Considerando los vectores en la cuadrícula donde el lado de cada 
cuadrado es 1, responde:

:

a) ¿Cuáles vectores son iguales?

c) ¿Cuáles vectores son unitarios?
d) ¿Cuáles vectores son ortogonales?

 a) Al menos 3 formas para llegar de A a B.
 b) El camino más corto para llegar de A hasta B.

A

B

A

B

A

B

a c

ig
e

h

b

f
j

d

A B

C

A

B

u

v

u

a
b

roblemas

a) ¿Cuáles vectores son iguales?  b) La norma del vector AC.
c) ¿Cuáles vectores son unitarios?  d) ¿Cuáles vectores son ortogonales?

1.1 Vectores
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1a) a  = c e  = h   

1b) a c i j d e h
a  = c  = i  = j = 12 2 = 5
d  = e  = h = 1

1c) d e h  

1d) b e b h d e d h g f

a c

ig
e

h

b

f
j

d

f

g

e

b

ACBD

2a)
 

2b) AC = 12 2 = 2

2c)

2d)

A B

CD

-

-
-

-
-
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resta del vector u con el vector v como la suma del vector 
u con –v, u – v = u + (–v
Problema inicial se cumple que                                           .

u con el punto inicial de otro vector 
v suma de vectores como el vector determinado 
por el punto inicial de u v, como lo muestra la 

Resuelve los siguientes literales:

a) Representa con vectores la forma de ir de A hacia C pasando por B.

b) Representa con vectores la forma de ir de A hacia B pasando por C.

a) La representación sería:

AB + BC = AC

AC – BC = AC + CB = AB

b) La representación sería:

u, v, w se cumple que u + v = v + u
que u + (v + w) = (u + v) + w

el opuesto del vector AB, 

u – u = u + (–u) se conoce como 
vector cero u u = u.

de cada literal.

A

B

C

A

B

C
A

B

C

u

u v

v

+

uu v

v

v
–

–

A
A

B B

C C
AB + AC AB – AC

a

c

e

b

d

f

f) d – fd) a + e + c

a) a + b c) c + d

g) c – f

e) a – b

b) a + c

h) a – b – c

roblemas

1.2 Suma y resta de vectores

A
A

B
B

–AC

A

B

C

AC – AB

–AB

Estas representacio-
nes de vectores son 
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1.2 
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a

a

b

a b

a – b

c

a a c

c

c d = 0d

a e

a

e
c

a e c

d
f

–f

d – f

d
f

d – f

b

a
a – b

b

–b

a – b – c

a – b

c

–c
a – b – c

a – b

c

a)

d)

b)

e)

g)

c)

f)

h)
c

f

c – f = 0 

–f

c
f

c – f = 0 

-
-
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1

Para un vector u r, de modo que u r producto por escalar para 
representar dilataciones (r > < r < r >
contrario (r < ru.

Para el producto por escalar se cumple que ru = |r| u

Considerando los vectores u v r s, se cumplen las siguientes propiedades del 
producto por escalar:

1. r(su) = rsu 2. (r + s)u = ru + su 3. r(u + v) = ru + rv

u r

r > 1 r < –1< r < 1 –1 < r <

a) u + u + u

vector que representa cada literal.

b) –u – u 

b) –u – u 

u

u
uu

u uu u
ru ru

ru ru

u
u

a) u + u + u 

–
–

u v el vector resultante de la expresión 2(2u + 3v) – 3(2u – v).

u v el vector resultante de cada expresión.

2(2u + 3v) – 3(2u – v) = 2(2u) + 2(3v) + (–3)(2u) + (–3)(–v)

= 4u + 6v + (–6u) + 3v

= –2u + 9v

a

ce
b

d
f

a) 4e b) 4a

d) –3f f) 2d + 3e

1
3

c)     c

3
2e) –    b

b) (u – 2v) – (–3u + 2v)a) 4u + 3v – u – 2v c) 3(2u + 4v) d) 3(–2u + v) – 2(3u – 4v)

1.3 Producto por escalar

Se dice que dos vectores u v paralelos (o colineales) cuando los segmentos dirigidos 
r tal que u = rv.

Recuerda que a – b = a + (–b).

roblemas
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1b) 1c)

1d) 1e) 1f)

1
3
    c

c4e

e

e

e

e

a
4a

1a)

e
e
e

b

d

d

f
–f–f–f

–3f

3
2

–    b

1
2–    b

2d e

2b) u – 2v u v u – 4v

2d) u v u – 4v u v

2a) 4u v – u – 2v = 3u v

2c) u v u v



1

181

A una pareja de vectores i,  j base vectorial.

El punto O se conoce como origen u se cumple que, existe un 
punto M tal que u x, y, tales que              
OM = xi + yj x, y), a este par ordenado (x, y) 
se le conoce como coordenadas del vector OM en la base (i, j).

Una base es ortogonal cuando i j ortonormal cuando además 
de ser ortogonales, tanto i como j son unitarios (la norma es igual a 1).

i j.

El vector OB se puede expresar como suma de vectores con i j como:

i + 3j.

Considerando la base (HI, HB), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.

i

j

j

j

j

O

B

OB = i + i + j + j + j .

i i

B

O

1
2

a) HA

e) HH f) HI

b) HK c) HF

g) HB h) HE

d) HJ

A B

C

I
J

K
L

.

IC = (1)IB + (1)IK

A B

I

J

E F

G H
K L

C

1.4 Coordenadas de un vector en una base*

roblemas

IJ = (1)IB +       IK1
2
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A

A

A A

A

A

B

B

B B

B

B

I

I

I I

I

I

J

J

J J

J

J

D

D

D D

D

D

E

E

E E

E

E

F

F

F F

F

F

H

H

H H

H

H

K

K

K K

K

K

L

L

L L

L

L

C

C

C C

C

C

a)

e) f)

b) ( 1
2)HB

c) ( 1
2)HB

g) h) (1
2)HB

d) ( 1
2)HB

( 1
2 )

( 1
2)

(– 1
2 )

(  1
2 )
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u v con coordenadas u = (x, y v = (x’, y r se cumple que

u + v = (x + x’, y + y’) u – v = (x – x’, y – y’) ru = (rx, ry)

i,  j).

a) OA b) OB c) OA + OB

e) 2OB f)     OAd) OA – OB 1
3

a) 

OA = (1, 3) OB = (2, 1)

e) 

b) 

d)

c) 

OA + OB = (3, 4) 

OA = i + 3j OB = 2i + j

OA + OB = 3i + 4j 

OA + OB = i + 3j + 2i + j

OA =     i + j1
3

1
32OB = 4i + 2jOA – OB = –i + 2j 

OA =     (i + 3j)1
3

1
32OB = 2(2i + j)OA – OB = i + 3j – (2i + j)

f)

i,  j.

i O

A

B

a) OA

e) –3OB

c) OA + OB

g) OA + 2OB

d) OA – OB

h) 3OB – 2OA

b) OB

f)     OA3
2

1.5 Operaciones con vectores en coordenadas

roblemas

i

i

O

O

A

j

j

j
j

i iO j
i

j
O

A

B

iO

B
j

i
j
O

A

i

j
O

B

A

B

A

B

j

Nota que (3, 4) = (1 + 2, 3 + 1).

Nota que (–1, 2) = (1 – 2, 3 – 1). Nota que (4, 2) = (2 × 2, 2 × 1).

2OB = (4, 2)OA – OB = (–1, 2) OA =      , 11
3

1
3

Nota que      , 1  =      × 1,    × 3 .1
3

1
3

1
3
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a) 

e)

g)

d)

h)

b) 

f) 3
2OA = (3

2
3
2 )

= ( 3
2 3)

–iO

A

j

j

OA = –i j OB = –i – j

–i
O

B

–j

c)
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AB =                                     .

ortonormal (e1, e2

ortonormal (e1, e2).

b) La norma de este vector se puede calcular aplicando el teorema de Pitágoras al 

Entonces se cumple que

1.6 Vectores y coordenadas de puntos

e1, e2

arriba.

a) Calcula las coordenadas del vector AB.

.

AB = OB – OA

AB = (3, 3) – (2, 1)

AB = (1, 2) = OC.

a) A = (2, 1); B = (3, 1)

e) A = (–1, –3); B = (–1, –2) f) A = (1, –1); B = (1, –1)

B

A

roblemas

e1

e2

O x

y

1 2 3–1

1

–1

2

BC

A
e1

e2

O x

y

1 2 3–1

1

–1

2

AB 12 + 22 5

Considerando en el plano los puntos E1 2 e1 = OE1 e2 = OE2

que los vectores e1 e2 forman una base ortonormal.

x, y) en el plano, se cumple que OA = (x, y) en la base (e1, e2 OA =                 .

Si B(x', y

x2 + y2

(x' – x)2 + (y' – y)2

AB = OB – OA = (x' – x, y' – y

2. Considerando las coordenadas en la base (e1, e2) de un vector u
las coordenadas de un punto B que cumpla que AB = u.



Indicador de logro:

1a)

AB = OB – OA 

AB  = 12 2 = 1

Secuencia:

-

Propósito:

-

1b)

AB = OB – OA 

AB  = 2 2 = 8 = 2 2

1c)

AB = OB – OA 

AB  = 2 2 = 2 = 2

1d)

AB = OB – OA 

AB  = 2 2  = 2

1f)

AB = OB – OA 

AB  = 02 2 = 0

1e)

AB = OB – OA 

AB  = 02 2 = 1

2. u u = AB. 
AB = OB – OA
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v  =                           = |r|               = |r| u .

15 = 5|r|
|r| = 3

r = ±3,

(x, –9) = r(2, 3) 

(x, –9) = (2r, 3r) 

x = 2r . . . (1)
–9 = 3r . . . (2)

r = (–9) ÷ 3 = –3.

r que cumple:

Y entonces se debe cumplir que

x = 2(–3) = –6.r en (1):

Por lo tanto las coordenadas del vector v son (–6, –9). 

u = (x, y v es paralelo a u r de modo 
que v = (rx, ry).

Además, en una base ortonormal, para la norma del vector v se cumple que

1. Calcula las coordenadas de v para que u v sean paralelos.

u

por lo tanto los vectores son: 3u u = –3(–3, 4) = (9, –12).

v  = |r| u

a) u b) u = (–3, –4), norma 1 c) u = (1, 2), norma 5 d) u = (2, 2), norma 4

a) u = (2, 1), v = (x, 3) b) u = (3, 1), v = (x, –3) c) u = (6, 3), v = (2, x) d) u = (2, 4), v = (–1, x)

v = ru
u v

r 
que cumple ru = v.

Considerando el vector u = (2, 3), determina el valor de x para que el vector v = (x, –9) sea paralelo a u 
(u v).

1.7 Paralelismo

(rx)2 + (ry)2 x2 + y2

15 = |r| (–3)2 + 42

u
en una base ortonormal.

r 
se cumple que    r2 = |r|.

Si v es un vector paralelo a u se cumple que             , entonces:v = ru

roblemas

Un vector u = (x, y
del vector cero si x o y son dis-



Indicador de logro:

Secuencia:

-
-

2a) u 2b) u

2c) u

2d) u

1a) u v x 1b) v

1c) v

1d) v

3.

Propósito:

-
-
-

x = 2r 
3 = r 

x r
x r r

v = ru

x
r = 3

v

10 = 5|r|
|r| = 2

r = ±2

v  = |r| u
10 = |r| 42 2

v = ru

 2u u

( 3
5

4
5)  (3

5
4
5).

5 5  5 5

2 2 2 2

B

CA

D x

y

1 2 3–1

1

2

3

4

5
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a) u = (3, 2), norma 13 b) u

a) u = (1, 3), v = (x, 12) b) u = (3, 9), v = (x, –6)

9. Calcula las coordenadas de v para que u v sean paralelos.

u
en una base ortonormal.

1. Considerando los vectores en la cuadrícula donde el lado de cada cuadrado es 1, responde:
a) ¿Cuáles vectores son iguales?

c) ¿Cuáles vectores son unitarios?
d) ¿Cuáles vectores son ortogonales?

cada literal.

a) a + b

c) a + b + c

b) c – b

d) a – b + c

u v el vector resultante de cada expresión.

a) 4a 1
3

b)     b

d) –3a + b
3
2c) –  c

a) 2u + v – 3u – v b) (3u – v) – (–2v – 3u)

a) GC b) GL c) GB d) GK

c) –2(3u – 2v) d) 2(–u + 3v) – 3(u + 2v)

i,  j.

a) OA

e) –2OB

b) OB d) OA – OBc) OA + OB

g) OA + 3OB h) –2OA – 3OBf)     OB5
3

a) A = (3, 1); B = (4, 2) b) A = (–2, 1); B = (–3, 2) c) A = (–1, –1); B = (–3, –2)

8. Considerando las coordenadas de un vector u
de un vector OB que cumpla que AB = u.

a

c
b

a c

g e

b

f
d

a

c
b

A B

I
J

E F
G H

K L

C

i

j
O

A

B

e1, e2).



Indicador de logro:

13 13 13 13 5 5 5 5

9a) v 9b) v

2a) 2b) 2c)

3b)3a) 3c) 3d) 

 2u v – 3u – v = – u

5a) 5b) 5c) (1
2 ) 5d) (1

2 )
6a)

6e)

6b) 6d)

6g)6f)     OB = ( )5
3

5
3

8.
AB = OB – OA

a
b

1a) a f. 1b) a f  b d  c g. 1c) b d. 1d) a e  e f  b d.

a b

c

b
c – b

a b

c
a b c

2d) a – b c = a c – b

c – b
a – b c

a

a
4a

b 1
3 b

c

– 3
2 c b

–a–a–a

u – v v – 3u u v

u – 2v u v u v u v u

6c)

6h)

– 3a b

7a)
AB = OB – OA 

|AB| = 12 2 
 = 2

7b)
AB = OB – OA 

|AB| = 2 2 
 = 2

7c)
AB = OB – OA 

|AB| = 2 2 
 = 5
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2.1 Proyección ortogonal

a la base AC.

a)

a)

B

B

A

AH
H H

H

B

B B

B

A

A

C

CA

A

C

C

C

C

b)

b)

c)

c)

la proyección ortogonal
cumple que BH es ortogonal a AC. 

u sobre v para cada caso.

u sobre v para cada caso.

v sobre u para cada caso.

u u

v vO
O

H

a) c)

u
u

vvO O

a) c)

uv
O

b)

u
u

v
OO

a) c)

B

AH H H

B B

AC
A

CC

roblemas

u

vOH

b)

v
u

O

b)

v
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uu
u

vv

v
O O O

1a) 1b) 1c)

u
u

OO

2a) 2b) 2c)

v v

H

H

H

H H

OH OH

OH

OH

uv
O

H
OO

OO
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U
ni

da
d 

7

Sean u v dos vectores paralelos (colineales). Se denota el producto escalar de los vectores u v por u v 

Las divisiones de la recta l

 AM para cada una de las siguientes condiciones.

de cada literal.

AB  AM = –(4 × 4) = –16 AB  AM = 4 × 8 = 32 AB  AM = 4 × 2 = 8

a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.

lO

O

O

C

C

C

A

A B

B

B

B B B

A

A

B

B M

M

M

M

M M

M A

A

A

A A A

B

B

I

I

I

Cuando u v u v

u v = u v , si u v tienen el mismo sentido.
– u v , si u v tienen diferente sentido.

2.2 Producto escalar de vectores paralelos

1

2

3

OA  OC = – OA OC = –(2 × 3) = –6.
b) 

d) 
AB  AC = – AB AC

b) AB  AM = –12 c) AB  AM = 16 d) AB a) AB  AM = 8

1. Las divisiones de la recta l

lOC A BI
a) OA  OB b) OA  OC

c) IA  CB d) AB  AC

 AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.

a) AB  AM = 24 b) AB  AM = –3 c) AB  AM = –36 d) AB 

roblemas

l

l

 OB = OA OB = 2 × 4 = 8.
a) 

l

c) 

OC A BI

a) OA  OB

c) IA  CB

b) OA  OC

d) AB  AC

 CB = IA CB = 1 × 7 = 7.

l

OC A BI
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l

l
l

l
O

O O

OC

C C

CA

A A

AB

B B

BI

I I

I
1a) OA  OB 1b) OA  OC

1c) IA  CB 1d) AB  AC

2a) 2b) 2c)

3a) AB  AM = 24

3c) AB  AM = –36 3d) AB  AM = 0

3b) AB  AM = –3

IA  CB = – IA CB = –( 32 × 7
2 ) 21

4
. AB  AC = – AB AC = –( 52 × 1) 5

2
.

OA  OC = OA OC = 1
2

 × 3
2

 = 3
4

.OA  OB = – OA OB 1
2

 × 2 = –1.

AB AB  AM = 2 × 4 = 8 AB  AM = 2 × 1 = 2

A A AB B BM M M

B

B

B

B

M

M

M

M

A

A

A

A
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Expresa el producto escalar del vector v u sobre el vector v.

u sobre v.

v  OH = v OH  v  OH = – v OH  v  OH = v 

u
u

u

u

u

v v

v

v

v

O O O

OO

u

vO H H H

2.3 Producto escalar de vectores no paralelos (no colineales)

a)

a)

b)

b)

c)

c)

Sean u v u u sobre v v
ortogonal de v sobre u, entonces u’ v = u v producto escalar de los vectores u v por:

Sea ABC un triángulo rectángulo en A, expresa los productos escalares:
a) AC  BC = AC 

= AC  AC

a)

a) AB  AC 

a) AB  CA 

 AC 

 AC 

c) AB d) AB 

d) AB 

 BO 

= AC2

= –AC2

= –AB2

b) CA  BC = CA  AC

c) BA  CB = BA  AB d) AB  CA  = AA  CA
CA

u v = u’ v = u v’
r u, v w:

B

AC

Calcula los siguientes productos escalares.

A

A

B

B

C

C

O

1) u  u = u u = u 2

4) u  (rv) = (ru) v = r(u  v)  

3) u  (v + w) = u  v + u  w , (u + v) w = u  w + v  w

2) u  v = v  u 

roblemas

A

H
BO

I
u

v

OAH  OBI,
por lo tanto, OB OH = OA OI. 
Luego u'  v = u  v'.
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1a) AB  AC = AB  AB
= AB 2

= 42

= 16

2a) AB  CA = AB 

= –12

1b) CD  AC = CD  CE
= CD CH

= – 16

2b) CD  AC = CD 

1c) AB  DA  = AB  AE
= AB  AA
= AB  0
= 0

2c) DC  DA = DC  DD = DC  0 = 0

1d) AB  CD 
= – 16

2d) AB × 3

1e) CD  BO = BA  BO
= BA BH
= 4 × 2
= 8

A

A

A

A

A
A

B

B

C

C

C

C

C
C

E

D

D

D

D
D

O

Secuencia:

-
-
-

Propósito:

-

-

A B

HC

E

D
O

A B

CD
O

E

A B

CD
O

H

B

B

B
B

-
-
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Calcula el producto escalar de los vectores u v si se sabe que u  = 2, v
es 

u' de u sobre v.

uu

u u

u' u'

u' u'

vv

v v

2.4 Forma trigonométrica del producto escalar

En los siguientes vectores se cumple que u  = 3, v u v
los vectores u v.

entonces: u' = u

u v = u' v = u' v u v = u' v = – u' v

u' = – u

u

v

Puesto que: u'
u

u'
u

Considerando dos vectores u v, se cumple que u v = u v cos .

3

39 = 3(2     )cos .

9cos  =           =       .Luego

< 
6 3 2

3

1. Calcula el producto escalar de u v, considerando que  es el ángulo formado entre ambos vectores.

3 2a) u  = 7, v = 4, b) u  =       , v = 4, c) u  = 2, v = 2      , 

a) u  = 2, v u v = 4 3b) u  =       , v u v = 3

u v para cada literal.

2c) u  =      , v u v = –3

roblemas

para calcular el producto escalar.

u

v

 u v = u v cos 
es sencillo demostrar que u  v = v  u.

a)

a)

u

v

b)

b)

por lo tanto u v = u' v = u v
                                                   = 2 × 3 ×     = 31

2
1
2

u v = u' v
         = 2 × 3 ×  –      = –3.

se sabe que el ángulo entre dos 

A se le llama ángulo formado 
entre los vectores u v.

u v = u v cos ( es el ángulo entre u v) entonces para calcular el ángulo entre u v:Se cumple que 

 

 

 1
2

1
2

notables son:

2
3

2
3

2
2

2
2
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Secuencia: Propósito:

-
-

1a) u v = 60°

u v = u v

= 7 × 4 × 1
2  

= 14   

2a) u v u v = 4

u v = u v  

= 1
2     

= 60° 

32b) u v u v = 3

u v = u v  
3 = 3

= 3
2 3

 = 3
2

= 30° 

22c) u v u v = –3

u v = u v  
–3 = 2

= –3
3 2

2
2

= 135° 

31b) u v = 30°

u v = u v

= 3 × 4 × 2
3  

= 6   

21c) u v = 45°

u v = u v

= 2 × 2 2 × 2
2  

= 4   



158

2
Considerando una base ortonormal (i, j), u = (x, y v = (x', y') dos vectores u = xi + yj, v = x'i + y'j -
mina u v.

2. Encuentra el valor de x que hace que los vectores u v sean ortogonales. Considera que las coordenadas 
de los vectores están en una base ortonormal.

u  v en cada literal. Considera que las coordenadas de los 
vectores están en una base ortonormal.

2.5 Producto escalar de vectores en el plano cartesiano

u = (x, y), v = (x', y') en una base ortonormal, se cumple que:

u = (3, 2), v = (1, 2) en una base ortonormal.

de los vectores están en una base ortonormal.

u v = (xi + yj) (x'i + y'j)

u v = xx' + yy'. 

u v = (3 × 1) + (2 × 2)

u v = 3 + 4

u v = 7

por propiedad 3,= xi x'i + xi y'j + yj x'i + yj  y'j

por propiedad 4,= xx'(i i) + xy'(i j) + yx'(j i) + yy'(j j)

porque i, j son ortogonales,= xx' i 2 + xy  + yx  + yy' j 2

porque i, j son normales.= xx'(1) + yy'(1)

= xx' + yy'

a) u = (4, 1), v = (2, 3)

a) u = (–3, 1), v = (2, x)

e) u = (2, 1), v = (x, 3)

d) u = (2, x), v = (x, 5)

f) u = (2 – x, 3), v = (1, 2 + x) g) u = (1 – x, x), v = (3x, 2x – 1)

b) u = (–2, 3), v = (–1, –2)

b) u v = (x, –2)

a) u = (4, 1), v = (2, 3) b) u = (–2, 3), v = (–1, –2) c) u = (2, –3), v = (–3, –2)

c) u = (2, –3), v = (–3, –2)

c) u = (x, 2), v = (–1, x)

Si el producto escalar de dos vectores 

vectores son ortogonales. 

producto escalar en el ejemplo de la 
clase anterior. 

roblemas
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Secuencia: Propósito:

-

1a) u v

3a) u v

2a) u v x

2e) u v x2d) u x v x 2f) u x v x

2g) u x x v x x 

1b) u v

3b) u v

2b) u v x

1c) u v

3c) u v

2c) u x v x

u v

x

x x x x x

x x x x

–x2 x = 0

 x  x x
 x = 6

 x = 0  x = – 3
2

 x = 0  x = 0

 x = –4

 x x = 2

u v u v
u v

u v = 0

u v = 0 u v = 0 u v = 0

u v = 0

u v = 0 u v = 0

u v = 2 – 6 u v
u v = 11 u v = –4 u v = 0

u v u v u v

u v = u v u v = u v u v = u v
11 = 17 13 –4 = 13 5 0 = 13 13

= 11
221

4
65

= 0

–1 11
221

–1 ( 4
65 ) –1 0

u  = 42 2 = 17
v  = 22 2 = 13

u  = 2 2 = 13
v  = 2 2 = 5

u  = 22 2 = 13
v  = 2 2 = 13



2

191

U
ni

da
d 

7

de los vectores están en una base ortonormal.

u

u

v

v

O

O

a)

a)

u

v

Oc)

u

v

Oc)

u
v Ob)

u
v Ob)

3. Las divisiones de la recta l

lO CA B Ia) OA  OB b) OA  OC

 AM para cada una de las siguientes condiciones.

a) A es el punto medio de BM b) B es el punto medio de AM c) M es el punto medio de AB

de cada literal.
a) AB  AM = 2 b) AB  AM = –6 c) AB 

 CA  BC  AC 

7. Calcula el producto escalar de u v, considerando que  es el ángulo formado entre ambos vectores.

u v para cada literal.

3a) u  = 6, v = 5, b) u  =       , v = 4, 

a) u  = 5, v u v = 15 3b) u  =       , v u v = –3

u  v en cada literal. Considera que las coordenadas de los 
vectores están en una base ortonormal.

x que hace que los vectores u v sean ortogonales. Considera que las coordena-
das de los vectores están en una base ortonormal.
a) u = (1 – 3x, 2), v = (2, 4 + 2x) b) u = (2 – 3x, 2x), v = (2x, 3x + 2)

a) u = (2, –1), v b) u = (–3, 4), v = (–4, –2)

u sobre v para cada caso.

v sobre u para cada caso.

A B

C
O

a) u = (–5, 3), v b) u =      ,        , v1
2 2

3
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u

u

u

u

u

u

v

v

v

v

v

v

O

O

O

O

O

O

1a)

2a)

1b)

2b)

1c)

2c)

3a) OA  OB = – ( 12 × 1
4 ) 1

8
3b) OA  OC = –( 12  × 5

4 ) 5
8

5a) AB  AM = 2 5b) AB  AM = –6 5c) AB  AM = 0

6c) BD  AC = 0

-

6b) CD  BC = CD )

= 0

7a) 7b) 8a)

9a) u v  u x v x

 u x x v x x 

9b) u v

8b)

11a) u v 11b) u v1
2 2

3

H

H
H

H H

H

B BBM MMA AA

AB AB  AM = 1 × 2 = 2 AB  AM = 1 × 1
2  = 1

2

B B BM M

M

A A A

u v = u v

= 3 × 4 × ( 3
2 )

= –6

u v = u v

= 6 × 5 × 1
2  

= 15   

u v u v

u v u v = 12 – 8

u v = –2 u v = 4

x x

x x x x 

 x = 5

 x = 0

u v = 0

u v = 0 u v = u v
0 = 34 34

= 0

= 3
2

= 30°

2
3

6a) AD  CA = AD 

u v = u v  

 = 1
2

= 60°

u v = u v  
–3 = 3

3
2

= 150°
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complejo z = a + bi es z = a – bi. 

Eje real

Eje imaginario

O

3.1 Representación geométrica de los números complejos

z = 2 + 3i, representa en el plano cartesiano el vector z
como base los vectores ortonormales e1 e2

O
O O

z = a + bi

a

b

equivalen a las coordenadas del vector OA en la base ortonormal (e1, e2).

z = a + bi, se puede representar en un 
plano en donde la primera coordenada (eje x) es la parte real 
(a z y) es la parte 
imaginaria (b z.

como plano complejo eje 
real eje imaginario.

módulo z = a + bi, como la norma del vector (a, b z|, 
es decir:

z = 2 + 3i.

z|2 = zz.

a) z = 2 + 3i

a) b) c) 

b) z i c) z = –1 + 2i

|z| =                 .

|z| = 

= 

d) z = 3 – i e) z = 4 f) z i

a2 + b2

22 + 32

13
roblemas

e1

e2

O

z

x

y

1 2 3–1

1

–1

2

3

1

i

1

1 1i

i i

z

z z
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Secuencia:

-

Propósito:

-

O

O O

O

O O

3. |z|2 a2 b2 2 = a2 b2

1a) 

2a) 2b) 2c) 

1b) 1c)

1d) 1e) 1f)

1

1 1

1

1 1i

i i

i

i i

O 1

i

z = 3 – i

z i

z = –3 – 2i z = –2i

z i

O 1

i

z = 4

O
1

i

z = –4i

z i

z = –4 – 2i

zz a bi a – bi
= a2 bi 2

= a2 – b2i2

= a2 – b2

= a2 b2

z|2 = zz.

|z| = 

|z| = 

|z| = 

|z| = 

|z| = 

|z| = 

= 

= 

= 2 5

= 4

= 5

= 4

22 2

32 2

2 2

42 2

2 2

02 2

13

10

-
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3.2 Operaciones con números complejos en el plano complejo

w = a + bi z = c + di w + z 
a, b) + (c, d).

w – z 
coordenadas (a, b) – (c, d).

ra, rb) es rw.

-
ciones de vectores en el plano.

z = 2 – i w = 3 + 2i
complejo.

-

a) z

a) Se representa el punto (2, 2).

b) Se representa el punto (1, –4).

c) w + z = 1 – 4i + 2 + 2i = 3 – 2i, entonces se 
representa el punto (3, –2).

d) w – z = 1 – 4i – (2 + 2i) = –1 – 6i, entonces se 
representa el punto (–1, –6).

e) 2w = 2(1 – 4i) = 2 – 8i, entonces se representa 
el punto (2, –8).

b) w c) w + z d) w – z e) 2w

z = 2 + 2i w = 1 – 4i 
complejo.

Considerando w = 2 + i

a) w c) –wb) w d) –w

a) w + z b) w – z

a) z b) w c) w + z d) w – z e) z – w

c) z – w

h) z j) 2w – 3zf) 2z g) –w i) –w

f) 2w – zd) –w e) –z

roblemas

O

z

2w

w

w + z

w – z

1

i

O

w

w–w

–w

1

i

O
w

z

1

i
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Secuencia:

-

Propósito:

-

-

2a) w z i 2b) w – z = 1 – 4i

1a) z = 2 – i

2. z i w = 2 – i

1b) w i 1c) w z i

1d) w – z i 1e) z – w = –1 – 3i

2c) z – w i

1h) z i

1j) 2w – 3z = 7i

1f) 2z = 4 – 2i

1g) –w = –3 – 2i 1i) –w i

2f) 2w – z = 3 – 5i2d) –w i 2e) –z i

O

w

z

1

i
w z

w – z

– w
z – w

2z

z

2w – 3z

–w

O
w

z

1

i

w z

w – z

–z

2w – z

–w

z – w
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3.3 Forma trigonométrica de los números complejos*

z

z representado por el vector del plano, debe ser 
expresado en la forma z = a + bi donde a es la coordenada del vector en 
x b es la coordenada del vector en y.

Luego, a b

i, que puede ser 
expresado por:

z = |z|(cos  + i sen ).

z

O
a

|z|
b

|z|
a
2

b
2

z, tal que z -
mero complejo, se conoce como argumento
representa por arg(z). Si es argumento de z, entonces todos los ángulos 
de la forma n z.

z 

a) |z| = 2, b) |z| = 3, c) |z| = 1, d) |z| = 2, 

z con módulo |z , se cumple 
que:

a) |z| = 2 b)  |z| = 2 c) |z| = 3

roblemas

1

i

z

O 1

i

O

z

1

i

O 1

i

z

O
1

i

zO 1

i
z

z i = 1 +      i.1
2 2

3 3
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.

Secuencia:

-

Propósito:

-

-

2a) |z = 45° 2b) |z = 30°

2c) |z = 135° 2d) |z = 150°

1a) |z| = 2 1b)  |z| = 2 1c) |z| = 3

O 1

i

z

O

210°
1

i

zO
30°
1

i
z

z i 

= 3 i

z i 

= 2( 2
2

i 2
2 )

= 2 2i

z i 

= 2( 3
2

i 1
2)

= 3 i

z i 
2

2
i 2

2
2

2
2

2
i

z i 

= 2(– 3
2

i 1
2 )

3 i

z i 

= – 3 – i
z i 

= –3i
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zw para cada literal.

z, w zw, para cada uno de los literales anteriores.

z = |z|(cos  + i sen w = |w|(cos  + i sen ), determina zw.

igual a la suma de los argumentos de los dos complejos.

z = |z  + i
w = |w  + i 

zw si z i w i 

a) z i w i 

b) z i w i 

c) z i w i 

d) z i w i 

e) z i w i 

f) z i w i 

g) z i w i 

zw i i 

i 

i 

zw = |z|(cos  + i sen ) × |w|(cos  + i sen )

= |z||w|(cos  + i sen )(cos  + i sen )

= |z||w|[(cos  cos  – sen sen ) + i (sen  cos  + sen  cos 

= |z||w|[cos(  + ) + i sen(  + 

zw = |z||w|[cos(  + )+ i sen(  +

= 6        + i     2
3 1

2

= 3      + 3i     3

roblemas

El teorema de adición es:
sen(  + ) = sen  cos  + sen  cos 
cos(  + ) = cos  cos  – sen sen 

zw

w

O

z

1

i



Indicador de logro:

173

Secuencia:

-

-

Propósito:

-

1a) zw i i 

1f) 1g) 

zw i i 
zw i i

1c) zw = –6 3 i 1e) zw = 2 2 – 2 2i1d) zw = –6i

2a) 2b)

2e) 2f) 2g)

1b) zw i i 

i i 

i 

i 

i 

i 

i     2
3 1

2

i     
= 15  –     – i     

= –     –      
2
3 2

3
1
2

1
2

15
2

i     2
31

2

i     3

=  –3 3 i

3i     

15 3
2

14° 16°

30°

zw

w

O

z

1

i

zw

w
z

O 1
i 20°40°

60°

zw
w

z

208°
107°

315°

2c)

zw

wz

O 100°
50°150°

2d)

zw

zw

w

w

z

z

O

O

O

110°

140°

160°

10°

270°

150°

zw

w
z

O
170° 70°

240°

i

3i 2i

2
3

i

1

2i

2

3i

3

-

-
3i

3
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Considerando w i z que cumple que zw i 

zw = |z|(cos  + i sen i 
= 2|z ) + i 

Tomando z = |z|(cos  + i sen ), entonces:

además se sabe que zw i 

2|z| = 6
n con n 

luego:

Por lo tanto, z i i 6
2

z = |z|(cos  + i sen ), 
w = |w|(cos  + i sen 

el argumento es igual al argumento del dividendo menos el 
argumento del divisor.

     si z i w i 

[cos(– ) + i sen(– )].

i 4
1

i 

 =        [cos(  – )+ i sen(  – )]|z|
|w|

z
w

z
w

z
w

z
w

i i z
w

=         +     i     4
2

3 4
2

= 4        +    i     2
3 1

2

  para cada literal.

z, w     , para cada uno de los literales anteriores.

a) z i w i 

b) z i w i 

c)  z i w i 

d) z w i 

e) z i w i 

f) z i w i 

g) z i w i 

roblemas
= 2      + 2i     3

w

O

z

1

i

z
w

1
w

1
|w|
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Secuencia: Propósito:

-
-
-

= 1
2 i = 10

2 i 

= 1
2 i 

= 3
2 i 

= 6
2 i 

i 

1a) z
w i i 

1c) z
w i 5

2 – 5 3
2

i 1d) z
w = 1

w = 12 – 3
2

i 1e) z
w = i  = i 

1b) zw i i 

1g)

= 1
2 ( 3

2 i1
2 )  

= 3
2 i  

= 3i

= 5( 1
2

i 3
2 )  

3
4

1
4
i 5

2
5 3

2
i 

1f) 
z
w i i 

 z
w

i i 

2a) 2b)

2d) 2e) 2f) 2g)

w

z

O 1
i

–20°
40°

60°

2c)

w

z

O

110°
170°

–60°

12°

42°
30° w

O

z

1

i
z
w

60°

60°

w

O
z

1

i

z
w

z
w

z
w

w

z

O 1
117°

207°

z
w

w

z

O
80°170°

z
w

w

z

O 1

110°
20°

z
w

2i

2

i

1

i

1

2i

2
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3.6 Fórmula de Moivre

Considerando z i z2 z–2.

z2 i ][ i z–2 = 
2

= 22 i 
i 

= 2      + 2i     3

z = |z|(cos  + i sen ):

n se cumple que:

Esta expresión para la potencia n .

z2 = |z|2(cos 2  + i sen 2 ).

zn = |z|n(cos  + i sen ).

z i

w i w–3.

z que hace cierta la igualdad z4 = 1.

w que hace cierta la igualdad w6 = 1.

z que hace cierta la igualdad z3 = 1.

Considerando z = |z|(cos  + i sen   <
entonces z3 = |z|3(cos 3  + i sen 3 i 

z|3 z| = 1.

Además como 3 n (n   <
se tendrá que 

Por lo tanto, los valores de z que cumplen que z3 = 1 son z1 i
z2 i z3 i
como:

a) z2 b) z3 c) z4 d) z6 e) z8

z1 = 1, z2 = –     +      i, z3 = –     –       i.1
2

1
22

3
2
3

roblemas

z1

z2

z3

1
z

= i 1
4

= 
2

i 1
2

= 3 – i
8

= 4        +    i     2
3 1

2
= 

2

i 1
2

= – i1
4

1
22

3

Observa que el triángulo que forman z1, z2 z3 es un 
triángulo equilátero. Puedes comprobarlo calculan-
do las longitudes de los lados de  este.

z  = 1.

z–n = 1
z

n
.
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Secuencia:

-

Propósito:

3.   z = |z i   <

 z4 = |z|4 i i 

= 360° × n  n   < z|4

n  z| = 1
 z1 i z2 i z3 i z4 i

 z1 z2 i z3 z4 = –i.

w w6 = 1.
 w6 = |w|6 i i 

= 360° × n  = 60° × n   < w|6

n  w

 w1 i w2 i w3 i w4 i
w5 i w6 i

 w1 w2 = 1
2

3
2

i w3
1
2

3
2

i w4  w5
1
2

 – 3
2

i w6
1
2

 – 3
2

i.

1a) z2 = 22 i 
i 

= 4( 3
2 i1

2 )
= 2 3 i

1b) z3 = 23 i 
i 

= 8( 2
2

i 2
2 )

= 4 2 4 2i

1c) z4 = 24 i 
i 

= 16( 1
2 i 3

2 )
= 8 8 3i

1d) z6 = 26 i 
i 

= 64i

1e) z8 = 28 i 
i 

= 256( 1
2

i 3
2 )

= –128 128 3i

2. w–3 = 3–3 i 

= 1
27

i 

= 1
27( 1

2
i 3

2 )
= 1

54
3

54
 i

-
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.

a) z = –1 + 3i

a) b) c) 

b) z i c) z = –3

z = 1 – 2i w = –2 + 2i
plano complejo.

e) wa) z + w f) –w + 2zb) w – z c) z – w d) –3z

.

a) |z| = 4, b) |z| = 1, c) |z| = 2, d) |z| = 3, 

a) |z| = 1 b)  |z| = 3 c) |z| = 3

zw para cada literal.
a) z i w i 
b) z i w i  
c) z i w i 

z i 

w i w–5.

a) z3 b) z6 c) z9

  para cada literal:
a) z i w i
b) z i w i 
c) z i w i

O
O O

1

i

z
w

O
O O

1

i 1

i

1

i

z

z
z

i i

1 1
z z

z
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1a) 1b) 2a) z i

2b) z = –2

2c) z = 2i

1c)

3. z = 1 – 2i w i

5a) z i ( 12 i 3
2  ) 3 i

5b) z i 2
2

2
2

i

5c) z i ( 12 – i 3
2  ) = 1 – 3 i

5d) |z i 

 z i 1
2

3
2

i

 z i 3 3
2

3
2
i

 z i 

6a) z i 

w i 

zw i 

= 12 ( 12 i 3
2  ) 

3 i

6b) z i 

w i 

zw i 

= 10 ( 3
2

i 1
2 ) 

= 5 3 i

6c) z i 

w i 

zw i 

1

= –6

8. w i  w–5 = 2–5 i 1
32( 2

2
 – 2

2  i) = 2
64

 – 2
64

i.

7a) z3 i  3
2

 1
2
i 7b) z6 i  1

2
 3

2
i 7c) z i  i

O 1

i

z i

O 1

i

z = –3

O 1

i

z = –2i

|z| = |z| = |z| = 2 2 02 2 2 2= 10 = 2 = 3

O

w

z

1

i
z w

w – z

z – w

–3z

w

–w z

= 1
3 i 

= 1
3 i 

= 6
3 i 

= 2
2 i 

9a) zw i i

9b) zw i i

9c) zw i i

= 1
6

3
6

i 

= 3 i

1
2

3
2

i 
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IJ =     AB.
1
2

a b. Expresa AB  BC, AB  CB, 
BC  IA con los valores a b.

AP = 2AB + 3AC

a) 2 b) 4 c) 6 d) 9

a

c

b

p

r

q

3. La norma del vector a + b + c  si a = 3, b c  = 4 es:

1. El vector que resulta de sumar los vectores a + b + c es:

a b x.

a) 2a + b b) a + b d) a – bc) –(a + b)

a) 2a b) 2b d) 2c e)–2c

d) 2q

2. El vector que resulta de la operación p + q – r es:

a) 2p b) 2r e)–2r

a

a

c

x

b

b

5. Sean los vectores u = (2, 1), v w u v
las coordenadas de w respecto a esta base.

A

I J

C

B

3.8 Problemas de la unidad

A

B C

I

En los problemas del 1 al 4, determina la respuesta correcta.

u = (2, 6) en la base (e1, e2), determina las coordenadas del punto medio del vector u.
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a

c

b

c
p

r

q

c

2. p q – r p q r = r – r = 0  

a

x

b

a

c

b

5. u v w

u v

1. a b c a b c = c c = 2c 

 x b a = 0  x a b

a b

3. a b c = a b c a c b a a = 2a 

a b c  = 2a  = |2| a

u v u  = 5 v  = 17
u v = u v

6 = 5 13

= 6
65

u v r u = rv

r r r 2 = r r 
r r = 1

4
r u = rv. 

u v

u v

w u v a b w = au bv
a b a b a b

 5 = 2a b
   6 = a b

b b = 5 – 2a.
a a 6 = –7a a b = 1.

a b
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7. 

8.

PQ = AQ – AP 

= AB – AC 
= CB

A

B C

D

I

A

B C

D

I

6.  1
2

OA = 1
2 ( 12 1

2  )

2IJ = AB
IJ = 1

2
AB

9. AB = a b.

AD  BC = b2 AB  CD = –a2AB  AC = AB  AB = a2 AD  AC = AD  AD = b2 AB  CB = – AB  AD = 0

BC  DI = AD (DA  1
2

DA) 1
2
b2

O

A

M

e1

e2

OM = 1
2

A

I J

C

B A

I J

C

B

M

N

AB (AB  1
2

AB) 1
2
a2
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3
x.

3. Sea u = (a, b u es orto-
gonal a los vectores de la forma (rb, –ra r diferente de cero.

punto medio del vector AB.

z w se cumple que:

|z + w|2 + |z – w|2 = 2(|z|2 + |w|2)

a) (i – 1)8 b) (1 + i)–8

x.

x
A

B C

I
Expresa AI AC como suma de vectores 

x

A

B C

I

J

a) |(i + 1)(2 – i)| c) |(1 + i) |b) 2 – 3i
1 + 2i

a) (i – 1) (1 – i) b) 1 – i
1 + i

z|2= zz 
z + w = z + w.

3.9 Problemas de la unidad



Indicador de logro:

1.

5a) i 8

|i – 1| = 2 2 = 2

i – 1 = 2( 1
2

1
2

 i ) = 2( 2
2

2
2

 i )
i – 1 = 2 i 

i 8 = 28 i 

i 

= 16

7a) i i i i| = 12 2 22 2 = 2 5 = 10

7b) | 2 – 3i
i | |2 – 3i|

i| = 22 2

12 2
 = 13

5
 = 65

5
7c) i 20 i|20 12 2 20 2 20

6a) i  i [ 2 i ][ 2 i ] i i

6b) 1 – i
i
 = 2[ ]

2
 = [ i ] = –i

5b) i = 2 i 

i –8 = 2–8 i 1
16

i 1
16

3. a b rb ra a rb b ra arb – arb = 0.
u a b rb ra r

AI 
= AD  BC

1
2

= 3
2

 

DI = DA2 2 
= 42 2 
= 17 

2a)

2b) AJ 
= AB  AD

= 6 
AI  = 12 ( 12 )2

 = 5
2

AC  = 12 2 = 2 

AI AC = AI AC x
AJ ID = AJ ID x3

2
 = 5

2
2 x

6 2 17 x

x = 3
10 x = 3

34
x x

O

A

B
I 1

2
AB 

1
2

1
2

1
2

8. |z w|2 z – w|2 z w z w z – w z – w  
= zz zw zw ww zz – zw – zw ww

zz ww z|2 w|2

AJ = AB2 2 
= 22 2 
= 2 2 
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de . Luego trabaja en GeoGebra la parte 

Conceptos de vectores en GeoGebra.

v = (3,  1), escribiendo v = (3, 1).

u + v, para ello digita 
en la barra de entrada u + v

Algebraica sus coordenadas.

u – v, v + u
barra de entrada, tal como en el numeral 3.

el producto por escalar, por 
ejemplo, para determinar el 
vector 4u, se puede escribir 
en la barra de entrada 4u, o 

ejemplo –2v.

u = (1, 2), 
digitando en la barra de entrada u = (1, 2). En GeoGebra, si 
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4
Uso de comandos para vectores en GeoGebra.

A = (2, 4) B = (3, 2). 
Para representar el vector AB, digitar en la barra de entrada 
el comando vector (A, B).

C = (1, 2)
.

w = (–1, –1) Ángulo(w, v) el cual dará como resultado el ángulo de 

v w son 

el comando de producto escalar en la barra de 

resultados en GeoGebra.

u v
ProductoEscalar(u, v) en la barra de entrada. En la Vista Algebraica aparece el valor del producto escalar 
guardado en la variable a.
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Secuencia: Propósito:

1. A B C A C x B x
a = AB b = BC c = AC a b c.

2. A B C A C x B x
p = AB q = BC r = AC p q – r.

3. -
C

e c
a = AB b = CB c = AC a b c  = 4 a b c

.

A B C A C x B x
a = BA b = CB x = AC

7.
ABC AC BC I J. 

AB IJ 1
2

AB
1
2

8. B C
AB  AC p = 2AB AC q = 3AB AC

P Q
BC PQ m -

BC PQ
BC

6.
B

OB.
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d 

7

problemas de la clase 3.9 de los problemas de la unidad. Para ello, sigue los pasos indicados en la parte de 
. Luego trabaja en GeoGebra la parte 

Resolución del problema 2 de la clase 3.9.

, ,  
Polígono

Punto medio

abajo.
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4
Ángulo(u, v) calcula el ángulo entre los vectores u v.

6. Finalmente puedes corroborar si fue resuelto correctamente el problema, contrastando tu respuesta de 
tu cuaderno.

GeoGebra.

x.

x
A

B C

I

• Sea u = (a, b u es ortogo-
nal a los vectores de la forma (rb, –ra r diferente de cero.

medio del vector AB.
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Descripción de la prueba:

Secuencia: Propósito:

1.
I

AI AC CAI. 

u v
AB.

3. r






