Ndmeros Reales

Con la invencion de la agricultura (15000-10000 a. C.) la
humanidad tuvo que enfrentarse a la nocion de numero,
que surgiria al contar las cabezas de ganado o al distribuir
los distintos cultivos. Los pitagoricos atribuian un papel
especialal nimero enteroy definieron el nUmero racional
como la razon de las longitudes de dos segmentos
conmensurables (uno estd contenido un nidmero entero
de veces en el otro). El descubrimiento de nimeros no
conmensurables dio origen a los nimeros irracionales,
pero fue hasta el siglo XIX que el matematico francés
Louis Cauchy ofrecio laidea que un nimero irracional era
la aproximacion de varias fracciones racionales.

Desde las primeras nociones hasta la formalizacién
matematica de los numeros reales en el siglo
XIX, este conjunto numérico ha significado una
herramienta indispensable para la comprension
y estudio de la naturaleza y la realidad, partiendo
de la continuidad que poseen fendmenos como
el tiempo o la materia, de modo que a partir del
El simbolo de “infinito” fue introducido por uso de los numeros reales se ha podido modelar
el matemdtico inglés John Wallis en el siglo matematicamente de manera mas certera el

XVIl, y es uno de los conceptos bdsicos para la
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El pentdgono regular es una figura en la
que histéricamente se ha estudiado la
inconmensurabilidad de los segmentos.

fundamentacién de los numeros reales. universo que rodea al ser humano, y a partir de
ello intentar describirlo y comprenderlo.

Con el desarrollo de esta unidad recordaras los conceptos de raiz cuadrada, nimeros
reales, racionalizacién y valor absoluto. Conoceras el numero Neperiano y el nimero
Aureo, por ultimo aprenderds acerca de la definicion de intervalo.



1.1 Operaciones con raices cuadradas (Repaso)

Problema inicial

Resuelve los siguientes ejercicios: Recuerda que:

a) V6 x 10 b) V8 + V18 c) V12 ++75 d) V18 =50 1.://_§><\/Fa=m
2333
Solucién EXE =N
a) V6 x\10 b) 8 + 18
V6 x10 =6 x 10 \/§+\/1_=%
18
=V(2x3)x(2x5) 7
=4/1g9
=V2?2x3x5 18
- |4
=23 x5 —\/;
= -V
=2V15 -
Por lo tanto, V6 x V10 =2 V15. 2
3

Por lo tanto, \/8 + /18 = %

c) V12 ++75 d) V18 =50
Se simplifican las raices cuadradas Se simplifican las raices cuadradas
V12=2x3 V18 =\2x3?
=23 =3\2
V75 =3x 52 V50 =2 x 52
=53 =52
se efectia la suma de términos semejantes: se efectla la resta de términos semejantes:
V12 4475 =2V3 +5v3 V18 =50 =3V2 -5v2
=7\3 =-2\2
Conclusion
Un nimero b es raiz cuadrada de un nimero a si al elevar al cuadrado el . — )
; . ; . Un ndmero positivo a tiene dos
ndmero b se obtiene el nimero a, es decir b? = a. ,
) , . raices cuadradas: Vay —Va.
Si @ > 0, la raiz cuadrada no negativa de a se denota por Va.

e Al efectuar un producto o una divisidon de raices se utilizan las propiedades:

G T =G V_VE _ |a Para simplificar utiliza el he-
. o Lo Nb cho que a6 = V.
Se realizan las operaciones indicadas y por ultimo se simplifica si es posible.

e Al efectuar una suma o una resta de raices se simplifican las raices cuadradas y luego se realiza la suma
o resta de términos semejantes.

b 3
Problemasu

Realiza las siguientes operaciones con raices cuadradas:

a)\/ﬁxx/ﬁ b)\/gxm C)\/ﬁ+\/€ d)\lﬁ+\/f Realiza la descomposicion

prima, para evitar calculos

)VIO+V0  fVBO+VES g VZB-VE3  h)\E2-WE  Eendes



1.2 Operaciones combinadas con raices cuadradas (Repaso)

Problema inicial
Realiza las siguientes operaciones:

a) V2(V6 +10) b) (V2 +15)(v5 - \6)
Solucién
a)\V2(W6 +V10) =2 xV6 +v2 x10 Aplicando la propiedad distributiva,
=V2x6+V2x10
=12 +420 se puede hacer la descomposicidn prima de una sola vez,
=V22x3+V22x5 ]
=23 + 215,

Por lo tanto, V2 (V6 +V10) = 243 + 245.

b) (V2 +V15)(v5 =v6) = V2 x5 =2 x 16 + V15 x5 =15 x\/6  Efectuando el producto,

=V2x5-2V3+5Vy3-V32x5x2
=v10-2V3 +5v3 -3v10

=-210 + 3V3.
Por lo tanto, (2 + V15)(N5 —=\6) = =2V10 + 3v3.

Conclusién
En las operaciones combinadas con radicales se realizan los
siguientes pasos:

1. Se efectuian las multiplicaciones y divisiones.

2. Se simplifican las raices cuadradas.
3. Se efectlan las sumas y restas de raices semejantes.

b
Problemasu

realizando la
descomposicién prima,

Recuerda la propiedad distributiva y los pro-
ductos notables:
a(b+c)=ab+ac
(a +b)(c+d)=ac+ad +bc +bd
(a+b)?=a?+2ab + b?
(a+b)(a-b)=a*-b?

Efectla las siguientes operaciones:

AN2(14+45) b) V6 (V3 ~8)
d) (2-V18)(2 +V18) e) (WV2++3)2

g) (5+v12)(V10 +V24) h) 7 = V5)(y21 - V15)

¢) V5 (4V10 + 7V15)
f) V8 —6)’

i) (V12 -4)6+9)



1.3 Racionalizacion con denominador \Ja

Problema inicial
Racionaliza el denominador y simplifica si es posible:

3 2
a) —= b) =
) V6 ) \20
Solucién
3 _3 _v6 . . e ,
a) VR XTG Multiplicando y b) Simplificando la raiz cuadrada,
dividiendo por Vs, 5
3xVE NG V20 =V22x5
= observa que X2 =1, =25
V6 x V6 G =20
;3;\/6 sustituyendo y racionalizando,
& 22
-6 N20 | A5
2 _1 5
Por lo tanto, % = %. AR
6 _ 1 x5
5
N5
o
2 _\5
Por lo tanto, — = = .
N20 5
Conclusién
Para racionalizar el denominador de % se realizan los siguientes pasos:
o NG < Racionalizar una fraccién es en-
1. Se multiplica por: ﬁ o contrar una fraccion equivalen-
b te con denominador entero.
2. Se simplifica el resultado cuando sea posible: — x Na _ ﬂ.
Va Va a

>
Problemasu
1. Racionaliza el denominador y simplifica siempre que sea posible.

5 7 3 4
a) NS b) N1 c) Nis d) NG Revisa si se simplifica
antes de racionalizar.
e) & f Y& g) Y12 h) Y15
Vig V12 V10 \N72
2. Racionaliza el denominador y determina cuales son iguales.
2 3 N5 V35
7% b5 % T
27 N3 N2 h) 32
e) 51 v g) NS ) e

10



1.4 Racionalizacion con denominador binomio

Problema inicial

éDe qué manera podrias racionalizar el denominador?
2

1
RN b) 5=

V2

Solucién
Recordando el producto notable “Suma por diferencia de binomios”: (x + y)(x —y) = x> — y?

Se puede efectuar este producto para una suma por diferencia de dos raices cuadradas:

(Va +Vb)Na -\b)=(Na) - (\b)=a-b [ El producto de una suma de raices cuadradas, de nameros]

racionales, por su diferencia es un nimero racional.

Ahora se aplicara esto a los ejercicios propuestos.

a) 2 ___ 2 N5-V2  multiplicandoy b) 1 __ 1 _N3+V2  multiplicandoy
V5+vV2 V5+V2 V5-V2 dividiendo por una V3-12 V3-V2  V3+V2 dividiendo por una
2 x (\VE=~3) resta de términos 1x (V3 +3) suma de términos
T W5+ V2)N5-v2) T W3-V2) (V3 +V2)
_2x(\5-V2) _N3+V2
Y ©3-2
_2x(V5-N2) _N3+V2
B 3 B 1
_25-2V2 =V3+172.
3 .
2 NE-2\2 Por lo tanto, —=— =3 + 2.
Por lo tanto, N i 3 . V3-v2

Definicion
A la expresiéon Va — Vb se le denomina la conjugada de Va +\b. La conjugada de una expresién de dos

términos se obtiene cambiando el signo del segundo término. Dos expresiones son conjugadas si una es la
conjugada de la otra.

Para racionalizar una fraccion cuyo denominador sea suma o diferencia con raices cuadradas, se multiplica
y divide por la conjugada del denominador.

Ejemplo
Racionaliza el denominador V3
N7-2
N3 - N3 N7+2 .
\/7—2_\/7—2x\/7:2 Iacon1ugadade\/7—2e5\/7+2,
_ _VB3x(V7+2)
(N7 -2)(N7 +2) efectuando el producto notable,
_ VBT +\3x2 (N7-2)N7+2)=(N7) - (20=7-4=3,
3
_\21+2V3 V3 _ V21+2V3
== Porlotanto,\ﬁ_z— 3 .
Problemasu’
Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones:
A Duew Imew dvmem Oenr NEte v N i
Vo2 75 YNm+ve YNTI-vio YNB+ve  Vis-vs 8/ N10+3 1-v7



1.5 Los nimeros neperiano y aureo

Problema inicial

El nimero neperiano e

Su valor es 2.718281828459045... y puede aproxi-
marse mediante la expresién (1 + %) donde n es
un numero natural muy grande.

A partir de lo anterior realiza lo siguiente:

1++\5
2

Es la razén de las longitudes de dos segmentos
distintos a y b a través de la relacion: La suma de
las longitudes es al segmento mayor, como el seg-
mento mayor es al segmento menor.

El nimero aureo ¢ =

Algebraicamente, la proporcién dada se escribe asi:

1. Observa que el valor numérico de la expresion 13 a
anterior aumenta, si aumenta el valor de n. H r N oatb % =
B 2. Encuentra el valor numérico de la expresién : : “
anterior con los valores n = 1000, n = 10000, e —~r ~
= 100000 arb
L n= : A partir de la proporcidn calcula ¢.
Solucién ) . ) -
1. Se evaltian los valores con una calculadora. —arb_a,b_ 1,008 0 yegol=1
a a a a’b 1 a ¢
n 1 2 = = p=1+ ql), sustituyendo en la proporcion,
1 n
(1 + ;) 2 | 2.25 |2.3703... | 2.4414... ®*=1+d,  multiplicando por o,
Al aumentar el valor de n aumenta el valor de la $*—d—-1=0, transponiendo los términos del
expresion.

2. Se elabora una tabla con los valores dados.

n 1000 10000 100000

2.71692... | 2.71814... | 2.71826...

2]

Al tomar valores “muy grandes” de n, se aproxi-
ma al valor de e dado al principio.

Conclusién
El nimero e es irracional, por lo que su valor exacto
solo es aproximable.

Leonard Euler, en Introductio in Analysin infinitorum de
1748, dio dos expresiones para aproximar el valor de e.

_imfp L'y eotim(L, L, 2,1, 1
e_”"°°(1+n) R A TR TR TR TR

J.L. Coolidge. (1950). The number e.

miembro izquierdo.
Se aplica la férmula general de la ecuacién
cuadraticapara a=1,b=-1yc=-1
_=(-1) £V -4 1) 1445
$= 2(1) T2

¢ es positivo, pues es la razén de longitudes.

Por lo tanto, ¢ = #

El nimero ¢ es irracional pues no puede escribirse

como el cociente de dos numeros enteros.
4 N\
El nimero aureo es una constante que aparece con fre-

cuencia en diversos campos de la naturaleza: crecimiento
de las hojas, esqueletos de los mamiferos, etc. Ademas,
tiene presencia en el arte y la musica, pues tal propor-
cidn, se cree, tiene relacién con la percepcion de la armo-

niay belleza.
Casans, A. (2001). Aspectos estéticos de la divina
proporcion.

A J

b 3
Problemasu
11 1 1

. T
B 1. Utilizando la expresion e =+ okt

aproxima el valor de e hasta n = 10.

con nun numero naturalyn!=nx(n—-1)x---

x2x1,

2. En el pentdgono regular ABCDE de lado 1 se han trazado todas las diagonales, realizaB lo siguiente:

a) Demuestra que AABC ~ ABFA.

b) Demuestra que ABCF es isdsceles.

c) Demuestra que FA = a — 1, donde a es la longitud de la diagonal AC. ¢ A

1
d) Demuestra que a = par

12

e) Encuentra el valor de a.




1.6 Definicion de los numeros reales: la recta numérica

Problema inicial
& 1. Dibuja la recta numérica y ubica los siguientes niumeros:

a3 b2 o3 d-2 e-25 14 g5 he¢ -1 jm

2. Clasifica cada uno de los nimeros anteriores como racional e irracional. En la recta numérica b esté a Ia
derecha de a siy solosia < b.
ot et
Solucién { a b
1. Se utilizan los valores aproximados en decimales de los nimeros dados:
a)3=3 b)—2=-2 c) 3 =05 d)-2 =-18 e)-2.5=-2.5
f)1.4 g) V5 =2.236... h) ¢ =1.618... i)—1 j)m=3.141...

Antes de colocar los niUmeros en la recta numérica, se ordenan de menor a mayor.
1
—25<-2<-3<-1<5<14<$p<V5<3<m

-3 -2 -1 0 1 2 3

3 !
_ = 1
2.5 5 5 -1 >
a) 3 es racional b) -2 es racional c) %es racional d) —%es racional
5 . 7 . o o
e)-25= -5 es racional f)1.4= ces racional g) V5 es irracional h) ¢ esirracional
i) =1 es racional j) T es irracional
Definicion
El conjunto de los niimeros reales esta formado por — Numeros reales R _
los nimeros racionales y los nimeros irracionales. . Racionales Q . Irracionales
= 3| & B

Enteros Z

El simbolo utilizado para representar el conjunto de 3510

los nimeros reales es R. Vi1 -3 -5
- p . Naturales
La recta numérica es una representacion del conjun- N b o o
to de los numeros reales: a cada numero real le co- 1,2,5,7, -
rresponde un Unico punto en la recta y viceversa. _25 0.75
b d
Problemasm
B 1. Ubica los siguientes nimeros en la recta numérica.
a) % b) 1 c)-3 d) 3
e) —% f)-05 g)2.9 h) 0.15
7
i)—% jle k) V2 ) 3

2. Determina a cuadles de los siguientes conjuntos: N, Z, Q pertenece cada nimero del problema 1 o si es
un ndmero irracional.

®



1.7 Definicion de los numeros reales: nimeros decimales

Problema inicial
= Escribe como un nimero decimal los siguientes nimeros reales:

a)3 b) -2 03 d) 2 e) )7 g e h)

Solucién
a) 3.000..., es un numero decimal, su parte entera es 3 y su parte decimal es 0.000...

b) —2.000..., es un numero decimal, su parte entera es —2 y su parte decimal es 0.000...

3 3 oo 5 5 L a_1F
c) 5,sed|V|de 5-3 +2=1.5. d) 3 s€e divide 3—5 :3=1.6.
e) T, se divide £=1+6=0.16. f)N7 = 2.645751...

g) e =2.7182818... h) 1t = 3.141592...
Definicion

Los numeros decimales se utilizan para representar partes de la unidad, por lo que un nimero decimal se
escribe de la forma a.bcdefg... donde a es un nimero entero y los nimeros b, ¢, d, e, f, g... pueden ser
los nimeros 0,1, 2,3,4,5,6,7,8y09.

Al nimero a se le denomina la parte entera y al nimero 0.bcdefg... se le denomina parte decimal.

Asi, el conjunto de los nimeros reales R estd formado por todos los nUmeros decimales:
Numeros Reales R

Racionales Q Irracionales
NuUmeros decimales Nimeros decimales
periddicos no periodicos

Enteros Z
Numeros decimales
con parte decimal
0.000o0...

b 3
Problemasm

Clasifica cada uno de los siguientes nimeros decimales como racional o irracional.

a) 0.125 b) 0.101001000100001... )0

d) 5.75757575... e)-7.321 f) 1.221212121212121...
g)-10 h) 3.333333... i) 3.141592653589...

j) 4.12666666 k) 0.123456789101112... 1) -0.61803398874989...



1.8 El valor absoluto de un numero real

Problema inicial
Calcula el valor absoluto de los siguientes niumeros:

a)2 b)-3 7 d)-2
El valor absoluto de un nimero real es la distan-
So|uci6n cia de ese numero a cero en la recta numérica.
e - 2 = ~ - - - 3 = = ~
,/ \\ ,/ \\
a)2 I { l \ I b) -3 i l i |
] f I I 1 I I I I 1
-1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1
12| =2 |-3]=3
.7 -ﬁ~ RS -~ i =~
’ \ ,/’ 4 \\\
A 7 N
C) \/7= 2.64... " “ q _i ’ \
4 1 \
—F——— | | | |
-1 0 1 2 T 3 _3 1 1 0
2.64... 4 2 4
|_i |_i
|\/7|=\/7 41 4
El valor absoluto de un numero positivo es el El valor absoluto de un nimero negativo es
mismo numero: igual a su numero opuesto:
12]=2 N71 =7 -3]=3 -2]=2

Observa que:
3 3
-E3-3 y -(-2)-2

Definicién
Se observa que:
e El valor absoluto de un nimero positivo es el mismo nimero, es decir, si @ > 0 entonces |a| = a.
e El valor absoluto de cero es cero: |0|=0.
e El valor absoluto de un nimero negativo es su numero opuesto: si @ < 0 entonces |a|=—a > 0.
e Cada numero real determina un Unico valor absoluto, es decir, un nimero tiene un unico valor absoluto.

El valor absoluto de un numero real a se define de la
Recuerda que:

siguiente manera:
8 ' V#Z=V16=4, V0°=V0=0 y V(-57=V25=5
a1 = a,sia=0 Por lo que, para todo numero real a se cumple que:
= ‘ 7 _
—a,sia<0 Va’ = |al

>
Problemasm
1. Encuentra el valor absoluto de los siguientes nimeros:

a)\6 b) =& c)-0.11111 d)-153

e)e f)-¢ g) 0 h)—%

2. Sean ay b dos nimeros positivos, demuestra que: sia = b entonces |a—-b| =a - b.



Problema inicial

Escribe cdmo se lee y representa en la recta numérica las siguientes desigualdades:

a)5<x<8 b)-1<x<4 )o<x<2 d-3<x<-1
e)x>38 flx<-4 g)x<5 h)x > -2
Solucién

a) 5 < x < 8, esta desigualdad se lee:
X mayor que 5 y menor o igual que 8.
Su representacién en la recta es:

5 no se incluye

l

8 si se incluye

00 & «—

c) 0 < x < 2, esta desigualdad se lee:

x mayor que 0 y menor que 2, por lo
gue su representacion es:

-1 1 2 3

o ¢

e) x > 8, esta desigualdad se lee:
X mayor que 8.

Se representa de la siguiente manera:

no hay extremo

l

: & . . >
7 8 9 10 11

g) x < 5, esta desigualdad se lee:
x menor o igual que 5.

<

G S

2 3 4

Deﬁnicién

b) -1 < x < 4, esta desigualdad se lee:

x mayor o igual que —1 y menor o igual
que 4.

Esta desigualdad se representa asi:

d) -3 < x < -1, esta desigualdad se lee:
X mayor o igual que =3 y menor que -1,
por lo que su representacion es:

4 3 2 -1 0

1 b 1
) o

f) x < -4, esta desigualdad se lee:
X menor que —4.

Se representa de la siguiente manera:

no hay extremo

8 -7 -6 -5 -4

h) x > -2, esta desigualdad se lee:
X mayor o igual que 2.

Un intervalo es una porcidn de la recta numérica representado por una semirrecta o un segmento de recta.
Por ejemplo, los subconjuntos representados en el Problema inicial son intervalos: a), b), c) y d) son seg-

mentos, y e), f), g) y h) son semirrectas.

Retomando el Problema inicial, la notacién utilizada para representar un intervalo es:

a)5<x<8=]5,8]

b)-1<x<4=[-1,4]

)0<x<2=]0,2[ d)-3<x<-1=[-3,-1[

A los niUmeros que aparecen en el intervalo se les lama extremos del intervalo.
Si el extremo del intervalo no se incluye, el corchete se escribe al revés : “]” al principio y “[” al final.



e)x>8=]8, o f)x <-4=]-00, —4[ g) x < 5= ]-oo, 5] h)x >-2=[-2, o

El simbolo “co0” representa el infinito, mientras que “—o0” representa menos infinito. Estos simbolos en un
intervalo indican que no existe otro nimero que sea extremo del intervalo.

El corchete correspondiente a —0o 0 o se coloca al revés, por ejemplo: “]—co, 8]” y “]1, co[”.

La siguiente tabla resume la notacion de los tipos de intervalos, su representacion en la recta numérica y la
notacidon como conjunto utilizando desigualdades:

Tipo Notacién de Representacion en la Notacién de
de intervalo intervalo recta numérica conjunto
Cerrado [a, b] j ' Z {xeER|a<x<b}
Semiabierto & ' %
<
por la derecha [a, 0] a b we€R[asx<b}
Semiabierto 0 ; %
<
por la izquierda Ja, b] a b weRJa<xr<b}
Abierto ]a, b[ Z I Z) {xeR|a<x<b}
[@, oof ; : —>> {xeER|x=>a}
la, oo | GeR|x>a)
Infinitos
|-00, a] <« ' o fxeR| x<a}
| < ; j xeR|x<a}

En la notacidn de conjunto, por ejemplo, el conjunto {x € R | a < x < b} se lee: los elementos x que per-
tenecen a los nimeros reales tal que x es mayor o igual que a y menor o igual que b.

b g

L~

Representa los siguientes intervalos en las otras dos notaciones:

a) ]-3,0] b) ]-c0, =5[ c) [5, o] d) ]2, 6]
e) et f) ——C—
32 -2 -1 o0 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3
g) —+— > h) ————————
-1 0 1 2 3 -1 -1 -9 -8 -7

N{xeER| 9<x<-5} N{xeR| -7<x<-2}

k) {xeR | x > -4} N{xeR|x<0}



1.10 Practica lo aprendido

1. Racionaliza las siguientes fracciones:

23 'Fe e I
\N3 42 f)\/§+\/i g) 1 h) 1
i 27 -8 NZ+3 +\5 Z+\3+2

[= 2. Sea n un nimero natural. Ubica en la recta numérica los nimeros V7 tales que 2 <+vVn <3.

3. Encuentra el valor absoluto de los siguientes nimeros:

a) 1,1 b) 2_3 02_1 d)v2 +43 Utiliza el resultado del problema
2 3 3 4 6 2 2 de la clase 1.8 y también que

si ay b son nimeros reales tales

e)\ﬁ—\/g f)\/i—\/g g)m—?: h)Z\/7—6 que 0 < a < b entonces Va < Vb.

4. Justifica las siguientes afirmaciones:

a) Al efectuar la division V12 + /3 se obtiene un niimero entero.

b) Al efectuar la divisidn \2 + V8 se obtiene un nimero racional.
& c) El nimero dureo ¢ es menor que el neperiano e.

d) V2 ++3 #/5. Utiliza la definicion de raiz cuadrada.

e) Al efectuar la operacion: ¢? - % se obtiene un numero entero.

f) El valor absoluto de un numero real nunca es un numero negativo.
g) Sean ay b nimeros reales, si0 < b < a entonces |b—a| =a-b.

5. En los siguientes literales, équé valores puede tomar la variable x para que la igualdad se cumpla?

a) |x| =1 b) |x]| =6 c)|x| =0 d |x+1]| =3
6. Completa el siguiente cuadro sobre las representaciones de intervalos.
Intervalo | Notacién de conjunto Representacion en la recta numérica
]_4' 7]
3 4
Vi —>
{fxeR|x>09}
V2, ¢]
fxeR|x<2}
[0, 27|
T TC
{xE]R|—2 <x< 3}
< ' ¢
5




