Funciones reales

Las nociones sobre funcién surgen historica-
mente desde épocas muy antiguas, en regio-
nes como Egipto o Mesopotamia (Babilonia),
analizando las tablas sobre cuadrados, cubos
0 inversos de un numero (actualmente puede
analizarse como una funcion). Sin embargo, el
concepto de dependencia entre variables surge
de manera natural en la historia y es presentado

or primera vez por el matematico ensador
Imagen del papiro Ahmes, en él se presentan nimeros p_ p, p L, ) yPp
naturales y sus cuadrados, cubos, e inversos. Nicolas Oresme, quién describe las leyes de la

naturaleza como dependencia entre magnitudes. Pero es con el matematico y astrono-
mo Galileo Galilei que se presenta un concepto mas formal de funcidn en sus estudios
del movimiento como relacion entre variables en el siglo XVII. Luego, con el impulso de
la geometria analitica se desarrolla la teoria de funciones, hasta que el matematico suizo
Johann Bernoulli acufia la expresiéon de “funcién”. Después de mucho desarrollo se da la
definicion de funcidn a principios del siglo XX, que es la que se conoce actualmente; ade-
mas, en este siglo se da el esfuerzo de rigurosidad de la matematica a partir de la teoria
de conjuntos, con lo cual se da un enfoque nuevo a la teoria de funciones que contribuyo
a su generalizacion a partir del surgimiento de areas como la topologia.

150

El conocimiento de funciones ha facilita-
do la representacion y estudio de los fe-
nomenos de la vida cotidiana, y su inter-
pretacion ha sido de gran aplicacion en
economia, medicina, fisica e ingenieria.
0. *Dato rovisionsl e 2016 Las funciones rigen la vida del ser huma-
90 0 010w 0 S 15071 1m0 e 2 no tanto en la Tierra como en un plano
mas complejo: el Universo.
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Grdfico de la deuda en funcion del tiempo en una
poblacion

Para esta unidad se continuara estudiando la funcion cuadratica, generalizando la idea de
desplazamientos paralelos a los ejes, se dara una definicién de funcion real, se abordaran
otras funcionesimportantes por medio de un estudio descriptivo. Al finalizar se encontraran
algunas practicas en GeoGebra, para consolidar los aprendizajes de esta unidad.



1.1 Notacion de funciones

Problema inicial
Encuentra el valor de y correspondiente al valor de x en cada funcion si:

a)y=5x-1;, x=-3 b)y:4x2;x:% c)y:x?z+5;x:10
Solucién
En cada caso debe sustituirse el valor de x para encontrar y:
1 2 10 2
a)  y=5(-3)-1 b)  y=4(3) 9 y=9.s
=-15-1 (1 _ 100
=—-16 - (4) T2 >
= =55
El valor correspondiente a x =-3 El valor correspondiente a x = % El valor correspondiente a
esy=-16. esy=1. x=10esy=>55.
Definicién
Dados dos conjuntos A y B, se llama funcién de A en B a la - ~

correspondencia que asigna a cada elemento x del conjunto A un | Y2 se han estudiado dos funciones
especificas: la funcion lineal flx)=ax+ by

Unico elemento y del conjunto B. Para denotar una funcion de A ) ) .

. . la funcion f(x) = ax? + ¢. Ambas funciones
en B se escribe f: A — B, al elemento x de A se le llama variable | ., 4o R en R, pues los valores de x
independiente o preimagen; mientras que el elemento y de B |y y son numeros reales. Las funciones
se llama variable dependiente o imagen. Cuando se trata con | también pueden nombrarse utilizando

funciones, la variable y se escribe como f(x) y se lee “f de x”. otras letras, por ejemplo, g(x) o h(x).
- J

Dado un valor particular x = m, para encontrar el valor de f(m) se sustituye x por m en la ecuacién de la
funcion f.

Ejemplo
Encuentra el valor de f(x) en cada caso: fx) NO significa f multiplicado
a) f(x) = 2x+7: x=-5 b) f(x) =3x242:x=2 zrc:rxx, sino la funcién fevaluada

Deben sustituirse los valores de x en la ecuacidn de la funcidn, segun sea el caso. En el primer literal,
el valor de la funcidn evaluada en x = =5 se representa por f(-5); mientras que en el segundo literal, el
valor de la funcidn evaluada en x = 2 se representa por f(2).

a) f[-5)=—2(-5) +7 b) f(2) =3(2)> +2
=10+7 =3(4)+2
=17 =14
Por lo tanto, f(-5) = 17. Por lo tanto, f(2) = 14.

*
Problemasm

1. En cada caso encuentra el valor de f{x), si x toma el valor dado:
a)flx)=x+4; x=0 b) flx)=4x-6; x=1 c)f(x)=—§+1;x=6

d) flx) =—5x% x=3 e) flx) = 22 +4; x=-1 ffir)=-L-2; x=2
2. Dada la funcién lineal f(x) = 2x — 3, écudl debe ser el valor de x para que f{x) = 5?

3. Dada la funcidn f(x) = 4x? + 5, écudles deben ser los valores de x para que f(x) = 11?



1.2 Grafica de una funcion

Problema inicial N
Dadas las funciones f(x) = — 2x y g(x) = 2x*:

1. Elabora la grafica de cada una de ellas. La grafica de f es una linea recta mientras que la de g es una parébola.

2. Traza lineas rectas verticales en cada grafica. ¢ Cuantas veces cortan las rectas verticales a las graficas
defyg?
3. Si se contintan trazando rectas verticales, ¢ cuantas veces cortaran a las graficas de las funciones fy g? )

Yy

N

Solucién y = flx)

1. La funcidn f es una funcidn lineal y su grafica es una linea recta que 1
pasa por el origen. A partir de este, si x aumenta una unidad (es decir,
x = 1) entonces f(x) disminuye 2. La grafica de f(x) = —2x se presenta a 2 -1 o\ 1 2 3
la derecha. -1

y=1g(x)

La grafica de la funcidn g es una pardbola con vértice en el origen.
Para graficarla se buscan otros dos puntos a la izquierda y derecha del
vértice: si x =—1 entonces g(-1) = 2(—1)? = 2 y el punto (-1, 2) pertenece
a la parabola de g; de igual forma si x = 1 entonces g(1) = 2(1)’=2y el
punto (1, 2) pertenece a la parabola. La gréfica de g(x) = 2x? se presenta

a la derecha. (-1, 2) (1,2)

-2 -1 0 1 2

2. En cada grafica se han trazado tres rectas verticales. Cada una de ellas corta a la grafica de f o g, segln
sea el caso, en un Unico punto:

¥ =flx)

3
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3. Sin importar la cantidad de rectas verticales que se tracen, cada una de ellas cortara a la grafica de la
funcidn f o g (segln sea el caso) en un Unico punto.

Conclusién
Una linea trazada en el plano cartesiano, cuyos valores de x se encuentran en un intervalo I, corresponde a
la grafica de una funcidn si toda recta vertical trazada en el intervalo I corta a la linea en un Unico punto. A
esta manera de reconocer graficas de funciones se le conoce como prueba de la recta vertical.

Esto ocurre debido a la definicion misma de funcidn, a cada elemento x le corresponde un Unico elemento
y. Las rectas verticales trazadas en cada grafica representan un valor especifico para x, si esta recta corta
a la grafica de una funcion en un Unico punto, entonces esto indica que para ese valor de x hay un Unico
valor para f(x) o g(x).

b 3
Problemasm

Utilizando la prueba de la recta vertical determina, en cada caso, si la linea representa la grafica de una
funcion (no es necesario encontrar la ecuacion de la funcién):

a) b)
Y Yy
"N N
¢ > X ¢ > X
A4 v
c d
) y ) Yy
"N "N
[
¢ > X ¢ > X




1.3 Dominio y rango de una funcion*

Problema inicial
Utilizando la ecuacion y la gréfica de la funciéon f(x) = 3x? responde lo siguiente:
1. ¢Para qué valores de x esta definida f(x)?
2. ¢Cudles son todos los posibles valores para f(x)?

S .. J
olucion T
e L , . . . - y=flx)
La gréfica de la funcidén es una parabola abierta hacia arriba con vértice en R
(0, 0) como se muestra en la figura de la derecha. 11

10
1. En la ecuacidn de la funcidn f(x) = 3x?, la variable independiente x puede

tomar el valor de cualquier nimero real y siempre sera posible encontrar
su correspondiente f(x). Por lo tanto, f(x) estd definida para cualquier 8
numero real que tome el valor de x.

2. En la grafica de la funcidn, el valor mas pequefio que toma la variable de-
pendiente y = f(x) ocurre cuando x = 0. A medida que x aumenta o dismi- 5
nuye, el valor de f(x) siempre aumentara (esto lo refleja el hecho de que 4
la pardbola se abre hacia arriba). Por lo tanto, los valores posibles para
flx) son los nimeros reales mayores o iguales a 0, es decir, los nimeros
pertenecientes al intervalo [0, oo|.

Definicién
El dominio de una funcion f se denota por Dy y es el conjunto de todos los nimeros x para los cuales f{x)
esta definida. El rango de una funcion f se denota por Ry y es el conjunto de todos los posibles valores para

flx).

En el caso de las funciones lineales, tanto el dominio como el rango son el conjunto de los niumeros reales,
es decir R. Mientras que para funciones de la forma f(x) = ax? el dominio es R y el rango depende del valor
de a:

1. Si @ > 0 entonces R = [0, oo|.

2.Sia < 0 entonces Ry = ]-o0, 0].

b
Problemasm

1. Encuentra el dominio y el rango de cada una de las siguientes funciones:

a) flx) = %x+4 b) f(x) =—10x + 3 ) flx)=—x-5

d) flx) = x? e) flx) = 2x? f) flx) = —x2

g) flx) = —3x? h) fix) = 3x* i) flx) = =2
y

=~

2. La grafica de una funcién se presenta en la figura de la derecha. Utilizando
Unicamente este recurso, écudl es el dominio y el rango de la funcién?

”~
N
x




2.1 Desplazamiento vertical

Problema inicial

Utilizando la gréfica de la funcion f(x) = 2x? realiza lo siguiente: X T
ol 27 flx)
1. Grafica las funciones g(x) = 2x* + 3 y h(x) = 2x* — 2. {Cual es el dominio y el 9
rango en cada una? 8
La gréfica de g(x) corresponde a un 7
desplazamiento de 3 unidades hacia 6
arriba de la gréfica de f. ¢Hacia donde
serd el desplazamiento de A? d
4
3
2. Explica qué le ocurre a la grafica de f para obtener las graficas de gy h. 2
T
¥ -2 -10 1 2 ¥
=1
=2

&

Solucién : Y
1. Para graficar g(x) = 2x? + 3 se desplaza verticalmente la grafica de f{x) = 2x? tres 10
unidades hacia arriba (ver figura de la derecha).

9
8
Es decir, si el vértice de la grafica de fes (0, 0) entonces el de g serd (0, 3); si los 7
puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la parabola de f entonces los puntos (-1, 5) 6
5
4

y (1, 5) pertenecen a la gréfica de g.

De la grafica de la funcion se deduce que: D =Ry Rg = [3, oo]. 3

>
|
|
N

Mientras que para graficar h(x) = 2x? — 2 se desplaza verticalmente la grafica de
f(x) = 2x? dos unidades hacia abajo.

Es decir, si el vértice de la gréfica de f es (0, 0) entonces el de A sera (0, —2); si los
puntos (-1, 2) y (1, 2) pertenecen a la pardbola de f entonces los puntos (-1, 0) y

(1, 0) pertenecen a la grafica de h.

De la grafica de la funcién se deduce que: D, =Ry Ry = [-2, oo].

e
I
N
|
! o [in
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2. Utilizando f(x) = 2x2:
a) la gréfica de la funcion g(x) = 2x? + 3 se obtiene desplazando verticalmente hacia arriba tres unidades
la grafica de f{x) = 2x%;
b) la grafica de la funcion A(x) = 2x? — 2 se obtiene desplazando verticalmente hacia abajo dos unidades
la gréfica de f(x) = 2x2.

Definicién
Dada una funcién f(x) y un ndmero real k diferente de cero, la grafica de la funcién g(x) = f{x) + k es un
desplazamiento vertical de k unidades de la gréfica de f, y: si k > 0 entonces la gréfica se desplaza hacia
arriba, y si k < 0 entonces la grafica se desplaza hacia abajo.

Si flx) = ax? entonces la gréafica de g(x) = ax? + k es una pardbola con vértice en (0, k), y:
1. Si @ > 0 entonces Ry = [k, oo.
2.Sia < 0 entonces Ry = |-, k].

b g

Para cada caso y utilizando la gréfica de la funcidn f(x), grafica la funcién g(x) y encuentra su dominio y
rango:

a)flx)=x y glx)=x+1 b) flx)=-2x y glx)=-2x-3
y y=1) y=fw) ¥
3 3
2 2
1
¢ > X > X
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
-1 -1
-2 -2
-3 -3
o flx)=x* y glx)=x>+2 d) flx)=-x* y glx)=-x*-3
¥ =flx) y Y

€ > X -3
-3 1 2 3

=1 -4

-2 =5

-3 -6

¥ = flx)



2.2 Funcion de la forma f(x) = a(x- h)’,, h>0

Problema inicial
Utilizando la grafica de la funcion f(x) = 2x? realiza lo siguiente:
1. Completa la tabla y grafica la funcion g(x) = 2(x — 1)*

x | 3|=2|-1l0|1]2]3
fixy| 18 8 | 2 | 0| 2 | 8 | 18
g(x)

La gréfica de g
es una parabola.

2. éCudles son las coordenadas del vértice de la grafica de g? éCual es
el dominio y rango de g?

¥ =flx)

S

3. ¢Como se debe desplazar la grafica de f para obtener la de g? -2 -1 o0 3 *
L N
Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera: ¥ =flx) y y=8(x)
X -3 (-2 |- 0 1 2 3 7
6
fly| 18 | 8 | 2| 0| 2| 8 |18
5
glx)| 32 ™18 8 ™2 [*0 [*2 [*8 \
se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente g(x)
es igual al valor de f{x —1). Por ejemplo, si x = 0: = =
g(0)=f(0-1) !
= f(-1) TE 5 0 o i
=2 .

La grafica de g se muestra a la derecha.

2. Las coordenadas del vértice de la gréfica de g son (1, 0), Do=Ry R, = [0, oo[.

3. La grafica de f(x) = 2x? se desplazd una unidad horizontalmente hacia la derecha para obtener la grafica
de g(x) = 2(x — 1)~

Conclusién

Sean f(x) = ax?, donde a es cualquier nimero real diferente de cero, y A > 0. La grafica de la funcion:
8(x) = flx = h) = a(x - h)?
es un desplazamiento horizontal de & unidades hacia la derecha de la gréfica de f. El vértice de la pardbola
es(h,0),Ds=Ry:

1. Sia > 0 entonces R, = [0, oo.

b g
Problemasm

2.Sia < 0 entonces R, = |—00, 0].

Utilizando la grafica de f(x), grafica la funcidén g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = x*; g(x) = (x — 2)?
c) flx) = 2x?%; glx) = 2(x — 2)?

D

b) flx) = —x?; g(x) = —(x — 1)
d) flx) = —2x7; glx) = —2(x - 3)?




2.3 Funcion de la forma f(x) = a(x- h)?, h<0

Problema inicial - ¥ N
Utilizando la gréfica de la funcion f(x) = 2x? realiza lo siguiente: y=fw) X

1. Completa la tabla y grafica la funcion g(x) = 2(x + 1)

x | 3|-2|-1|20 1 2 3

La gréfica de g
flx)| 18 | 8 2 0 2 8 | 18 es una parabola.

g(x)

2. ¢Cudles son las coordenadas del vértice de la grafica de g? ¢Cudl es
el dominio y rango de g?

¢ y X
3. ¢Como se debe desplazar la grafica de f para obtener la de g? ! 11 1
\ J
Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:
ad 184! y=flx) y y=8)
x | -3|-2]-1]0 1 2 3
7
flx)| 18 | 8 2 0 /2 /8 18 6
glx)| 8% 2% o] 27| 8% 187 32 5
4
se observa lo siguiente: dado un valor de x, su correspondiente
g(x) es igual al valor de f(x + 1). Por ejemplo, si x = 0: . } .
2
g(0)=/(0+1)
= f(l) L / s X
=2 [ 2 -1 1 2 3 ]

La gréfica de g se muestra a la derecha.

2. Las coordenadas del vértice de la gréfica de g son (-1, 0), D, = Ry Ry = [0, +0o].

La ecuacidn de la funcién g

3. La gréfica de f(x) = 2x? se desplazé una unidad horizontalmente hacia la también puede escribirse
izquierda para obtener la gréfica de g(x) = 2(x + 1) como g(x) = 2[x - (-1)]>
Conclusién

Sean f(x) = ax? donde a es cualquier nimero real diferente de cero, y i < 0. La grafica de la funcién:
8(x) = flx —h) = alx - h)?
es un desplazamiento horizontal de & unidades hacia la izquierda de |a grafica de f. El vértice de la parabola
es(h,0),Ds=RYy:
1. Si a > 0 entonces R, = [0, oo|. 2.Sia < 0 entonces R, = |—00, 0].

Problemas;
Utilizando la grafica de f(x), grafica la funcidn g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = ?; glx) = (x +2) b) flx) = —x?; g(x) = —(x + 1)?
c) flx) = 22%; gx) = 2(x +2)° d) flx) = —2x%; g(x) = = 2(x + 3)°

@



2.4 Funcion de la forma f(x) = a(x — h)*> + k, parte 1

Problema inicial

Utilizando la grafica de la funcién f(x) = 2(x — 1)? realiza lo siguiente:

1. Grafica las funciones g (x) = 2(x — 1)> + 3 y g,(x) = 2(x — 1)’ — 4. Describe
cémo se debe desplazar la grafica de f para obtener cada grafica.

La grafica de g(x) = f(x) + k es un desplazamiento vertical de
k unidades de la grafica de f, hacia arriba si k es positivo y
hacia abajo si k es negativo.

2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango en cada caso.

&

Solucién
1. Ambas funciones son de la forma f(x) + k, es decir, son desplazamientos
verticales de k unidades.

En el caso de g (x) = 2(x — 1)> + 3, k = 3 y por tanto la grafica de f se
desplaza tres unidades verticalmente hacia arriba. La pardbola en color
celeste de la figura de la derecha corresponde a la grafica de g..

En el caso de g,(x) = 2(x — 1)* — 4, k = —4 y por tanto la grafica de f se
desplaza cuatro unidades verticalmente hacia abajo. La parabola en color
rojo de la figura de la derecha corresponde a la grafica de g..

2. Las coordenadas del vértice de la grafica de la funcion g, son (1, 3) y ade-
mas Dg,= Ry Rz =3, oof.

Mientras que las coordenadas del vértice de la grafica de la funcion g,son
(1,-4) y ademas D= Ry R, = [-4, oo|.

Conclusién
Sean f(x) = a(x — h)> donde a y A son nimeros reales cualesquiera, y a es diferente de cero. La grafica de

la funcion: g(x)=alx—h)+k

donde k es un nimero real, es un desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de /. Si k > 0 el
desplazamiento es hacia arriba, y si k < 0 el desplazamiento es hacia abajo. El vértice de la parabola de g
es(h,k),D;=RYy:

1. Si @ > 0 entonces R, = [k, |. 2.Sia < 0 entonces R, = |—0, k].

Problemas

Utilizando la grafica de f(x), grafica la funcidn g(x) en cada caso. Encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién g:

a) flx) = (x=2)%; g(x) = (x —2)* +3 b) flx) == (x—1)%; g(x) =—(x —1)* + 2

c) flx) =2(x + 2)%; g(x) = 2(x + 2)> -1 d) flx) ==2(x + 3)?; g(x) =—2(x + 3)*—4

@



2.5 Funcion de la forma f(x) = a(x — h)* + k, parte 2

Problema inicial N
Utilizando la grafica de la funcidn f(x) = —2x? realiza lo siguiente: y
1
1. Grafica la funcidn g(x) = —2(x — 3)? — 1. Describe como se debe
desplazar la grafica de f para obtener g. = S T I
=1
2. Encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango -
de la funcién g. ;
-4
=5
-6
=7
=8
y=flx) |
\ J
Solucién J
1. La funcién g es de la forma f(x — h) + k, es decir, combina des- 1
plazamientos tanto horizontales como verticales. En este caso, | a3 J
h=3yk=-1: 2 - EE I

Primero se desplaza la gréfica de f tres unidades horizontal- -2
mente hacia la derecha, luego se desplaza una unidad vertical-
mente hacia abajo. La gréfica de g corresponde a la parabola
en color azul de la figura de la derecha.

2. Las coordenadas del vértice de la grafica de g son (3, —1) y ade- 5
mas D, = Ry Ry = ]—o0, —1].

y=flx) Jy=8x)
Conclusién
Dada una funcidn f(x) = ax?, donde a es un nimero real diferente de cero. La grafica de la funcién:
glx)=alx-h)?+k

es una parabola que resulta de desplazar h unidades horizontalmente y k unidades verticalmente la grafica
de f. El vértice de la graficade ges (h, k), Ds=Ry:

1. Si a > 0 entonces R = [k, oo[. 2.Sia < 0 entonces R, = |—o0, k].

Problemas
Para cada caso, traza la gréfica de f(x) y a partir de esta elabora la grafica de g(x). Encuentra las coordenadas
del vértice, el dominio y rango de g:

a) flx) =% glx) = (x + 1) +2 b) flx) = —«?; g(x) =—(x +3)*-3
c) flx) = 3x%; g(x) = 3(x —2)* + 1 d) flx) = —3x%; glx) =—-3(x —4)* -2

@



2.6 Funcion de la forma f(x) = ax® + bx*

Problema inicial

Traza la grafica y encuentra el dominio y rango de las siguientes funciones:
Completa los cuadrados en las

a) flx) = x*>—6x b) g(x) =—2x*>-4x ecuaciones de cada funcién.
Solucién
a) Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcion f: y y=flx)
o= - 9 - I
=(x?—6x+3%)—-32
=(x—3)*-32
=(x—-3)*-9

La funcién fes de laforma a(x — h)? + k: Ds= R, Ry=[-9, o[ y su grafica
es una parabola abierta hacia arriba con vértice en (3, —9) como lo
muestra la figura de la derecha.

flx) = (x = 3)> = 9 es un desplazamiento de 3 unidades
horizontalmente a la derecha y 9 unidades vertical-
mente hacia abajo de la grafica de A(x) = x2.

y
b) De forma similar, se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcion g: 2’“
g(x) =-2(x*+ 2x)
2 e
:—2[x2+2x+(%)2—(%) ] S 3 —1_(; T3 "
==2[x*+2x+1°-17] >
==2[(x+1)>-1] -2
=—2(x+1)°+2 -4
=5
La funcién g es de la forma a(x — h)*> + k: Dg = R, Ry = |-0, 2] y su &
grafica es una parabola abierta hacia abajo con vértice en (-1, 2) como s
lo muestra la figura de la derecha. J

y=8(x)

g(x) ==2(x + 1)> + 2 es un desplazamiento de 1 unidad
horizontalmente a la izquierda y 2 unidades verticalmen-
te hacia arriba de la grafica de h(x) = —2x2.

En resumen

Dada una funcién de la forma f(x) = ax? + bx, esta puede llevarse a la forma a(x — h)? + k completando
cuadrados en la ecuacidn de la funcion fy su gréfica es una parabola, abierta hacia arriba si @ > 0 o abierta
hacia abajo si a < 0.

b 3
Problemasm

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la gréfica de f, y encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y rango de la funcién:

a) flx) =x?>-4x b) flx) =—x?+2x c) flx) =3x? + 6x



2.7 Funcion de la forma f(x) =x*+ bx + ¢

Problema inicial
Traza la grafica y encuentra el vértice, el dominio y rango de la funcion:

Completa el cuadrado en la
flx) =x?—4x + 9. ecuacioén de f.

Solucién
Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcién f:

- 4\ _ (4
fia) = =+ (5] - (5] +9
=(x*—4x+2%)-22+9
=(x-2)-4+9
=(x—-2)*+5
luego la funcién f se ha reescrito en la forma (x — h)? + k: Dy = R,

Rr =[5, o[ y su grafica es una pardbola abierta hacia arriba con vértice
en (2, 5) como lo muestra la figura de la derecha.

flx) = (x—2)?+ 5 es un desplazamiento de 2 unidades horizontalmente a
la derechay 5 unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = x%.

En resumen

Dada una funcidn de la forma f(x) = x> + bx + ¢, esta puede llevarse a la forma (x — h)? + k completando
cuadrados en la ecuacidon de la funcidn fy su grafica es una parabola, abierta hacia arriba.

b 3
Problemasw

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y el rango de la funcion:

a)flx)=x>+2x-2 b) flx)=x*+4x +5
Yy y=a2 Yy y=a2
1 "N T ) "N T
\ I |} 1
1 ! \} [
\ 5 7 \ 8 i
\ 1 1 ,l
y 4 ! \ 7 :
\ I 1 1
\ 1 1 1
3 / y 6 !
\\ l’ ‘\ l’
VA i /
\\ II \‘ 'l
iy 1 K N 4 T
NS \ !
ya Y x \‘ 3 ’l
5 -4 3-2-10] 1 2 3 \ /
-1 Y 2 7
\ !
-2 \\\ 1 '/'
\\ 'l
-3 € > X
-5 4 32-10 1 2 3
A 4 N

c) flx)=x*—6x+7 d) flx) =x*—8x + 18



2.8 Funcion de la forma f(x) = ax*+ bx + ¢

Problema inicial
Traza la gréfica y encuentra las coordenadas del vértice, el dominio
Completa el cuadrado en la

y rango de la funcion: ecuacion de la funcién f.
flx) =—-2x*-12x - 16.

Solucién
Se completa el cuadrado en la ecuacién de la funcién f:

flx) ==2[x* + 6x] - 16
- _9[s2 6 _ (8] -
N z[x tox+ (2) (2) ] 16
=-2[x*+6x+32—-3%]-16 ¢ 3 X
=-2[(x+3)*-9]-16
=—2(x+3)2+18-16
==2(x+3)*+2
luego, la funcidn f se ha reescrito en la forma a(x — h)? + k: D;= R,
Rf = ]—o0, 2] y su gréfica es una pardbola abierta hacia abajo con
vértice en (-3, 2) como lo muestra la figura de la derecha.
¥ =) y=-2¢

La funcion f(x) = —2(x + 3)? + 2 es un desplazamiento de 3 unidades horizontalmente a la izquierda y 2
unidades verticalmente hacia arriba de la grafica de y = —2x2.

Definicion
La funcidn de la forma f{x) = ax®+ bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales cualesquiera y a es diferente
de cero se llama funcién cuadratica.

Una funcién cuadrética también puede escribirse en la forma a(x — h)? + k completando el cuadrado en la
ecuacion de la funcién [y, por tanto, su grafica es una parabola con vértice en el punto (A, k) que se abre
hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo si a < 0.

El dominio de una funcidén cuadratica siempre es igual al conjunto de los numeros reales (R) y el rango
dependera del valor de a y de la segunda coordenada del vértice (A, k) de la grafica de la funcion:

1. Si a > 0 entonces R = [k, oo[. 2.Sia < 0 entonces R, = |-00, k].

b J

Problemasm

Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grifica de f, encuentra ademas las coordenadas del
vértice, el dominio y el rango de la funcidn:

a) flx) =—x?+8x—13 b) flx) =3x*+12x + 11
¢) fla) = 2x* - 20 + 44 d) flx) == 327 + x4 5

50



2.9 Condiciones iniciales

Problema inicial
Encuentra la ecuacion de la funcién cuadratica f en cada caso:
1. El vértice de la grafica de f es (4, 5) y pasa por el punto (2, -7).
2. fes de la forma ax? + bx y la gréfica pasa por los puntos (-1, —10) y (-4, —16).

Solucién
1. Las condiciones iniciales indican las coordenadas del vértice de la grafica de f, por tanto, es conveniente
escribir la ecuacién en la forma:
flx)=alx-h)?+k e (1)

sustituyendo los valores de A y k en (1), se tiene:
filx)=alx—-4)*+5

ahora, si la grafica pasa por el punto (2, —7) entonces cuando x =2, f(2) =—7. Se sustituye en la ecuacion
anterior y se despeja el valor de a:

-7=a(2-4)+5
-7=4a+5
-12=4a

flx) = =3(x — 4)? + 5 también
-3=a puede escribirse como:

Por lo tanto, la ecuacién de la funcién es f(x) = —3(x — 4)2 + 5. flx) = =3x + 24x - 43.

2. Las condiciones iniciales indican que f(x) = ax? + bx. Sila grafica de f pasa por el punto (-1, —10), entonces
cuando x = -1, f(-1) = —10. Se sustituyen estos valores y se despeja a en la forma de la funcién:
-10 = a(-1)? + b(-1)
-10=a-b
-10+b=a e (2)

de forma similar, cuando x = —4, f(—4) = —16. Se sustituyen estos valores, incluyendo el de a encontrado

en (2), y se despeja el valor de b:
(2), se despe] ~16 = a(-4)2 + b(-4)

-16=(b-10)16—-4b
-16=16b-160-4b
144 =12b
12=b
Luego, a = 2 y la ecuacion de la funcidn es f(x) = 2x? + 12x.
En resumen
Si f es una funcién cuadratica, entonces su ecuacion puede escribirse en la forma a(x — h)? + k o

ax? + bx + c¢. Si en las condiciones iniciales se proporcionan las coordenadas del vértice de la grafica de f
entonces conviene escribirla en la forma a(x — h)* + k.

b g
Problemasm

1. Encuentra la ecuacion de la funcién cuadraética f en cada caso:
a) el vértice de la gréfica de fes (-2, 1) y pasa por el punto (0, 5);
b) el vértice de la grafica de f es (3, —6) y pasa por el punto (4, -8);
c) fes de la forma ax? + bx y su gréafica pasa por los puntos (8, 0) y (2, —12).

2. Encuentra la ecuacién de una funcién cuadratica f si su gréfica pasa por los puntos (-2, 8), (0, 2) y (2, 4).



2.10 Practica lo aprendido

en cada caso:
a) flx) =x* y glx)=x?+3

y = flx)

\

\
\

<2

u £ ¢ D N
~—
\\

3 2-10 1 2 X
o) flx)=2x" y glx)=2x>-1
y=flx) Y
\
Vo
VL
\ Ll
3 2-10 1 2 X

e) flx) =327 y g(x) =3(x —4)

Y y=flx)
N
VT
\
9
]
\7/

b) flx) =—x* y glx) =—x*+2
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w N pa\q

~

IS

[c <IN N | N

f) flx) =—2x* y g(x) =—2(x - 1)?

w N pm

LS

[c < N | N

~

Utilizando la grafica de f traza la grafica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango




2.11 Practica lo aprendido ~

1. Utilizando la grafica de f traza la grafica de g; encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el
rango en cada caso:

a) flx) =3x* y g(x) =3(x +2) b) flx) =—2x* y g(x) =—2(x +2)
. ¥ = flx) | J %
-4 -3 =2 -1 1 2
7 1
6 -2
5 -3
4 —4
3 =5
2 -6
1 -7
€ > X -8
-4 -3 =2 -1 0V 1 2 J
¥ =flx)
o) flx)=x"y glx)=(x—-4)+2 d)fix)=-x"y glx)=—(x+1)*+3
y ¥ =flx) y
8 3
7 2
6 T
5 € R > X
4
3
2
1
¥ -2 -1 OV 1 2 3 4 > X

v = flx)

2. Completa los cuadrados en cada caso para trazar la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el
dominio y el rango de la funcién:

a) flx) =—3x* + 6x b) flx) = 5x* + 10x c) flx) =—x*—4x
d) flx)=x*—2x+2 e)flx)=x?+2x+2 f) flx) = x> — 10x + 23
g) flx)=—x*—-4x-7 h) flx) = 2x*-12x + 13 i) flx)=—3x*—6x+2

3. Encuentra la ecuacidn de la funcidn cuadratica f si:
a) la grafica de f tiene vértice en (0, 0) y pasa por el punto (2, 2);
b) la gréfica de f tiene vértice en (0, —1) y pasa por el punto (-1, -3);
c) la gréfica de f tiene vértice en (3, 0) y pasa por el punto (2, 4);
d) la grafica de f tiene vértice en (2, —5) y pasa por el punto (4, 3);
e) fes de la forma ax? + bx y su gréfica pasa por los puntos (2, 0) y (-1, 3);

f) fes de la forma ax? + bx y su gréafica pasa por los puntos (1, —4) y (4, 8);

\ g) la grafica de f pasa por los puntos (-2, 3), (0,-3) y (1, 0).




3.1 Monotonia

Problema inicial
Dadas las funciones cuadraticas f(x) = 2(x — 1)?= 5y g(x) =— 2(x — 1)> + 5 responde lo siguiente:

1.Si—1<x <1, {entre cuales nimeros se encuentran f{x) y g(x)?
2.Si1 < x < 3, ¢entre cuales nimeros se encuentra f(x) y g(x)?

Utiliza las gréficas de fy g.

Solucién
1. Se trazan las gréficas de las funciones para poder determinar los valores de f(x) y g(x): la parabola de f
es abierta hacia arriba con vértice en (1, =5); mientras que la pardbola de g es abierta hacia abajo con
vértice en (1, 5). En ambas graficas, sobre el eje x se ha sombreado en verde el intervalo [-1, 1] de los

valores que toma x. y

En f: a medida que x
aumenta de -1 a 1, f(x)

¥ =flx)

En g: a medida que x
aumenta de -1 a 1, g(x)

disminuye de f(-1) =3 a
f(1) =-5.

Luego, -5 < f(x) < 3.

aumenta de g(-1) =-3 a
g(1) =5.

Luego, -3 < g(x) < 5.

2. Nuevamente, utilizando las graficas de las funciones se concluye lo siguiente:
y ¥ =flx)

N

4
3
2
1

En f: a medida que x

En g: a medida que x

aumenta de 1 a 3, f(x) -1\
aumenta de f(1) = -5 a A
f3) = 3. B

Luego, -5 < f(x) < 3.

Definicién

b g
Problemasm

o4

aumenta de 1 a 3, g(x)
disminuye de g(1) =5 a
8(3)=-3.

Luego, -3 < g(x) < 5.

y=g8(x)

N

y=28(x)

Una funcién fes creciente en un intervalo [x,, x,] si a medida que x aumenta de x,
a x, entonces f(x) aumenta de f(x,) a f(x,), es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,]
con m < n entonces f{m) < f(n). Por otro lado f es decreciente en un intervalo
[x,, x,] si a medida que x aumenta de x, a x, entonces f(x) disminuye de f(x,) a f(x,),
es decir, si m y n pertenecen a [x,, x,] con m < n entonces f{m) > f(n).

Una funcidén es mondétona
en [x,, x,] si es creciente
o decreciente en el inter-

valo.

Para cada caso, determina si la funcidn f es creciente o decreciente en el intervalo dado; escribe el intervalo

donde se encuentran los valores de f(x):

a)flx)=(x—-5)3,5<x<7
c)flx)==3(x—-3)>-1;2<x<3

b) flx)=—2x?+3;0<x<2
d)flx)=(x+2)?+3;-5<x<-3



3.2 Variacion: valor maximo o minimo

Problema inicial
Dadas las funciones cuadraticas f(x) = (x — 1)2— 4 y g(x) = —x?> — 4x — 1 responde lo siguiente:
1.Si—1 < x < 2, ¢{entre cuales nimeros se encuentra f(x)?
2.Si—4 < x <1, éentre cudles nimeros se encuentra g(x)?

Utiliza las gréficas de fy g.

Solucién y - )
1. Se traza la gréfica de la funcién para poder determinar los valores de f(x) S s
como se muestra en la figura de la derecha. La pardbola es abierta hacia 4
arriba con vértice en (1, —4). 3
2
Sobre el eje x se ha sombreado en rojo el intervalo [-1, 2] de los valores 1
que toma x. Si x = —1 entonces f(—-1) =0 y si x = 2 entonces f{2) = —3; esto 31T X
puede llevar a pensar que: -3 < f(x) < 0. 1
Sin embargo, el valor minimo de f(x) se alcanza cuando x = 1, es decir, en -3
f(1) =—4. Por lo tanto, -4 < f{x) < 0. -4
2. Primero se escribe g en la forma a(x — h)* + k completando el cuadrado: y
glx)=—(x*+4)-1 3
v 3 -9
- [x tax+ (2 2 1 i
=— [P +4x+22-27 -1 I |,
=—[(x+2)-4]-1 S i I
=—(x+2)0*+4-1 -2\
= - (x + 2)2 +3 ° E

La parabola se abre hacia abajo con vértice en (-2, 3). Sobre el eje x se ha
sombreado en rojo el intervalo [-4, 1] de los valores que toma x. Six =—4
entonces g(—4) = -1y si x = 1 entonces g(1) = —6; para este caso, el valor
maximo de g(x) se alcanza cuando x = -2, es decir, en g(-2) = 3.

Por lo tanto, -6 < g(x) < 3.

y=g(x)

En resumen
Dada una funcidn cuadratica flx) =a(x - h)*+kyx, < h < x,;
1. Si a > 0 entonces el valor minimo f(x) se alcanza en x = h.
Ademas si x es un nimero real tal que x, < x < x, y flx,) < f(x,) entonces k < f(x) < f(x,);
caso contrario si f{x,) = f(x,) entonces k < f{x) < f(x,).

2. Si a < 0 entonces el valor maximo f{x) se alcanza en x = h.
Ademas si x es un nimero real tal que x, < x < x, y flx,) < f(x,) entonces f(x,) < flx) < k;
caso contrario si f{x,) > f(x,) entonces flx,) < flx) < k.

<
Problemasm

Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f{x) si:
a)flx)=(x-5)%32<x<6 b) flx)=—2x?+3;-2<x<1
c)flx)==3(x—3)?-1;2<x<5 d)flx)=(x+2)*+3;-6<x<0
e)flx)=2(x—-6)2+1;,4<x<8 f)flx)=—(x+4)-2,-6<x<-2



3.3 Aplicacidon: valor maximo*

Problema inicial

Los estudiantes de primer afio de bachillerato del Instituto Nacional de San Matias, en La

Libertad, realizan experimentos en su clase de ciencias naturales sobre tiro vertical. Han

descubierto que, al lanzar una pelota de futbol verticalmente hacia arriba, la distancia f(x)

en metros sobre el suelo después de x segundos esta dada por la funcién:
flx)==5x?+10x+0.5

¢Cual es la altura maxima que alcanza la pelota? ¢ Después de cuantos segundos alcanza

la altura maxima?

&

Solucién

Si la pelota se lanza verticalmente hacia arriba llegara a un punto en que debe descender; el problema pide
calcular cuantos metros se elevara desde el suelo y cuantos segundos transcurrirdn después de ser lanzada

antes que empiece a descender.

La funcidn encontrada por los estudiantes que relaciona la distancia sobre el suelo después de x segundos
es una funcion cuadratica, cuyo valor maximo para f(x) se encuentra en el vértice de la grafica de la funcién
pues el coeficiente de x? es negativo. Entonces, el problema se reduce a encontrar las coordenadas del

vértice de la grafica de f:
flx) ==5(x*-2) + 0.5

y
=— 2 _ 2)2 — (Z)z] S Valor maximo
= S[x 2x+(2 2|+ 0.5 o
- 5[x2-2x+12-12]+05 °
4
=—5(x—1)>+5+0.5
3
=—5(x—1)>+5.5
2
El vértice de la grafica de f es (1, 5.5) y la parabola se muestra en la figura de la
derecha (solo se toma la parte que queda sobre el eje x pues f(x) debe ser positivo !
o cero). Por lo tanto, la altura méxima que alcanza la pelota es 5.5 metros después < y = f(x) > X

de transcurrir 1 segundo. A2

En resumen

En problemas donde se plantea una funcidn cuadratica cuyo coeficiente de x? es negativo y se desea conocer
el valor maximo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la grafica de la funcidn.

®
Problemasv

1. Carlos, un adolescente con discapacidad intelectual, es parte del equipo de baloncesto que participara

en los Juegos Latinoamericanos de Olimpiadas Especiales. Si Carlos lanza la pelota

hacia el aro en

determinada posicion, la distancia en metros de la pelota al suelo después de x segundos esta dada por

la funcién: flx)=—5x2+6x+1.4

¢Cual es la altura maxima que alcanzara la pelota lanzada por Carlos? ¢ Cuantos segundos transcurriran

para alcanzar dicha altura?

2. Marta colocard un canal en el techo de su casa. Para ello dispone de una hoja
rectangular metalica cuyos lados deben doblarse para formar el canal. Si la hoja
tiene 40 centimetros de ancho, {cuantos centimetros debe doblarse en cada
lado para que den al canal su mayor capacidad?

La capacidad sera maxima cuando el drea de la seccion transversal
de lados x y 40 — 2x sea maxima.




3.4 Aplicacidon: valor minimo*

Problema inicial

En el tridngulo rectangulo ABC, ¢ cudl debe ser el valor de x para que la longitud A
de la hipotenusa sea minima? .‘
!
x

Por el teorema de Pitagoras: i

AB? = BC + CA?, i

ademas, 0 < x < 4. p&—— = /C

_______ Rp—

N

Solucién
Utilizando el teorema de Pitagoras:
AB% =BC? + CA?
se sustituyen BCy CA por 4 — x y x, respectivamente, y se reducen los términos semejantes:
AB? = (4 —x)* +x*

=16-8x+x*+x°

=2x>—-8x +16
La longitud de la hipotenusa AB serd minima cuando AB? también sea minima. Sea f(x) = 2x> — 8x + 16;

como es una funcidn cuadratica y el coeficiente de x? es positivo entonces la parabola se abre hacia arriba.
Se completa el cuadrado para trazar la grafica de f(x):

flx) = 2(x*— 4x) + 16
= Z[x2 —4x + (g)z - (%)2] +16
=2[x*—4x +22-2%] +16
=2[(x—2)*-4] +16

=2(x—-2)*-8+16

y = flx)

6 Valoriminimo
=2(x—2)2+8 e
En la figura de la derecha se muestra la grafica en el intervalo |0, 4[ cuyo vértice es N
(2, 8). Por lo tanto, para que la longitud de la hipotenusa sea minima, x debe ser 2 :
igual a 2. —T ; > X

En resumen

En problemas donde se plantea una funcién cuadratica cuyo coeficiente de x? es positivo y se desea conocer
el valor minimo de una cantidad, este se encuentra en el vértice de la grafica de la funcidn.

b 3
Problemasm

1. Encuentra dos numeros enteros cuya diferencia sea igual a 20 y su producto sea minimo.

2. Un pedazo de lana de 24 cm de longitud se divide en dos partes con las que se formaran dos cuadrados.
Si la primera parte tiene longitud 4x y la segunda tiene longitud 24 — 4x, i cual debe ser el valor de x que
reduzca al minimo la suma de las areas de los dos cuadrados?




3.5 Interseccion de la grafica de una funcion cuadratica con el eje y

Problema inicial

Encuentra las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de la La primera coordenada del punto
funcién cuadratica f con el eje y si: de InTer.SeCCIOI-T deI la grafica de f
con el eje y es i1gual a cero.
a) flx) = (x —3)> -4 b) flx) = - 2x* - 12x - 18 eyl
Solucién
a) La interseccion de la grafica de f con el eje y ocurre cuando x = 0, es decir, J y = flx)

se debe calcular el valor de f{0) y las coordenadas del punto de corte entre
fy el eje y seran (0, f(0)).

Interseccion d
< fconelejey

fl0)=(0-3)*-4

NoWw R U g —
>

=9-4
=5 1
¢ > X
Por lo tanto, el punto de interseccion de la gréfica de f(x) = (x —3)>—4 con _[1) it
el eje y es (0, 5). -2
-3
-4
>
b) De forma similar al literal anterior, encontrar las coordenadas del punto de 2
interseccidn de la grafica de f(x) = — 2x? — 12x — 18 con el eje y equivale a ¢ 1 X
encontrar (0, f(0)):
f(0)=-2(0)>-12(0)-18
=-18
. ., . _ Interseccion
Por lo tanto, el punto de interseccién de la grafica de f(x) = — 2x>—12x— 18 de f don el
con el eje y es (0, —18). ejey
—18<J
|
y =flx)

En general

Las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de una funcidn f con el eje y son: (0, f(0)). Si f es
una funcidn cuadratica entonces la grafica de f corta al eje y en un Unico punto.

b
Problemasu

1. Para cada caso, determina las coordenadas del punto de interseccion de la grafica de f con el eje y:

a)flx)=—(x+4)+6 b) flx) = 3(x —2)>- 10 c)f(x)=%x2
d) flx)=—2x>+7 e) flx) = -5(x + 10)? f) flx) = 2x? + 24x + 52
g) flx)= -3x*+6x—-11 h)f(x)=x2—x—% i)f(x)=x2+5x+%

2. ¢Es posible que una funcion cualquiera tenga dos intersecciones con el eje y? Justifica tu respuesta.
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3.6 Interseccion de la grafica de una funcion cuadratica con el eje x

Problema inicial
Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccidn de la grafica de la La segunda coordenada

funcién cuadrética f con el eje x si: del punto de interseccion
de la gréfica de f con el

a) flx)=(x-3)*-4 b) flx) =—2x*-12x-18 c)flx)=3x2+2 ejexesigualacero.

Solucién
a) Los puntos de interseccion de la grafica de f con el eje x tienen segunda coordenada igual a cero, es
decir, son de la forma (x, 0). Para encontrar el valor de x se iguala a cero la ecuacion de fy se resuelve

la ecuacidn cuadratica:

(x=3)2-4=0
(x—3)2=4 Observa la grafica de f(x) = (x—3)*-4
B trazada en la clase anterior.
x—3=%2

x=312— x=1yx=5
Por lo tanto, los puntos de interseccion de f(x) = (x —3)?>—4 con el eje x son (1, 0) y (5, 0).

b) De forma similar al literal anterior, se iguala la ecuacidn de la funcién [y se resuelve la ecuacion
cuadratica (en este caso puede factorizarse el polinomio):

—2x*-12x-18=0 Observa la gréfica de
X*+6x+9=0 flx) = —2x% — 12x - 18
(x+3)2=0 trazaqa en la clase
+320 anterior.
X =
x=-3 Yy = flx)

<~

Por lo tanto, el punto de interseccion de f(x) = —2x?—12x — 18 con el eje x es (-3, 0).

c) Aligualar a cero la ecuacion de la funcién:
3x2+2=0

w » U1 D

Esta ecuacién cuadratica no tiene solucidon en los nimeros reales. Esto quiere decir

que la gréfica de la funcién f no corta al eje x, como lo muestra la figura de la derecha.

-1 0 1 x

2

En general
Las coordenadas de los puntos de interseccion de la gréfica de una funcién f con el eje x se encuentra
igualando a cero la ecuacidn de fy resolviendo la ecuacién cuadratica resultante:

1. Si la ecuacion tiene dos soluciones reales x = x, y x = x, entonces la grafica de f corta al eje x en los puntos
(x,, 0) y (x,, 0).

2. Si la ecuacidn tiene una solucidn real x = x, entonces la grafica de f corta al eje x en el punto (x,, 0). Este
punto es el vértice de la pardbola y se dice que la grafica de f es tangente al eje x.

3. Si la ecuacién no tiene solucidn real entonces la grafica de f no corta al eje x, es decir, la parabola se en-
cuentra arriba del eje o debajo de este.

Problemas
Para cada caso, determina las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de fcon el eje x:
a) flx) = 3x? b) flx) =— (x + 4)? c)flx)= —(x+6)2+1
d) flx) = (x -=5)*-9 e) flx)=—(x-2)>-4 f) fix) = x* - 2x -3

g) flx) = 3% + 9x — 30 h) fla) = 2o =3 i) flox) = 222 — 12 + 23



3.7 Desigualdad cuadratica ax?* + bx + ¢ >0, a > 0, parte 1*

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad:
x*+2x-3>0

Solucién
Sea f(x) = x? + 2x — 3; deben determinarse los valores de x para los cuales f{x) es igual o mayor que cero, es

decir, los puntos donde la grafica de f corta al eje x o esta arriba de este. Se encuentran las intersecciones
con el eje x resolviendo la ecuacion cuadrética f(x) = 0:

xX*+2x-3=0

(x+3)(x-1)=0

x+3=0 o x-1=0

x=-3 x=1

La gréfica de f corta al eje x en los puntos (-3, 0) y (1, 0). Como el coeficiente
de x? es positivo la parabola se abre hacia arriba como lo muestra la figura
de la derecha.

Se observa lo siguiente: f(x) = 0 se cumple parax <-3 ox > 1; ladesigualdad
x < -3 denota al intervalo ]—oo, —=3]; mientras que, x > 1 al intervalo [1, +oo[.
La solucion x < -3 o x = 1 se escribe, utilizando intervalos:

X € ]-o0,-3] U [1, o] d

El simbolo “U” indica que el valor de x estd en el primer intervalo o en el segundo.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ = 0 con a > 0 significa encontrar todos los valores de x

para los cuales ax? + bx + ¢ = 0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax? + bx + ¢ entonces f{x) = 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la parabola de f corta o se encuentra arriba del eje x.

Si la grafica de f corta al eje x en dos puntos (x,, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f(x) = 0 se cumple para
x < x, 0 X 2> x,. Utilizando intervalos se escribe: x € |-, x,] U [x,, oo.

b
Problemasm
1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)x’—4>0 b)4x*-9>0 c)2x*+4x >0
d)x>-10x+21=>0 e)x*+x—-20=>0 flx*+7x+6=>0
g)x?—4x—-45>0 h)x*?-8>0 i)9x>-5=0

Y

N

2. Utilizando la grafica de la funcién cuadratica f que se muestra a la
derecha, determina los valores de x para los cuales se cumple f(x) = 0:

\Nf
w
o

¥ =flx)




3.8 Desigualdad cuadratica ax?* + bx + ¢ >0, a > 0, parte 2

Problema inicial
Determinatodos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad:
a)x*—6x+9>0 b)x*-2x+2>0

Solucién
a) Sea f(x) = x> — 6x + 9; de forma similar a la clase anterior, resolver f(x) = x> — 6x + 9 > 0 equivale a

encontrar los valores de x para los cuales la gréfica de f queda arriba del eje x; esta vez no deben
incluirse los puntos donde f(x) = 0 ya que la desigualdad es estricta, sin embargo deben encontrarse
las intersecciones con el eje x:
xX>-6x+9=0
(x=3)*=0
x—3=0 y

S
rd

x=3
La grafica de f corta al eje x en el vértice (3, 0) y es una parabola que se

abre hacia arriba como lo muestra la figura de la derecha. Se cumple lo
siguiente: f(x) es positivo para cualquier nimero real x diferente de 3.

Por lo tanto, x < 3 o x > 3; utilizando intervalos se escribe: s
xE]—OO,3[U]3, OO[ ¥
b) Sea f(x) = x?—2x+ 2 ; si se buscan las intersecciones de la grafica de f con el eje x, se obtiene la ecuacion:
X-2x+2=0 2

Esta ecuacidn no tiene solucién en los numeros reales. Si se completa el
cuadrado para llevar a la forma a(x — h)? + k se obtiene:

flx) = (x> —2x) + 2

[ -]

=(x*=2x+1°-1%) +2

=(x-1)+1 1
La grafica es una parabola abierta hacia arriba, con vértice en (1, 1) como = S > X
muestra la figura de la derecha. Toda la grafica queda sobre el eje x, por d

lo tanto f{x) > 0 para todo nimero real x.

En general
Dada la desigualdad ax? + bx + ¢ > 0, con a > 0; al denotar por f(x) = ax? + bx + c:

1. Si la gréfica de f corta al eje x Gnicamente en el vértice (h, 0) entonces f(x) > 0 se cumple parax < h
0 x > h. Utilizando intervalos se escribe: x € |-, h[ U ]A, oo].

2. Si la grafica de f NO corta al eje x entonces f(x) > 0 se cumple para todo nimero real x, es decir, la
grafica de f queda arriba del eje x.

b 3
Problemasm

Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:
a)2x’>0 b)x?-4x+6>0 )x’+4x+4>0

d) x?—14x+49 >0 e)x?+2x+3>0 f) %xzzo



3.9 Desigualdad cuadratica ax*+ bx + ¢<0,a >0

Problema inicial

Determina todos los valores de x que satisfacen, en cada caso, la desigualdad: Utiliza las graficas
de la clase anterior.
a)x*+2x-3<0 b)x*-6x+9<0 c)x?—-2x+2<0
Solucién Y
a) Sea f(x) = x* + 2x—3; ahora deben encontrarse los valores de x para los cuales
la gréfica de f queda debajo del eje x, incluyendo los puntos donde f{x) = 0.
-3<xg41/ | x

La pardbola de la funcidn se muestra a la derecha, en ella se observa que h %) <0
flx) < 0si—-3 < x < 1. Utilizando intervalos se escribe: -
x € [-3, 1].

b) Sea f(x) = x> — 6x + 9; en la clase anterior se llegd a f(x) = (x — 3)? cuya

y
grafica se muestra a la derecha; se deben encontrar los valores de x para los
cuales f(x) es menor o igual a cero. La pardbola de la funcién queda siempre
arriba del eje x, y es igual a cero en el vértice de la pardbola. Por lo tanto, la
¢ > X
ol 3

desigualdad:

flx)=(x-3)*<0

se cumple Unicamente para x = 3.

c) Sea f(x) = x> — 2x + 2; en la clase anterior se concluyé que f(x) > 0 para todo nimero real x, es decir, la
grafica queda totalmente arriba del eje x. Por lo tanto, f(x) = x2— 2x + 2 < 0 no tiene solucidn.

En general
Resolver una desigualdad de la forma ax? + bx + ¢ < 0, con a > 0, significa encontrar todos los valores de x
para los cuales ax? + bx + ¢ < 0 es verdadero. Si se denota por f(x) = ax? + bx + ¢, entonces f(x) < 0 significa
graficamente encontrar los valores de x para los cuales la parabola de f corta o se encuentra debajo del eje
x. Para ello se encuentran las intersecciones de la grafica de la funcién con el eje x:

1. Si la gréfica de f corta al eje x en dos puntos (x,, 0) y (x,, 0), con x, < x,, entonces f{x) < 0 se cumple
para x, < x < x,. Utilizando intervalos se escribe: x € [x,, x,].

2. Si la gréfica de f corta al eje x Unicamente en el vértice (A, 0) entonces f(x) < 0 se cumple solo para
x=h.
3. Si la grafica de f no corta al eje x entonces f(x) < 0 no tiene solucidn.

En las desigualdades de la forma ax? + bx + ¢ < 0 NO deben incluirse los puntos donde f(x) = 0; para el
numeral 2, f(x) < 0 no tiene solucién.

b
Problemasm

Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)x*-4<0 b)x*+2x<0 c)x?—10x+21<0
d)x>+8x+15<0 e)2x’<0 f)x2—10x+25<0
g)x*-4x-3<0 h)x*+2x-8<0 Nx2+8<0

©



3.10 Desigualdad cuadratica, a <0

Problema inicial
Determina todos los valores de x que satisfacen la desigualdad: H e oy o s 0 e s oo e

-x2+4x-3<0.

Solucién
Utilizando propiedades de desigualdades, se multiplican ambos miembros de la desigualdad por — 1, esto

hace que el simbolo “menor que” cambie a “mayor que”:
(—x*+4x-3)(-1) > 0(-1)
X¥*-4x+3>0 0 e (1)

Ladesigualdad (1) se resuelve como lo visto en las clases anteriores. Primero se encuentran las intersecciones
de f(x) = x> —4x + 3 con el eje x:

x*—4x+3=0

(x-1)(x-3)=0

x—1=0 o x-3=0
x=1 x=3

Entonces, x> —4x +3 > 0six < 10 x> 3. Esta solucion satisface también la desigualdad original:

-x*+4x—-3<0.
Por lo tanto, x € ]—oo, 1] U ]3, oo].
En general
A las desigualdades de la forma:
a)ax*+bx+c=>0 b)ax?+bx+c<0 c)ax’*+bx+c>0 dax*+bx+c<0

donde a es cualquier numero real diferente de cero, se les llama desigualdades cuadraticas con una
incognita. Si a > 0 entonces su solucion esta dada como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9; si a < 0 entonces se
multiplica por —1 ambos miembros de la desigualdad y se soluciona como en las clases 3.7, 3.8 y 3.9.

>
Problemas.\,

1. Para cada caso encuentra los valores de x para los cuales se satisface la desigualdad:

a)—x*+2x+15<0 b)—(x+3)><0 c)-x*+1>0
d-x*-6x-5<0 e)—2x*+4x-3>0 f)-x?+8x-16=0
g)-x*-4x-4<0 h)-2x?-1>0 i)—x>+5>0

2. Utilizando la grafica de f en cada caso, encuentra los valores de x que satisfacen la desigualdad:

a)flx) <0 b) flx) <0 c)flx)=0
Y Y 4
¢ - 5 > X ¢ 5 >X
=V3, 3

y

flx) l y=flx) | y=flx) ]



3.11 Cuadro de variacion, parte 1*

Problema inicial
Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica:
2x*-x-3>0

Solucién
Se escribe 2x* — x — 3 como producto de binomios:

202 —x—3=(x+1)(2x-3)

la desigualdad se convierte en (x + 1)(2x — 3) > 0. Para que este producto sea mayor que cero ambos
binomios deben ser, o bien positivos o bien negativos. Es necesario dividir los nimeros reales en intervalos
y determinar, en cada intervalo, el signo de x + 1y de 2x — 3. Los intervalos a considerar se toman con base
a las raices del trinomio, a saber:

(x+1)(2x-3)=0
x+1=0 o 2x-3=0
x=-1 ac—i
- T2

Se construye una tabla como la siguiente, cuya linea superior simula la recta numérica donde se colocan los
3 . . : ) i
valores -1y > por ser las raices del trinomio y se coloca cero en la linea vertical donde el factor es cero:

—0 -1 2 o)
x+1 )
2x—3 )
(x+1)(2x-13)

Para determinar el signo de cada factor en un intervalo basta tomar un nimero que se encuentre dentro
del mismo y evaluarlo en el factor. Por ejemplo, =2 pertenece al intervalo |-oo, —1[; entonces si x = -2
resulta—2 + 1 = —1 negativo para el primer factor y 2(—1) — 3 = -5 negativo para el segundo factor. En la tabla
se escriben los signos de los factores:

= e N

i i 3 g También se puede resol-

x+1 -0 ver la desigualdad lineal

x + 1> 0 para determinar

2x—3 - ) los intervalos donde x + 1

es positivo y donde es ne-

(x+1)(2x—3) gativo.

& J

De forma similar se hace para los otros intervalos; la tabla queda de la siguiente manera:

—00 -1 2 0o
x+1 -0 + +
2x—3 - -0 +
(x+1)(2x-3)




Luego, se multiplican los signos de los factores en cada columna, por ejemplo en el intervalo |-oo, —1[ los

signos de los factores x + 1y 2x — 3 son “—” y “~” respectivamente, por tanto al multiplicarlos el resultado
sera “+”:

N|w

x+1 -0 + +

2x-3 - =0+

(x+1)(2x-3) + 0 -0 +

Los ceros sobre las lineas indican que en ese numero el producto de los factores es igual a cero. Como
interesa cuando (x + 1)(2x—3) > 0 entonces los valores para x serdn aquellos donde el producto es positivo.

Por lo tanto, 2x>—x—-3=(x+1)(2x—3) > 0six € ]|-o0, -1[ U ]%, 00[.

En resumen

Si x, y x, son raices del polinomio ax? + bx + ¢, con x,< x, entonces para resolver una desigualdad de la
forma ax? + bx + ¢ > 00 ax?+ bx + ¢ < 0 se hace lo siguiente:

1. Se escribe ax? + bx + ¢ = pq, donde p y g son binomios lineales cuyas raices son x, y x,, respectivamente.

2. Se dividen los nimeros reales en los intervalos |—oo, x,[, ]x,, x,[ y ],, ©o].

3. Si n es un nUmero que pertenece a cualquiera de los tres intervalos descritos en 2 y el valor de p o
g es positivo o negativo al evaluar x = n entonces p o q sera positivo o negativo en todo el intervalo.

4. Se multiplican los signos de p y g en cada intervalo. La solucidn seran aquellos intervalos donde el
producto sea positivo para el caso de ax? + bx + ¢ > 0, o negativo para el caso de ax? + bx + ¢ < 0.
A la tabla construida en la solucién del Problema inicial se le llama cuadro de variacion.

b g

i~

1. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)2x*—x-1>0 b)3x*+8x-3<0 c)3x*-8x+4<0
d)2x*+9x+4>0 e)-3x>-4x+15>0 f)—4x>+7x-3<0
g)ex’*+x-1<0 h)x?—4x+4>0 i)4x’-1<0

2. Antonio es duefio de una tienda de ropa. Ha estimado que la ganancia diaria en ddlares en la venta de
camisas esta dado por la funcion f(x) = x> — 14x — 32, donde x es la cantidad de camisas vendidas en un
dia. ¢ Cudntas camisas debe vender Antonio para obtener ganancias y no pérdidas?



3.12 Cuadro de variacion, parte 2

Problema inicial

Resuelve la siguiente desigualdad cuadratica: Deben dejarse todos los términos a un
—6x2>—-11x-7 solo lado del simbolo “>".

Solucién
Deben dejarse todos los términos a un solo lado del simbolo “=". Utilizando propiedades de desigualdades
se suma 6x% a ambos miembros de la desigualdad:

— 6+ 657> —11x—7 + 6X2
0>6x*—-11x-7

esta ultima es equivalente a 6x?> — 11x — 7 < 0. Se factoriza el trinomio como producto de dos binomios
lineales, a saber:

6x2—11x—-7=(3x—7)(2x+ 1)

. . , . . 1 7 . .
De lo anterior se obtienen las raices del polinomio x =— 5 y x = 5. De forma similar a la clase anterior se
construye el cuadro de variacién para determinar los intervalos donde el polinomio es negativo:

1l 7
—00 2 3 o
3x—7 - -0 + El simbolo “<” indica que también
deben tomarse en cuenta los
2x+1 -0 + + valores de x para los cuales el
polinomio 6x* — 11x — 7 es igual a
Bx-=7)(2x+2) | + 0 — 0 + cero.

Entonces, 6x*—11x—7=(3x—7)(2x+1) <0six € [— % ’ %] Este intervalo también satisface la desigualdad
original.

En resumen
En una desigualdad cuadratica se cumplen las siguientes propiedades:

1. Sumar o restar un numero real a ambos miembros no altera la desigualdad.

2. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un nimero real positivo no altera la
desigualdad.

3. Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por un nimero real negativo cambia el sentido
de la desigualdad.

b 3
Problemasu

1. Para cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de x si:

a)6x’>11x-3 b) 15x*+2x <1 c) 31x + 15 > -10x?
d) 3x > —20x2 + 2 e)—6x2+23x—7>0 f)9x2-25>0
g)x*-2<0 h)4x*-3<0 NxP<1+2

2. Sean x, y x, las raices del trinomio x? + bx + ¢ con x, < x,. Utilizando el cuadro de variacion demuestra
que la solucidn de la desigualdad x* + bx + c < 0 es [x,, x,].



3.13 Practica lo aprendido ~

1. Determina si la funcion f es creciente o decreciente en el intervalo dado, luego escribe el intervalo donde
se encuentran los valores de f(x):

a) flx)=—(x +37 -5, -7 <x < —4 b) lx) =2(x —2)2—4;-1<x <1

2. En cada caso, determina el intervalo donde se encuentran los valores de f{x) si:

a)flx)=—2(x+3)*+7,4<x<-1 b) lx)=(x—-5)>-8,1<x<8

3. En el Instituto Nacional Puerto El Triunfo construiran un huerto escolar en un terreno con forma rectan-
gular, para promover el consumo de frutas y hortalizas, y asi contribuir a la formacién de valores y cono-
cimientos en el cuido del medio ambiente. Si se cuenta con 32 metros de malla para cercar el terreno,
écudles deben ser las dimensiones del terreno para tener la mayor area posible? ¢ Cual seria el area para
el huerto escolar?

st

PpZ il

4. Una sastreria confecciona y distribuye trajes para hombre cuyo precio es de $100.00. Si una tienda de
ropa solicita 50 o mas trajes, entonces el precio se reduce a razén de $0.50 por el nimero pedido. ¢De
qué cantidad debe ser el pedido para producir la maxima ganancia para la sastreria? No tomes en cuenta
los costos de produccion.

5. Un proyectil se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo. La altura alcanzada, en metros, después
de x segundos esta dada por la funcién:

flx) =—5x? + 100x.
Calcula la altura maxima que alcanza el proyectil y el tiempo que tarda en llegar al suelo.

6. Encuentra dos nimeros enteros cuya suma sea igual a 30 y la suma de sus cuadrados sea minima.

7. Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica de f con los ejes de coordenadas

si:
a) flx) = (x =37 =9 b) fla) = (x +5) + 4
c) flx)=2x>-8 d) flx) =3x?+4x -1

8. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)x*+2x-8=>0 b)x*-5x-24<0
)x*+4x+4<0 d)—%x2+2>0
e)-x*-6x=>10 f) 2x? + 15 < 13x
g)—-3x’-11x+4>0 h)5x>+3x <8
i)—4x?+20x-9<0 jJx?+3x-5<0




4.1 Funcion f(x) = x3

Problema inicial

Seay =x% 2 = (x)(x) (x)
B 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):

X -1 | -08 | -06 | 04 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y -1

&

2. Ubica los pares ordenados (x, y) encontrados en el literal anterior. éCédmo es la linea que se forma?

Solucién

1. Cada valor de y esigual a multiplicar el correspondiente valor de x por si mismo tres veces. Debe cuidarse
el signo, por ejemplo: (-1)® = (-1)(—1)(-1) = —1. De acuerdo con esto, la tabla queda de la siguiente

manera:
5 -1 | -08 | -06 | -04 | -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
y -1 |-0.51|-0.22 |-0.06 | -0.01 0 0.01 | 0.06 | 0.22 | 0.51
Y

2. Los puntos del numeral anterior quedan situados como se
muestra en la figura de la derecha. La linea que se forma no

es recta y tampoco es una pardbola.

Conclusién

0.8

0.6

04

0:2

7N

x* es la potencia cubica del
numero x; también se lee “x
elevado al cubo”.

La ecuacién y = x* corresponde a una funcion f de R en R que
asigna a cada numero real x su valor elevado al cubo. Para la funcién
f(x) = x*: el dominio y rango son el conjunto de los nimeros reales, su

grafica pasa por el origen y es creciente en todo su dominio.

b ]
Problemasm

-1 -0.8 -0.6 -

=02 of o2 o4 o6 o8 1 X

—0:2

Una funcién x de A en B significa que
a cada elemento x del conjunto A le
corresponde un Unico elemento y del

conjunto B.

Si la funcién es de R en

R entonces los valores para x son nu-
meros reales y su correspondiente f{x)
también es un numero real.

B 1. Sea f(x) = % completa la siguiente tabla y ubica los puntos (x, f(x)) en el plano cartesiano (aproxima hasta
las centésimas). Utiliza los puntos encontrados en el problema 1 del Problema inicial para continuar la
grafica de f:

X

-1.6

1.2 1.4

1.6

1.8 2

flx)

2. ¢Qué relacion hay entre los valores de f(x) = x* cuandox=-1yx=1? {Ysix=-2yx=2?

3. En general, ¢qué relacidn hay entre los valores de f(x) = x* cuandox =—m y x = m?




4.2 Funcion flx) = ax? a>0

Problema inicial N
Con la grafica de f(x) = &3, realiza lo siguiente: 4 f
4
B 1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica las
; — 943 _1 s 3
funciones g(x) =2x*y h(x) = 3 x3:
2
X -2 (-15| -1 | -05 0 0.5 1 15 2 1
flx) | -8 |-3.38| -1 [-0.13| O 0.13 1 3.38 8 ¢ > X
-3 1 2 3
8(x)
h(x)
2. ¢Cuales son las similitudes y diferencias de las funciones gy A con
respecto a la funcion f?
- J
Solucién
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por 2 los de f(x); J
mientras que los de A(x) son el resultado de multiplicar por 1 los \ gfh
de f(x). La tabla queda de la siguiente manera: 2
3
X -2 (-15| -1 |-05]|0 0.5 1 1.5 2 2
flx) }-—8 —\—3.38 -1 |-0.13| 0 | 0.13 1 338 | 8 1
g(x){xi—164/—6.76 -2 |-0.26| 0 | 0.26 2 6.76 | 16 < > X
-3 -2 -1 0 1 2 3
h(x)$ —4 |-1.69]-05]|-007| 0| 007 | 05| 169 | 4 .
-2
Las graficas de g y A se muestran en la figura de la derecha. .
—4
2. Similitudes entre las funciones:

a) el dominio y el rango de las tres es R;
b) las graficas de las tres funciones tienen la misma forma y pasan por el origen.

Diferencias entre las funciones:

a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden;

b) si x < 0 entonces g(x) esta debajo de f(x) y h(x) esta arriba de f(x);
c) si x > 0 entonces g(x) estd arriba de f(x) y h(x) esta debajo de f(x).

En resumen

La funcién g(x) = ax®, con a > 0, tiene como dominio y rango el conjunto de los nimeros reales y es cre-
ciente en todo su dominio; su grafica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de f(x) =%y
resulta de multiplicar por a los valores de f(x).

b
Problemasm

Utilizando la grafica de f(x) = x® grafica las funciones g(x) = 3x3 y h(x) = %x? el CrEER e
a la del Problema inicial.

09



4.3 Funcion flx)=—ax?, a>0

Problema inicial

=X
Con la grafica de f(x) = &3, realiza lo siguiente: a2 A
7
1. Utiliza los valores de f(x) para completar la tabla y grafica la funcién 6
glx) =—x* 5
4
X -2 | -15| -1 | -05 0 0.5 1 1.5 2 3
flx) | -8 |-338| -1 |-0.13| 0 | 0.13 | 1 | 3.38 | 8 2
8(x) '
N 3 2 -0 1 2 3 r X
2. (Cuales son las similitudes y diferencias entre las funciones [y g? -
-2
La funcién de la forma: -3
filx)=ax®+bx*+cx+d, 4
donde a es un numero real diferente de cero, -5
se llama funcién cubica; f(x) = ax® es un caso &
particular de la funcién cubica. .
. ¥ J
Solucién - 4 =)
1. Los valores de g(x) son el resultado de multiplicar por —1 los de f(x); la ¥ =8l) 7 Iz
tabla queda de la siguiente manera: 5
5
X -2 | -15 | -1 | -05 0 0.5 1 1.5 2 4
flx) -8 |1-3.38| -1 |-0.13| O 0.13 1 3.38 8 \>><(-1) ’
glx) | 8 [338] 1 |013| 0 |-0.13| -1 |-3.38| -84 j
Las graficas de fy g se muestran en la figura de la derecha. NEIE L NN
-1
2. Similitudes entre las funciones: N
a) el dominio y el rango de ambas es R; N
—4
b) las graficas tienen la misma forma, y pasan por el origen. .
-6
Diferencias entre las funciones: ~
a) todos los puntos, excepto el origen, no coinciden; J

b) si x < 0 entonces g(x) estd sobre el eje x mientras que f(x) estd debajo del eje;
c) si x > 0 entonces g(x) esta debajo del eje x mientras que f(x) esta sobre el eje.

En resumen
Si flx) = ax®y a > 0 entonces la grafica de la funcidn g(x) = — f(x) = — ax® es una reflexién con respecto
al eje x de la gréfica de la funcidn f; tiene como dominio y rango el conjunto de los nimeros reales y es
decreciente en todo su dominio; su gréfica pasa por el origen, tiene la misma forma que la grafica de f'y
resulta de multiplicar por —1 los valores de f(x).

Problemas

Utilizando la grafica de f(x) grafica la funcidn g(x) en cada caso:

110

a) flx) = 2%, g(x) = — 2x° b) f(x) = %xi glx)=- %x3 c) flx) = 3%%, g(x) = -3«



4.4 Funcion f{x) = % y sus desplazamientos

Problema inicial

Sean flx) = £y glx) =~ T:

1. Encuentra los valores de f(x) y g(x) correspondientes a cada valor de x en la siguiente tabla:

1 1 1 1
X -8 -4 -2 -1 | - 7|77 7 3 1 2 4 8
flx)
8(x)

2. Determina otros valores para fy g que no estén en 1, luego ubica los puntos (x, f(x)) y (x, g(x)) y traza
las graficas de ambas funciones.

3. Encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas graficas resultan de desplazar las de fy g una unidad
horizontalmente hacia la derecha y tres unidades verticalmente hacia arriba.

-

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:

1 1 1 1
X -8 -4 -2 | -1 5 |77 7 35 1 2 4 8
flx) |-025| 05| -1 | -2 | -4 | -8 8 4 2 1 0.5 0.25

gx)|o2s| 05| 1| 2] 4|8 |-8]|-

H
|
N
[
-
|
o
Ul
|
o
N
ul

2. Se encuentran otros valores de fy g, por ejemplo para x = -7, -6, -5, -3, —%, —%, —%, %, %, %, 3,5,6,7
y se ubican los puntos (x, f{x)) y (x, g(x)) en el plano cartesiano:
3 2 1| 1 2 3
X -7 —6 -5 -3 3 73|73 3| 3 5 3 5 6 7

flx) |-0.29|-0.33|-0.4|-067|-133| -3 |—-6| 6 | 3 | 133|067 | 04 | 033 | 0.29

g(x)| 029|033 |04|067 133 | 3|6 |-6|-3|-133/-0.67|-0.4|-0.33|-0.29

» 2
<

L

o
L
K

N
O

N
!

a2

4| e

-® -6 |®

?
&
>

Esto permite visualizar mejor la forma de cada grafica,



como se muestra a continuacion:
Yy Y
8

o 142 = /%) Y =8(x)

EN

N
N

-2

-4

-8

3. Sea h(x) la funcidn cuya grafica resulta de desplazar la de f una unidad horizontalmente hacia la derecha
y tres unidades verticalmente hacia arriba. Si (a, b) es un punto sobre la grafica de h entonces
(a—1, b—3) es un punto sobre la grafica de f, es decir:

fla-1)=b6-3
b=fa-1)+3
luego, la ecuacion de h(x) es flx—1) + 3, o sea, h(x)= r21+ 3.
De forma similar, si /(x) es la funcidn cuya grafica resulta de desplazar la de g una unidad horizontalmente
a la derecha y tres unidades verticalmente hacia arriba entonces:
- _ -2
l(x)=g(x—1)+3= pow +3.

Conclusién
k p .
Sea f(x) = %, con k un nimero real diferente de cero. A f se le llama fun- En general, la grafica de la funcion
cion de proporcionalidad inversa; cuando el valor absoluto de x, o sea de proporcionalidad inversa tiene
|x|, aumenta sin limites entonces la grafica de f se acerca al eje x sin la misma forma que las del pro-

blema inicial segun sea el caso

llegar a cortarlo; ademas, si |x| se acerca a cero entonces la grafica de
(k>00k<0).

f(x) se acerca al eje y sin llegar a cortarlo.

Lo anterior indica que la funcién de proporcionalidad inversa no posee intersecciones con los ejes de coor-
denadas; al eje x y al eje y se les llama asintota horizontal y asintota vertical, respectivamente, de la gra-

fica de f(x) = %

Si g(x) es la funcidn cuya gréfica resulta de desplazar la de f(x) = %,p unidades horizontalmente y g unida-
. i P
des verticalmente entonces: glx) = —+a

Si p > 0, el desplazamiento es hacia la derecha, y si p < 0, entonces es hacia la izquierda. Por otra parte, si
g > 0, el desplazamiento es hacia arriba, y si ¢ < 0, entonces es hacia abajo.

b

L~

Usando las funciones fy g del Problema inicial, encuentra las ecuaciones de las funciones cuyas gréficas
resultan de desplazar las de fy g, p unidades horizontalmente y g unidades verticalmente:

a)jp=2,q=1 b)p=-2,9=1 c)p=2,q=-1 dp=-2,qg=-1



4.5 Grafica de la funcién h(x) = x’fp +q*

Problema inicial N
_ 2

Sea h(x) = I 3

1. Encuentra las ecuaciones de las asintotas de la grafica de A.

2. Traza las asintotas del literal anterior, y luego la grafica de A.

3. Encuentra el dominio y el rango de la funcion A.

&

Solucién

1. De la clase anterior se sabe que la gréfica de A(x) corresponde a un desplazamiento de una unidad ho-
rizontalmente y tres unidades verticalmente de la grafica de f(x) = 2 |as asintotas se trasladan de la

, X
misma manera, es decir, si y = 0 (eje x) y x = 0 (eje y) son las asintotas de f entonces y =3y x = 1son las
asintotas de la grafica de A.

2. La grdfica de y = 3 es una linea recta horizontal que pasa por (0, 3); mientras que x = 1 es una linea recta
vertical que pasa por (1, 0). Luego de trazar las asintotas se traza la grafica de A, cuya forma es similar a

la de f(x) = 2.
x
M i=h@
l
ofi ||
y = 3 h l‘ —
% S 2
D R TR A
T2 0| : | 6 | 8 X
4
P =1

3. En la ecuacidn de la funcion h, el denominador no puede ser igual a cero; esto se cumple si x es diferente

de 1y, por tanto, el dominio de h es ]—oo, 1| U ]1, oo[. De la gréfica de h(x) se deduce que su rango es
]—OO, 3[ u ]3' OO[

Conclusién
Sean k, p y ¢ nimeros reales, con k diferente de cero. Las asintotas hori-
zontal y vertical de la funcion A(x) = % +Q@sony=qyx=p, respectiva- | Almomento detrazarla grafica de
mente. El dominio de la funcién A es D, = ]| —oo, p[ U |p, ], y su rango i se recomienda primero trazar

las asintotas y luego la gréfica.

€s Rh = ] =%, q[ u ]q; OO[

<
Problemasm

Traza las asintotas y la grafica de la funcidn A(x) en cada caso; luego encuentra su dominio y su rango:

Ahe =T+l BhR =l QA= -l dAe- e

x+2 x+1_ x-2

&



4.6 Grafica de la funcion f{(x) = Z‘f:g

Problema inicial

Sea flx) = = +;

1. Efectta la divisidon (x + 1) + (x — 2); escribe ii L

en la forma k q.
X=p

2. Traza la gréfica de f(x).

Solucién
1. Utilizando la divisidn sintética se obtiene lo siguiente: En la divisién sintética se colocan los coeficientes
de los polinomios del dividendo y divisor en la
1 1 siguiente forma:
) l ) Dividendo
a
| 1 @ | Cociente | Residuo

Luego, x+1=1(x—2) + 3. Se dividen ambos miembros de esta ecuacion por x —2:

x+1=1(;c)4‘)'+ 3 __3 +1
x=-2  x=7 @ x-2  x-2 :

Por lo tanto, ﬂ: 3 +1.
-2 x—2

2. Del numeral anterior, f(x) = + 1; entonces la grafica de fse obtiene desplazando dos unidades
horizontalmente y una unldad vertlcalmente la graficadey =

A

J

Q
8

Las asintotasde fsony=1yx=2. ) N

Conclusién
Sean a, b y d nimeros reales no todos iguales a ceroy ¢ # 0; se le llama En general, una funcién racional

funcion racional a la funcién de la forma f(x) = @il La ecuacién de f | es de laforma f(x) =&‘%d0nde

T cx+d ) . p(x) y g(x) son polinomios cua-
puede llevarse a la forma p 4 efectuando la division del polinomio del | |¢sqyiera, no solamente polino-

numerador entre el polinomio del denominador. mios lineales.
Problemas
Para cada caso, escribe la ecuacién de la funciéon fen la forma L+ q, luego traza las asintotas y la grafica
de la funcion:
_2x-1 _ _ —x+3
a) flw) = 22 b) fix) o) flay = 2

@



4.7 Funcién irracional flx) = a\x

Problema inicial

Seay =x:
B 1. Completa la siguiente tabla (aproxima hasta las centésimas):
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 0

&

2. Coloca los puntos (x, y) en el plano cartesiano y Unelos con una linea, ¢es similar a alguna grafica de
las funciones estudiadas anteriormente?

3. éPara cudles valores de x se encuentra definido el valor de y?

Solucién
1. La tabla queda de la siguiente manera:
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y 0 1 1.41 | 1.73 2 2.24 | 245 | 2.65 | 2.83 3
Yy

2. La linea que se forma al unir los puntos aparece en la figura de
la derecha. La linea se asemeja a la mitad de una pardbola, solo
gue esta vez se abre hacia la derecha.

1

> X

‘01123456789

3. El valor de y se encuentra definido para todo x positivo o igual a cero, es decir, x € [0, o|.

Conclusién

La ecuacién y =vx es la ecuacién de una funcién de [0, [ a R, cuya grafica pasa por el origen y es similar
a la mitad de una parabola que se abre hacia la derecha. En general, f(x) = avx, con a # 0, es una funcion

cuyo dominio es [0, oo y:

1. Si @ > 0 entonces el rango de f es [0, o[ y su grafica queda arriba del eje x.

2. Si a < 0 entonces el rango de f es |-, 0] y su grafica queda debajo del eje x.

Ejemplo

Grafica las funciones f(x) = 2\x y g(x) =

*
Problemasm

—+x , encuentra el dominio y el rango en cada una.

Y
La grafica de f queda arriba del eje x y resulta de multiplicar por 2 los T ¥ =flx)
valores de «/x; mientras que la grafica de g queda debajo del eje x y i
resulta de multiplicar por —1 los valores de +/x. A
3 /
Ambas graficas se muestran en la figura de la derecha, su dominio es 2 4 -
[0, oo[ y los rangos son Ry = [0, o[ , Rg = |-, 0]. 1
F 0 1 2 3 ',l} 5 6 7 8 9 i
4 A
_2 \\
-3
4 yE8lx)
Para cada caso, grafica la funcidn f, encuentra el dominio y el rango:
b) flar) = -2\ ¢) flx) = 3\

a) flx) = 3Wx




4.8 Funcion irracional f{x) =vJax

Problema inicial N
Sea f(x) =\—x :
1. ¢Cudl es el dominio de la funcion f?
B 2. Calcula los valores de f(x) en la siguiente tabla, luego traza la grafica de la funcién (aproxima hasta las

centésimas):

X -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0
flx)
3. éCual es el rango de la funcién? )

Solucién
1. Los numeros dentro de la raiz deben ser mayores o iguales a cero; entonces el dominio de la funcion

deben ser los nimeros reales para los cuales —x > 0, es decir, x < 0. Por lo tanto Dy = |-, 0].

2. La tabla queda de la siguiente manera:

X -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
flx) 3 2.83 | 2.65 | 245 | 2.24 2 1.73 | 1.41 1 0
Yy
La grafica de f se muestra en la figura de la derecha: y =/lx) 3

2
1
> X

"9 8 7 6 5 4 3 —2—1ol

3. El valor de f(x) =\V—x siempre sera un nimero positivo o igual a cero, por lo tanto Ry = [0, oo|.

En resumen
Las funciones de la forma f(x) = a\x y g(x) =\ax, donde @ es un nimero real diferente de cero, son casos
particulares de las llamadas funciones irracionales. Las graficas de f'y g pasan por el origen y se asemejan
a la mitad de una pardbola que se abre a lo largo del eje x. En el caso de la funcién g, su rango son los

numeros reales positivos y el cero, o sea [0, o], y:
1. Si @ > 0 entonces el dominio de fes [0, o[ y su gréfica queda a la derecha del eje .
2. Si a < 0 entonces el dominio de f es |-, 0] y su grafica queda a la izquierda del eje .

Ejemplo
Grafica la funcidn f(x) =V2x , encuentra su dominio y su rango. y
T v =flx
La grafica de f queda a la derecha del eje y como se muestra en la 4
figura de la derecha; Dy = [0, o[ y Rr = [0, oo]. 3
2
1
La grafica de f(x) = \2x no es igual a la de L 5 X
g(x) = 2\x, sino a la de A(x) = \2x. o0 1+ 3+t s?
Problemas;
Para cada caso, grafica la funcién f, encuentra el dominio y el rango:
a) fla) =\3x b) flx) = =2x o) flx) = | 3%

Lig



4.9 Practica lo aprendido

1. Utilizando la gréfica de f(x) = x3, grafica la funcion g y encuentra su dominio y su rango:

a) g(x) = 4x° b) glx) = 74°
J J
y =flx v = flw
| Iy
/ /
/ |
= 2 - :/ x -3 2 -=1/0
A A
[ .
[ I
o) glx) = - 4’ y d) glx) =~ 5 ° y
y=1x ¥l

2. Para cada caso, grafica la funcion y encuentra su dominio y su rango.

a) fle) = =2 b) flx) = 22

3. Para cada caso, grafica la funcién y encuentra su dominio y su rango.

a) flx) =—3Vx b) flx) = 4\x
c) flx) =\ -3x d) flx) = Vax

Unidad 4




4.10 Problemas de la unidad ~

1. Para cada caso, traza la grafica de f, encuentra las coordenadas del vértice, el dominio y el rango de la

funcién:
a) fle) = (x-3) +3 o) flr) = L3+
=2(s-3] + 4 o= (ee 3 -3

2. Encuentra la ecuacién de la funcidn cuadratica g si la grafica pasa por los puntos (-12, 0), (-9, 3) y
(-7,-5).

3. El sector de sol general del Estadio Nacional Jorge “Magico” Gonzalez tiene capacidad para 10000 afi-
cionados. En un determinado partido el precio del boleto para ese sector fue de $10.00 y en promedio
asistieron 3000 aficionados. Un estudio de mercado indicé que por cada ddlar que se hubiera bajado
al precio del boleto, el promedio de asistencia hubiese aumentado en 1000. ¢Cual debid haber sido el
precio para obtener la maxima ganancia en la venta de boletos para el sector de sol general?

4. Resuelve las siguientes desigualdades:

a)12x>-5x-2<0 b) 4x > —4x> + 15
c)2x’-x<1 dx*-4x-1=>0

5. Utilizando la gréafica de f(x) = x traza la grafica de la funcidn g y encuentra el dominio y el rango:

a)glx)=x*+1 b) g(x) = (x - 2)°
y y
y = flx 7 it
X -4 3 2 -1/0 4 x
: i
[ | -
| - 1,
6. Para cada caso, grafica la funcidn fy encuentra el dominio y el rango:
a) flx) = —-x b) flx) =\x +1
c) flx) =\-x -3 d) flx) =\x—1
\_ J
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5.1 Practica en GeoGebra: generalidades

GeoGebra es un software de matematicas dinamicas para todos los niveles educativos; en él pueden
trabajarse contenidos relacionados con geometria, dlgebra, estadistica y cdlculo, pues cuenta con
numerosas herramientas faciles de usar.

En esta clase exploraras la interfaz para conocer sobre sus generalidades y el uso de algunos comandos.
Busca en tu computadora el icono de GeoGebra (es el que aparece en la esquina superior derecha de esta
pagina); si la PC no cuenta con el software puedes descargarlo de manera gratuita en el siguiente enlace:

G eOGe b FQl https://goo.gl/iRmmdc

Asegurate de descargar (instalar) “GeoGebra Clasico 5”. También puedes descargar la app para el celular
o trabajar “GeoGebra en linea” en los siguientes enlaces:

App - https://goo.gl/wf5mHx Enlinea > https://goo.gl/ThXbeB
. e Barra de menu i
Prictica /’ Barra deAherram|entas
Realiza lo siguiente: B ( -
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda) Abrir sesion
1. Abre un nuevo archivo de Geo- AlLAPI NN SN ==zl ] —
Gebra dando clic al icono del [ vistaAgebraica) X | »(Vista Grafica . X
software. En la ventana puedes ’ et i 6
identificar las siguientes partes: Vista |,s SEEENE
, , Grafica e
la Barra de menu, la Barra de | Algebraica | 1
herramientas, la Vista Algebrai- | | | T
ca, la Vista Grafica y la Barra de | | ;
entrada. HEHEE q
| :
-4 -3 —12 -1 0 1 2 4 5 6
Barra de ‘ HHH
entrada \ } }
Entrada:l 4 D ®
2. Da clic sobre el tridangulo que se encuentra a la izquierda w Vista Grafica
de Vista Grafica. Puedes ocultar o aparecer los ejes de Ejes de ACY
coordenadas y la cuadricula. coordenadas =
3. Para ubicar puntos en el plano puedes realizar una de las siguientes opciones:  Cuadricula
a) En la barra de entrada escribir las coordenadas del S ==y
punto en Ia forma (x’ y). Por ejemp|0, al escr|b|r Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda ‘5brITes;3n
| ® |l a=2 [ES]
(1,3) y presionar Enter, automaticamente aparecera ]~ By SoERNER s
. . . ) Vista Algebraica X | ¥ Vista Grafica X
en la Vista Algebraica el punto A = (1,3) y en la Vista Ce iR 1_}' e -
Gréfica el punto sobre el plano cartesiano: CAED s
| Entrada:’(1,3) | :

‘ D

GeoGebra designa los puntos con letras mayusculas.
Para denotar un punto con una letra especifica, por
ejemplo P(-2,5), se escribe en la barra de entrada:

Y

Y | Entrada:’ P=(-2,5) |

Entrada: [ | @




el plano.

Griafica.

Actividades

en aquellos casos que sea posible:
a) A(-3,4) b) B(2, 7)

2. Grafica las siguientes funciones:

a) flx)=—x+3

x b) glx) = x5

4. Para borrar objetos da clic derecho sobre ellos (ya sea en la Vista Algebraica o
en la Vista Grafica) y selecciona Borrar. Si lo que quieres es ocultar el objeto y no
borrarlo, en el cuadro selecciona Objeto visible, desaparecera de la Vista Grafica
pero permanecera en la Vista Algebraica.

6. Para acercar o alejar el plano cartesiano selecciona la esquina inferior derecha del
icono Desplaza Vista Grafica y elige Aproximar o Alejar, luego da clic sobre la Vista

7. Para graficar funciones se utiliza la notacién f(x).
Por ejemplor para graﬁcar la funcion f(.’XJ) =2x—3se » Vista Algebraica [X| |~ Vista Grafica '
escribe f(x)=2x-3 en la barra de entrada seguido de
Enter. En la Vista Algebraica aparecera la ecuacién de
la funcidn y en la Vista Gréfica su gréfica:

Entrada:?f(x)=2x.3
Puedes usar también g(x), h(x), etc.; la variable x

siempre debe estar en minuscula, de esa forma /3
GeoGebra la reconocera como una variable. L

b) Selecciona la herramienta Punto. En la Vista Grafica ubica el cursor en la posicién donde
quieras colocar el punto y luego da clic. Cuando las coordenadas del punto son niumeros
enteros es facil utilizar esta herramienta y auxiliarse de la cuadricula; caso contrario es mejor
ingresar las coordenadas en la barra de entrada como en el literal anterior.

Punto A(-1, 5)

N “[2

&

5. Para desplazar el plano cartesiano selecciona la herramienta Desplaza Vista Grafica. Luego
sobre la Vista Grafica mantén presionado clicizquierdo y arrastra al lugar donde quieres colocar

Coordenadas polares

Objeto visible
Etiqueta visible
Rastro

Renombra
Borrar

Propiedades ...

<

g
Q
Y

Desplaza Vista Grafica
Aproximar

Alejar

Mostrar/ocultar objeto
Mostrar/ocultar etiqueta

Copiar estilo visual

Borrar

€ GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

ks o

X

Abrir sesion

KA PO/O 4N =)

S &

® %

X

Funcion | AaACY

® f(x) =2x—3

> 4 B 2 o 1

< >

Entrada:

®

c) P(=6, 0) d)a(4, —l)

2

c) h(x) = 4x? d) p(x) = — x?

En GeoGebra la fraccion
m .

— se escribe m/n.

n

e)qlx) =%

8. En GeoGebra, para graficar funciones cuadraticas, la potencia x? se escribe x*2. Por ejemplo, para graficar
flx) = 3x? se escribe en la barra de entrada f(x)=3x"2.

1. Ubica los siguientes puntos en el plano cartesiano, utilizando la barra de entrada y la herramienta “Punto”

J
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5.2 Practica en GeoGebra: desplazamientos verticales

Esta practica te ayudara a visualizar los desplazamientos verticales de funciones cuadraticas utilizando
la herramienta Deslizador; un deslizador es una variable que toma valores determinados dentro de un

intervalo indicado.

Practica
1. Selecciona la herramienta Deslizador. Da clic sobre la Vista Grafica, te aparecera un cuadro de dialogo
para especificar el nombre del deslizador, el tipo (nimero, angulo o entero), el intervalo y el incremento.
Nombra al deslizador a, en el intervalo coloca el valor minimo—10y el valor mdximo 10, con unincremento

de 0.1; luego selecciona OK:

€ GeoGebra - o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesion

g — = - gE
| AR > o0 4N [=] i
Deslzador ) Vista Algebraica? [X| | b Vista Grafica = [X|
@® Numero plombre Namero :
) l a=1
O Angulo a —_— s
OEntero  JAleatorio 4
a=2 —>
—e— || = | Intervalo Deslizador Animacién 3 4
Min: -10 | Max: 10 | Incremento: 0.1 | 2
. 4
l OK || Cancela |

Entrada:[

2. De forma similar crea otro deslizador, ndmbralo k y asignale las mismas
caracteristicas de a (intervalo e incremento). Coloca el cursor sobre el punto que
aparece en el deslizador, muévelo hasta que k tenga el valor de cero.

3. Escribe en la barra de entrada f(x)=ax”2; en la Vista Algebraica aparecera la funcion f(x) = 1x? y en la
Vista Grafica la parabola correspondiente. Mueve el deslizador a, primero para valores positivos y luego
negativos; ¢ qué ocurre con la grafica de f? Anota lo que observas en tu cuaderno.

4. Escribe en la barra de entrada g(x)=f(x)+k.

5. Para determinar el vértice de la grafica de g escribe en la barra de entrada extremo. Selecciona la opcién
Extremo(<Polinomio>); luego, en lugar de <Polinomio> escribe “y=g(x)”, aparecerd en la Vista Algebraica
las coordenadas del vértice y en la Vista Gréfica el punto.

Entrada: Extremo(y=g(x))

6. Mueve el deslizador k, primero para valores positivos y luego para negativos. ¢ Qué ocurre con la grafica
y el vértice de la funcidn si k es positivo o si es negativo? Anota lo que observas en tu cuaderno.

Actividades
Ahora utilizaras otra herramienta para construir la grafica de la funcién f(x) = x* como se hizo en noveno

grado, es decir, a partir de puntos:
1. Abre una nueva ventana. Crea un deslizador y ndmbralo “n”, con intervalo de -5 a 5 e incremento de

0.001. Mueve el deslizador hasta que n tenga el valor de -5, aleja la Vista Grafica.
2. En la barra de entrada ingresa el punto “P=(n,n”"2)”. Luego da clic derecho sobre P y selecciona la opcion

“Rastro”.
3. Da clic derecho sobre “n” y selecciona “Animacidn”. Anota lo que observas en tu cuaderno.

N
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5.3 Practica en GeoGebra: desplazamientos horizontales

Con esta practica visualizaras los desplazamientos horizontales, combinaciones de desplazamientos
horizontales, verticales y las graficas de otras funciones que no son cuadraticas.

Practica
Desplazamientos horizontales:
1. Crea dos deslizadores, al primero nédmbralo a con intervalo de —10 a 10 e incremento 0.1, y al segundo
nombralo h y con las mismas caracteristicas de a (intervalo e incremento). Mueve el deslizador h hasta
gue su valor sea igual a cero.

2. Crea las funciones “f(x)=ax”2” y “g(x)=f(x-h)” y encuentra el vértice de la grafica de g.
3. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego activa la animacion para el deslizador h,

équé ocurre con la grafica y el vértice de g para valores positivos de h? ¢Y para valores negativos? Anota
los resultados en tu cuaderno.

€7 GeoGebra
Combinaciones de desplazamientos horizontales y verticales: Archivo Edita Vista Opciones Hi
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra, ve al ment “Archivo” y selecciona |[_| Nuevaventana  Ctri+N |
“Nueva ventana”.  Nuevo
= Abrir ... Ctrl+0
| Recientes >

2. Crea tres deslizadores, nombralos a, hy k, y asignales las siguientes caracteristicas: intervalo de —10 a 10
e incremento de 0.1. Mueve los deslizadores h y k para que su valor sea cero.

3. Crea las funciones “f(x)=ax"2” y “g(x)=f(x-h)+k”. Encuentra ademas el vértice de la grafica de g.

4. Mueve el deslizador a de tal forma que sea diferente de 1. Luego mueve los deslizadores h y k en ese
orden y sin activar la animacién. Anota lo que le ocurre a la grafica y el vértice de g con respecto a f.

Graficas de otras funciones que no son cuadraticas:
1. Abre una nueva ventana en GeoGebra.

2. Crea el deslizador m y asignale las siguientes caracteristicas: intervalo de —4 a 4 e incremento de 0.001;
mueve el deslizador para que su valor sea —4.

3. Crea el punto “P=(m,m”3)” y activale el rastro. Luego activa la animacion del deslizador m, ¢cudl es la
funcidn cuya grafica se asemeja a la que se esta elaborando?

4. Crea el deslizador n con intervalo de 0 a 30 e incremento 0.001; muévelo para que su valor sea 0.

5. Crea el punto “Q=(n, sqrt(n))” y activale el rastro. Luego activa la animacion del deslizador n, ¢cudl es la
funcidn cuya grafica se asemeja a la que se esta elaborando? ¢Para qué sirve el comando “sqrt”?

Actividades

1. Utiliza GeoGebra para comprobar si has elaborado correctamente las graficas de las funciones de los
problemas, desde la clase 2.1 hasta la clase 2.8.

2. Comprueba los resultados de las graficas de la clase 4.9, y los problemas 5y 6 de la clase 4.10.
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