Vectores y nimeros
complejos

La nocion de vector surge en la matematica como una exigencia de la fisica, ya que hacia
el siglo XVII era necesaria la cuantificacion de fendmenos dinamicos, es decir, dotar
al movimiento de una representaciéon matematica. Hacia estas fechas se habia tenido
un avance bastante marcado en el algebra abstracta, a modo de lograr separarse de
los valores de los sistemas numéricos comunes y conseguir resultados algebraicos en
cualquier campo numeérico que cumpla ciertas propiedades, asi mismo la concepcion
de un numero complejo, cuya estructura hasta ese entonces era meramente algebraica.
Después que se logra el establecimiento tedrico de los niumeros reales por el matematico
aleman Dedekind y el ruso Cantor a principios del siglo XIX, se avanza en la representacion
geométrica del conjunto de los nimeros complejos, como segmento dirigido o como un
par ordenado en el plano complejo, por el matematico irlandés Hamilton en 1843. A
partir de este contexto se construye el area matematica del analisis vectorial.

Unidad

El analisis vectorial doté a la fisica de una
herramienta fundamental para la modelacién
de fendmenos como el movimiento, la
velocidad, la aceleracion, la fuerza, la carga
eléctrica, los campos eléctricos, el calor,
etc. Ademas que la propia area del analisis
vectorial ha tenido diversas aplicaciones en
los ultimos siglos, como la elaboracidon de
mapas (cartografia), modelacion del universo,
trayectorias espaciales, ubicacion de satélites

Uso de la proyeccion estereogrdfica (andlisis vectorial) en el espacio, entre otros.
para la elaboracion de mapas.

Enestaunidadaprenderdslosconceptosy nociones basicassobrevectores, lasoperaciones
gue se pueden realizar con ellos, la importancia del concepto de producto escalar, y la
relacién del concepto de vectores con la representacion grafica de un nimero complejo,
y se culmina con algunas practicas en GeoGebra para consolidar lo aprendido.



1.1 Vectores

Problema inicial
Una persona se encuentra en un punto A dentro de la ciudad de San Salvador y

&

desea dirigirse hacia el punto B. Determina:
a) Al menos 3 formas para llegar de A a B.
b) El camino mas corto para llegar de A hasta B.
¢) Una forma para representar que el caminovade AaBynodeBaA.

Soluci()n

a) Algunas opciones para llegar de A a B se muestran en la figura
de la derecha.

b) El camino mas corto para llegar de A a B es el que estd en

color rojo.

c) Para representar que este camino va de A hacia B se puede

utilizar una flecha que lo indique como lo muestra la figura. A

Deﬁnicién

La flecha cuyo punto inicial es A y su punto final es B se conoce como segmento dirigido.

e

b
Problemasm

@

El conjunto de segmentos dirigidos que poseen la misma longitud, direccion
(inclinacion) y sentido (hacia donde apunta la flecha) se conoce como vector.
Se representa un vector con cualquier segmento dirigido que pertenece a ese
vector, si este segmento dirigido tiene su punto inicial A y su punto final B, se
denota este vector por /ﬁ; si no se expresan los vectores con sus puntos inicial
y final se pueden usar las letras minusculas a, b, ¢, ... por ejemplo, d, b, C.

Dos vectores @'y b son iguales si los segmentos dirigidos que los representan
tienen la misma longitud, direccidn y sentido, es decir, uno se obtiene del otro
por medio de un desplazamiento paralelo.

La longitud de un vector I se conoce por norma del vector 7, y se denota por
lZZll. Un vector # es unitario si su norma es 1, es decir, ||zl = 1.

El angulo entre dos vectores se mide al unir por los puntos iniciales ambos
vectores y se utilizan valores de 0° hasta 180°. Dos vectores % y U son
ortogonales si el dangulo formado entre ellos es de 90°.

a
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1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada

=1

cuadrado es 1, responde:

Y

®)

a) éCudles vectores son iguales?
b) ¢ Cuales vectores tienen la misma norma?

]
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c) ¢Cuales vectores son unitarios?
d) ¢ Cuadles vectores son ortogonales?

Si

2. Considerando el cuadrado ABCD de lado 1, determina:
a) éCudles vectores son iguales? b) La norma del vector AC.

c) ¢Cudles vectores son unitarios? d) ¢Cudles vectores son ortogonales?




1.2 Suma y resta de vectores

Problema inicial

Resuelve los siguientes literales: B.

a) Representa con vectores la forma de ir de A hacia C pasando por B. C

b) Representa con vectores la forma de ir de A hacia B pasando por C. A-
Solucién

a) La representacion seria: b) La representacion seria:
B B
) >C
A A

Definicion

Al unir el punto final de un vector & con el punto inicial de otro vector

<l

= 5 .z o -

v, se define la operacién suma de vectores como el vector determinado u

por el punto inicial de % con el punto final de U, como lo muestra la

. . ... —_—> —_—> —_—> = =
figura. En el literal a) del Problema inicial se cumple que AB + BC=AC. u+v

Dados 3 vectores i, U, W se cumple que ¥ + U = U + & (conmutatividad) y

que & + (U+ W) = (¥ + ) + W (asociatividad). /B B
A /

Dado un vector A_I§, se define el vector BA como el opuesto del vector A_I§,
y se denota por —AB, es decir, —AB = BA.

Se define la resta del vector « con el vector U como la suma del vector
— e = — - B

u con—vU, U — U = U + (-v) como lo muestra la figura. En el literal b) del
Problema inicial se cumple que AC—-BC =AC + CB = AB.

<l

-

El vector que resulta de realizar la resta % — 7 = U + (%) se conoce como
— I~
vector cero, y se denota por Oy cumpleque 7+0=0+ 1 = U.

Ejemplo
Dibuja AB + AC, AB — AC y AC — AB. . B

Estas representacio-
A -~ i C nes de vectores son
muy importantes.

—  —> . ,""_A—B)
B+ AC AB — A_) Vg
AC - AB

*
Problemasm

Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa las operaciones
de cada literal.

a)a+b b)ad+c c)c+d C_)/I 7
dd+e+c e)d-b f)(j—f) N
g c-f h)G-b-¢ AL N i




1.3 Producto por escalar

Problema inicial

Dibuja el vector que resulta en las siguientes sumas de vectores:

I T
AU+U+U ﬂ/’

b)-i-u

Soluci()n

Au+uU+U b)-u-u

—
u
. i
u
u
= —
/

Deﬁnici()n

Ejemplo

b 3
Problemasu

©

- P - = .
Para un vector  y un nimero real r, de modo que u £ 0 y r # 0, se define el producto por escalar para
representar dilataciones (r > 1) o contracciones (0 < r < 1) en el mismo sentido (r > 0) o en sentido
contrario (r < 0), y se denota por ri.

-

Para el producto por escalar se cumple que |l = | 7| lIZ]l. Se define que 0Z=0 y que r0=0.

r>1 o<r<i -1<r<o r<-1

73 u U
ru N
A&

Considerando los vectores % y U, los ndmeros reales r y s, se cumplen las siguientes propiedades del
producto por escalar:

by

1. r(si) =rsu 2.(r+s)i=rii+sd 3.7r(Uu+7V)=ru +r0

. . d . . . .
Se dice que dos vectores % y U diferentes de 0 son paralelos (o colineales) cuando los segmentos dirigidos
que representan estos vectores, son paralelos. Esto equivale a que existe un nimero real r tal que @ = rv.

Determina en términos de Z y U el vector resultante de la expresion 2(2% + 3v) — 3(21 — V).
2(2% + 30) - 3(27 - V) = 2(2%) + 2(30) + (-3)(2%) + (-3)(-0)
= 41U +6U + (-6u) + 30 Recuerda que a-b=a+ (—3)).

==2U+9U

1. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el

vector que representa cada literal. i -
. > 0} A
a) de b) 4a c) 3¢ (- =
e

— - - N -

d) =37 e)->b f) 2d + 3¢ . b
2. Determina entérminos de iy Uel vector resultante de cada expresion.

a)4u+3U-u-20 b) (& — 20) — (-3 + 27) c) 3(2u + 40) d) 3(-2u + ) — 2(3U - 470)



1.4 Coordenadas de un vector en una base*

Problema inicial —
La siguiente figura estd formada por paralelogramos, expresa el vector OB con los vectores 1y J.

[ ] T
/ /

&

Solucmn B

- -
El vector OB se puede expresar como suma de vectores con iy j como: / / /7_>
J

OB =7+7+7+7+7, / / /]ﬁ
Utilizando el producto por escalar, se cumple que OB =27+ 3j_.) > ;/7

o 7 g

~ .l/

Conclusién o .
A una pareja de vectores i, j ambos diferentes de 0y no paralelos (no colineales) se les llama base vectorial.

El punto O se conoce como origen de la base vectorlal y para todo vector % se cumple que, existe un
punto I\/I tal que % = OM. Ademds para todo vector OM existen dos numeros reales unicos x, y, tales que
OM = xi. +y], y se puede expresar el vector como un par ordenado OM = (x, v), a este par ordenado (x, y)
se le conoce como coordenadas del vector OM en la base (L ])

Una base es ortogonal cuando zy] son ortogonales, y se dice que una base es ortonormal cuando ademas
-
de ser ortogonales, tanto 1 C0m0] son unitarios (la norma es igual a 1).

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vectoresl_),l_), I_), I_: I_), ID en la base (I_), I_))
= (1)IB+ (1)IK 1B = (1)IB + (0)IK 5 K c
_ — = L
= (0)IB + (1)IK = (1)1B+(5)IK A/ 7 :/B J
1A = (~1)IB + (O)IK I = (—1)1B + (1)IK !

Por lo tanto, las coordenadas de los vectores son (1, 1), (1, 0), (O, 1)( ) (-1,0),(-1,1).

b ]
Problemasw
. —> —> . .
Considerando la base (HI, HB), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.

a) HA b) HK ) HF d) Hi G/J H/K ‘4L
, _) _, _, b/ e/ {
e) HH f) HI g) HB h) HE A/ B/ %




1.5 Operaciones con vectores en coordenadas

Problema inicial

Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base (_), 7)
a) OA b) OB c) OA + 0B /%%%/
d) OA- 0B e) 208 f < 0A %7%/
o7
-
Solucién
a) b) c)
[ [ [ [/ / A/ //7 /
7 [ [/ [ [ )/ [ [ T/
ST T T /7 77 B
T 7T o 7 =i
= > J : - o=
l l l l
C7A=7+3]T) CTé=2i_)+7 &R+6§=7+37+27+7
DA = (1, 3) OB =(2,1) OA+O0B=3i+4j
OA + OB = (3, 4)
(Notaque(3,4)=(1+2,3+1).)
d) e) f)
/S S N/ [ [ [ [/
L / / / / [ [/ A
A G AT , A
Yamy, = j T T T T
o7 O o7
—> —> - - - - —_—> - o lO_A)—l_)+3_)
OA—OB=i+3j—(2i+)) 20B = 2(2i +J) 3 0A=3(0+3)
OA-0B=—i+2j 20B=4i+2] SOA=2i%]
OA-0B=(-1,2) 208 = (4, 2) %5‘)“(%'1)

(Nota que(-1,2)=(1-2,3- 1).)

COncIusién

U+U=(x+x,y+Y)

(Nota que (4,2)=(2x2,2x 1).)

[Nota que(

wl»—i
v
I
—
Wl
X
[EEY
[ I
X
\'u)/
—

Dado dos vectores /' y U con coordenadas 7 = (x, y) y U = (x’, ") y un nimero real r se cumple que

=(x-x,y-Y) ru = (rx, ry)

Problemas.f .
Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la base 1, J.
\\ \\ \\ \\ \1‘\ \\ \\
OA b) OB OA+ 0B d) OA— OB ,
? ’ SIOA* ’ ARV ANV
_ R L\ \J B\ \
e) -308B g) OA +208B h) 30B - 20A NEAVAVAN N\

©




1.6 Vectores y coordenadas de puntos

Problema inicial

Sean A(2, 1) y B(3, 3) dos puntos en el plano, con coordenadas en la base Y 5
ortonormal (€, €,) que muestra la figura. 2
- 1
a) Calcula las coordenadas del vector AB. A A
. = X
b) Determina la norma del vector AB. -1 _q AEE

&

Solucién
a) Considerando los vectores OA y OB con coordenadas (2, 1) y (3, 3) respectivamente en la base
ortonormal (e}, &,).

Yy
Entonces se cumple que 2 C B
AB = OB — OA 1
. 08-0 e A |D
AB=(3,3)-(2,1) T Oolgr 2 37
-1 1
AB = (1, 2) = OC.

b) La norma de este vector se puede calcular aplicando el teorema de Pitdgoras al AABD, de modo que
IABI = V17 + 27 =5 .

Conclusién . .
Considerando en el plano los puntos E,(1, 0) y E,(0, 1) que definen los vectores €, = OE, y e, = OE,. Se tiene
que los vectores ¢, y €, forman una base ortonormal.

Dado un punto A(x, y) en el plano, se cumple que OA = (x, ) en la base (e}, &,), y que IICTAII =\Nx2+y? .

Si B(x', y') es otro punto, entonces se tiene que

EB>=€B_E)A=(x|_x’yI_y) yquel

IABI = V{x' =27+ () =317 .

Problemas —
1. Dados los puntos A y B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (é;, €,) definida
arriba.
a)A=(2,1);B=(3,1) b)A=(3,0);B=(1,2) c)A=(1,1);B=(0,2)
d) A= (01 1)1 B= (_21 1) e) A= (_ll _3)I B= (_1I _2) f) A= (11 _1)I B= (11 _1)

2. Considerando las coordenadas en la base (e}, ?2)29 un vector % = (2, 4) y un punto A = (1, 3), determina
las coordenadas de un punto B que cumpla que AB = .



1.7 Paralelismo

Problema inicial
t Considerando el vector % = (2, 3), determina el valor de x para que el vector U = (x, —9) sea paralelo a &

(@ 1)

Solucién
Se considera un numero real r que cumple: Dos vectores i y ¥ diferentes de 0 son
paralelos si existe un numero real r

(x,—9) =r(2, 3) que cumple i = U.
(xr _9) = (er 37')

{x=2r...(1)

—

—
UV=ru

Y entonces se debe cumplir que

—9=3r...(2)

Luego se resuelve la ecuacidn (2), y se tiene: r=(-9)+3=-3.
Finalmente se sustituye el valor de r en (1): x=2(-3)=-6.

Por lo tanto las coordenadas del vector U son (=6, —9).

Conclusion
- = q - - . o .
Dado un vector u = (x, ) # 0, se tiene que otro vector v es paralelo a u si existe un numero real r de modo

que U= (rx, ry).

Un vector u = (x, y) es distinto
del vector cero si x o y son dis-

Ademés, en una base ortonormal, para la norma del vector ¥ se cumple que | © - )
tintos de cero (ambos inclusive).

151 = N{rx)? + (ry)? = [rNa? + 7 = || 1zl

Para todo numero real r
se cumple que 7%= |7].

Ejemplo

Determina los vectores paralelos al vector & = (-3, 4) que tienen norma 15.

Si U es un vector paralelo a & se cumple que T = riZ, entonces:

171 = ||zl
15 = |[rN(=3)* +4*
15=5|r|
|r| =3
r=4+3,

por lo tanto los vectores son: 3% = 3(-3, 4) = (-9, 12) y =34 =-3(-3, 4) = (9, -12).

<
Problemasm

1. Calcula las coordenadas de U para que # y U sean paralelos.

a)u=(2,1),v=(x3) b)©=(3,1), U=(x,-3) c)u=(6,3),0=(2 % d)z=(2,4), 0= (-1, x)

2. Determina los vectores paralelos al vector & que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas
en una base ortonormal.

a) u = (4, 3), norma 10 b)u=(-3,-4),normal c)¥=(1,2), norma5 d) % =(2,2), norma 4

3. Encuentra las coordenadas del punto C de un paralelogramo ABCD, si se cumple que A=(1, 2),B=(3,5)

yD=(0,0).
®



1.8 Practica lo aprendido ~

1. Considerando los vectores en la cuadricula donde el lado de cada cuadrado es 1, responde:

a) éCuales vectores son iguales? n
b) ¢ Cudles vectores tienen la misma norma? &
c) éCudles vectores son unitarios?

d) ¢ Cuales vectores son ortogonales?

= e

&l

D]

Ly
a -

. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa la operacion de
cada literal.

Y R 3//7—>
a)a+b b)c-b = O
cad+b+c dd-b+7¢

. Dibuja en tu cuaderno los vectores de la cuadricula y determina el vector que representa cada literal.
A

— 1 —
a)4a b) ?b - C
3., R b
c)-3¢ d)-3a+b o
. Determina en términos de 2 y U'el vector resultante de cada expresion.
a)2u+v-3U-0 b) (3% —0) - (-2U-3%) c) —2(3% - 27) d) 2(-% + 30) - 3(& + 27)

. Considerando la base (a), a)D), determina las coordenadas de los vectores de cada literal.

J L
a) GC b) Gl ) Gh d) Gk S Y
P——_—
N N
B
. Determina las coordenadas de los siguientes vectores en la basef,)j_? \ \ \ \ \ \ \
) Oh o) OB GOR+0B  OA-08 Ay o
e) -20B f) 208 g) OA + 308 h)—20A— 308 o\ {)B\i O\

NAAAANAVAY

. Dados los puntos A y B, determina las coordenadas y la norma del vector AB en la base (E’l, E;).

a)A=(3,1);B=(4,2) b)A=(-2,1); B=(-3,2) c)A=(-1,-1); B=(-3,-2)

. Considerando Ias coordenadas de un vector % = (=2, 1) y un vector OA= (3,5). Determina las coordenadas
de un vector OB que cumpla que AB =17

. Calcula las coordenadas de U para que iy U'sean paralelos.
a)=(1,3),U=(x,12) b) &= (3,9), U= (x, -6)

10. Determina los vectores paralelos al vector % que tienen la norma indicada. Considera las coordenadas
en una base ortonormal.

a) =3, 2), norma 13 b) u = (-2, —4), norma 10

J

&



2.1 Proyeccion ortogonal

Problema inicial

~N

Para cada uno de los siguientes tridngulos determina el punto donde se interceptan la altura del vértice B
a la base AC.
a) B b) B ¢) B
C C A
c A A
\
Solucién
Trazando la altura de cada tridangulo y localizando el punto de intercepcion:
a) B b) B c) B
C A
C H A H
Conclusién

Dados dos vectores AB y A_é se define la proyeccion ortogonal de AB sobre A_C), por el vector ATI, y se
cumple que BH es ortogonal a AC.

B B
C= I:I A C= C= HA
H
Ejemplo
Determina la proyeccién ortogonal de % sobre U para cada caso.
a) b) c)
' 0]
< < H =
7 H 0 o v H

<
Problemasm

1. Grafica la proyeccién ortogonal de u sobre U para cada caso.

< -
U
a) - b) c) A
- - u u
U U R
0 > 5 U O
A
R
_

2. Grafica la proyeccién ortogonal de U sobre % para cada caso.

a) R b) )
u b
4_5)/
0

<l

©



2.2 Producto escalar de vectores paralelos

Definicion
Sean % y U dos vectores paralelos (colineales). Se denota el producto escalar de los vectores Zy U por i - U

y se define por: . . . .
7 = { IZIIIDl, si &y U tienen el mismo sentido.

IZIIDIl, si Z y U tienen diferente sentido.

-

CuandoZ=00T=0, se define % T =0.

Ejemplo 1 -
Las divisiones de la recta [ son regulares y el vector Ol es unitario, determina:
a) OA - OB b) OA - OC C o 1 A B
— — — 11—
c)IA-CB d) AB - AC
a) En este caso tzﬂto CT,&_g:om_o)CTé tienen el mismo b) En este caso E)Ay OC tienen diferente sentido,
sentido, OA - OB = [|OA|llIOB]| =2 x 4 = 8. A - OC=—[[OA[llIOC]l =—(2 x 3) = -6.
C o I A B C o | A B
— ! —fe——t—F—+—>+——+—
c) En este caso tanto 1A como CB tienen el mismo d) E_)est_e) asoA_)I)Bijgtienen diferente sentido,
sentido, IA- CB =[IIA[[lICBll=1x7=7. B - AC = —[|ABJIIIACI = —(2 x 5) = —-10.
1 (l: L L |O !—)’?‘ 1 \IB [ 1 (l:l 1 1 (I) ! "i‘ 1 \IB l
1 ] ] 1 1 1 1 1 gl | 1 = 1 1 1 1 1 1 |
Ejemplo 2 —
Sean Ay B dos puntos tales que AB = 4. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.
M A B A B M A M B
—tt—t—t—t—t—t—t>t— ——t—t—tt—t—t—t>—
AB - AM = —(4 x 4) =16 AB-AM =4x8=132 AB-AM=4x2=8
Ejemplo 3

Sean A y B dos puntos tales que AB = 4. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.

— —> — —>

a) AB-AM =8 b) A

B-AM =-12 c)AB-AM = 16 d)AB-AM =0
A M B M A B A B A B
——t>t—>— B D e s e e e —t—t—> ———>
. M M
Problemasm -
1. Las divisiones de la recta / son regulares, y el vector Ol es unitario, determina:
a)OA-0B  b)OA-0OC
C A O | B I
1

c)1A - CB d) AB - AC —t

2.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 2. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM. b) B es el punto medio de AM. c) M es el punto medio de AB.

3.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 6. Dibuja el punto M en la recta AB para cada literal.
a) AB - AM = 24 b) AB - AM = -3 c) AB - AM =-36 d)AB-AM =0

B



2.3 Producto escalar de vectores no paralelos (no colineales)

Problema inicial

Expresa el producto escalar del vector 0’con la proyeccion de % sobre el vector 7.
a) b) c)
-
u -
7 u
4—/
© T 7 0 35 o
\
Solucién
Se encuentra la proyeccién ortogonal de i sobre T.
a) b) c)
: N
< u
: u o
° T 5 0 H 7 H
> = iy - =110 > A0 =~
U+ OH = [[JIlIIOHII U+ OH =—[[TIlIIOHII U-OH=T-0=0

Definicion
- - 0z — - = ..
Sean u'y U dos vectores no paralelos, y sea u’ la proyeccion ortogonal de u sobre v y v’ la proyeccion
— — =, > _ 7 . - -
ortogonal de U'sobre #, entonces u’ - v = u - V. Se define el producto escalar de los vectores 'y U por:

-,

- o o, — -
U*v=u+v=u-v
B - - , - = —>
En el producto escalar se cumplen las siguientes propiedades para un nimero real ry tres vectores u, vy w:
- - =>nn= = ( h
1) u-u=Ilullzl = llzl? A
AOAH ~ AOBI,
por lo tanto, OB-OH = OA-OlI.

—

o = = =
4.. Luegou'-v=u-v

3 U-(V+w)=0-U+u-W0,(B+V)-W=u-W+0 W

4)7 - (r0) = (rid) - U= r(i* V) 0 I 3.8

N\ J
El producto escalar cumple que si dos vectores son ortogonales, entonces su producto escalar es 0y viceversa

(si el producto escalar de dos vectores diferentes de cero es 0 entonces los vectores son ortogonales).

Ejemplo
Sea ABC un tridngulo rectangulo en A, expresa los productos escalares: a) B
a) AC-BC=AC-AD b) CA-BC=CA-AC
=AC-AC =-AC’
=AC’ C A
c)BA-CB=BA-AB d)AB-CA =AA-CA
= —-AB’ -0-CA
Problemas.Z =0 b
1. Considerando un cuadrado ABCD de lado 4. Calcula los siguientes productos escalares.
a) AB - AC b) CD - AC c) AB - DA d) AB- CD e)CD-BO 0
A B
2. Teniendo el trapecio rectangulo ABCD, con AB=4, AD=2y CD = 3. D C
Calcula los siguientes productos escalares.
a)AB-CA  b)CD-AC c) DC - DA d)AB-CD
A_I B




2.4 Forma trigonométrica del producto escalar
Problema inicial

Puedes utilizar razones trigonométricas
a) N b) para calcular el producto escalar.
u
u
o 120° ) . .
60 N _ Lasrazones trigonométricas de angulos
L U v notables son:
S cos 60° = % cos 30° = g cos 45° = %
lucion o N2
olclo ., — N 5 sen60"=T3 sen30°=% sen45 ==
Se encuentra la proyeccién ortogonal u' de u sobre v.
a) b)
T U
o - — = 2 o o — —
v = @'l vl u-v=uv=—lu'l vl
-,
. _ Izl . il
Puesto que: cos 60° = —— cos 120° =— =,
[zl (7]
- - - -
entonces: lz'll = llzllcos 60° lz2'll = —llzllcos 120°,
por lo tanto % - T = 17'll IBIl = IZN[Tllcos 60° u U= lu'lYllcos 120°
=2x3x+=3 =2x3x(—l)=_3_
2 2
Conclusién
q - - - - —=nun=>
Considerando dos vectores uy U, se cumple que © * v = |[ulll[Ullcos a. -
A partir de la expresion 7 - U= || Il IUlicos a
es sencillo demostrar que - U=U" W.
N
o
= > >
U

A a se le llama dangulo formado
entre los vectores 1 y U.

S

Ejemplo

En los siguientes vectores se cumple que ||Z]l = 3, I[U]l = 2\/§y U - U=9. Determina el angulo formado entre
los vectores y U.

Se cumple que % * U= lZZllllvlicos (o es el dngulo entre ¥y U) entonces para calcular el dngulo entre Wy T:
9 = 3(2V3)cos a.

De la clase 1.1 de esta unidad
Luego cosa= 3. ﬁ.
6V3 2

se sabe que el angulo entre dos
Como 0° < a < 180°, entonces a = 30°.

vectores esta entre 0° y 180°.
p ‘
roblemas Z

1. Calcula el producto escalar de % y U, considerando que a es el dngulo formado entre ambos vectores

a) Izl =7, IVl = 4, a = 60° b) Izll =3, IIUll = 4, a = 30° ) 1l =2, IVl =22, o = 45°

2. Determina la medida del 4ngulo formado entre los vectores %/ y U para cada literal.
a)llill =2,V =4ya-v=4 b)lul=+3,Ivl=2yu-U=3

o) @l =~2, 10l =3y u-

v=-3

Calcula el producto escalar de los vectores % y U si se sabe que [IZZll = 2, U]l = 3 y el dngulo entre los vectores
es a=60°0120°

~N




2.5 Producto escalar de vectores en el plano cartesiano

Problema inicial — S S
t Considerando una base ortonormal (i, j), % = (x, ¥) y U = (x', y') dos vectores & = xi + yj, 0= x'i + y'J. Deter-
. - -
mina i - U.

Solucién oL L
W-U=(xt+y))  (x'i+yY)
= X7 * X7 + %7 - y‘]T)+ yf- X7+ yf- y'jq por propiedad 3,
= xx'(?-?) + xy'(?-J_'S + yx'(]T)- 3 +yy'(j_)-j_)) por propiedad 4,
= xx' 17117 + xy'(0) + yx'(0) + yy' Il porque_i), 750n ortogonales,
=xx'(1) +yy'(1) porque Zj_)son normales.
=xx' +yy'
Conclusién

Dados dos vectores = (x, y), U = (x', y') en una base ortonormal, se cumple que:

U-U=xx'+yy'.

Ejemplo

Determina el producto escalar de los vectores % = (3, 2), U = (1, 2) en una base ortonormal.
0'U=03%x1)+(2x2)
3+4

STRERSTRERS
1

SN

7

>
Problemasm

1. Determina el producto escalar de los vectores % - U en cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(4,1),V=(23) b)u=(-2,3),0=(-1,-2) c)u=(2,-3),0=(-3,-2)

2. Encuentra el valor de x que hace que los vectores iy U sean ortogonales. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(-3,1), U=(2, x) b) % =(1,0), U= (x,-2) Siel producto escalar de dos vectores
diferentes de cero es 0, entonces los

C) L7= (x’ 2)’ U= (_1’ x) d) ﬁ) _ (2' x)’ U= (x’ 5) vectores son ortogonales.

e)u=(2,1),0=(x3) flu=(2-x,3),v=(1,2+x) g)=(1-x %), 0=(3x,2x—1)

B 3. Determina la medida del dngulo formado entre los vectores de cada literal. Considera que las coordenadas
de los vectores estan en una base ortonormal.

a) L_Z: (4l 1)1 I_J): (21 3) b) ZZ = (_zl 3)1 U: (_1I _2) C) L_[: (21 _3)I 17= (_3I _2)
Aplica la forma en que se utilizd el

producto escalar en el ejemplo de la
clase anterior.



2.6 Practica lo aprendido

N

1. Grafica la proyeccién ortogonal de # sobre U para cada caso.
- c u
a) - b) 7 0 ) o__u
u v
o =
U
2. Grafica la proyeccién ortogonal de vU'sobre & para cada caso
7 -
0 =
v
3. Las divisiones de la recta [/ son regulares, y el vector Oles unitario, determina:
=) OA - OB b) A - OF —
4. Sean Ay B dos puntos tales que AB = 1. Calcula AB - AM para cada una de las siguientes condiciones.
a) A es el punto medio de BM b) B es el punto medio de AM c) M es el punto medio de AB

5.Sean Ay B dos puntos tales que AB = 3. Representa el punto M en la recta AB que cumpla las condiciones
de cada literal.

—_— —> — —>

a) AB-AM =2 b) AB - AM = —6 c)AB-AM =0

6. Considerando un cuadrado ABCD con centro O y lado 3. Calcula los siguientes productos escalares.

a)AD- CA b) CD - BC c)BD - AC D S C
A B
7. Calcula el producto escalar de  y U, considerando que o es el angulo formado entre ambos vectores.
a) Izl =6, IVl = 5, a = 60° b) Izl =3, VIl = 4, a = 150°

8. Determina la medida del angulo formado entre los vectores « y v para cada literal.
a) @l =5, 10l =6y&-T=15 b) il =3, Ivl=2yu-v=-3

9. Determina el producto escalar de los vectores % - U'en cada literal. Considera que las coordenadas de los
vectores estan en una base ortonormal.

a)=(2,-1),7=(-1,0) b) 1 =(-3,4),7=(-4,-2)

10. Encuentra el valor de x que hace que los vectores i/ y U sean ortogonales. Considera que las coordena-
das de los vectores estan en una base ortonormal.

a)u=(1-3x,2),0=(2,4+2x) b) % = (2 -3x, 2x), U = (2x, 3x + 2)

11. Determinala medida deldnguloformado entre los vectores de cada literal. Considera que las coordenadas
de los vectores estdn en una base ortonormal.

2) @ = (-5, 3), T = (6, -10) )= (2,33),7=(0,2)




3.1 Representacion geométrica de los nimeros complejos

Problema inicial
Considerando el nimero complejo z = 2 + 3i, representa en el plano cartesiano el vector Z = (2, 3) utilizando
como base los vectores ortonormales ¢, = (1, 0) y e, = (0, 1).

Solucién Y

3

2 _)/

E

ezl\

> X
-1 = 2 3

—? €

COncIusién

El plano cartesiano es una base de vectores ortonormales y las coordenadas de un punto A en el plano
equivalen a las coordenadas del vector OA en la base ortonormal (E)l, 32).

Un ndmero complejo z = a + bi, se puede representar en un £ i e
plano en donde la primera coordenada (eje x) es la parte real
(a) del numero z, y la segunda coordenada (eje y) es la parte b zz3a+bi
imaginaria (b) del nimero z.

El plano donde se ubican los nimeros complejos se conoce o) E 7 Eje real
como plano complejo. El eje horizontal se conoce como eje
real y el eje vertical se conoce como eje imaginario.

Se define el médulo del nimero complejo z = a + bi, como la norma del vector (a, b), y se denota por |z|,

es decir: |z| = Va2 + D2
Ejemplo
Determina el mddulo del nUmero z =2 + 3i.
|z] = V2% + 32
=413

b
Problemasm
1. Representa los siguientes nimeros complejos como puntos en el plano complejo y determina su maédulo.

a)z=2+31 b)z=-4-2i c)z=-1+2i

dz=3-1 e)z=4 f)z=-4i

2. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo.
a) = b) c)

Recuerda que el conjungado de un numero

3. Demuestra que |z]|*=zZ. . e .
complejoz=a+ biesz=a-— bi.



3.2 Operaciones con numeros complejos en el plano complejo

Problema inicial
Considerando los nimeros complejos z=2 + 2i y w = 1 — 41 representa los siguientes nimeros en el plano

complejo.

a)z b) w cw+z dw-z e) 2w
Solucién
a) Se representa el punto (2, 2). i z
b) Se representa el punto (1, —4). o i
c)w+z=1-4i + 2+ 2i =3 -2i, entonces se wre
representa el punto (3, -2).
d)w-2z=1-4i—-(2+2i) =-1- 61, entonces se w
representa el punto (-1, —6). w -z
e) 2w = 2(1 - 41) = 2 — 8i, entonces se representa
el punto (2, -8). 2w
Conclusién

Dados dos numeros complejos w = a + biy z = ¢ + di, se cumple que la suma de nimeros complejos w + z
equivale al nimero complejo representado por las coordenadas (a, b) + (¢, d).

Andlogamente, la resta de nimeros complejos w — z equivale al nUmero complejo representado por las
coordenadas (a, b) — (¢, d).

Y el nimero complejo que se representa en el plano por el vector (ra, rb) es rw.

Observar que las operaciones con nimeros complejos en el plano complejo se comportan como las opera-
ciones de vectores en el plano.

Ejemplo
Considerando w =2 + i, representa en el plano complejo los niUmeros: D w
a)w b) w c)—w d)-w i
O 1
0 w

>
Problemasm

1. Considerando los numeros complejos z=2 —iy w = 3 + 2i representa los siguientes niumeros en el plano

complejo.
a)z b) w w+z dw-z e)z—w
f) 2z g)—w h) z i)—w j)2w -3z

2. Utilizando los nimeros complejos graficados en la figura, representa los si- 4
guientes numeros complejos.
Aw+z b)w-=z z-w -
d)-w e)-z f)2w -z ol =




3.3 Forma trigonométrica de los numeros complejos™

Problema inicial

Utiliza razones trigonométricas para expresar el numero complejo representado por el
punto cuyo mdédulo es 2 y el angulo medido desde el eje real al segmento Oz es 60°.

Solucién

Un numero complejo z representado por el vector del plano, debe ser
expresado en la forma z = a + bi donde a es la coordenada del vector en
x,y b es la coordenada del vector en y.

De la definicién de seno y coseno se tiene que:

60°

ez @_2 oo b_0
cosGO—lZI 5 sen 60 ERE 0

Luego, a=2cos60°y b =2 sen60°.

Por lo tanto, el nimero complejo representado por este vector es 2cos 60° + (2sen 60°)i, que puede ser

expresado por:
z= 2(%)+2(§)i =1 +3i.
Conclusién
El angulo formado entre el eje real y el segmento Oz, tal que z es un nu-
mero complejo, se conoce como argumento del nimero complejo, y se
representa por arg(z). Si 0 es argumento de z, entonces todos los dngulos
de la forma 0 + 360°n son argumento del mismo niimero complejo z.

Para un nimero complejo z con médulo |z| y argumento 6, se cumple

<N

que: 0
z=]z|(cos O +1 sen 6).

>
Problemasu

v

1. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo y cuyo médulo es el que se indica.

a) |z| =2 b) |z| =2 c)|z| =3
/s }\21'100 i 1
30° 0 0
0 1 z
4

2. Determina el numero complejo z si su mdédulo y argumento es el que se indica en cada literal.

a)|z| =2,0=45° b) |z| =3,60=30° c)|z] =1,60=135°

©

d) |z| =2, 6 = 150°




3.4 Muultiplicacion de nimeros complejos en su forma trigonométrica

Problema inicial
Considerando dos nimeros complejos z = |z|(cos a + i sen ), y w = |w|(cos B + i sen B), determina zw. ]

Solucién
El teorema de adicion es:

sen(a + ) = sen a cos 3+ sen B cos a
cos(o + 3) = cos a cos B —sen asen B

zw = |z|(cos a+1sen a) x |w](cos B + 1 sen )
= |z| |w]|(cos a +isen a)(cos B + i sen B)
= |z| |w]|[(cos a cos B —sen asen B) + i (sen a cos 3 + sen B cos a)]
= |z| |w]|[cos(a + B) + i sen(a + B)] (aplicando el teorema de adicidn).

El nimero complejo que resulta tiene como mddulo la multiplicacion de los médulos, y su argumento es
igual a la suma de los argumentos de los dos complejos.

Conclusién
En la multiplicacion de dos nimeros complejos z = |z|(cosa + i sena) y A
w = |w](cosP + i senB) se cumple que el nimero complejo resultante /
tiene como mddulo la multiplicacién de los mddulos y el argumento es
la suma de los argumentos de los nimeros multiplicados. pw
DK
. LA /'z\ p
zw = |z| |w|[cos(a + B)+ i sen(a +[)] 0
5>
Ejemplo

Realiza la multiplicacidn zw si z = 2(cos 20° + i sen 20°) y w = 3(cos 10° + i sen 10°).
zw = 2(cos 20° + ¢ sen 20°) x 3(cos 10° + ¢ sen 10°)
=2 x 3 [cos(20° + 10°) + ¢ sen(20°+ 10°)]
= 6(cos 30° + 7 sen 30°)

P [
roblemas £
1. Determina el producto zw para cada literal.

a)z=cos 14° +isen 14°y w = 2(cos 16° + i sen 16°)

b) z=2(cos 40° + i sen 40°) y w = 5(cos 20° + i sen 20°)

c) z=3(cos 100° + i sen 100°) y w = 4(cos 50° + i sen 50°)

d) z=6(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 160° + i sen 160°

e) z=2(cos 208° + i sen 208°) y w = 2(cos 107° + i sen 107°)
f) z=3(cos 140° + i sen 40°) y w = 2(—cos 170° + i sen 10°)
g) z=5(cos 170° + i sen 10°) y w = 3(cos 70° + i sen 70°)

2. Grafica los numeros z, w y zw, para cada uno de los literales anteriores.



3.5 Division de numeros complejos en su forma trigonomeétrica

Problema inicial
Considerando w = 2(cos 40° + i sen 40°). Determina el valor de z que cumple que zw = 6(cos 60° + i sen 60°). J

Solucién
Tomando z = | z|(cos 6 + i sen 6), entonces:

zw = |z|(cos O + i sen 0) x 2(cos 40° + i sen 40°)
=2|z|[cos(40° + O) + i sen(40° + 6)],

ademas se sabe que zw = 6(cos 60° + i sen 60°),

luego: 2|z| =6
40° + 6 = 60° + 360°n2 con . un numero entero.

Por lo tanto, z = % [cos(60° —40°) + i sen(60° — 40°)] = 3(cos 20° + i sen 20°).

Conclusién

En la division de 2 nimeros complejos z = |z|(cos a + i sen ),

y w = |w|(cos B + i sen B) se cumple que el nimero complejo %

resultante tiene como mddulo la division de los mddulos y /

el argumento es igual al argumento del dividendo menos el 0

argumento del divisor. >€
z_lz ; ik 2\ NP
o] I[cos(O(—B)+ i sen(a—B)] A x_é \

Como caso especial, se tiene que % = I_;I [cos(— B) + i sen(—B)]. 0

Ejemplo
Realiza la divisién i si z=4(cos 50° + i sen 50°) y w = cos 20° + i sen 20°.

= 4(cos 50° + i sen 50°) + (cos 20° + i sen 20°)

% [cos(50° — 20°) + ¢ sen(50° — 20°)]

4
w

4(cos 30° + i sen 30°)
4

=2v3+2i

b
Problemasm
1. Determina el cociente i para cada literal.

a)z=cos42°+1sen42°y w =2(cos 12° + i sen 12°)

b) z=10(cos 40° + i sen 40°) y w = 2[cos (-20°) + i sen (—20°)]
c) z=5(cos 110° + i sen 110°) y w = cos 170° + i sen 170°
d)z=1y w=cos 60°+1i sen 60°

e) z=3(cos 207° + 1 sen 207°) y w = 3(cos 117° + i sen 117°)
f) z=3(cos 110° + i sen 70°) y w = 2(cos 20° + i sen 20°)

g) z=6(—cos 10° + i sen 10°) y w = 2(cos 80° + i sen 80°)

. P z . .
2. Grafica los numeros z, wy -+ para cada uno de los literales anteriores.

©



3.6 Formula de Moivre

Problema inicial
; _ o s ° : 2 2 n
L Considerando z = 2(cos 15° + i sen 15°) determina 2’ y z™%. (Se define z”=(%)]_]
N
Solucién v
2?2 =[2(cos 15° + 1 sen 15°)][2(cos 15° + i sen 15°)] z?= (Z)

= 2?[cos(15° + 15°) + ¢ sen(15° + 15°)]
= 4(cos 30° + ¢ sen 30°)

- 4(§ +%i) = ( ) [cos(—15° —15°) + 1 sen(—15° — 15°)]
=23 +2] :%[os(3o°)+zsen(30)]
1(V3 1
= 2(7‘ —Z)
- 8
En general

Se cumple que dado un nimero complejo z = | z|(cos 8 + i sen 6):

22 =|z|?*(cos 20 + i sen 20).

Y para un nimero entero n se cumple que:

2" = |z|"(cos nO + i sen nb).

Esta expresidon para la potencia n-ésima de un nimero complejo se conoce como formula de Moivre.

Ejemplo
Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo z que hace cierta laigualdad 2> =1

Considerando z = | z|(cos 6 + i sen 6) con 0° < 6 < 360°,
entonces 23 = | z|3(cos 30 + i sen 36) = 1(cos 0° + i sen 0°).

De lo cual se deduce que |z|3=1, y por lo tanto |z]| =

Ademads como 36 = 360° x n (n: nimero entero) y 0° < 6 < 360°, 36 = 0°, 36 = 360° 0 360 = 720°, de lo cual
se tendra que 0 =0°, 0 = 120° 0 6 = 240°.

Por lo tanto, los valores de z que cumplen que z*=1son z, = cos 0° + i sen 0°,
2,=¢0s 120° + 1 sen 120°, z, = cos 240° + i sen 240°; que se pueden expresar
2
como:
B _ 1 N3. 1 A3 120°
2=l =5+ L2555 - 240°8N\
21
Observa que el tridngulo que forman z,, 2,y z; es un
triangulo equilatero. Puedes comprobarlo calculan-
do las longitudes de los lados de este.
Problemasm
1. Para el nimero complejo z = 2(cos 15° + isen 15°). Determina:
a) z? b) 23 c) z* d) 28 e) 28

2. Para el nimero complejo w = 3(cos 20° + isen 20°), determina w.
3. Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo z que hace cierta la igualdad z* =1

4. Encuentra el valor (o valores) del nimero complejo w que hace cierta la igualdad w°® = 1.



3.7 Practica lo aprendido ~

1. Representa los siguientes nimeros complejos en el plano complejo y determina su médulo.

a)z=-1+31 b)z=-2i c)z=-3

2. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo.

a) b) <)

3. Considerando los nimeros complejos z =1 - 21y w = -2 + 2i representa los siguientes nimeros en el
plano complejo.

a)z+w b)w-=z z-w d) -3z e)w f)—w + 2z

4. Expresa el nimero complejo representado en cada plano complejo.
a) |z =1 b) |z] =3 c)lz| =3

B )
. S J5¢
(0]

5. Determina el nUmero complejo que tiene mddulo y argumento que indica cada literal.
a) |z| =4, 0=60° b) |z]| =1, 6 =45° c) |z] =2, 0 =300° d) |z] =3, 60 =180°

6. Determina el producto zw para cada literal.
a) z=3(cos 23° +isen 23°) y w = 4(cos 37° + i sen 37°)
b) z=2(cos 41° + isen 41°) y w = 5[cos(-11°) + i sen(—11°)]
c) z = 3(cos 200° — isen 160°) y w = 2(cos 20° — i sen 20°)

7. Para el nimero complejo z = cos 10° + i sen 10°. Determina:
a) 2} b) z° c)2°

8. Para el numero complejo w = 2(cos 9° + isen 9°). Determina w™.

9. Determina el cociente i para cada literal:
a) z=cos 25° +isen 25° y w = 3[cos(—35°) + 1sen(—35°)]
b) z=6(cos 21° + isen 21°) y w = 3(cos 9° — i sen 9°)
\_ c) z=2(cos 115° + isen 65°) y w = 2(cos 5° — isen 5°)




3.8 Problemas de la unidad ~

En los problemas del 1 al 4, determina la respuesta correcta.

- 1 =
1. El vector que resulta de sumar los vectores a'+ b + c'es:

b
- - a)
a)2a b) 2b )0 d) 2¢’ e)-2¢
%
c
2. El vector que resulta de la operacion }7+ cT—?es: N
R q
— - — — P
a)2p b) 2r )0 d) 2q e)-2r
%
r
ﬁ
3. La norma del vector @+ b + € si llall = 3, 11Dl = 2 ylicl =4 es: N
. b
a)2 b) 4 c)6 d)9 e)0 a
%
c
4. Determina la expresion con los vectores a'y b cuyo resultado sea el vector x. N
- b
a
2)2a+b b)T+b ¢)—(@+D) da-b
q
X

5. Sean los vectores &2'= (2, 1), U'= (1, 4) y w = (5, 6), verifica que Zy U forman una base vectorial y escribe
las coordenadas de w respecto a esta base.

6. Dado el vector u = (2, 6) en la base (Ez, E;), determina las coordenadas del punto medio del vector .

7. Considerando el triangulo ABC, y siendo | el punto medio de ACvy J el punto medio de BC, demuestra que
—>
1J == AB.
2 C

A B
8. Considerando los puntos Py Q que cumplen:
—> —> —>
AP =2AB + 3AC Utiliza lo aprendido en la clase 1.3.
—> —> —>
AQ=3AB +2AC
ﬁ

ﬁ
Demuestra que PQ es paralelo al vector BC.

—C>—)—)—>—> — - —>

9. Sea ABCD un rectangulo tal que: AB =ay BC = b. Expresa A_B) -AC, AD-AC,AD-BC,AB-CD,AB-C
—_ > > —>
BC:- DIy AB - IA con los valoresavy b.

A D

~




3.9 Problemas de la unidad

1. Considera un cuadrado ABCD de lado 1y sea | el punto medio de CD. Determina la medida del dngulo x.

A D
- o
Expresa Al * AC como suma de vectores
| que faciliten el cédlculo. Utiliza la forma
trigonométrica del producto escalar.
B C

2. En la siguiente figura, ABCD es un rectdngulo tal que AB =2y AD = 4.

A D

B [ C

a) Determina la longitud de AJ y DI, siJ e | son puntos medios de los lados BC y AB respectivamente.
E b) Determina la medida del dngulo x.

— . -
3. Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector u es orto-
gonal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

4. Considerando los vectore_s)a& =(1,4)y 53) = (3, 2) determina las coordenadas del vectora) siles el
punto medio del vector AB.

5. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimero complejos.

a) (i—1)2 b) (1 +1i)® Utiliza la forma trigonométrica de un
numero complejo.

6. Determina el resultado de las siguientes operaciones con nimeros complejos.

a)(i-1)(1-1) b)

1-1
1+3 Utiliza la forma trigonométrica de un

numero complejo.

7. Calcula las siguientes cantidades.

. . 2-3; *\20
a) I(i+1)(2-)l b) | 455+ o) {1+
8. Demuestra que para 2 numeros complejos z y w se cumple que:
lz+w|*+ |z—w|*=2(|z]*+ |w]|?) Utiliza |z|*= 2Z y que
Zrtw=z+Ww.
\_ J




4.1 Practica en GeoGebra: conceptos basicos sobre vectores

Para esta practica se utilizaran las herramientas que posee GeoGebra para trabajar con vectores, desde
la forma como se representan, hasta las operaciones y aplicaciones que se pueden hacer con estas
herramientas para resolver problemas y verificar respuestas. Para ello sigue los pasos indicados en la parte
de Practica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que esta al final de esta practica.

» Vista Algebraica = X | » Vista Grafica

Practica Vector .
Conceptos de vectores en GeoGebra. ® il (i)

1. Grafica en la referencia ortonormal el vector @ = (1, 2),

digitando en la barra de entrada u = (1, 2). En GeoGebra, si

se digita la letra en mayuscula grafica un punto y si se digita u

en minuscula, grafica un vector.

2. Grafica el vector v = (3, 1), escribiendov =(3,1). > VisaAgetraica = X[> Vista Grafica

Vector

oD 3

3. Realiza la suma de vectores 7 + Ui para ello digita *v= G)
en la barra de entrada u + v. En la Vista Grafica "o w= (%) . ]
se observara el vector resultante y en la Vista
Algebraica sus coordenadas. :

I

. . - - —> - oy
4. Realiza las operaciones © — v, v+ u, utilizando la
barra de entrada, tal como en el numeral 3.

5. También es posible calcular > vistaAigebraica = X/|» vista Grafica
el producto por escalar, por = Ve

_ (4
ejemplo, para determinar el - <s>
vector 41, se puede escribir °b= (:g)
en la barra de entrada 4u, o ’
con numeros negativos, por eun= (2)

. —
ejemplo —2v. A G)

6. Verifica en GeoGebra las respuestas a los problemas planteados, y corrobora si estan correctos.

N /
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Uso de comandos para vectores en GeoGebra.

» Vista Grafica

<

> Vista Algebraica
Punto
@ A=(2,4)
1. Grafica dos puntos con coolglenadas A=(2,4)yB=(3,2). 3862 ‘ A
Para representar el vector AB, digitar en la barrade entrada o u-= (_;)
el comando vector (A, B). s ¢
X - B
2. Grafica el vector CD con los puntos C = (1, 2) y D = (3,0) :
utilizando el procedimiento del numeral 1.

—> —>

3. Es posible calcular el producto escalar de los vectores AB y CD, digitando “u v” o utilizando el comando

ProductoEscalar(u, v) en la barra de entrada. En la Vista Algebraica aparece el valor del producto escalar
guardado en la variable a.

> Vista i X |» vista Grafica
Namero
a=6
Punto A
@ A=(2,4)
® B=(3,2)
~® C=(1,2)
® D=(3,0) u
Vector

)
ey |

w

. —> o e / .
4. Grafica el vector w'= (-1, —1), y utiliza el comando Angulo(w, v) el cual dard como resultado el dngulo de
los vectores en la Vista Algebraica guardados en una variable a.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

- —> 3 LT NS
5. Del numeral 4 se sabe que los vectores vy w son LBl #0000 4005 4

» Vista Algebraica %[> Vista Grafica

Nomero

perpendiculares, verifica este resultado utilizando "% J s

b=0
Punto

el comando de producto escalar en la barra de ;42
entrada. Al finalizar se obtendran los siguientes :2:%°
resultados en GeoGebra. o= () | 3

.
a
[

g

Entrada:

Actividades
Verifica los resultados de los problemas de la unidad que se pueden constatar con GeoGebra, analiza cada
casoy utilizala herramienta mas conveniente. Corrige los problemas que no fueron resueltos correctamente.

\_ J
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4.2 Practica en GeoGebra: resolucidon de problemas

Para esta practica se utilizardn las herramientas aprendidas en la clase anterior para solucionar algunos
problemas de la clase 3.9 de los problemas de la unidad. Para ello, sigue los pasos indicados en la parte de
Practica. Luego trabaja en GeoGebra la parte Actividades que esta al final de esta practica.

Practica DE%Y :EEEANDD
Resolucion del problema 2 de la clase 3.9. YT T a—
[P yrrira ’
Punto
1. Grafica los puntos A = (0, 2), B = (0, 0), C = (4, 0) sl
y D = (4, 2), luego utiliza el boton de Poligono y }35{:?’ i . 2
grafica el rectangulo indicado. o -
® d=4
2. Luego grafica el punto medio de AB y de BC, ' ‘
utilizando el boton de Punto medio. Traza los os
segmentos DI y AJ como lo muestra la figura de - __ 2
abajo. i
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
. T~l|IT o|llla=
RS> oo 4N =) 4
» Vista Algebraica X'1» Vista Grafica
~ Cuadrilatero " |
el =8
~ Punto
® A=(0,2) -
~® B=(0,0)
® Cc=(4,0)
® D=(4,2) A i D
® 1=(0,1)
~® J=(2,0) ‘ —
- Segmento /
@ a=2 15
® b=4 //Q ‘
~@® c=2
®d=4 L g r , c
~@ £=283 |
® g=412 ‘
05
B J ‘ ¢
-05 0 0.5 1 115 25 3 35 4.

3. Utilizando los comandos para determinar el vector comprendido entre dos puntos, grafica los vectores

- =
AlyID.
A D
/
/
= //
/
10/ J
|
— 0.5
B J (@]
)5 0 05 1 115 2 2ls 35 4
\ - nR. L J
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4. Utilizando el comando Angulo(u, v) calcula el dngulo entre los vectores  y U.

5. Para verificar la medida de este angulo, grafica el punto que se encuentra en la interseccién de los
segmentos AJ e ID, y utiliza la opcién de medir angulo, para medir el angulo JED. Verifica que ambos
angulos tienen igual medida.

Z

a=59.04° |

0:5

_n&

6. Finalmente puedes corroborar si fue resuelto correctamente el problema, contrastando tu respuesta de
tu cuaderno.

Actividades
e Realiza una construccion que permita resolver el problema 1, 3 y 4 de la clase 3.9 sobre problemas de
la unidad, luego verifica que lo resolviste correctamente comparando tu respuesta con la obtenida en

GeoGebra.

e Considerando un cuadrado ABCD de lado 1, siendo | el punto medio de BC. Determina la medida del angulo x.

A D

B C

— . -
e Sea u = (a, b) un vector diferente de cero, en una base ortonormal. Demuestra que el vector 1/ es ortogo-
nal a los vectores de la forma (rb, —ra) para cualquier nimero real r diferente de cero.

—
e Considerando los \E)ctores CYA) =(1,4)y O—B)= (3, 2) determina las coordenadas del vector Ol si | es el punto
medio del vector AB.

\_ J
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