Unidad 1. Ecuaciones

Competencia de la unidad

Resolver ecuaciones bicuadraticas, radicales, racionales y sistemas de ecuaciones lineales y cuadraticas,
utilizando herramientas de resolucion de ecuaciones lineales y cuadraticas para aplicarlo en problemas
algebraicos.
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Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases

1 1. Ecuaciones bicuadraticas, parte 1
1 2. Ecuaciones bicuadraticas, parte 2
1 3. Ecuaciones radicales, parte 1
1 4. Ecuaciones radicales, parte 2

1. Ecuaciones y sistemas de 1 5. Ecuaciones radicales, parte 3
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1 7. Ecuaciones racionales
1 8. Sistemas de ecuaciones
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10 horas clase + prueba de la unidad 1
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Puntos esenciales de la leccion

Leccion 1: Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

Se resuelven ecuaciones bicuadraticas y se establece el nimero de soluciones reales e imaginarias que tienen.
Luego se resuelven ecuaciones radicales; en este tipo de ecuaciones no se admiten soluciones complejas. Se
establece el método de resolucion de ecuaciones racionales, multiplicando por el minimo comun multiplo de los
denominadores para convertirlas a ecuaciones polinomiales. Se finaliza la unidad con la resolucion de sistemas
de ecuaciones con dos incdgnitas, donde una de ellas es lineal y la otra es de grado dos en una de las variables.

e Sugerencia metodolégica



Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

1.1 Ecuaciones bicuadraticas, parte 1

Problema inicial
Resuelve la ecuacion x* — 25x% + 144 = 0, haciendo los siguientes pasos:
1. Realiza el cambio de variable y = x2.
2. Resuelve la ecuacion de grado dos que resulta en 1.
3. Encuentra las soluciones de la ecuacion original.

Solucién
1. Si se observa la ecuacién, puede escribirse como (x?)? — 25(x?) + 144 = 0, por lo que al hacer el cambio de
variable y = x* se tiene
(x?)*—25(x?) + 144 = y> - 25y + 144 = 0.

2. Se puede resolver esta ecuacion cuadratica factorizando, por lo que se buscan dos nimeros que multi-
plicados den 144 y sumados den —25,
y2—25y + 144 = (y — 16)(y — 9) = 0.
De aqui se tiene que y — 16 =0 o bien y —9 = 0. Es decir, y = 16 o bien y =9.

3.De 1setiene quey =x?yde 2 se sabe quey =16 0y =9. Entonces
x*=16 = x=t4o0bienx’*=9 = x=+3.
Por lo tanto, las soluciones de x* —25x?> + 144=0sonx=—-4,-3, 3, 4.

Definicién
Las ecuaciones de la forma Ax* + Bx?+ C =0, donde A es distinto de cero, se llaman ecuaciones bicuadraticas.
Las ecuaciones bicuadraticas pueden resolverse haciendo el cambio de variable y = x? y resolviendo la

ecuacion cuadrdtica que resulta. Las ecuaciones bicuadrdticas tienen cuatro soluciones, ya sean todas
reales, todas imaginarias o dos reales y dos imaginarias.

Ejemplo
Determina todas las soluciones complejas de la ecuacién x*—24x*—-25=0.

Al hacer el cambio de variable y = &2, la ecuacion resultante es y? — 24y — 25 = 0. Al factorizar se tiene

2 — = - + =0U.
yi-24y =25 (y 25)(‘y 1) 0 DelaUnidad 2 dePrimer

Luego, y—25=00bieny+1=0. afio de bachillerato se
eSiy—25=0entoncesy=25 = x?=25 = x=%5. sabe que ]
eSiy+1l=0entoncesy=—1= x*=-1=> x==1. V-1=i

Por lo tanto, las soluciones de x* —24x>—25=0sonx=-5, 5, i, —i.

Problemas /
Resuelve:
a)x*—5x*+4=0 b) x*-13x2+36=0
) x*—29x2+100=0 d)x*—8x2-9=0
e)x*+5x*+4=0 fyx*+4x*+3=0

@



Indicador de logro

1.1 Resuelve ecuaciones bicuadraticas de la forma x* + Bx?> + C=0.

Proposito

Resolver ecuaciones de la forma x* + Bx>+ C =0,
realizando el cambio de variable y = x2. Observar
que el coeficiente de x* sera siempre 1 en esta cla-
se.

Se resuelve un tipo particular de ecuaciones, de
la forma x* + Bx? + C =0, donde B y C son numeros
enteros, y al menos uno distinto de cero. Se resuel-
ven utilizando la factorizacion.

Solucion de problemas:
a) Haciendo y = x? se tiene que x* —5x? + 4 = y>— 5y + 4 = 0. Al factorizar, se obtiene:
y*=5y+4=(y-4)(y-1)=0.
Luego,y—4=00bieny—-1=0.

eSiy—4=0entoncesy=4 = x’=4 = x=%2.
eSiy—1=0entoncesy=1= x?=1= x=%1.

Por lo tanto, las soluciones de x*—5x*+4=0sonx=-2,2,-1, 1.
b) x* — 13x?+ 36 = y*— 13y + 36 = 0. Al factorizar, se obtiene:
y2-13y+36=(y—-9)(y—4)=0.

eSiy—9=0entoncesy=9 = x*=9 = x=1%3.
eSiy—4=0entoncesy=4 = x’=4 = x=1%2.

Por lo tanto, las soluciones de x*— 13x?+ 36 =0sonx=-3, 3,2, 2.

c) x*—29x*+ 100 =y>-29y +100=0 d) x*-8x?-9=y"-8y-9=0
= y>-29y +100=(y—-25)(y—-4)=0. = y*-8y-9=(y-9)(y+1)=0.
eSiy—25=0= x?=25 = x=15. eSiy—-9=0=> x’=9 = x=1%3.
*Siy—-4=0=> x’=4 > x=%2. eSiy+1=0=> x*’=-1=> x=+%1.
Por lo tanto, las soluciones son x=-5, 5, -2, 2. Por lo tanto, las soluciones son x =—3, 3, -, i.
e)x*+5x°+4=y>+5y+4=0 f)x*+4x>+3=y*+4y+3=0
= y*+5y+4=(y+1)(y+4)=0. = y'+4y+3=(y+3)(y+1)=0.
*Siy+1=0= x?=-1> x=+%1i. *Siy+3=0= x*=-3 = x=+31L
eSiy+4=0=> x*=—4 = x=1%2i. *eSiy+1=0=> x’=-1= x=%1.
Por lo tanto, las soluciones son x =—1, 1, —21, 21. Por lo tanto, las soluciones son x = —/3i,/3i, =i, i.
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1.2 Ecuaciones bicuadraticas, parte 2

Problema inicial

Resuelve la ecuacion 2x* — 15x% +27 =0.

Solucién

Al hacer el cambio de variable y = x? resulta 2y* — 15y + 27 = 0. Al resolver la ecuacidén por factorizacidn, se
obtiene con el método de la tijera que 2y*— 15y + 27 = (2y —-9)(y—3) =0.

De aqui resulta

5 5 2y2—15y +27
*2y-9=0=y=3.Es decir,x2=3 2y -9 -9y
3 3V2 ><
—3 =t —==4+— Y —3—»—6y
*EET 2 _— _—
2y? 27 15y
ey—3=0 =y=3.Esdecir,x*=3
=>x=%3

Por lo tanto, las soluciones de 2x* — 15x? + 27 =0 son x = — 3\25, 3\25, - \B_, \3.
Conclusion
Una expresion de la forma Ax* + Bx? + C puede factorizarse en la forma (ax? + b)(cx? + d) mediante el mé-

todo de la tijera. Con este recurso puede evitarse el cambio de variable y = x? para resolver las ecuaciones
bicuadraticas.

Ejemplo

Resuelve la ecuacién 2x* + 33x* + 16 = 0.

Al factorizar 2x* + 33x? + 16 con el método de la tijera se obtiene
2x* +33x2+ 16 = (262 + 1)(x* + 16) = 0.
De aqui resulta

e 2x2+1=0 > x2=—%. Es decir,

I+

X =

1l
I+

w[S Sl

e x’+16 = x*=-16. Esdecir, x =+ 41

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion 2x* + 33x* + 16 =0 son x = — V%i, %, —41, 41.

>
Problemas,

Resuelve:
a)4x*-5x*+1=0 b)36x*-13x*+1=0
c)9x*—40x*+16=0 d)9x*+5x*-4=0
e)8x*—x*-7=0 f)3x*+4x*+1=0

22




Indicador de logro

1.2 Resuelve ecuaciones bicuadraticas de la forma Ax* + Bx?> + C = 0.

teros, A distinto de cero y B o C distinto de cero.

Se continua con la resolucién de las ecuaciones bicuadraticas de la forma Ax*+ Bx?>+ C=0, con A, B, C en-

Proposito

de variable que se hizo en la clase anterior.

Resolver ecuaciones de la forma Ax* + Bx? + C = 0. En esta clase, el coeficiente del término de mayor grado
es distinto de 1. En esta ocasion, se resuelven las ecuaciones de manera directa, es decir, sin realizar el cambio

Solucidn de problemas:

a)4x*-5x*+1=0 = (4x*-1)(x*-1)=0.

Entonces,

5 _ ,_ 1 1
e 4x°—1=0> x —Z:x—i?
ex?-1=0=> x’=1=>x=¢%1.

. 11
Por lo tanto, las soluciones son x = 55 -1, 1.

c)9x*—40x*+16=0 = (9x*—4)(x*—-4)=0.
Entonces,

o x?—-4=0> x’=4>x=1%2.

. 2
Por lo tanto, las soluciones son x = —%, 3~ 2, 2.

e)8x*—x?-7=0= (8x*+7)(x*-1)=0.
Entonces,

e 8x2+7=0= xzz—%:xm:@i.

ex?-1=0=> x’=1=>x=%1.

Por lo tanto, las soluciones son x = —
-1,1.

=[5
E
=[5

E

b) 36x*-13x>+1=0 = (9x?-1)(4x*—-1)=0.
Entonces,

e 9x’—1=0 > x?=

d)9x*+5x2—4=0 = (9x2—-4)(x*+1)=0.
Entonces,
*9x’-4=0=> x2=%:>x=i%.

ex’+1=0> x’=-1>x==1.

Por lo tanto, las soluciones son x = —

w|n

2 ..
I?f_l’l i

f)3x*+4x?+1=0 = (3x*+1)(x*+1)=0.
Entonces

*3x’+1=0 > x2=—%=>x=i§i.

ex?+1=0> x*’=—-1=>x=%1.

\3
3

L

. 3.
Por lo tanto, las soluciones son x = — % Z,

-1, 1.
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1.3 Ecuaciones radicales, parte 1

Problema inicial

Resuelve la ecuaciénx—3 = 5.

Solucién
Para resolver una ecuacién de esta forma, donde aparecen radicales, se despeja el radical para luego elevar
al cuadrado.

Jx-3=5
\Nx=5+3 sedespeja el radical,
(\/3_6)2 =82  seelevaal cuadrado,
x = 64.
Al comprobar la solucién, se tiene que V64 —3 = 8 — 3 = 5. Luego, x = 64 satisface la ecuacién original, por
lo tanto, x = 64 es la solucidn.
Definicion

Una ecuacion radical es aquella donde la incognita o incdgnitas aparecen bajo el signo radical.

Una ecuacién radical puede convertirse a una ecuacion donde no aparezcan radicales, despejando el radi-
cal y elevando al cuadrado.

Al haber resuelto la ecuacion radical, hay que comprobar que los valores encontrados satisfacen la ecua-
cién, sustituyéndolos en la ecuacion original y comprobando la igualdad.

No se consideraran como soluciones aquellos valores que al comprobarlos en la ecuacidn original resulten
numeros complejos.

Ejemplo

Resuelve 24/2x+1-6=0.

Al despejar el radical y elevar al cuadrado se obtiene

2\2x+1-6=0
2\2x+1=6
\2x+1=3 sedespeja el radical,
2x+1=9 se obtiene una ecuacidn lineal la cual hay que resolver,
2x=8
x=4.

Al comprobar la solucién se tiene: 24/2(4)+ 1 -6 =2V9-6=2(3)-6=6—6 = 0. Por lo tanto, x = 4 es la
solucién de la ecuacién.

*
Problemasu

Resuelve las ecuaciones radicales.

a)Vx+3=4 b) Vx—-8=2
c)5-3x+1=0 d) 5+3x=8
e)7-x+2=3 f) Vx+3=+5x-1

®
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Indicador de logro

1.3 Calcula soluciones de ecuaciones radicales que pueden reducirse a ecuaciones lineales.

Se tiene un primer encuentro con la resolucién de ecuaciones que contienen radicales, a las cuales se les
llama ecuaciones radicales.

Las ecuaciones a resolver solo tienen radicales con indice 2, ya que las propiedades de potencias mayor
que 2 se trabajan hasta la unidad 4.

_ J

Proposito

Resolver ecuaciones radicales de indice 2, que se reducen a ecuaciones lineales sencillas. J

Solucidn de problemas:

a)Vx+3=4 = x+3=16 > x=13.

Al comprobar, se tiene que V13 +3 =16 =4. /
Por lo tanto, x = 13 es la solucidn.

b)Vx-8=2 > x-8=4 = x=12.
Al comprobar, se tiene que V12 —8 =4 = 2. \/
Por lo tanto, x = 12 es la solucién.

¢)5-V3x+1=0=>+V3x+1=5= 3x+1=25 = x=8.
Al comprobar, se tiene que 5-V3(8) +1=5-25=0.+/

Por lo tanto, x = 8 es la solucidn.

d) 5+3Vx=8 = 3\Vx=3 2>x=1=> x=1.
Al comprobar, se tiene que5+3\/1=8. \/

Por lo tanto, x = 1 es la solucidn.

e)7-Vx+2=3=2>Vx+2=4=> x+2=16 = x=14.
Al comprobar, se tiene que 7—V14+2=7-16=3. ./
Por lo tanto, x = 14 es la solucién.

f)vx+3=v5x—1=> x+3=5x-1= 4x=4 = x=1.
Al comprobar, se tiene que V1 +3 =v4=2=+/5(1) - 1. \/

Por lo tanto, x = 1 es la solucidn.

@ Sugerencia metodolégica



1.4 Ecuaciones radicales, parte 2

Problema inicial
Resuelve las siguientes ecuaciones

a) V4x’-15-2x=-1 b) Va2 +6x—-2x=x
Solucién
a) De la misma forma que en la clase anterior, se despeja el radical y luego se eleva al cuadrado.
\V4x*—-15-2x=-1
V4x*—15=2x-1

4x>-15=4x*—-4x+1 elevando al cuadrado y desarrollando,
42 —15= 4 —4x+ 1
4x =16
x=4.
Se comprueba que 4 sea solucion de la ecuacidn sustituyendo en la ecuacion original

\4(4)2-15-2(4)= V64 -15-8=/49-8=7-8=-1
Por lo tanto, x =4 es solucién de la ecuacionV4x*— 15 -2x=-1.

b) Esta ecuacién tiene dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos.
N2+ 6x—V2x=x
(Vo + 6= (x +32x)’

X2+ 6x=x%+2x\2x + 2x  desarrollando el binomio al cuadrado,
K+ 6x —2x = ¥ + 2x\2x
2
(4x)2 = (Zx\/ﬂ) Es recomendable no dividir

16x?% = 4x%(2x) entre 4x? ya que no se sabe
16x2 — 4x2(2x) =0 si puede ser cero.
4x*(4 —2x) = 0.

De aqui se tiene que 4x>=0 = x=0,0bien4-2x=0 = x = 2. Comprobando ambos valores en la
ecuacion original,

; v
x=0: 07 +6(0)- V200050 = 0=0 / x=2:\27+6(2) - \2(2) £ 2
> Va+ 1242
=  4-29
= 2=2/
Luego, x =0y x = 2 son las soluciones de la ecuacién Vx? + 6x —\2x = x.
Conclusién
Al resolver ecuaciones radicales pueden resultar ecuaciones de grado mayor a 1 que pueden resolverse

mediante factorizacion o mediante la formula general, cuando la ecuacién resultante es una cuadratica que
no pueda resolverse por factorizacion.

>
Problemasm

Resuelve las ecuaciones radicales.

aA)x+2=\x*+1 b)3V2x—-1=3x
c)\V3x+1-VAx+5=-1 d)Vx+7+\Vx-1-24x+2=0
e)V3x—11++3x=12x-23 f) Vox-8-+4x+1=v\x-3

@




Indicador de logro

1.4 Resuelve ecuaciones radicales que pueden reducirse a ecuaciones lineales o cuadraticas.

mente, el indice del radical siempre es 2.

Se resuelven ecuaciones radicales que se reducen a ecuaciones lineales o ecuaciones cuadraticas. Nueva-

Propésito

sario elevar al cuadrado dos veces.

Continuar con la resolucion de ecuaciones radicales, en esta ocasion se aborda el caso en el cual es nece-

Solucién de problemas:

Las siguientes soluciones no tienen comprobacién, sin embargo, el estudiante debera hacerlo.

a)x+2=\Vx’+1 > ¥+4x+4=x"+1> 4x=-3 > x=—-.

3
4

b)3V2x—-1=3x =2 V2x-1=x = 2x-1=x*= x*-2x+1=0= (x-1)?’=0=> x-1=0= x=1.

c) V3x+1-+V4x+5=-1
V3x+1=-1++4x+5
3x+1=1-2V4x+5+4x+5
2V4x+5=x+5
4(4x +5)=x*+10x + 25
xX’—6x+5=0
(x-5)(x-1)=0

Entonces, x=50x=1.

e) V3x—11++3x=+v12x-23
3x—11+2V3x—11V3x + 3x = 12x — 23
2+/9x” —33x = 6x— 12
\V9x?-33x=3x-6
947 — 33x =.9%2 — 36x + 36

3x=36
Entonces, x = 12.

d) Ve+7+Vx—-1-2Vx+2=0
Vx+7 +Vx—1=2Vx+2
Xx+7+2Vx+7\Vx—1+x-1=4(x+2)
22 +6x—7 = 2x+2
V2 +6x—7=x+1
X+bx—T7=x"+2x+1
4dx =8

Entonces, x = 2.

f) Vox -8 —-V4x+1=Vx-3
9x—-8-2V9x—8V4x+1+4x+1=x-3
243652 —23x—8=12x—4
\36x7—23x -8 = 6x — 2
36x2—23x—8 = 36x2— 24x + 4
x=12

Entonces, x = 12.

Sugerencia metodoldgica
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1.5 Ecuaciones con radicales, parte 3

Problema inicial
L Resuelve x +V4x +1 = 5.

Solucién
Se despeja el radical y se eleva al cuadrado
x+Vdx+1 =5
Ndx+1=5-x

Wax+1)'=(5-x)
4x+1 =25-10x + x?
x*—14x+24 =0 seresuelve laecuacion cuadratica resultante,
(x=2)(x—-12)=0.
Entonces, x—2=00x—-12=0. Asi, x =2 0 x = 12. Al comprobar las soluciones en la ecuacién original se
tiene:

La razén por la cual las soluciones de la ecuacion
x=2:2+ \/4(2) +1=2+8+1=2+3=5 \/ obtenida al elevar al cuadrado no necesariamen-

x=12:12+\4(12) +1=12+48 +1=12+7=19%5 X te son Ia‘s soluciones‘ dg _Ia ecuacion original es
porque si A2 = B? no significa que A = B.

Por lo tanto, x = 2 es la solucién de x + V4x +1 =5.
Por ejemplo, 32 = (—3)? pero 3 # -3.

Conclusién
No hay una forma de determinar el nimero de soluciones de una ecuacidn radical, por lo que cada valor
encontrado al resolver la ecuacién debe comprobarse sustituyéndolo en la ecuacién original.

Ejemplo

Resuelve \2x? — 1 =+/x.
En esta ocasidn hay dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos de la
ecuacion. s ,

(V27 -1) = x)

2x*-1=x

2x*—x—-1=0

Esta ecuacién puede resolverse por factorizacion y puede comprobarse que
2x°-x-1=(2x+1)(x-1)=0.

Entonces, o bien x =1 o bien x = —%. Lo primero que puede observarse es que x no puede ser—%, ya que

el radical ¥x no seria un nimero real.
Comprobando parax =1, se tiene y2(1)2—=1=+2-1=+1=1. \/
Por lo tanto, x = 1 es la solucién de v2x2 — 1 = \x.

Problemas
Resuelve cada ecuacién radical.
a)3x+Vx—1=2x+7 b)\bx+1—-2x+1=2
c)2-V2x+3=2x-1 dx=2Vx+2+1
e)V3x+10=5-3x+3 f)\V3x+7+y2x+6=+13-3x

12




Indicador de logro

1.5 Resuelve ecuaciones radicales reducibles a ecuaciones cuadraticas.

La diferencia entre esta clase y la anterior, es que durante el proceso de resolucion de la ecuacion puede
obtenerse un valor de la incégnita que resulta no ser solucién de la ecuacidn original.

Solucidn de problemas:

B3x+Vx—-1=2x+7
Nx—-1=—x+7

x—1=x?-14x+49
x2—15x+50=0
(x-10)(x-5)=0

a)

= x=100x=5

Al comprobar las soluciones se obtiene que la uni-
ca solucién es x = 5.

9 ) V2x+3=20-1 d)
-\2x+3=2x-3
2x+3=4x*-12x+9
2x*—7x+3=0

(2x—=1)(x—-3)=0

1
= x=50x=3.

Al comprobar las soluciones se obtiene que la uni-

ca solucidon es x = >

V3x+10=5-3vx+3
3x+10=25-30Vx+3 +9x +27
5Vx+3=x+7
25(x+3)=x?+14x+49
x*-11x-26=0
(x—13)(x+2)=0

e) f)

=> x=130x=-2
Al comprobar las soluciones se obtiene que la uni-
ca solucién es x = -2.

@

b) V5x+1-\2x+1=2

VEx+1=2+\2x+1
S5x+1=4+4~N2x+1+2x+1

4\2x+1=3x-4
16(2x + 1) =9x? - 24x + 16
9x?—-56x=0
x(9x-56)=0
- -6
= x=00x= 9

Al comprobar las soluciones se obtiene que la uni-
. 56
ca solucién es x = —.

9

x=2\Vx+2+1
2Vx+2=x-1
4x+2)=x>-2x+1
x*—6x-7=0

(x=7)(x+1)=0
> x=70x=-1
Al comprobar las soluciones se obtiene que la
Unica solucion es x = 7.

V3x+7+V2x+6=13-3x
3x+7+2V6x2+32x +42 +2x+6=13-3x
26x2 +32x + 42 = — 8x

\6x% +32x + 42 = — 4x

6x%+32x + 42 = 16x?

5x>—16x-21=0

(5x-21)(x+1)=0

21

= = — = —
X 50x 1

Al comprobar las soluciones se obtiene que la uni-
ca solucién es x = —1.
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1.6 Minimo comun multiplo de polinomios*

Problema inicial

Calcula el minimo comun multiplo en cada caso.
a)4,6,15 b) 6x,3x+ 1, 6x + 2 c)2m+3,2m-3,4m?>-9

Factorizar polinomios es analogo a descomponer nimeros en sus

. factores primos.
Solucién

a) Para calcular el minimo comun multiplo de 4, 6 y 15, se descompone cada nimero en sus factores pri-
mos.
4=22 6=2(3), 15 = 3(5).
Luego, el minimo comun multiplo de 4, 6 y 15 es 22(3)(5) = 4(3)(5) = 60.

b) Para calcular el minimo comun muiltiplo se hace de manera anédloga que con nimeros. Primero se facto-
riza cada expresion.
6x = 2(3)x, 3x + 1 ya no puede factorizarse, 6x+2=2(3x+1).
Luego, el minimo comun multiplo de 6x, 3x + 1y 6x + 2 es 2(3)(x)(3x+1) = 6(3x> + x) = 18x? + 6.

c) De igual manera que en b), se factoriza cada expresidn y el minimo comun multiplo sera el producto de
cada factor comun y no comun que aparece en cada factorizacion, con la mayor potencia que aparezca
entre las tres expresiones.

2m + 3y 2m—3 no pueden factorizarse y 4m?—9 = (2m — 3)(2m + 3), por diferencia de cuadrados.
Por lo tanto, el minimo comun miultiplode 2m +3,2m -3y 4m?—-9es (2m —3)(2m + 3).

Conclusién
El minimo comin multiplo de dos o mas niimeros es el menor nimero entre sus multiplos comunes, y se
denota por mcm.

Para calcular el minimo comun multiplo de dos 0 mas nimeros, se descompone cada nimero en sus facto-
res primos y se toma el producto de cada factor comun y no comun, con la mayor potencia a la que aparece.

También puede calcularse el mcm de expresiones algebraicas de manera analoga: se factoriza completa-
mente cada expresion y el mecm sera el producto de todos los factores, comun y no comun, con la mayor
potencia a la que aparece.

Ejemplo

Calcula el mem de x + 1y, &2 + 2xy + y? y 22 — y2.

Se factoriza cada una de las expresiones anteriores: Observacién: No es necesario
X+Y, X +2xy+y* = (x+)%, 8=y = (x+y)(x—)) desarrollar (x + y)2(x — ).

Porlo tanto, el mcm de x +y, 22 + 2xy + y* y x> — y* es (x + y)*(x — y).

3
Problemasv

Calcula el mem para cada caso.

a) &%, y%, xy b)x+5,x2-25,x-5
c)3a+6,a’-4 d)2,x-3,2x-6
elm-1, m*—1, m+1 f) 3x + 15, x2— 25, 6x, x—5

3¢
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1.6 Determina el minimo comun multiplo de dos o mas polinomios.

Se define el minimo comun multiplo de dos 0 mas polinomios haciendo la analogia con el minimo comun
multiplo de dos 0 mas nimeros.

Si el estudiante tiene muchas dificultades en la solucién del Problema inicial, el docente debe brindar mas

ka poyo. )

Propésito

El Problema inicial tiene tres casos. El primero tiene el objetivo de recordar la forma de calcular el mem
de dos 0 mas numeros descomponiéndolos en sus factores primos. El segundo vy el tercero tienen como
objetivo calcular el mcm de los polinomios dados, aplicando el método del primer problema, descompo-
niendo en factores los polinomios hasta que ya no puedan factorizarse mas.

Solucion de problemas:
a) %, y?, xy b) x+5,x*-25,x-5

El mcm es x2y2. Como x? — 25 = (x + 5)(x — 5) se tiene que el mcm
de los tres polinomios es (x + 5)(x — 5) = x? — 25.

c)3a+6,a*-4 d)2,x-3,2x-6
3a+6=3(a+2)ya’—4=(a+2)(a-2). Entonces Como 2x—6 =2(x—3), el mecm de los tres polino-
el mcm de ambos polinomios es mios es 2(x — 3) = 2x — 6.

3(a+2)(a-2)=3(a*-4)=3a>-12.

ejm-1,m*-1, m+1

Como m?—1=(m +1)(m - 1), se tiene que el mcm de los tres polinomios es (m + 1)(m —1) = m? - 1.

f) 3x+ 15, x2—25,6x,x—5
3x+15=3(x+5),x*—25=(x+5)(x—5) y 6x = (2)(3)x.

Entonces, el mcm de los cuatro polinomios es
(2)(3)(x + 5)(x —5)x = 6(x* — 25)x = 6x° — 150x.

Q Sugerencia metodolégica



1.7 Ecuaciones racionales

Problema inicial

Resuelve cada ecuacion.
x+1 1 3 5
a)—==4 b - =
)x—2 ) x+3 2x-1 2x*+5x-3

Solucién

a) Cuando se tienen ecuaciones de esta forma, lo primero que hay que hacer es restringir los valores que
puede tomar x, ya que pueden resultar divisiones entre cero, que no estdn definidas. Por lo tanto, en
este caso, x no puede ser 2 ya que x— 2 se vuelve cero. Luego, hay que eliminar el denominador, y para
ello se multiplica toda la ecuacién por x -2,

(v-2)(ED)=ax-2)

(e-2) (£ = 4(x-2)

x+1=4x-8 seresuelve la ecuacién lineal,
3x=9
x=3.

Six =3 eldenominadorx—2 noseanula:3-2=1.

Por lo tanto, x = 3 es la solucién de la ecuacién.

b) De nuevo, el objetivo es eliminar los denominadores. En este caso, como los tres denominadores son
distintos, se debe multiplicar la ecuacién por el mcm de estos.

Las expresiones x + 3y 2x — 1 no pueden factorizarse y 2x* + 5x — 3 = (2x — 1)(x + 3), por lo que el mcm
de los tres denominadores es (2x — 1)(x + 3). Ademas, x no puede ser -3y % ya que en ese caso algun
denominador se vuelve cero. Entonces,

(2x-1)(x+3) (xi - zx‘?’_l) = (2x=1)(x+ 3)(ﬁ)

(20 - (x5 L5 - Qe=T)(x+ 3)(29%) - gszl—)m(;%)

2x—-1-3(x+3)=5
2x—1-3x-9-5=0
-x—15=0

x=-15

Si x =15, ninglin denominador se anula al evaluar —15 en cada uno de ellos. Por lo tanto, x = —-15 es
la solucion de la ecuacion.

Definicién

Una ecuacién que contiene fracciones y tal que la incégnita aparece en algin denominador se llama ecua-
cion racional. Como en una ecuacion racional la incégnita aparece en el denominador, se deben considerar
valores de la incégnita que no hagan cero a algin denominador.

Para resolver una ecuacion racional, primero debe analizarse qué valores de la incégnita hacen cero a algun
denominador. Luego se multiplica toda la ecuacion por el mcm de ellos y luego se resuelve la ecuacion re-
sultante. Se descartan aquellos valores de la incognita que hagan cero a algiin denominador en la ecuacién
original.
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Ejemplo
4 3 ,_x

Resuelve la ecuacion —= —— + .
x-1 x*-x x-1

En este caso, x no puede tomar los valores de 0y 1. Ademas, el mcm de x — 1y x2 — x es x(x — 1), entonces,

b)) e
xM(ﬁ)=M(ﬁ%)+ xM(szL)
4x =3 + x?

x*—4x+3=0
(x-3)(x-1)=0

Entonces, x =3 0x = 1. Pero x # 1, por lo que esa solucién queda descartada.

Por lo tanto, x = 3 es la solucién de la ecuacion A ___3 , =
x—-1 x*-x x-1

No es necesario comprobar que la solucién es x = 3 sus-
tituyendo en la ecuacion original, porque six# 1y x 20,
entonces multiplicar por x(x — 1) es una operacion rever-

sible.
4 =L+ X
x—1 x’—-x x-1
x x(x—1) +xfe—1)
4x=3+x7
Problemas.”
Resuelve cada ecuacion racional.
1 3_1
a) == b) ===
)x 3 )x 2
a4 1
c)—-3=0 =
) 5x ) 2x+1
2x? x—4 _ 1-x
e) x+3=—"— f) ===
) 2x-1 ) x—1 x+1
2 3 1 3 _11
—_——= h) —+—=—==—=
8) x-1 x+3 ) 2x  5x &2

D
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1.7 Resuelve ecuaciones racionales, con polinomios de grado uno y dos.

Se resuelven ecuaciones racionales, donde en al menos un denominador aparece un polinomio lineal. Se
utiliza el resultado de la clase anterior para determinar por cuanto hay que multiplicar la ecuacién para
simplificar los denominadores y obtener una ecuacion polinomial.

Proposito

Con respecto al Problema inicial, el literal a) pretende introducir el método de resolucién de una ecuacién
racional, mientras que el literal b procura afianzar el método estudiado en a), ademas de ser mas notable
la necesidad de buscar el mcm de los denominadores. Al resolver el Ejemplo, se obtiene un valor de x para
el cual no es solucidn de la ecuacidn original, ya que hace cero uno de los denominadores.

Solucidn de problemas:
a) Multiplicando por x a ambos lados:

lo3s1=3¢> x=l.
X 3

c) Multiplicando por 5x a ambos lados:

4
5x

d) Multiplicando por 2x + 1 a ambos lados:
1
2x+1

e) Multiplicando por 2x —1:
2x?
2x-1
(x+3)(2x—1)=2x2
2x*+5x—-3=2x?
5x-3=0
x=2,
5

x+3=

g) Elmcmdex—1yx+3es(x—1)(x+3). Entonces,
2 __3 _
x—1 x+3

2(x+3)-3(x-1)=0
2x+6-3x+3=0

x=09.

~3=0= 4-3(5x)=0(5x) = 4—-15x=0 = 15x=4 = x= —.

=3:>1=3(2x+1):>1=6x+3=>x=—3.

b) El mcm de x y 2 es 2x. Multiplicando por 2x a
ambos lados:
3

2-2523)=1(x) = x=6.

15

1

f) El mcm de los denominadores es (x—1)(x + 1).

Entonces,
x—4 _1-x

x-1 x+1
(x=4)(x+1)=(1-x)(x-1)
X*=-3x-4=-x*+2x-1
2x*-5x-3=0
(2x+1)(x-3)=0

Entonces, x = —% ox=3.

h) El mcm de 2x, 5x y x? es 10x2. Entonces,
1,3 _11

2x E; x?
(1 2 (3| = 2\ (11
(10:) () + (102) (&) = (10 I
5x+6x=110

11x =110
x=10.



1.8 Sistemas de ecuaciones

Problema inicial

Determina todas las soluciones x+y=2
del sistema de ecuaciones ¥-3x-y+2=0

Solucién
Se despeja una de las incégnitas de una de las ecuaciones y luego se sustituye en la otra ecuacion.

En este caso, resulta mas facil si se despeja y de la ecuacidn lineal,
Yy=2=X = e (1)
Luego, al sustituir y en la otra ecuacion se tiene

X=3x—y+2=x*-3x—-(2-x)+2=x*-3x-2+x+2=x>-2x=x(x—-2) =0.
De aqui se tienequex=00x=2.

Para determinar el valor de y se sustituye el valor de x en (1). Asi, cuandox=0,y=2ycuandox=2,y=0.
Por lo tanto, las soluciones del sistemasonx=0,y=2yx=2,y=0.

Conclusién
Para resolver un sistema de ecuaciones, donde una de ellas es lineal y la otra es de grado 2, se despeja una

de las variables en una de las ecuaciones y se sustituye en la otra, para luego resolver la ecuacién en una
variable resultante.

Es recomendable despejar en la ecuacidn lineal aquella variable que tiene menor grado en la ecuacion de
grado 2.

Ejemplo

Resuelve el sistema de ecuaciones:
x—y=2
xX*+x+y-1=0

Despejando y de la ecuacion lineal se tiene que y = x — 2. Sustituyendo en la otra ecuacién

XK+x+y-—1=x02+x+(x—-2)-1=x2+x+x-2-1=x*+2x-3=0.
Al resolver por factorizacién se tiene que (x —1)(x+3) =0, porloque x =10 x=-3.

Para x = 1 se tiene que y =—=1y para x = —3 se tiene que y ==5. Por lo tanto, las soluciones del sistema son
x=1y=-1lyx=-3,y=-5.

>
Problemasw
Resuelve cada sistema de ecuaciones.

x-y=0 x—y=3
a) b) Y
X+y=2 +2x—-y=3
5¢+y-3=0 2x—y=-14
<) d)
x?=7x—-y+3=0 X*+5x+y=4
e) 3x+y=-5 f 2x—-y=7
2x’—x+y=1 —*+4x+2y=1

© )
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1.8 Resuelve sistemas de ecuaciones donde una es lineal y la otra es de grado dos en una de las incdgnitas.

Se culmina la unidad con la resolucidn de sistemas de ecuaciones, donde una de ellas es lineal y la otra es
cuadratica en una de las variables.

Proposito

La idea es resolver este tipo de sistemas de ecuaciones despejando de la ecuacion lineal aquella incognita
que tiene grado 1 en la ecuacion cuadratica; hacer este despeje es mas adecuado que despejar la que tiene
grado 2.

Solucién de problemas:

x—y=0
) X+y=2

c)

x—=y=0=> x=y.
xX*+x-2=0
(x+2)(x—-1)=0
x=—-20x=1

Luego, x>’ +y=2 =

e Six=—2entoncesy =—2.
e Six=1entoncesy=1.

Por lo tanto, las soluciones sonx=—-2, y=-2
yx=1,y=1.

50¢+y-3=0
X*-T7x-y+3=0

5+y-3=0= y=3-5x
Luego, x>’—7x—-y+3=0
x*-7x—-3+5x+3=0
x*—=2x=0
x(x-2)=0
=> x=00x=2.
e Six=0entoncesy =3.
e Six =2 entoncesy=-7.

Por lo tanto, las soluciones son x =0,y =3y
x=2,y=-7.

) x-y=3
X*+2x-y=3

d)

xX—y=3 = y=x-3.
Luego, x> +2x—y=3 = x> +2x—x+3=3
x*+x=0
x(x+1)=0
Entoncesx =00 x=-1.
e Six=0entoncesy=-3.
e Six=-1entoncesy =—4.

Por lo tanto, las soluciones sonx=0,y=-3y
x=-1,y=-4.

{Zx—y:—14

xX*+5x+y=4

2x-y=-14 =5 y=2x+14

Luego, x> +5x+y=4

X*+5x+2x+14=4
x*+7x+10=0
(x+5)(x+2)=0

=> x=-50x=-2.

e Six =-5 entonces y = 4.

* Si x =-2 entonces y = 10.

Por lo tanto, las soluciones sonx =5, y=4y
x=-2,y=10.



) 3x+y=-5 ) 2x—-y =7
e
2x°-x+y=1 -x*+4x+2y=1

3x+y=-5=> y=-5-3x 2x-y=7 = y=2x-7

Luego, 2x* —x+y=1 Luego, —x*+4x+2y=1

2x*-x-5-3x-1=0 —x2+4x+2(2x-7)=1
2x2—4x—-6=0 —-x’+4x+4x-14-1=0
x2—=2x—-3=0 —-x*+8x—-15=0
(x=3)(x+1)=0 x*—-8x+15=0
(x-5)(x-3)=0
> x=30x=-1

e Six =3 entoncesy =—14. => x=50x=3.

e Six=-1entoncesy =—2. e Six =5 entonces y = 3.

Por lo tanto, las soluciones son x = 3, y = —14 *Six=3entoncesy=-1.

yx=-1y=-2. Por lo tanto, las soluciones son x =5, y =3y

x=3,y=-1

@ Sugerencia metodoldgica



1.9 Practica lo aprendido

1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.

a)x*—10x*+9=0 b) x*—9x?=0
c)x*—11x>+30=0 dx*-16=0
e)x*+2x’-3=0 f)x*+3x?-10=0
g)4x*—17x*+4=0 h) 2x* + 9 = 11x?
i) 3% + 64 = 522 )2xt—x2—1=0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

a)\5x +9=2x+3 b) V2x+1=x-1
)\V2x+16=2x+4 d) Vx+x=\3x+a?
e)Nx+\x+7=7 f) Ve +16—x =2
g)V3x+12-1=+5x+9 h) V2x =3 +Vx—-1=+3x-2

3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

a) 3x—4 =2 b) 2 _3
3-x x+1 x
-2 d) 2x+3 _ 6x+d
x—2 x+3 56-1 15x+2
e) 4x—7 =x—16 f) 2 + 3 =3
12x+3  3x+5 x-3 x-2

4. Determina todas las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones.

a){x+y=3 b){x—y+3=0

x*+x-y+3=0 x’—x—y-5=0

0 6x—y—-12=0 d) 2x+y=-8
x*+2x—-y=8 X+2x+y=-7
8x—-y—-20=0 3x-y=4

e) xX=y f) xX=y
3x2—-Tx-y=2 2x*+x+y=6

o
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1.9 Resuelve problemas correspondientes a la resolucién de ecuaciones bicuadraticas, radicales, raciona-
les y sistemas de ecuaciones.

Solucién de problemas:

la) '~ 1042+9=0 = (¥*-9)(x*-1) = 0. le)x=-1,1,—V3i,3i

Entonces, 1) x = - \/z \/5, _ \/gi’ \5i
ex’—9=0> x*=9 >x=1%3. 1) -9 1 1
ex?-1=0= x?’=1=>x=+1. Blx==54"973
Por lo tanto, las soluciones son x =—3, 3, -1, 1. 1h)x=-1,1, —%, %
1b)x=0,-3,3 1i)x=—44—&&
1c) x =— 6,6, - 5,5 3 3
1d) x = -2, 2, -2, 2i 1)ae=-1,1,-32 32,
2a)x=0 2f) Vx + 16 —\x =2 2g)x=-1
2b)x =4 Vr+16=2+\x 2h)x=2
5 0 X+16=4+4x+x
c)x=
) 4x =12
2d)x=0,1 \Vx =3
2e)x=9 x=9
Al comprobar se obtiene que
V25 -9 =2.
Por lo tanto, x =9 es la solucidn.
3a) 3X=%-) = 3x-4=2(3-x) 3¢) x=-13
3—-x 2
= 5x=10 3d)x=-=
> x=2 -_ 13
3e)x= 138
3b)x=-3 3f)x=1°;‘/7, 10"3V7
43) x=0,y=3yx=-2,y=5 ab)x=4,y=7yx=-2,y=1
4c)x=2,y=0 4d)x=1,y=-10yx=-1,y=-6
4e)x=3,y=4yx=2,y=—4 af)x=-1+6,y=-7+36

yx=-1-6,y=-7-36
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1.10 Problemas de la unidad ~

1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones bicuadraticas.

a)x*-5x*-36=0 b)x*+2x*+1=0
c)x*+3x2-10=0 d)—-x*+7x2-12=0
e)x*—3x2+2=0 f) 8x*—15=x*
g)3x*—26x°-9=0 h) 12x*-5x*-3=0
i) —2x*—9x?+68=0 j)4x*=13x*-9

k) 4x* =5 —19x? [) 4x* + 91x*—225=0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

a)V7-5x=8 b) x+\5x+ 19 =-1
¢) 2\x—\x=3=\5+x d) V1+ = +1
e) 3\2x-3+2V7-x=11 f) NV7-2x-5+x=\4+3x
g)V2x +15-2=6x+ 1 h) Vx+1+vV3x+4=+5x+9

3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

Su+l, x-1_, b) 2 4+ 3%

a
) x+2 x x+6 x+4

4. Determina todas las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) 6x—y+2=0 b 2x+2y=9
2’ +5x-y+1=0 4x?—-12x-y+9=0

q 3x—-y—-8=0 d) 3x+y=4
x*—4x+7y=0 2x*=2x-y-1=0

5. En un mismo plano cartesiano:
a) Grafica las ecuaciones y =2x—-2yy=x>—2x+1.
b) Encuentra los valores x y y que satisfacen ambas ecuaciones mostradas en a).
¢) Ubica en el mismo plano cartesiano los pares ordenados (x, ), donde x y y son los calculados en b).
d) ¢Qué sucede con los puntos ubicados en c) y las graficas de las ecuaciones en a)?
e) ¢Qué se puede concluir sobre resolver sistemas de ecuaciones donde una es una ecuacion lineal y la
otra es una ecuacion cuadratica?

\_ J
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1.10 Resuelve problemas correspondientes a ecuaciones.

Solucién de problemas:
la)x=-3,3,-2i,21

1c) x ==V2,v2,-5,5i

1b)x=-1i,1

1d)x=-2,2,-3,43

le)x=—+2,vV2,-1,1 1f) x =—+/3,v/3,-/5,5
_ ;3 SERRERR PR
1g)x__3’3'_Tl'TL lh)x=- =3 b3l
N \34 . \34 . N 33
1I).’XJ——2,2,—TZ,TZ 1j)x——1,1,—7,?
_ -_33 _g;5;
1k) x = — 2,2, -+5i,v5i 1) x =~=,~, =50, 50
2a) x ==~ 2b) x = -3
2c)x =4 2d)x =0, 4
2e)x=6 2f) x =-1
2g)x = 2h)x =0
-5+4/33 -5-4/33
3a)x=-7,1 3b) x = +2\/_, 2\/_,0
9 9 1
4a)x-——y——1yx 1,y=8 ab)x=",y=7yx=5,y=4
-17 +3+/57 —67 + 9457 -1++/41 -
4c)x = 2\/_'y= +2\/_ 4d) x = +4r,y=19 im
-17-3+/57 67 -9+/57 -1-+/41 19 +3+/41
-T2 YT yrX=Tg YT T
5a) La grafica de y = 2x — 2 es una linea recta. Six =0 entonces y =-2,ysix =1 y
entonces y = 0. Por lo tanto, la grafica pasa por los puntos (0, -2) y (1, 0). Por yE2%-2
otra parte, la graficade y = x> —2x+ 1 = (x — 1)? es una parabola abierta hacia 3
arriba con vértice en (1, 0). Ademas, six=0,y=1ysix=2,y=1. Es decir, la 31
y X+

pardbola pasa por los puntos (0, 1) y (2, 1).

=2x-2
5b) Hay que resolver el sistema Y
y=x’-2x+1

2x—2=x?-2x+1=>x*-4x+3=0=>(x—3)(x—1)

Six =3 entoncesy=4,ysix=1entoncesy=0.

5c) Observar los puntos verdes sobre la grafica.

-2
=0=>x=30x=1 /ZV

5d) Los puntos ubicados en c) coinciden con las intersecciones de las graficasde y =2x -2y y=x?—2x + 1.

5e) Las soluciones del sistema representan los puntos de interseccidn de las graficas.

o
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