Unidad 2. Linea recta

Competencia de la unidad

Deducir los conceptos sobre pendiente y ecuacidon de una linea recta a partir de sus caracteristicas en
el plano cartesiano para utilizarlo en la determinacion de las posiciones relativas entre rectas y aplicarlo
en la resolucién de problemas y teoremas sobre geometria.

( Tercer ciclo )

Unidad 6: Proporcionalidad
directa e inversa (7°)

¢ Proporcionalidad directa

¢ Proporcionalidad inversa

e Aplicacion de proporcionali-

dad

Unidad 3: Funcion lineal (8°)

¢ Funcion lineal

e Funcion lineal y ecuacion de
primer grado con dos incog-
nitas

e Aplicacion de la funcién li-
neal

Unidad 5: Figuras semejantes

(9°)

e Semejanza

e Semejanza de tridngulos

e Semejanza y paralelismo

e Aplicacion de semejanza y
tridngulos semejantes

l

Unidad 6: Teorema de Pitago-

ras (9°)

e Teorema de Pitagoras

e Aplicacion del teorema de
Pitagoras

Relacion y desarrollo
Primer afo de
bachillerato

Unidad 5: Resoluciéon de

triangulos oblicuangulos

e Razones trigonométricas
de dngulos agudos

e Razones trigonométricas
de dngulos no agudos

e Resolucién de triangulos
oblicudngulos

Segundo aio de
bachillerato

Unidad 2: Linea recta
e Puntosy segmentos
e Linea recta

e Posiciones relativas entre
rectas
e Practica en GeoGebra

Unidad 3: Secciones Cénicas
¢ La pardbola

La circunferencia

La elipse

La hipérbola

Practica en Geogebra
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Plan de estudio de la unidad

1. Puntos y segmentos

1. Distancia entre dos puntos

2. Divisién de un segmento en unarazon dada: recta numérica

3. Division de un segmento en una razon dada: plano carte-
siano

4. Punto medio de un segmento

5. Aplicaciones

6. Practica lo aprendido

2. Linea recta

1. Pendiente y definicidn de linea recta

2. Ecuacién de una recta: forma punto — pendiente

3. Ecuacidn de una recta dados dos puntos

4. Rectas paralelas a los ejes coordenados

5. Forma general de la ecuacion de una recta

6. Practica lo aprendido

Prueba de las lecciones 1y 2

3. Posiciones relativas entre
rectas

1 Interseccidn de una recta con el eje x

2. Interseccion de una recta con el eje y

3. Interseccidn entre rectas

4. Rectas paralelas

5. Rectas perpendiculares

6. Distancia de un punto a una recta

7. Practica lo aprendido

8. Angulo de inclinacién de una recta

9. Angulo entre rectas

®




Leccion Horas Clases
1 10. Aplicaciones
1 11. Practica lo aprendido
1 12. Problemas de la unidad
1 1. Practica en GeoGebra: segmentos y ecuaciones de lineas
. rectas
4. Practica en GeoGebra
1 2. Practica en GeoGebra: posiciones relativas entre rectas
1 Prueba de la lecciéon 3

26 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de la leccién 3
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Puntos esenciales de cada leccion
Leccidn 1: Puntos y segmentos

Se estudia analiticamente las propiedades de un segmento en el plano cartesiano utilizando los concep-
tos de distancia, division de un segmento en una razén dada y punto medio.

Leccion 2: Linea recta
Se define la linea recta a partir del concepto de pendiente, se estudia como determinar la ecuacion de
una linea recta a partir de un punto y su pendiente o a partir de dos puntos dados, ademas de la forma
de las ecuaciones de las rectas paralelas a los ejes coordenados y por Ultimo la forma general de la
ecuacion de una recta.

Leccion 3: Posiciones relativas entre rectas
Se determinan los interceptos entre rectas, se abordan las rectas paralelas y perpendiculares, la dis-
tancia de un punto a una recta, el angulo entre rectas y se estudian algunas aplicaciones geométricas.

Leccion 4: Practica en GeoGebra
Se graficaran en GeoGebra puntos, segmentos y rectas; se utilizaran las herramientas tales como punto
de interseccidn, punto medio, angulo entre rectas, entre otras, para comprobar varios problemas desa-
rrollados a lo largo de la unidad.



Puntos y segmentos

1.1 Distancia entre dos puntos

Problema inicial
Calcula la distancia entre los puntos Ay B si:

Dado p un ndmero real, la notacién P(p) indica
que el punto P se encuentra en el valor p sobre la

a) A(-2) y B(3) estan sobre la recta numérica. recta numérica.

b) A(3, 4) y B(—1, 1) estan sobre el plano cartesiano.

Solucién
a) Sobre la recta numérica se colocan los puntos A y B, cuyos valores son —2 y 3 respectivamente (ver
figura); de acuerdo a esto la distancia entre ambos es 5:

Por lo tanto, la distancia entre Ay B es 5. Sin necesidad de la recta numérica, lo anterior también pue-
de calcularse restando del valor de B el valor de A:

AB=3-(-2)
=3+2
=5.

b) Sobre el plano cartesiano se colocan los puntos Ay B cuyas coordenadas Para ubicar un punto P(x,, y.)
son (3, 4) y (-1, 1) respectivamente (ver figura); la distancia entre Ay B  en el plano cartesiano se sitda

es igual a la longitud del segmento AB. la coordenada x, sobre el eje
X, a partlr de esta se cuentan

las unidades correspondientes
a la coordenada y,, hacia arri-
ba si es positiva o hacia abajo
si es negativa (en ambos casos
en forma vertical).

L2

Al formar el triangulo rectangulo ABC y utilizando el teorema de Pitagoras se obtiene:

AB? = BC? + CA’ Por hablar de distancia, AB siempre 1
AB = m sera mayor que cero.
La longitud del segmento BC es igual a calcular la distancia de —1 a 3 en el eje x, es decir:
BC=3-(-1)=4.
De igual forma, la longitud del segmento CA es igual a calcular la distancia de 1 a 4 en el eje y, es decir:
CA=4-1=3.

Se sustituyen BCy CA en AB = VBC? + CA? y se calcula el resultado:
@ )
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Vi6+9
N
=5.

AB

Por lo tanto, la distancia entre Ay B es 5.

Conclusién
La distancia entre dos puntos A y B se simboliza como d(A, B) y se define de la siguiente forma:

a) Si A(a) y B(D) estdn sobre la recta numérica, entonces: la—b] indica el valor ab-
d(A,B) = |a-b]. soluto de la resta a — b.

b) Si A(x,, ,) y B(x,, y,) estan sobre el plano cartesiano, entonces:
d(AI B) = \/ (x1_xz)2 + (y1 _yz)z'

Esta férmula para calcular d(A, B) cuando Ay B son puntos sobre el plano cartesiano también se utiliza
si el segmento AB es paralelo a uno de los ejes de coordenadas.

Ejemplo

Para cada caso, calcula d(A, B) si:
a) A(-10) y B(6) b) A(-2,-1) y B(3, 2)

a) Como Ay B estan sobre la recta numérica:

d(Ar B) = |_10 - 6| Si x es un nimero real entonces el valor
= |-16] absoluto de x, denotado por |x| se defi-
= —(~16) ne de la siguiente forma:
Por | d(A, B) =16 Sl e ={ % =0
or lo tanto, d(A, B) = 16. —x, six<0

b) Ay B estdn sobre el plano cartesiano, luego:

d(A, B) =/ (-2 -3+ (-1-2)
=\/25+9
=/34.

Por lo tanto, d(A, B) =+/34.

*
Problemasm
Para cada caso, calcula la distancia entre los puntos A y B, es decir, d(A, B):

a) A(3) y B(7) b) A(0) y B(6) c)A(-1)y B(1) d) A(-3)y B(-1)

e) A(-8) y B(0) f) A(=3) y B(~10) g) A7) y B(2) h) A(5) y B(-4)

i) A(5, 6) y B(2, 3) )AB3,2)yB(-2,1) k) A(4, 6) y B(-5, -3) )A(7,2)y B(1,-4)
m)A(-3,4)yB(1,3)  n)A(0,0)yB(4,-5) f) A(-5, 4) y B(2, -1) 0) A(6,-2) y B(6, -5)

®



Indicador de logro

1.1 Calcula la distancia entre dos puntos ubicados sobre la recta numérica o en el plano cartesiano.

Secuencia Proposito

El teorema de Pitagoras se estudio en noveno gra- En la Conclusidn se tienen dos formulas para la dis-
do y sera util en esta clase para determinar la lon- tancia, la segunda es suficiente para cualquier par
gitud de un segmento en el plano cartesiano. En de puntos; sin embargo, la primera es Gtil y simpli-
primer afio también se estudié la distancia entre fica algunos calculos cuando los puntos estan sobre
dos puntos del plano. D Kuna paralela a los ejes coordenados. )

Solucidn de problemas:

En los problemas de la a al literal h, A y B estan sobre la recta numérica.

a) d(A, B)= |3-7| = |-4| =—(-4) =4 b) d(A, B)= |0- 6] = [-6] =—(-6) = 6
Por lo tanto, d(A, B) = 4. Por lo tanto, d(A, B) = 6.
<) d(A B)= |-1-1]| = |-2| == (-2) =2 d)d(A, B) = |-3- (-1)| = |-2| == (-2) =2
Por lo tanto, d(A, B) = 2. Por lo tanto, d(A, B) = 2.
e)d(A B)= |-8-0| = |-8] =—(-8) = 8 f)d(A, B) = |-3-(-10)| = |7] =7
Por lo tanto, d(A, B) = 8. Por lo tanto, d(A, B) = 7.
g)d(A,B)=[7-2]|=1|5|=5 h) d(A,B)=|5-(-4)| =[9] =9
Por lo tanto, d(A, B) = 5. Por lo tanto, d(A, B) = 9.

En los problemas de lai al literal o, A y B estan sobre el plano cartesiano.

i) d(A, B) = \/(5-2)*+(6-3)’ ) d(A,B)=~/(3-(-2))2+(2-1)?
=342 =126

Por lo tanto, d(A, B) = 3/2. Por lo tanto, d(A, B) =+/26.

k) d(A, B) =~/ (4= (=5)) + (6 — (-3))? ) d(A, B)=~/(7-1)*+ (2 - (-4))
=942 =61/2

Por lo tanto, d(A, B) = 9\/5. Por lo tanto, d(A, B) = 6\/5.

m) d(A, B)=+/(-3-1)2+(4-3)? n) d(A, B) =~/ (0—4)* + (0 — (-5))
=4/ (-4) +1? =+ (-4)*+5°
-\17 -/a1

Por lo tanto, d(A, B) = \/ﬁ Por lo tanto, d(A, B) = \/H
A) d(A, B) =[((-5) —2)? + (4 - (-1)) =/74 o) d(A, B)=~/(6-6)2 + (-2~ (-5))’ =3
Por lo tanto, d(A, B) =\/74. Por lo tanto, d(A, B) = 3.
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1.2 Division de un segmento en una razén dada: recta numérica

Problema inicial
Sobre la recta numérica se han colocado dos puntos A(a) y B(b) como se muestra en la figura de abajo.

¢Cudl es el valor del punto P que divide al segmento AB en razén 2:3?

R dAP) _ 2
} | | d(P,B) ~ 3
A(a) P(p) B(b)
Solucién
Si P divide al segmento AB en razén 2:3 entonces:
dAP) _ 2
d(p,B) ~ 3

De la figura se deduce d(A, P)=|a—p| =p—-ayd(P,B)=|p—b| =b—p, pues p > ay b > p respectiva-
mente. Se sustituyen en lo anterior y se utiliza la propiedad fundamental de las proporciones:

p-a _ 2
b-p 3
3(p—-a) = 2(b-p)
3p-3a = 2b-2p
2p +3p = 3a+2b
(2+3)p = 3a+2b
_ 3a+2b
b= 2+3
Por lo tanto, el valor del punto P es 34+20 ; 20
En general
Dados dos puntos A(a) y B(b) sobre la recta numérica, el valor del punto TS _—
P(p) que se encuentra sobre el segmento ABy lo divide en razén k:n es: :’ ‘-:" \:
_ na+kb Ala) P0) 51
k+n
Ejemplo

Dados A(—3) y B(5), encuentra el valor del punto P(p) que divide al segmento AB en razén 3:1.

Para este caso,a=-3,b=5,k=3yn=1. Luego:
1(-3) + 3(5)

P===7
_ 3+15

Por lo tanto, el valor del punto P es 3.

-
Problemas,w

1. Para cada caso encuentra el valor del punto P(p) que divide al segmento AB en la razén dada:
a) Razdén 3:2, A(1) y B(6) b) Razén 2:5, A(—4) y B(3) c) Razoén 1:4, A(0) y B(5)
d) Razén 2:3, A(- 10) y B(0) e) Razon 3:4, A(-16) y B(-2) f) Razén 1:3, A(-1) y B(7)

2. Sean A(-1) y B(b) dos puntos sobre la recta numérica. Si P(1) divide al segmento AB en razén 4:5, écudl
es el valor de b?

®




Indicador de logro

1.2 Encuentra el valor del punto que divide un segmento sobre la recta numérica en una razén dada.

En séptimo grado se estudiaron las razones y pro-
porciones, en esta clase se aplicara para determi-
nar un punto que divide un segmento en otros dos
en una razon dada, esto se utilizara posteriormen-
te para calcular el punto medio de un segmento.

AN

Posibles dificultades
El uso de tres variables puede confundir a los estu-

diantes, por lo que se debe indicar que la respuesta
al Problema inicial se escribe en términos de las va-
riablesay b.

/

Solucidn de problemas:

1a) Para este caso,a=1,b=6,k=3yn=2. Luego:

_2(1)+3(6) _ 2+18 _20 _
3+2 5 5

4,

Por lo tanto, el valor del punto P es 4.

1c) Para este caso,a=0,b=5,k=1yn=4. Luego:

__A0)+1(5 _ 5 _
P==773 _5_1'

Por lo tanto, el valor del punto P es 1.

le) Para este caso,a =-16,b=-2,k=3yn =4,
Luego: _4(=16)+3(=2) _-64-6 _ _70 _

p= = -10.

3+4 7 7

Por lo tanto, el valor del punto P es —10.

2.Comoa=-1,k=4,n=5yp =1, entonces,

1= 5(—1)+4(b) _—-5+4b

4+5 9

Por lo tanto, el valor de b es %

1b) Para este caso,a=-4,b=3,k=2yn=>5. Luego:

5(-4)+2(3) _-20+6 _ 14
2+5 7 7

p= =-2.

Por lo tanto, el valor del punto P es —2.

1d) Para este caso, a =-10,6=0,k=2y n = 3.

Luego: p=3C10+20)__30_

2+3 5 =6

Por lo tanto, el valor del punto P es —6.

1f) Paraeste caso,a=-1,b=7,k=1yn = 3. Luego:

3(-1) +1(7) =—3+7 _ 4
1+3 4 4

p: =1.

Por lo tanto, el valor del punto P es 1.

14

= =>—5+4b=9=>4b=14=>b=__%_

4
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1.3 Divisidn de un segmento en una razon dada: plano cartesiano*

Problema inicial

Dos puntos A(x,, ¥,) y B(x,, y,) se colocan en el A
plano cartesiano como se muestra en la figura de v, B(x, 32)
la derecha. éComo encontrarias las coordenadas
del punto P(x, y) que esta sobre el segmento AB
y lo divide en razén 2:3?
y
W2
+ X
0 X, X X,
N\ 4
Solucién
y
N
y MEPPEELLN - Se colocan sobre los ejes los puntos A,(x,, 0), P,(x, 0),
B, 3 B.(x,, 0), A,(0, y,), P,(0, y) y B,(0, y,) como se muestra
- - en la figura de la izquierda y se trazan los segmentos
p AA, PP, BB, AA, PP,y BB,.
2 P
Y 2 p
Los segmentos AA,, PP, y BB, son paralelos; por el
7.1 A, A teorema sobre la proporcionalidad y el paralelismo:
d(A,P) _ dAP) _ 2
A Piim B, m d(,8) d(B) ~ 3’
X, X X,

Utilizando lo visto en la clase anterior, la coordenada x del punto Teorema sobre la pro-

r
P es: ionali - p
3x+2x, porc!onalldéd y el pa n 5
=— ralelismo: si p y r son
2+3 B E
rectas cortadas por
. tres rectas paralelas
De manera similar se llega a que la coordenada y del punto P es: ' P C F
(ver figura) entonces:
_ 3ty AB _ DE
2+3 BC ~ EF

Por lo tanto, P(@,@)

En general
Dados dos puntos A(x,, y,) y B(x,, ,) sobre el plano cartesiano, las coordenadas del punto P(x, y) que se
encuentra sobre el segmento AB y lo divide en razén k:n son:

(nx1+ kx, ny,+ kyz)

k+n k+n

b ]
Problemasw
Para cada caso encuentra las coordenadas del punto P(x, ) que divide al segmento AB en la razén dada:

a) Razén 1:3, A(-5, 1) y B(3, -3) b) Razén 3:4, A(-2,-10) y B(5, 4)
¢) Razén 3:2, A(1, 8) y B(6, —2) d) Razon 4:5, A(-2,-9) y B(7, 0)

®




Indicador de logro

1.3 Encuentra las coordenadas del punto que divide un segmento en el plano cartesiano en una razén dada.

Ahora se aborda la divisién de un segmento cualquiera en el plano cartesiano, por lo que es necesario utili-
zar el teorema sobre la proporcionalidad y el paralelismo que se estudid en noveno grado. Luego se utilizara
lo visto en la clase anterior, extendiendo la férmula encontrada para la recta numérica al plano cartesiano.
Si la pista es insuficiente para resolver el problema el docente debera explicarlo.

Solucién de problemas:

a) Como A(-5, 1), B(3,-3), k=1y n =3, entonces

3(=5)+1(3) 3(1)+1(-3)\_ _
P( SR AUl )-P(3,0).

b) Como A(-2,-10), B(5, 4), k=3 y n =4, entonces
P(4(—2) +3(5) 4(-10) + 3(4)) = P(1, -4).

3+4 7 3+4

c) Como A(1, 8), B(6,-2), k=3 y n =2, entonces

P(2(1)+3(6) 2(8)+:«z,(—2))=|,(4 2)
342 7 342 e

d) Como A(-2,-9), B(7,0), k=4y n =5, entonces

5(=2) +4(7) 5(-9) +4(0)\ _ _
P( 4+5 " 4+5 )_P(z’ >)-
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1.4 Punto medio de un segmento

Problema inicial
Encuentra el valor o coordenadas del punto medio del segmento AB si:

El punto medio divide al segmento

1. A(a) y B(b) estan sobre la recta numérica.
AB en razon 1:1.

2. A(x,, v,) y B(x,, ¥,) estan sobre el plano cartesiano.

Solucién
Encontrar el punto medio equivale a encontrar el punto que divide al segmento AB en razén 1:1, es decir,
k=1yn=1.

1. El valor p del punto medio P se calcula:

_la+1b _ a+b 11
1+l 2 Al@)  Plp)  B(b)
Por lo tanto, el valor del punto medio P es aT’Lb.
2. Las coordenadas (x, y) del punto medio P se calculan:
x = tlx y = 1y, + 1y,
1+1 1+1
_ XNty _ itd
2 2
Por lo tanto, las coordenadas del punto medio P son (% , %)
Conclusién
1. Si A(a) y B(b) son puntos sobre la recta numérica, entonces el valor del punto medio P(p) del segmento
AB es: a+b

b=

2. Si A(x,, v,) y B(x,, ,) son puntos sobre la recta numérica, entonces las coordenadas del punto medio P

del segmento AB son:
<x1+x1, y1+yz)

2 2

P *
roblemas £
1. Para cada caso, calcula el valor del punto medio P del segmento AB:

a) A(1) y B(7) b) A(0) y B(8) c) A(-2) y B(4) d) A(-4) y B(2)
e) A(-6) y B(-2) f) A(=7) y B(-3) g) Al2) y B(3v2) h) A=V3) y B(V2)

2. Para cada caso, calcula las coordenadas del punto medio P del segmento AB:

a) A(1,2) y B(3, 6) b) A(=6, 4) y B(0, —2) c) A(-4, -5) y B(2, 1)
d) A(1, 6) y B(4, 0) e) A(-5,-1) y B(3, 1) f)A(0,2) yB(0,6v2)

D )
®




Indicador de logro

1.4 Determina el valor o las coordenadas del punto medio de un segmento.

Proposito

Con el Problema inicial se deduce la féormula del
punto medio utilizando lo visto en las dos clases
anteriores y sabiendo que este punto divide al seg-
mento en razoén 1:1.

Ahora se deducen las féormulas del punto medio
de un segmento en la recta numéricay en el plano
cartesiano.

Solucién de problemas:

En el problema 1, los puntos estan sobre la recta numérica.

1a) A(1) y B(7) 1b) A(0) y B(8) 1c) A(-2) y B(4)
1d) A(-4) y B(2) le) A(-6) y B(-2) 1f) A(=7) y B(-3)
p:_42+2:—1 p= —6— 2__4 p= —7- 3__5
1g) A(V2) y B(32) 1h) A(-V3) y B(2)
En el problema 2, los puntos estan sobre el plano cartesiano.
2a) A(1, 2) y B(3, 6) 2b) A(-6, 4) y B(0, -2)
Punto medio: P(1 *3 2% 6) P(2, 4). Punto medio: P( 62+ 0,22 5 2) P(-3, 1).
2c) A(-4,-5)y B(2, 1) 2d) A(1, 6) y B(4, 0)
Punto medio: P( 42+ 2 _52+ 1) P(-1,-2). Punto medio: P(1 ; 4, 6 JZ' 0) = P(%, 3).
2e) A(-5,-1) y B(3, 1) 2f) A(0,2) y B(0, 6+2)
Punto medio: P(_Sz+ 3 _12+ 1) =P(-1, 0). Punto medio: P(O+ 0 \/_f\/_ ) P(O, 722)
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e N
1.5 Aplicaciones

Problema inicial
Se colocan tres puntos A, By C en el plano cartesiano cuyas coordenadas se presentan en la figura:

A(1, 5)

N

Demuestra que el tridngulo ABC es is6sceles.

Solucién
Para que el AABC sea isdsceles debe tener dos lados de igual longitud. A simple vista los lados AB y CA pa-
recen cumplir esa condicidn. Se calcula la longitud del lado AB, que es igual a la distancia entre Ay B:

d(A, B) =/ [1- (-1)1+ [5 - (-1)I

De manera similar se calcula la longitud del lado CA, es decir, la distancia entre Cy A:
d(C,A)=~/(3-1)>+(-1-5)

=+/4+36

Luego, d(A, B) = d(C, A), es decir, el triangulo ABC tiene dos lados de igual longitud: AB y CA. Por lo tanto,
el AABC es isOsceles.

Problemas ./
1. Demuestra que el tridngulo formado por los puntos A(3, 3), B(-3,-3)y C (—3\/5, 3\/5) es equilatero.
2. Demuestra que el tridangulo formado por los puntos D(1, 4), E(-3, -2) y F(5, 1) es escaleno.
3. Demuestra que los puntos A(3, 7), B(-3, —1) y C(3, —1) forman un tridngulo rectangulo.

Silos lados @, by ¢ de un tridngulo cumplen la relacién
a? + b? = ¢, entonces el tridngulo es rectangulo.

®



Indicador de logro

1.5 Resuelve problemas utilizando la distancia entre dos puntos y divisién de un segmento en una razén dada.

Se utilizan los conocimientos adquiridos en esta leccidén para resolver problemas geométricos. J

Solucién de problemas:

1. Para que el tridngulo ABC sea equilatero, sus lados deben medir lo mismo. Es decir, las distancias d(A, B),
d(B, C) y d(A, C) deben ser iguales. Calculando las tres distancias:

*d(A,B)=~/(3-(-3)2+(3-(-3)’ =62 +6 =612,
¢ d(B,C)=/(-3+3+/3) +(-3-3+/3)2=19-18~/3+9(3) + 9+ 18+/3 + 9(3) =/8(9) = 6/2,
o d(A, C)=/(3+33)*+(3-33)2=9+18+/3 +9(3) + 9— 18+/3 +9(3) =+/8(9) = 6+/2.

Por lo tanto, el triangulo ABC es equilatero.

2. Para que el tridngulo sea escaleno, los tres lados deben tener distinta medida. Es decir, las distancias
d(D, E), d(E, F) y d(D, F) deben ser distintas. Calculando las tres distancias:

*d(D,E)=~/(1-(-3))+ (4 (-2)7 = V42 + 6 =/52,
o d(E, F)=+/(-3-5)2+ (-2 —1)? =/ (-8)2 + (-3)2=1/73,
e d(F,D)=~/(1-5)2+(4-1)>=+/(-4)2+3?=5.

Por lo tanto, el tridngulo DEF es escaleno.

3. Por facilidad, se calcula AB?, BC*y AC%:
® AB?=[d(A, B)]> = (3 +3)*+(7 +1)*= 6+ 82 = 100.
*BC = [d(B, O))” = (-3 -3+ (-1+1)*= (-6)"=36.
e AC’=[d(A,C)? =(3-3)*+(7+1)>=82=64.

Se observa que BC? + AC? = 36 + 64 = 100 = AB2. Por el reciproco del teorema de Pitagéras, el triangulo
ABC es rectangulo.

El reciproco del teorema de Pitagoras se
estudié en 9° grado.
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1. Para cada caso, calcula la distancia entre los puntos Ay B:

2) A-9) y B(-1) b) A(0)  B(5)
0 A(—%) v B(%) d) AN5)y B(3V5)

e) A(-4,0)y B (5,-2) f) A(-1, 6) y B(3, -2)
8 A(5 1) v8(33) ) AVZ, -3)y 8(0, 2)

2. La distancia entre dos puntos Ay B es d(A, B) = 213 . Si las coordenadas de A son (-2, 5) y las de B son
(x, 1), écudl es el valor de x?

3. La distancia entre dos puntos Ay B es d(A, B) = 2v/34 . Si las coordenadas de A son (=6, ) y las de B son
(4, 4), écudl es el valor de y?

4. Para cada caso, encuentra el valor del punto sobre el segmento AB que lo divide en la razén dada:
a) Razon 6:5, A(-10) y B(1) b) Razén 3:1, A(-2) y B(2)
c) Razdén 1:3, A(-6, 7) y B(2, 3) d) Razon 1:2, A(-4, 0) y B(11, 6)

5. Para cada caso, encuentra el punto medio del segmento AB:

a) A(=1) y B(3) b) A(-2v10)y B {10)
c) A(0, 7) y B(4, -11) d) A(-5, -1.5) y B(3, 5.5)

6. ¢Cudl es la distancia entre un punto P(x,, y,) y el origen (0, 0)?
3 1
7. Encuentra las coordenadas del punto B, si el punto medio entre A(-1, 3) y B es P(T' T)

8. Los vértices de un triangulo son A(2, 4), B(-2, —2) y C(4, 0). Si D y E son los puntos medios de los lados AB
y BC respectivamente, demuestra que DE = %AC.

9. El vértice A de un tridngulo ABC tiene coordenadas (-2, 4). Si los puntos medios de los lados AB y BC son
(-3, 1) y (1, 0) respectivamente, écuales son las coordenadas de los vértices By C?

10. El vértice A de un cuadrado ABCD tiene coordenadas (-4, 4). Si los puntos medios de los lados AB, BCy
CDson (=2, 0), (4,-2) y (6, 4) respectivamente, ¢ cudles son las coordenadas de B, Cy D?

- J
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Indicador de logro

1.6 Resuelve problemas correspondientes al calculo de distancias entre puntos y divisién de segmentos en
una razon dada.

Solucién de problemas:
1a) d(A, B)= |-9—(-1)| = |-8| =—(-8)=8  1b)d(A,B)=5 1c) d(A, B) =5 1d) d(A, B) = 24/5
1e) d(A, B) =\ (-4 —5)2+(0—(-2))>=/85  1f)d(A, B)=4/5 1g)d(A B)=2+/2 1h)d(A B)=3+/3

2.d(A, B)=\/(—2—x)2+(5—1)2=2 13 = (2—-x)?+16=4(13) = x*+4x-32=0= (x+8)(x—4) =

Por lo tanto, x=—8 o x = 4.

3.d(A, B)=\(-6-4)2+(y-4)2=2~/34 = 100+ (y—-4)2=4(34) = y*—8y—-20=0 = (y +2)(y—10) =
Por lo tanto, y=—2 o0 y = 10.

4a)p=—4 ab)p=1 4c) P(-4, 6) 4d) P(1, 2)

S5a)p=1 5b) p = _@ 5¢) P(2,-2) 5d) P(-1, 2)

6. Sea 0(0, 0) el origen del plano cartesiano. Entonces, d(P, O) =~/(x, — 0)2 + (y, — 0)? = \/x+ y2

) (2 2) Por tanto, 12+x = % y 3 ;y =. De estas dos ecuaciones se

l+x 3+y
2 72
deduce que x =4y y=-2. Por lo tanto, B(4, -2).

7. Sea B(x, y). Entonces(

8. Como D y E son los puntos medios de AB y BC, respectivamente, se tiene que

2+4+(-2) 4+(=2))\_ 4+(-2) 0+(-2))\_ _
D( 12 A )-D(O,l)yE( 12 0+ )—E(l, 1).

Luego, DE = \/(0 —-1)%+(1-(-1))? =\/§. Por otra parte, AC=+/(2—4)? + (4 —0)>=+/20 = 2\/?.
Por lo tanto, DE =5 = %(2 \/5) = %AC

9. Sean B(x,, y,) y C(x,, ¥,). El punto medio de AB es (-3, 1), entonces

2+x1 4+y,
2

Por tanto, B(—4, —2). Luego, el punto medio de BC es (1, 0), entonces
(_4+x2 -2 +yz)

— =(1,0) = x,=6yy,=2. <—5—V9’1/456 X
~1
Por tanto, C(6, 2). B )

A 4

A(-2,/4)
225)=3,1) = x,=-4yy,=

BN W B U

10. Sean B(x,, y,), C(x,, ¥,) y D(x3, ;) El punto medio de AB es (-2, 0), entonces

2

Luego, el punto medio de BC es (4, —2), entonces
(Ozxz’—4+y2) (4,-2) = x,=8yy,=0.Por tanto, C(8, 0).
Por ultimo, el punto medio de CD es (6, 4), entonces

(8+x O+y, ) (6,4) > x,=4yy,=8.Por tanto, D(4, 8).

2 72
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(—4+x1 4+y ])_( -2,0) = x,=0yy, =—4. Por tanto, B(0, —4).



Linea recta

-~

2.1 Pendiente y definicidn de linea recta

Problema inicial
Con los puntos A(—2, —3), B(0, 1), C(1, 3) realiza lo siguiente:
1. Verifica que para cualquier pareja de puntos, el cociente

Y2~
X=Xy

2. Ubica los puntos en el plano cartesiano. ¢Estan todos sobre una misma linea recta?

es constante.

3. Dado un punto P(2, y), écudl debe ser el valor de y para que P se encuentre sobre la misma linea recta

que Ay B?
Solucién
1. Las parejas posibles son Ay B, Ay C, By C. Para cada pareja se calcula el cociente yz:;vcl :
A(-2,-3)y B(0, 1): A(-2,-3)yC(1, 3): B(0, 1) y C(1, 3):
Y= _ 1—(—3) Y= - 3—(—3) Y= - 3-1
=%~ 0-(-2) =% 1-(-2) %L-%  1-0
-4 I -2
) ! B
= 2 = 2 = Z

Y=V

Por lo tanto, para cualquier pareja de puntos el cociente T —x
2 1

es constante.

2. Se ubican los puntos en el plano cartesiano como se muestra en la figura
de la derecha. Utilizando una regla se verifica que, en efecto, los tres se
encuentran sobre una misma linea recta.

3. De acuerdo a los numerales anteriores, para que P(2, y) se encuentre
sobre la misma linea recta que A(-2, -3) y B(0, 1), el cociente%debe

2 1
ser igual a 2 para cualesquiera pareja de puntos A, B o P. Basta con com-

probar que se cumple para By P:

y-1
2-0 =2
y=5

También puede utilizarse la grafica de 2 y deducir que el valor de y debe ser igual a 5 para que P(2, 5)
esté sobre la misma linea recta que A(-2, -3) y B(0, 1).

Definicién
Una linea recta es un conjunto de puntos tales que, al tomar dos de ellos
cualesquiera y diferentes A(x,, y,) y B(x,, v,), el valor del cociente 270 e
q y 1 Y1) Y BAXy, Vo), X, —x, Observa que
siempre constante. A dicho cociente se le [lama pendiente de la recta y se V=¥ ==y Y=Y,
denota por la letra m, es decir: v—y =X T —(x,-x) N
_ V2 1
m==

Problemas;
1. Para cada caso muestra que los puntos A, By C estan sobre la misma linea recta:
a) A(0, -3), B(3, 0) y C(5, 2) b) A(-4, 1), B(0, 3) y C(6, 6)

o) A(-3,5), B(-1,-1) y ¢ (3 5) d)A(-3,4),8(3 1)y C(3,0)

2. Sin graficar, justifica por qué los puntos D(-3, 1), E(1,-1) y F (%, - %) no estan sobre la misma linea recta.
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Indicador de logro

2.1 Identifica puntos sobre la misma linea recta utilizando el valor de su pendiente.

En Tercer Ciclo se estudié la funcion lineal a partir de la proporcionalidad directa. Ahora se define la recta a
partir del concepto de pendiente, de esta forma sera facil deducir la ecuacion de una linea recta posterior-
mente. Se inicia el estudio de la linea recta en el contexto de la geometria analitica.

Solucién de problemas:
1a) A(OI _3)l B(3I 0) y C(SI 2)
A(0, -3) y B(3, 0): B(3,0) y C(5, 2):

Y= _ 0-(-3) Y= N 2-0

X, =X B 3-0 X, =Xy 3

5_

2
2
1

= w|w

Por lo tanto, A, By C estan sobre la misma recta.
1
10) A3, 5), B(-1,-1) y ¢(5, -5)

A(=3, 5)y B(-1, -1): A(=3,5)y C(<, -5)

Y~ N - -1-5 Y=Y+ _ -5-5
X =%, -1-(-3) X, — X, B §I_(_3)
=3 _ 1o
= o
= =3 3
.10
=-10+ 3
3
__1OXE
=3

Por lo tanto, A, By C estan sobre la misma recta.

2.0(-3, 1), E(1,-1) y (=, -

3)

1b) A(-4, 1), B(0, 3) y C(6, 6)
A(=4, 1) y B(0, 3): A(-4, 1) y C(6, 6):

Yo=Y _ 3-1 Yo=Y _ 6-1
X=X T 0—(-4) X, =% 6—(-4)
-2 - 2
T4 10
=1 _ 1
2 )

Por lo tanto, A, By C estan sobre la misma recta.

1d) A(-3, 4), B(=, 1) y C(3, 0)

A(-3,4)y C(3,0) B(2,1)yc,0)
Y= — 0-4 Y= 0-1
%=%  3-(-3) %%~ 3 3
2

- A -1

= = -2

2

= —% _ _l

T3

Por lo tanto, A, By C estan sobre la misma recta.

3 3
D(-3,1)y E(1,-1) E(1, -1) F(;,—;)
YN - -1-1
Y= 1-(3) Ym0 -5-(-1)
-2 X, =X,
= " %_1
_1
- _1 -2
=-3 = %
=-1

Por lo tanto, A, By C no estan sobre la misma recta.
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2.2 Ecuacion de una recta: forma punto — pendiente*

Problema inicial
Demuestra que la ecuacion de la recta [ que pasa por un punto A(x,, y,) y tiene pendiente m es:

y=y,=m(x-x,)

Solucién Y
Sea P(x, y) un punto cualquiera sobre la recta [ diferente del punto A(x,, y,).
Por definicién de linea recta, m es constante; entonces: ? P
m = Y~ .
x—X,
Luego, nAn
y =y, = mx-x,). ' % )
X, x ’
Por lo tanto, la ecuacion de la recta l es: y —y, = m(x — x,).

Definicién
La ecuacién de una recta / con pendiente conocida m y un punto A(x,, y,) perteneciente a la recta es:
Y=y, = m(x—x,).
A esta ecuaciodn se le llama forma punto — pendiente de la ecuacion de la recta; al despejar la variable y
en lo anterior se obtiene:
y=mx—mx, +Yy,
donde el coeficiente de la variable x es la pendiente de la recta y el valor de —mx, + y, es constante. Para
graficar la recta [ conociendo el punto A(x,, y,) sobre ella y su ecuacién punto — pendiente se hace lo si-
guiente:
1. Sustituir un valor particular para x y encontrar el correspondiente valor en y.
2. Colocar sobre el plano cartesiano los puntos A(x,, y,) y el punto obtenido en el numeral 1; luego trazar
la recta que pasa por ambos puntos.

Ejemplo

Encuentra la ecuacién de la recta [ cuya pendiente es m =%y pasa por el punto A(-3, 2).

Se sustituyen los valores de m y (x,, ) en la forma punto — pendiente:
1
y-2=2x-(-3)]

y=%(x+3)+2

1 7
==X+ —
y=o%%3
Para graficar la recta, se sustituye un valor particular para x en la ecuacion

anterior, por ejemplo x = 1, y se encuentra su correspondiente valor y:

_1.,7_ L
y_2+2_4' - . B R T

Se colocan los puntos A(-3, 2) y (1, 4) en el plano y se traza la recta que
pasa por ambos puntos, como muestra la figura de la derecha. :

>
Problemasw
Encuentra la ecuacidn de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por A; grafica la recta para cada caso:

a) Pendiente m =2y A(6, 7) b) Pendiente m =1y A(-1, 0)
c) Pendiente m =-1y A(-2, 6) d) Pendiente m = %y A(1, 8)

2 )
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2.2 Determina la ecuacidn y grafica una recta utilizando el valor de su pendiente y las coordenadas del punto

sobre ella.

iccimncn

En esta clase se dan dos condiciones minimas para
establecer la ecuacién de una linea recta: un pun-
to de esta y su pendiente; luego, para graficarla
bastara utilizar la ecuacidn para determinar otro
punto de la gréfica. Puede desarrollar el Problema

inicial si es muy dificil para los estudiantes. )

N\

Propésito
Con el Problema inicial, se deducira la forma pun-

to-pendiente de la recta a partir de la definicion de
la clase anterior, esta forma permite determinar fa-
cilmente puntos de la recta determinando el valor
de y para un x dado.

W

Solucién de problemas:

a) Pendiente m =2, A(6, 7)

y—7=2(x-6)
y =2x-5
x=3,y=2(3)-5=1,(3,1)
Yy
T A(6,7)
7
6
5
4
3
<o 1 2/3 T 5 6 X

c) Pendiente m =—1, A(-2, 6)
y-6=-1[x~(-2)]

y=—x—-2+6
y=—x+4
x=0,y=-0+4=4,(0,4)
N4
7
6
A(_216) 5
N (0, 4)
3\
1 \
o[ 1 2 3 z\”c

b) Pendiente m =1, A(-1, 0)
y—0=1[x—(-1)]

y=x+1
x=1,y=1+1=2,(1,2)
y
6
5
4
3
1 1)2)
A(-1,0) /
-2/410 1 2 3

1
d) Pendiente m = > A(1, 8)

y_

x=-1,y=7,(-1,7)

1
8—5(.%‘—1)
1 1
y—Ex—E+8
EPV-
Y=3 2
y JA(L,8)
(—%/
6
5
4
3
T
<—2 -10 2 3
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2.3 Ecuacidon de una recta dados dos puntos

Problema inicial
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(-1, —3) y B(2, 9) y graficala. j

Solucién
Para utilizar la ecuacién punto — pendiente es necesario encontrar la pendiente de la recta. Por definicidn,

_9-(3) _
-
Se toman x, =—1, y, = =3y se sustituyen los valores en la ecuacién punto — pendiente:

Y y=ax+1

y—(=3) =4x—(-1)] B(2,9)
También puedes utilizar las coordenadas
de B en la forma punto — pendiente y y+3= 4(x+1)

verificar que la ecuacién es la misma.

y=4x+1

Por lo tanto, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(-1, -3) y
B(2,9) esy =4x + 1. Para graficarla basta con colocar dos puntos pertene-
cientes a la recta (estos pueden ser los puntos Ay B dados en el enuncia-

do del problema) y trazar la linea como lo muestra la figura de la derecha: 3 2 1 1 2 3
1

2
A1, =3) 5

Conclusion
La ecuacion de una recta [ que pasa por dos puntos conocidos A(x,, ¥,) y B(x,, ¥,), con x, # x, es:

- =yz_y1 _
Y=oy ).

Para graficar la recta [ se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano, luego se traza la recta que pasa
por ambos puntos. En general, para trazar la grafica de una linea recta / basta con ubicar dos puntos
pertenecientes a [ y trazar la recta que pasa por ambos.

Ejemplo
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(-2, 4) y B(4, 1) y graficala.
Se sustituyen los valores de x,, y,, X,y ¥,: y
1
4= 174 (- y=- a3
y—4= 1-2) [x - (=2)] \A(‘Z\"‘Z
y= 2 (x+2)+4
1 : B(4, 1)
yE-Sx+ 3 1 x
-3 2 10 1 2 3 4 5

La graficade y = —%x + 3 se muestra en la figura de la derecha. -

*
Problemas.
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Ay B; grafica la recta para cada caso:

a) A(-3,-1) y B(1,-5) b) A(2,-2) y B(3, 1)
c) A(0, -5) y B(6, 4) d) A(0, 4) y B(12, -6)
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Indicador de logro

2.3 Determina la ecuacidén y grafica la recta que pasa por dos puntos conocidos.

Proposito

Ahora se estudia la forma de la ecuacién de la rec-
ta a partir de dos de sus puntos.

Para resolver el Problema inicial, se debe utilizar la
forma punto-pendiente. Para dibujar la recta es su-
ficiente utilizar los puntos proporcionados.

Solucidn de problemas:

a) A(-3,-1) y B(1,-5) b) A(2,-2) y B(3, 1)
—5-(-1 1-(-2
y_(_1)= 1_((_3))[x_(_3)] y_].: 3_(2)(36—3)
y=—(x+3)-1 y y=3(x-3)+1 y
N R ) 3 /
A(=3,-1) L : B(3,/1)
i 2 i :/: 45 0 rx
c Bl,—S) N
A2, +2)
c) A(0, -5) y B(6, 4) d) A0, 4) y B(12, -6)
4-(-5 —-6-4
y=(-5) =22z -0) y-4=To"t(x-0)
9 -10
yzgx—S y y=E.’X,‘+4
B(6,4)
3 4 4
y=5x—5 X y=—%x+4 y
i °l A0, 4
o 17 R X f )
2 N
- "o 2 4 8 10 12 X
-3 > \\
| / » AN
B(12, —6)
A(0, +5) -6

e Sugerencia Metodoldgica



2.4 Rectas paralelas a los ejes de coordenadas

Problema inicial
Para cada caso, grafica la recta que pasa por los puntos Ay B, y deduce su ecuacion:

a)A(L,2)yB(3,2) b) A(1,-1) y B(1, 3)

Solucién
a) Se colocan los puntos A y B en el plano cartesiano y se traza la linea y
recta como lo muestra la figura de la derecha; el resultado es una .
recta horizontal, o sea, paralela al eje x. Su ecuacién se encuentra
utilizando lo visto en la clase anterior: 3
AL 2) y=2
2-2 2
—2=LT% (x— B(3,2
y-2 3T1 (x—=1) . )
0
y= 3(x— 1)+2 s x
-1 0 1 2 3 4
y=2 -1
Por lo tanto, la ecuacién de larectaes y = 2. :
-X x=1
b) Al colocar los puntos A(1, —1) y B(1, 3) en el plano cartesiano y trazar
la linea recta se obtiene una recta vertical, es decir, paralela al eje y. Si 4
se calcula la pendiente de la misma se obtiene lo siguiente: 3 B(1;3)
_3-(=1)_4 2
T 1-1 "0
T
Estoindica que la pendiente es indefinida. La primera coordenada de
los puntos sobre la recta es siempre constante e igual a1l (noasila 1 o 3 4 %
segunda coordenada), por lo tanto, la ecuacién de la recta es: x = 1. -1 A(1,-1)
Conclusién
La ecuacién de una recta [ paralela a uno de los ejes de coordenadas es:
a) y =k, si la recta es paralela al eje x. El punto (0, k) pertenece a la recta .
b) x =k, si la recta es paralela al eje y. El punto (k, 0) pertenece a la recta /.
Ejemplo 5
Grafica las rectas y = -3y x =-5. x2S S
2
Se ubican los puntos (0, —3) y (-5, 0). Luego, se traza la recta: )
(-5,10) S x

-+ 4 -3 2 -1 0 1

1. Paralela al eje x que pasa por (0, —3) en el caso de y = -3;
2. Paralela al eje y que pasa por (-5, 0) en el caso de x = 5. -1
-2

(Or _3)

Ambas rectas se presentan en la figura de la derecha.

-4

N

b
Problemasw
1. Encuentra la ecuaciony grafica la recta que pasa por el punto Ay es paralelaa uno de los ejes de coordenadas:

b) A(O, %) y es paralela al eje x.

a) A(0, 4) y es paralela al eje x.
d) A(3,-1) y es paralela al eje y.

c) A(5, 0) y es paralela al eje y.

2. Demuestra que la pendiente de cualquier recta horizontal es igual a cero.

7




Indicador de logro

2.4 Encuentra la ecuacién y grafica la recta paralela a uno de los ejes de coordenadas que pasa por un punto

dado.
En el problema inicial es posible deducir la ecuacién

Las formas de la ecuacion de la recta que se han
estudiado hasta ahora no consideran el caso en el de la recta horizontal utilizando las formas ya estu-
cual la recta es vertical, ya que se habia estudia- diadas, en el caso de la recta vertical el estudiante
do como funcidn, ahora se hace en el bloque de puede deducirla a partir de la grafica.
geometria analitica. En esta clase se estudian las
kecuaciones de las rectas verticales y horizontales.j L )
Solucién de problemas:
. 1 .
a) A(0, 4) y es paralela al eje x. b) A (0, 5) y es paralela al eje x.
= 1
Y= 4 ==
V=3
Jo,4) .
3 3
2 2
1
: Jlo3)
o 1 2 3 7 % o 1 3 3 3 7
-1 -1
W V.

c) A(5, 0) y es paralela al eje y. d) A(3,-1) y es paralela al eje y.
x=5 x=3
N ;):
4 4
3 3
2 2
1
, (50] | '
o 1 2 3 4 i £ T2 X
-1 -1 (31 _1) b

2. Sea k un ndimero real.

Para calcular la pendiente de la recta y = k basta tomar dos puntos sobre la recta,
estos puede ser (0, k) y (1, k).
k—-k

Entonces m = 1-0° 0.
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2.5 Forma general de la ecuacién de una recta

Problema inicial

Grafica en un mismo plano cartesiano las siguientes ecuaciones: Despeja y en los literales

a)2x—3y+6=0 byy+2=0 c)4x—24=0 ayb) yxenelliteralc).
Solucién
a) Se despeja la variable y: b) Se despeja la variable y: c) Se despeja la variable x:
3y=2x+6 y=-2 4x =24
2 x=6
= =X+ 2 e .7
y=3 Esta Ultima es la ecuacién Esta dltima es la ecuacién

Esta ultima es la ecuacién
de una linea recta, que

de una linea recta parale-
la al eje x que pasa por el

de una linea recta parale-
la al eje y que pasa por el

pasa por los puntos (0, 2) punto (0, -2). punto (6, 0).
y(3,4).
J x=6
En el literal a), para en- 7 y =%x+ 2
contrar los puntos (0, 2) y _
(3, 4) se sustituyeron los
valoresx=0yx=3enla .
ecuacion de la recta y se °
encontraron sus respecti- ;
vos valores y=2yy=4. (3,4)
(0,2)
(6,0)
2 -1 0 1 2 4 6 7 x
(0,-2) y -2
=2

Definicién

La ecuacion de la forma ax + by + ¢ =0, donde @, b y ¢ son
ndmeros reales (a y b no pueden ser cero al mismo tiem-
po), tiene por grafica una linea recta.

La forma general de la ecuacién de una recta no es
Unica. Por ejemplo, las ecuaciones 2x —y + 1 =0,
-2x+y—1=0y4x— 2y + 2 =0 representan la
misma recta. Los coeficientes de la segunda son los
opuestos de los de la primera, y los coeficientes de

A esta ecuacion se le llama forma general de la ecuacion
la tercera son el doble de los de la primera.

de una recta.

-
Problemas.w
1. Grafica, en un mismo plano cartesiano, las rectas representadas por las siguientes ecuaciones:

a)3x+y-5=0 b)x-2y-9=0 c)5y-5=0 d2x+3=0

2. Escribe las siguientes ecuaciones de lineas rectas en su forma general (utiliza coeficientes enteros):

- El =3 -_5 -8
a)y= 2x+4 b)y-5x+2 cy= c d)x-3

@

72
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2.5 Grafica lineas rectas cuya ecuacion es de la forma ax + by + ¢ = 0.

El estudiante debe comprender que todas las formas de la ecuacion de la recta se pueden escribir en la
forma general. Puede discutir las ventajas de la forma general y la forma punto-pendiente, posteriormen-
te se confirmara en la resolucién de problemas.

Solucidn de problemas:
1a)3x+y-5=0
y==3x+5
Puntos (0, 5), (1,2)

1c)5y-5=0
y=1
Puntos (0, 1)

2a) y=—2x+%
4y=—-8x+5
8x+4y—-5=0
2¢) =—%
6y =-5
6y+5=0

y==3x+5Y
4

1b)x-2y-9=0

-2y=-x+9 \7.
1 9
Y=3r73 :

Puntos (1, -4), (3, -3)

o N W B

1d)2x+3=0 T \ y=1
3 -Lof 1 x
x——; :
9
Punto (——, O) 3 \ Y T3

2b) y=%x+2

5y=3x+10
-3x+5y-10=0

2d)

w
153

I w
0 R R
oo
O ® e
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2.6 Practica lo aprendido

~

1. Para cada literal, determina (sin graficar) si los puntos A, B y C se encuentran sobre la misma linea recta:
c) A(-1,-6), B(0, -2) y C(1, 3) d) A(-4, 8), B(2, 4) y C(20, -8)

2. Dados los puntos A(0, =3) y B(6, 4), écudl debe ser el valor de x en C(x, 25) para que los puntos A, By C
estén sobre la misma linea recta?

3. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por el punto A;
graficalas en un solo plano:

a) Pendiente m = -4, A(-3, 5) b) Pendiente m =10, A(1, -1)

4
c) Pendiente m = %, A(0, 4) d) Pendiente m = %, A(—Z, —?)

A la ecuacidn de la recta escrita en la for-
ma y = mx + b se le conoce como forma

punto — intercepto.

4. Demuestra que la ecuacién de la recta que tiene pendiente
conocida m y pasa por el punto (0, b) esy = mx + b.

5. Para cada literal encuentra la ecuacidon de la recta que pasa por los puntos A y B; graficalas en un solo
plano cartesiano:
a) A(5,1) y B(6, -2) b) A(-4,-4) y B(2, 5)

c)A(%,O) yB(%,—%) d) A0, O)yB(Z,—14—3)

6. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta paralela a uno de los ejes de coordenadas y pasa por
el punto A; graficalas en un solo plano cartesiano:

a) A(9, 0) y es paralela al eje y b) A(-5, 2) y es paralela al eje x

c) A(%, 5) y es paralela al eje y d) A(%, - %) y es paralela al eje x

7. Escribe las siguientes ecuaciones de lineas rectas en su forma general (utiliza coeficientes enteros):

4 1
a)y—4x+3 b)y—?x+?
)y=4 _2 d) =—-2*_4
Cy=5x=3 Y73

8. Encuentra los valores de m y b en la ecuacion y = mx + b si la recta pasa por los puntos (-1, 0) y (3, 2).

®
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2.6 Resuelve problemas correspondientes a la

ecuacion de la linea recta.

Solucién de problemas:

1a) A0, 7) y B(2, 3): 1b) A(-3, 5), B(1, 2): 1c) A(-1, -6), B(0, —2): 1d) A(-4, 8), B(2, 4)
3-7 _A_, 2-5 _3__3 —2-(-6) _ 4 _ 48 A2
2-0 2 1-(-3) 4 4 0-(-1) 1 2-(-4) 6 3
A(0, 7), C(3, 1): B(1, 2), C(5, -1): B(0, -2), C(1, 3): B(2, 4), C(20, -8):
1-7 s _ 1-2_-3_ 3 3-(2) .5 -4 _-12_ 2
3-0° 3 5-1 4 4 1-0 1 20-2 " 18 3
A, By C estan sobre A, By C estan sobre A, By C no estan so- A, By C estan sobre
la misma recta. la misma recta. bre la misma recta. la misma recta.
Y.=)Y:1  4-(-3 7 y=—bdx—-7 y=10x—-11

2. -0 3a) y - 5 =~4fx— (-3)] y

5-4 7 y =—4x-7 \ 8 I
x-6 6 3b) y—(-1)=10(x—1) \ 4 |
21(6) =7(x—6) y =10x-11 6 | v iZdia
21(6) _ .. _ > —
7 % 6 3c)y—4=%(x—0) _\,/ 4 ’I'L
-~
18=x-6 1 \ 3 I y =2
_ y=-x+4 2
x=24 5 \ I =

3d)y - (~2) = 2{x - (-2))

4.y-b=m(x-0)entoncesy=mx+b.

5a) y=—3x+16 5b) y=§x+2

13
5C) y=_%x+§ 5d) y:—gx

3
Yy y=-3x+16 Y =5x+2

S 8

S

~ o]

o)
LT

S U]

S|/
N \
EENERN
3 = —10\‘\\:. 3 4 \6 x
/N
N
\ \

[uN

0
2 T
y=3x S
7 9
6a) x =9 6b)y=2  6c)x=> 6d)y =~
77 x=9
J
2 y=2
5 4 3 2 10| 1 7 3 : X
4 __9
)
7a)dx—y+3=0 7b) 8x—6y +1=0
7¢) 12x-3y-2=0 7d)x+5y+5=0
8. Evaluando los puntos (-1, 0) y (3, 2) en la ecuacién y = mx + b
setiene: |0=—-m+b 1 1
= m==b==
{2=3m+b 2 2
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Posiciones relativas entre rectas

3.1 Interseccion de una recta con el eje x

Problema inicial

En cada literal, encuentra las coordenadas del punto de interseccidn de la recta con el eje x:

a)y=3x+3 b)x+2y-2=0 Punto de interseccidn se refiere al punto donde se cortan la

recta y el eje x en este caso.

Solucic’m

Sea A(x,, y,) el punto de interseccidn entre la recta y el eje x. En ambos casos, A se encuentra sobre el eje
X, por tanto su segunda coordenada (y,) es igual a cero y A(x,, 0).

a) Si el punto A(x,, 0) se encuentra sobre la recta, entonces satisface la ecuacidn:
y=3x+3

Se sustituyen las coordenadas de A en la ecuacidn anterior y se despeja x;:

0=3x,+3
3x,=-3
x,=-1

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccién de la recta y = 3x + 3 con el eje x son A(-1, 0).

b) De forma similar al literal anterior, si el punto A(x,, 0) se encuentra sobre la recta entonces satisface
la ecuacién:

x+2y-2=0
Se sustituyen las coordenadas de A en la ecuacidn anterior y se despeja x;:
x,+2(0)-2=0
X, =2

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccion de la recta x + 2y —2 =0 con el eje x son A(2, 0).

Conclusion

Dada una recta /, las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje x son (x,, 0) donde el valor
de x, se calcula sustituyendo y =0y x = x, en la ecuacion de la recta, y despejando el valor de x,.

]
Problemasu

1. Para cada literal, encuentra las coordenadas del punto de interseccidn de la recta con el eje x.
a)y=2x-2 b)y=—%+2 c)2x—-3y+6=0
d)8x+3y+6=0 e)x=V2 f)y=\/§

2. Dada una recta con ecuacion ax + by + ¢ = 0 que no es paralela a ningun eje de coordenadas. Demuestra
que las coordenadas del punto de interseccidn de la recta con el eje x son (- g, 0]).

3. Sea [ una recta con ecuacion x = k. Demuestra que las coordenadas del punto de interserccién de I con
el eje x son (k, 0).

4. Sea [ una recta paralela al eje x. ¢Existe un punto de interseccion entre la recta [ y el eje x? Justifica tu

respuesta.

®
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3.1 Encuentra las coordenadas del punto de interseccién de una linea recta con el eje x.

Proposito

En esta leccion se estudian las propiedades de la
recta iniciando, en esta clase, con la interseccidn
con el eje x.

En los Problemas, el estudiante determinara el pun-
to de interseccion en las distintas formas de la ecua-
cion de la recta. Los problemas 2, 3 y 4 generalizan
los resultados del problema 1.

Solucidn de problemas:

la) 0=2x,-2 1b) o=_%+z 1c) 2x,-3(0)+6=0
2x,=2 O=—x,+4 2x,=-6
X, = 1 X, = 4 X, = -3
(1,0) (4, 0) (-3,0)
1d) 8x,+3(0)+6=0 le) x = \2 1f) Los puntos de la grafica de
8x, =6 =2 y= V3 son de la forma (k, \3),
_ 3 ! donde k es un nimero real, asi
%=y (V2,0)

la recta no interseca al eje x.

Otra solucion: la recta es para-

lela al eje x por lo que no se
2.ax,+b(0)+c=0 intersecan.

ax, + c=0, con a # 0 ya que la recta no es paralela al eje x.

_ C
xl——a

. . s . c
Por lo tanto, el punto de interseccion del eje x con la recta es (_E' O).

3. Los puntos de la recta x = k son de la forma (k, /) donde [ es un nimero real.
Un punto esta sobre el eje x si su segunda coordenada es cero.
Entonces el punto de interseccion de la recta x = k con el eje x es el punto (k, 0).

4. Una recta paralela al eje x es de la forma y = [ y sus puntos son de la forma (k, I).
Un punto esta sobre el eje x si su segunda coordenada es cero.
Sil =0 entonces y =0, esta recta es precisamente el eje x.
Si [ # 0 entonces la recta y = [ no interseca al eje x.

Q Sugerencia Metodoldgica



3.2 Interseccion de una recta con el eje y

Problema inicial

Utilizando las ecuaciones de las rectas del Problema inicial de la clase anterior, encuentra las coordenadas

del punto de interseccién de cada recta con el eje y.

Solucién

Sea B(x,, ,) el punto de interseccidn entre la recta y el eje y. En ambos casos, B se encuentra sobre el eje

¥, por tanto su primera coordenada (x,) es igual a cero y B(0, y,).

a) Si el punto B(0, ,) se encuentra sobre |a recta, entonces satisface
la ecuacidn: y = 3x + 3. Se sustituyen las coordenadas de B en la
ecuacion anterior y se encuentra y,:

¥,=3(0)+3
=3

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccion de la
recta y = 3x + 3 con el eje y son B(0, 3).

b) De manera similar al literal anterior, si el punto B(0, ,) se encuen-
tra sobre la recta entonces satisface la ecuacién: x + 2y — 2 = 0.
Se sustituyen las coordenadas de B en la ecuacion anterior y se

despeja y, : 04+2y.-220
—2=

2y,=2

»=1

Graficamente, la
recta y = 3x + 3
corta a los ejes de
coordenadas en
los puntos (-1, 0)
y (0, 3).

—>X

Gréficamente, la
rectax+2y—-2=0
corta a los ejes de
coordenadas en
los puntos (2, 0) y
(0, 1).

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccién de la recta x + 2y —2 = 0 con el eje y son B(0, 1).

Conclusion

Dada una recta /, las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje y son (0, v,), donde el
valor de y, se calcula sustituyendo y =y, y x = 0 en la ecuacién de la recta, y despejando el valor de y,.

Si [ es paralela al eje x entonces su ecuacion es de la forma y = k y el punto de interseccidn de la recta con

el eje y es (0, k). Si [ es paralela al eje y entonces no hay interseccion entre la recta y el eje y.

En general, a los puntos donde una linea recta corta a los ejes de coordenadas se les llaman interceptos con
los ejes. La linea recta puede tener a lo sumo dos interceptos (uno en cada eje).

*
Problemasm

1. Con las ecuaciones de las rectas dadas en el problema 1 de la clase anterior, encuentra las coordenadas

del punto de interseccidn de cada recta con el eje y.

2. Para cada literal encuentra las coordenadas de los interceptos con los ejes:

a)2x—-3y-6=0 b)4x+y+2=0

3. Sean p y g nimeros reales diferentes de cero. Demuestra que los interceptos con los ejes de la recta con
.7 X . s . 74 s .z
ecuacion & + % =1son (p, 0)y (0, q). A esta ecuacidn se le llama forma simétrica de la ecuacion de una

recta.

D
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3.2 Encuentra las coordenadas del punto de interseccidon de una linea recta con el eje .

Ahora se estudia la interseccidn de una recta con el eje y, el razonamiento a utilizar para determinar el
intercepto es andlogo al de la clase anterior.

Solucién de problemas:
1a) y,=2(0)-2

Y. = -2
(OI _2)

1d) 8(0) +3y,+6=0

3y, =6
y1=_2
(01_2)

2a)2x-3y-6=0

Siy=0

2x,—-3(0)-6=0
2x,=6
x, =3

Intercepto con el eje x (3, 0).

2b)4x+y+2=0
Siy=0
4x,—(0)+2=0
4x, =-2
1
X, =—=
2 1
Intercepto con el eje x (—5, 0).

3. 4221
b q
£+9:1
p q

x_q
p
X=p

Intercepto con el eje x (p, 0).

1b) y1=—g+2

yi=2
0, 2)

1e) Los puntos de la gréfica de x = V2 son
de la forma (v2, k), donde k es un nu-
mero real, asi la recta no interseca al
eje y.
Otra solucién: la recta es paralela al
eje y por lo que no se intersecan.

Six=0
2(0)-3y,-6=0
-3y,=6
y1=_2

1f) y =3
y,=V3
(V3,0)

Intercepto con el eje y (0, -2).

Six=0
40)+y,+2=0
y1=_2

Intercepto con el eje y (0, -2).

£+l:1
b q
2+l:1
p q
Y-1
q
y=q

Intercepto con el eje y (0, q).

=

1c) 2(0)—3y,+6=0

-3y, =-6
»=2
(0, 2)
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3.3 Interseccion entre rectas

Problema inicial
Encuentra las coordenadas del punto de interseccion entre las rectas con El punto de interseccion

ecuacionesy=—x+3y2x—3y+4=0. entre las rec.tas satisface
ambas ecuaciones.

Solucién
Sea P(x, y) el punto de interseccidn entre ambas rectas. Esto indica que las coordenadas de P satisfacen

tanto la primera como la segunda ecuacion, y encontrar sus coordenadas equivale a resolver el sistema:

y=-x+3 e (1)
2x-3y+4=0 - (2)
Se sustituye el valor de y de la ecuacién (1) en la ecuacion (2) y se despeja la variable x:
<
2x-3(-x+3)+4=0 El punto donde se cortan las rectas
2x+3x=9-4 dey=—x+3y2x—-3y+4=0es
Sx=5 P(1, 2).
x=1 IRy 24-3y+4=0
Se sustituye el valor de x en la ecuacién (1): 2
y=-1+3=2
-10
=1
Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccidon entre las |

rectas es P(1, 2).

COncIusién

Dadas dos lineas rectas, las coordenadas del punto de interseccién entre ambas (es decir, donde se cortan
las lineas) se encuentra resolviendo el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas formadas por
las ecuaciones de dichas rectas.

Si dos rectas diferentes se intersecan en un punto P este es Unico, es decir, no existe otro punto R diferente
a P donde las rectas se crucen o se corten.

b3
Problemasm
1. Encuentra las coordenadas del punto de interseccion entre cada pareja de rectas cuyas ecuaciones son:

a)y=-3x-8y4x-3y+15=0 b)x+y-2=0y2x-y+2=0
c)x+2y+6=0y4x+3y+4=0 d)2x+3y=4y4x—-y=8
e)y=x+1lyx=-2 f)3x-2y-5=0yy=2

2. Dadas dos rectas con ecuaciones y =k, y x = k,, écudles son las coordenadas del punto de interseccion
entre ambas rectas?

3. Dadas dos rectas con ecuaciones 10x—5y =10y 10x— 5y =-25, ése cortan estas en algun punto? Verifica
graficamente tu respuesta.

@
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3.3 Determina las coordenadas del punto de interseccion entre dos rectas.

Se determina el punto de interseccidon entre dos rectas dadas, utilizando los métodos para resolver sistemas
de dos ecuaciones con dos incégnitas que se estudiaron en Tercer Ciclo. Se verifica la utilidad de la forma
general en el planteamiento del sistema de ecuaciones.

Solucidn de problemas:
la) [y=-3x-8 -—-(1)
4x-3y+15=0 -—(2)

Sustituyendo (1) en (2):
4x-3(-3x—-8)+2=0

1b) {x+y—2=0

(1)
2x—y+2=0 -—(2)

Sumando (1) y (2) se tiene
3x =0 entonces x = 0.

1c) {x+2y+6:0

(1)
4x+3y+4=0 ----(2)

Despejando x en (1):
x=—2y—6.

4dx+9x+26=0 Sustituyendo en (1), Sustituyendo en (2):
13x=-26 0+y—-2=0 4(-2y—-6)+3y+4=0
x=-2 y=2 -8y -24+3y+4=0
Entoncesy=—3(-2)—8=-2. Punto de interseccidn: —5y =20
Punto de interseccion: (0, 2). y=—4

(=2,-2).

Entonces x =—2(-4)—-6 = 2.
Punto de interseccion (2, —4).

1d) [2x+3y=4 -—--(1) le) [y=x+1 --(1) 1f) (3x-2y-5=0 - (1)
Ax—y=8 -—(2) x=-2 -—(2) y=2 —-(2)
Punto de interseccién: Punto de interseccidn: Punto de interseccidn:
(2, 0). (-2,-1). (3, 2).
2. ([y=k ..(1) Ambas rectas pasan por el punto (k,, k,),
x=k ...(2) por lo tanto su punto de interseccion es (k,, k,).

3. Silas rectas tienen punto de interseccién, debe tener solu-

cion el sistema de ecuaciones:

10x—5y=10 - (1)
10x — 5y =25 - (2)

Restando (2) de (1) se tiene:
0=35.

Y esto no es cierto, por lo que

el sistema no tiene soluciény

por lo tanto, las rectas no se

cortan en ningun punto.

Puntos para 10x — 5y =-25
(0,5)y(1,7)

Puntos para 10x -5y =10
(1,0)y(22)

El método de solucion utilizado
se conoce como reduccion al

absurdo.

Y 10x-5y=-25 10x-5y=10
"N

NOW B\ U o N

/ 1

&
hJ

47/—2—10/[23456'96
~
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3.4 Rectas paralelas

Problema inicial

Dadas las rectas con ecuaciones y =2x+3yy=2x-5: Si la ecuacion de una recta esta escrita en
laforma y = mx + b entonces el coeficiente
1. éCudl es el valor de la pendiente en cada recta? de la variable x es la pendiente de la recta.

2. ¢éSe cortan las rectas en alglin punto? Justifica tu respuesta.
3. Grafica ambas rectas en un mismo plano cartesiano. ¢Cdmo son, una con respecto a la otra?

Solucién
1. Las ecuaciones de las rectas estan escritas en la forma y = mx + b, por tanto la pendiente de ambas rectas
esigual a 2.

2. Para saber si se cortan las rectas debe resolverse el sistema:

y=2x+3 - (1)
{y =2x-5 = - (2)
Pero este sistema no tiene solucidn, ya que al sustituir (1) en (2) resulta:
2x+3=2x-5
2x—2x=-3-5
0=-8

o o y y=2x+3 y=2x-5
Esto indica que las rectas NO se cortan en ningun punto. [

3. Las gréficas de ambas rectas se presentan en la figura de la A
derecha. Como las rectas no se cortan en ningun punto, esto
indica entonces que son paralelas.

Dos rectas son paralelas si, aunque se prolonguen, 1

guardan la misma distancia entre si.
-2

b

Teorema
Dos (o mas) lineas rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. Esto quiere decir
que si dos (o mas) rectas son paralelas entonces tienen la misma pendiente y viceversa.

Ejemplo
Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y es paralelaa2x+y—-1=0.

Se despeja y en 2x + y— 1 =0 para encontrar el valor de la pendiente: y = —2x + 1; luego, m =-2. Como la
recta pasa por A(1, 3), se utiliza la forma punto — pendiente de la ecuacidn de una recta:

y—-3=-2(x-1)
y==2x+5
Por lo tanto, la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 3) y es paralelaa2x+y—-1=0esy=—-2x+5.

b d
Problemasm
1. Determina si las siguientes parejas de rectas son paralelas:

a)y=—4x+7;y=—4x+16 b)3x—2y+3=0;6x—4y-9=0 c)x—-2y+5=0;x—-3y=0
2. Para cada literal, encuentra la ecuacion de la recta paralela a la recta dada y que pasa por el punto A:

a)2x—y=0;A(4,0) b)x+3y—-5=0;A(3, 4)

c)y=5;A(0,-1) d)x=1;A(3,-2)

e

@
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3.4 Verifica el paralelismo entre rectas a partir del valor de sus pendientes.

En la leccion 2 se estudiaron las rectas paralelas
a los ejes coordenados, estas deben tenerse pre-
sentes en la resolucién de problemas. Para esta
clase se relaciona el paralelismo de dos rectas
con sus pendientes.

_ J

Proposito

Con el Problema se establece la relacidn entre la
pendiente de una recta vy las rectas paralelas a esta,
ademas se establece analiticamente que estas rec-
tas no se cortan en un punto por medio del sistema
de ecuaciones formado por las ecuaciones de la
Krectas, el cual no tienen solucién. )

Solucién de problemas:

1a) y =—4x+7;y =—4x + 16, son paralelas pues la pendiente de ambas es —4.

1b)3x—-2y+3=0;6x-4y—-9=0

Se escriben enlaformay=mx+b
3

_3,.3.,23,.9
YEFFP Y=Y

Ic)x-2y+5=0;x-3y=0

. 15
Se escribenenlaformay=mx+b:y= X +35;y=

son paralelas pues la pendiente de ambas es

2

x
3.

No son paralelas pues tienen pendientes distintas.

23) 2x—y=0=>y=2x=>m=2yA(4,0)
Utilizando la forma punto-pendiente
y—0=2(x—-4).
Por lo tanto, la recta es y = 2x — 8.

2c)y=5=>m =0yA(0,-1).
Utilizando la forma punto-pendiente
y—(-1)=0(x—0).
Por lo tanto, la recta es y = -1.

2b)x+3y-5 =O=>y=—%x+§=> m =—%yA(3, 4)
Utilizando la forma punto-pendiente
1
y—4=—-3x-3)
Por lo tanto, larectaes y = —3%+5.

2d) x = 1, es una recta vertical.
Asi una recta paralela a esta debe ser vertical y
pasar por el punto A(3, -2).
Por lo tanto, la recta es x = 3.

Sugerencia Metodoldgica
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3.5 Rectas perpendiculares*

Problema inicial
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el origen y ademas es perpendicular a la recta con ecuacion:
y =3x.
éCuadl es la relacién entre las pendientes de ambas rectas?

Solucién
La ecuacion buscada es de la forma y = mx, ya que pasa por el origen; sea P(x, y) un punto cualquiera sobre
ella. El punto A(1, 3) pertenece a y = 3x pues sus coordenadas satisfacen la ecuacion.

Si O es el origen entonces el triangulo POA es rectdngulo (las rectas 4
son perpendiculares). Por el teorema de Pitagoras: 3|-4A(1, 3)
d(P, A)?=d(P, 0)2+ d(O, A)?
En la ecuacidén anterior: d(P, A)? = (x — 1)2+ (y —3), d(P, 0)2 = x? + y*y
d(0, A)? = 1% + 32, Se sustituyen los valores y se despeja y en términos Pl 3T -
de x: 0

(x=1)+(y-3)?=(a+y*) + (1 +9)
X-2x+ X+ y -6y + =" +4* + A+ 9
-2x-6y=0

i,
Y 3

Por lo tanto, la ecuacién de la recta perpendicular a y = 3x que pasa por el origen es: y = —%x. Al comparar
las pendientes de ambas rectas, que son 3y —3-respectivamente, se observa que el resultado del producto
de ellas es igual a —1.

Teorema
Dos rectas no verticales con pendientes m, y m,respectivamente son perpendiculares siy solo si el producto

de sus pendientes es igual a -1, o sea:
mm,=-1

Esto quiere decir que, si dos rectas son perpendiculares entonces el producto de sus pendientes es igual a
-1y viceversa.

Ejemplo

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y es perpendiculara2x+y—-1=0.

Al despejar y en 2x +y — 1 = 0 se obtiene y = -2x + 1; luego, m, = —2. Si m, es la pendiente de la recta bus-

cada entonces debe cumplir m,m, = —1; se sustituye m, y se despeja m,:

-2m,=-1 = m,= L

2
Por tanto, la ecuacion de la recta perpendiculara 2x +y — 1 = 0 que pasa por A(1, 3) es y =%x + %
P *
roblemas £
1. Determina si las siguientes parejas de rectas son perpendiculares:

x 4 3
a)y=-2xy y=3 b)y=?x y y=-x
c)x-y+2=0 y 3x+2y+6=0 d)x-2y+2=0y 2x+y-6=0

2. Para cada caso encuentra la ecuacion de la recta perpendicular a la recta dada que pasa por el punto P:

a)y=x;P(3,3) b) y=—2x+5; P(-4, 3)
c)x-4y+4=0;P(-1,5) d)y=1;P(1,-1) @

o




Indicador de logro

3.5 Verifica perpendicularidad entre rectas utilizando sus pendientes.

Se determina la recta perpendicular a otra estu-
diando el caso particular en el que la recta pasa
por el origen. El Problema inicial requiere el uso
de la férmula de la distancia y utilizar algiin punto
de la gréfica, si esto es muy dificil para los estu-
diantes el docente debe resolver este problema.

N

J

Proposito

Al resolver el Problema inicial se establece la re-
lacién entre las pendientes de dos rectas que son
perpendiculares. Si se vuelve complicado plantear
la solucidn, el docente debe intervenir. Los casos
en los que una de las rectas es vertical u horizontal
se aborda en los Problemas. )

_

Solucién de problemas:

X
la)y=-2xyy=~
m,=-2 m2=%
mlmZ:—Z(%) =-1

Son perpendiculares.

Ic)y=x+2 yy=—§x—3

2

3

m,=1 m,=->
3 3

mm,= 1(—5) = —5

No son perpendiculares.

2a)y=x;P(3,3); m,=1

mm,=-1
l(mz) =-1
m,=-1
y—3=—(x-3)
y=-x+6
2c) y =5+ 1 P(-1,5); m,=7
mm,=-1
1
Z(mz) =-1
m,=-4
y=-5=-4[x~(-1)]
y=-4x+1

4 3
1b)y=3x y y=—2%

_4 _ 3
m,=z m,=-7
4( 3
m,m,= 5(—2) =-1

Son perpendiculares.

1d)y=§+1 y y=-2x+6

mlzz

m,m,= %(—2) =-1

Son perpendiculares.

2b)y=-2x+5;P(-4,3);, m,=-2
mm,=-1

-2(m,)=-1
1

2
y=3=3lx~(-4)]

m, =

y:%x+5

2d) y = 1 es una recta horizontal.
Una recta perpendicular a esta debe ser vertical,
ademas debe pasar por P(1, -1).
Entonces larectaesx = 1.
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3.6 Distancia de un punto a una recta

Teorema

Dada una recta [ con ecuacion ax + by + ¢ =0y P(x,, ,) un punto que no pertenece a /, la distancia desde

P a la recta [ se denota por d(P, /) y: 5
d(p, 1) = lax, + by, +c|

Va? + b2
Ejemplo
Para cada caso, encuentra la distancia del punto P a la recta [:
a)l:2x—-y+1=0y P(2,0) b)l:3x+2y—-9=0y P(2,-2) c)l:y=§+§yP(O,5)
; Cy = —_ — - -0 e N
a) Se sustituyen los valores: aﬁé)' f)(__l)(éi fll 1,x=2yy,=0: Si I, es la recta perpendicular a [
dpp )= — que pasa por Py R es el punto de
N2t +(=1) interseccion entre [ y [, entonces,
_14+0+1| calcular d(P, 1) equivale a encontrar
V4 +1 d(P,R).
y
= i l i .ll
Vs P
=45 \ /,"
Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es /5. ¢ 5 . > X
b) Se sustituyen los valores:a=3,b=2,¢=-9,x,=2yy,=-2:
_ 13(2) + (2)(=2) + (-9)] L < A )
d(p, 1) = T
_|6-4-9|
T A\9+4
_ 7 _ N13
T N13 7 13
7N13

Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es EN

c) Primero debe escribirse la ecuacion de la recta en la forma ax + by + ¢ = 0. Al multiplicar toda la ecua-

cién por 3 resulta: 3y=x+8

x—3y+8=0

Luego se sustituyen los valores:a=1,b=-3,¢c=8,x,=0yy,=5:

_ 11(0) +(=3)(5) + 8|
A= o
_lo-15+8]
N1+9
__7 _1nio
~ V10 10 °
Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es %.
Problemas.w’
1. Encuentra la distancia del punto P a la recta [:
a)l:x+3y—-3=0vy P(1,-1) b)l:2x+y-4=0y P(0, 3)
O ly=2xy P(1,-2) d)y=%+1y P@3,-3)

2. Demuestra que la distancia del origen a larecta I: ax+ by +c=0es lel

)

®
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3.6 Calcula la distancia de un punto a una recta.

Proposito

No se deduce la férmula de la distancia, por ser un
problema extenso en resolver, sin embargo se espe-
ra que el estudiante sea capaz de utilizar adecuada-
mente la férmula.

En esta clase se utiliza la formula de la distancia
de un punto a una recta. El estudiante debe com-
prender qué longitud es la que calcula al utilizar
la formula.

Solucién de problemas:

la):x+3y-3=0y P(1,-1) 1b)[l:2x+y-4=0y P(0, 3)
C|1+3(-1)-3 | _[2000+3-4]
_ sl =L
= V1o V5
_Y10 Y5
== B
1c)[:3x—-4y=0vy P(1,-2) 1d) l: x-5y+5=0 vy P(3,-3)
_ 13 -4¢2)] d(p, 1) = 132531+ 5]
AP = e P 0= sy
[11] - 1231
=5 V26
_u _ 3%
=3 26
_ 1a(0) + b(0) + c|
2 dp )=y
Puede revisar la demostracion de la formula en:
= el https://youtu.be/P740MiW;j2GU
N
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3.7 Practica lo aprendido

. Encuentra las coordenadas de los interceptos de cada recta con los ejes:

a)y=2x b)5x+2y+10=0
c)y=%—1 dy=-8x+4
e)y=3 flx=-4

. Encuentra las coordenadas del punto de interseccion entre cada pareja de rectas:

a)x+y—-2=0; 4x—-y+7=0 b)y=—x;3x+y-6=0
C)x+2y+2=0; y=2x+9 d)x-y-1=0; y=3
e)3x—-y+3=0;9x+7y—-4=0 f)y=—5;x=%

. Determina si cada pareja de rectas son paralelas o perpendiculares:

a)y=3x-5; y=3x b)y=%+1;x—4y+2=0
c)y=-3x-2; x-3y+1=0 dy=-2;x=1

. Encuentra la ecuacion de la recta paralela a la recta [ que pasa por el punto A:

a)l:y=—2x+5; A(-2,-3) b)l:y=3x+4 ; A5, -1)

. Encuentra la ecuacidn de la recta perpendicular a la recta  que pasa por el punto A:

a)l:y=-5x-1; A(10, 1) b)l:3x—4y+8=0; A(-6,0)

.Dosrectas [,y [, se intersecan en el punto (-4, 4). Si [, pasa por (0, 12) y es perpendicular a 1,, écudles son

las ecuaciones de ambas rectas?

. Sea [ la recta con ecuacion 5x — 2y = 0. Determina los valores de a y b  Existen infinitas rectas paralelas y

para que la recta ax + by +c=0: perpendiculares a [: 5x — 2y = 0;
. basta con encontrar un par de va-
a) Sea paralela a la recta . b) Sea perpendicularalarecta l.  |oresparaay b en cada literal.

. Sea [ la recta con ecuacién x — 3y — 6 = 0. Determina el valor de a en la recta con ecuacién

ax + (a—4)y +c =0 para que:

a) Sea paralela a la recta L. b) Sea perpendicular a la recta I.

. Para cada caso, encuentra la distancia del punto P a la recta [:

a)P(4,-9); l:x+4y-2=0 b) P(8,5); l:y=x
c)P(0,-3); l: y=—2x d)P(3,1); l:x=-3

®
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3.7 Resuelve problemas correspondientes a posiciones rela

tivas entre rectas.

Solucién de problemas:
la)y=2x 1b)
Intercepto en el eje x
0=2x=>x=0
(0, 0) y es también el intercepto con eje y.

ic)y = % —1 Intercepto en el eje x (6, 0).
Intercepto en el eje y (0, —1).

1d) y=—-8x+4 Interceptoen el ejex (%, 0).
Intercepto en el eje y (0, 4).

le)y=3
No tiene intercepto en el eje x.
Intercepto en el eje y (0, 3).

2a) {

X+y—2

dx—y+7

2b) {

1f)

y=-x
3x+y-6=0

S56+2y+10=0
Intercepto en el eje x
5x+2(0)+10=0
>x=-2
Por lo tanto, el intercepto en el eje x es (-2, 0).

Intercepto en el eje y
5(0)+2y+10=0
=>y=-5
Por lo tanto, el intercepto en el eje y es (0, =5).

x=-4
Intercepto en el eje x (—4, 0).
No tiene intercepto en el eje .

2¢) {

xX+2y+2=0

y=2x+9

Sumando (1) y (2) se tiene Sustituyendo (1) en (2) Sustituyendo (2) en (1):
56+5=0 3x-x—-6=0 x+2(2x+9)+2=0

x=-1 x=3 x=-4

Sustituyendo en (1) Sustituyendo en (1): Sustituyendo en (2):
“1+y-2=0 y=-3 y=2(-4)+9
y=3 Punto de interseccion y=1
Punto de interseccion (3,-3). Punto de interseccion
(-1, 3). (-4, 1).

2d)x-y-1=0; y=3

2e)3x—-y+3=0;, 9x+7y—-4=0 2f)y=-5; x=

1

. ., 4
Punto de interseccion (4, 3). Punto de interseccion (—%, %) Punto de interseccién (%, -5 )
3a)y=3x-5; y=3x 3b)y=%+1; x—4y+2=0
- - 3
= M x—4y+2=0—> y=241
Son paralelas. 4 2
m,= m2=%
Son paralelas.
Y
3c)y=—3x-2; x-3y+1=0 3d)y=-2; x=1 S
2
x=3y+1=0—>y =§+% Son perpendiculares. :

1

5)

Son perpendiculares.

mm,= —3( =-1

®
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4a) [: y =-2x +5; A(-2,-3) 4b) [: y=3x+4; A(5,-1)

m:—z m:3
y=(=3)=-2[x—(-2)] y—(-1)=3(x-5)
y=-2x-7 y=3x-16
5a) [: y=—-5x—1; A(10, 1) 5b) l:3x—4y +8=0; A(-6,0)
m,=-5 3x-4y+8=0 —> y=2x+2
mm,=-1 3
-5m,=-1 m, =, = mm,=-1
_1 3. _
m, 5 Zmz——l
y—1=%(x—10) mzz—%
_1 . 4
y=gr-1 y=0==3x~(-6)]
yz—%x—S

6. La recta /, pasa por (-4, 4) y por (0, 12), entonces se utiliza la ecuacion de la recta dados dos puntos:

12-4

Y1225

(x=0)

Por lo tanto /,: y= 2x + 12. Luego, [, es perpendicular a /, con pendiente m, = 2 y pasa por el punto (-4, 4).
Sea m, la pendiente de [, entonces m,m, =—1 entonces m, = —%.
Se utiliza la forma punto-pendiente:

1
y-4=-2x~(-4)]

y=—%x+ 2
oy = =2 - __a. ¢
7.5x-2y=0 —> y=3x ax+by+c=0 —> y=-gx-7
7a) Se debe cumplir —% =§ bastatomara=5y b=-2.
7b) Se debe cumplir %(—%) = -1 entonces % = % bastatomara =2y b =5. El valor de c puede ser cualquier
ndmero real.

8. x-3y-6=0 —> y=%x—2 ax+(a—-4)y+c=0 __, y:ﬁx+4fa

8a) & _l_3,-4-g=40=4>qa=1
4—-a 3
8b) _a (1)__ a_ __ - 3¢ — - _
4_a(3)— 155 5,="1=2a=3a-12=2a=12=>a=6
9a)P(4,-9); l:x+4y-2=0 9b) P(8,5); l:x—y=0
_14+4(9)-2| _ |-34] _ _18-5] _ 3] _3V2
AP )= S = N =2 AP = =2 =2
9¢) P(0,-3); I:2x+y=0 9d) P(3,1); I:x+3=0
_1200+(3)] _ |=3] _3V5 _13+3]
d(P,l)— W - ,\/g - 5 d(P,l)—W—G

©
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3.8 Angulo de inclinacién de una recta
Problema inicial 0
B Dada la recta I: y = 3x — 6, ¢cudl es la medida del angulo 6 que va desde el eje x 1
positivo hacia la recta? Aproxima hasta las décimas. 4
3
2
Forma el tridngulo rectangulo APB con los puntos A(2, 0), 1 )
P(3, 0) y B(3, 3) y utiliza razones trigonométricas en un ¢ x
tridngulo rectangulo. -1 _(1) 1 39
-2
- h J
Solucién y
Los puntos A(2, 0) y B(3, 3) pertenecen a la recta /; se toma también el punto S 1
P(3, 0) sobre el eje x formandose el triangulo rectdngulo APB como se muestra en 4
la figura. Utilizando las razones trigonométricas en un tridngulo rectangulo: 3 B
2
-PB
tanA= AP :
L A Jdx
. i i ) -10f 1 3p 4
Notese que la medida del dngulo 6 es igual a la medida del angulo cuyo vértice es -1
Ay el cociente % corresponde al valor de la pendiente de la recta /, o sea 3. Luego: =2
tan0=3
6 =tan™}(3)
=71.6°
Por lo tanto, la medida del angulo 0 es aproximadamente 71.6°.
Definicién
Dada una recta /, se llama angulo de inclinacién de la recta [ al formado por el eje x positivo y la recta (en
sentido antihorario). Si m es la pendiente de la recta [y 6 su angulo de inclinacién entonces:
0°<6<180°y tan O =m.
Ejemplo
E= Calcula el dngulo de inclinacién de la recta I: x + 2y + 1 = 0 (aproxima hasta las décimas).
Se escribe laecuacion de larecta enlaformay=mx+ b para encontrar la pendiente:
2y=—-x-1
y=- lx_ 1 Si al calcular tan‘l(—%) en la calculadora obtuvis-
2 2 te —26.6°, este es el angulo medido desde el eje x
L __1 .. positivo hacia la recta en sentido horario. Como el
uego, m = 2 v tan=- 1 angulo de inclinacién debe ser en sentido antiho-
2 1 rario basta con sumar al resultado anterior 180° ya
0=tan‘1(— 3) que tan 0 = tan(@ + 180°).
=153.4°
Por lo tanto, el dngulo de inclinacion de [: x + 2y + 1 = 0 es aproximadamente 153.4°.
b d
Problemasm
[ Calcula el dngulo de inclinacion de las siguientes rectas (aproxima hasta las décimas):
a)y=2x+7 b)y=—x+1 c)x-2y+4=0
d)5x+3y-20=0 e)x+1=0 fly-1=0
G

/
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3.8 Calcula el angulo de inclinacién de una recta utilizando su pendiente.

Proposito

En la Definicidn, la restriccion de los valores del an-
gulo facilitard, en la siguiente clase, la comprensién
del dngulo determinado entre dos rectas.

Ahora se establece la relacion entre el dngulo for-
mado por la recta y eje x con la pendiente de di-
cha recta. Se utilizara la tangente inversa que se
vio en la unidad 5 de primer afio.

Solucidn de problemas:

a)y=2x+7 b)y=-x+1 c)x—2y+4=0—>y=%x+2
m=2 m=-1 m= l
2
tan =2 tanf=-1 tan@z%
— -1 — -1(_
6 =tan™2 0 =tan™(-1) H:tan‘l(%)
~ 63.4 =135° ~26.6°
d)5x+3y-20=0 —> y=-2x+2  e)x+1=0 f)y-1=0
m= _% x=-1 m=0
an o5 9=90,yaqyela tan 6=0
ant=-3 recta es vertical.
0= tan‘l(—é) J f=tan*0 =0
3
=~ 121.0° 1 El estudiante también puede perca-
] tarse inmediatamente que el angulo
0] 1 2 x de la recta horizontal es cero.
x=-1



3.9 Angulo entre rectas

Teorema
Sean [, y [, dos rectas cualesquiera no perpen- (7 0,y 6,son los dngulos de inclinacién )
diculares con pendientes m, y m, respectiva- de I,y [, respectivamente entonces: y
mente. Si a es el angulo formado entre ambas 6,=a+6,
rectas y medido de /, a , en sentido antihorario, o as 0,-6,
RS De lo anterior,
tan a =tan(6,-6,)
__m,-m, _ tanf,-tan 0,
I 1+m,m, " 1+tan6, tan6,
_ Mmy-my
para m,m, # —1. \_ 1+ m,m,
Ejemplo

fg ¢Cudl es la medida del dngulo formado por las rectas [,;: x —4y—-1=0y [;: y=—2x—1medidode /, a [,?

Aproxima hasta las décimas.

Primero deben determinarse las pendientes m, y m, de las rectas [, y [, 1 J
respectivamente. Para el caso de [, se escribe su ecuacién en la forma : 5
y=mx+b:
dy=x-1 1 i
o0 1
_1. 1 b X
Y=2X-73 R 1
=1
1 . )
Luego, m, = 7 ym,=-2.Sea a el dngulo entre las rectas, medidode [, a , en d
sentido antihorario (ver figura). Entonces: 1
tana = % 9
1+ Z)(‘Z) Si al calcular a = tan’l(—3) en la
9 calculadora obtuviste como resultado
tan a = 41 —77.5° (aproximadamente) entonces
1-3 este valor corresponde al dangulo
9 medido desde [/, hasta [, P€ro en
tan a=-3 sentido horario. Basta con sumar al
resultado 180° pues:
o =tan™? (— 2) P N
tan 6 = tan(180° + 6)

=102.5°

Por lo tanto, la medida del dngulo formado por las rectas [,y [, es 102.5°.

Problemas

B 1. Calcula el 4ngulo formado entre las rectas /, y [, (medido desde /, a ,), aproxima hasta las décimas:
a)l:y=5x, [:y=-5x b)l:y=x-1, ly==2x+7
c)l:y=4x-4, l,;y=—-5x d) 1:5x+2y+12=0, [,:2x+3y+6=0
e)l:2x-7y-2=0, [,;2x+y+2=0 f)l:6x-y—-2=0, [,;3x+5y+20=0

B 2. Calcula la medida de los angulos internos del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(-1,
B(-5, 3) y C(4, 1), aproxima hasta las décimas.

6),

3. Dadas dos rectas [;: y =ky L,: y = mx + b, con m y k niUmeros reales diferentes de cero. Demuestra que

el angulo entre las rectas [, y , (medido desde [, a ,) es igual al angulo de inclinacién de la recta /,.

@

/
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3.9 Calcula el dngulo formado entre dos rectas no paralelas usando los valores de sus pendientes.

Secuencia

Ahora se determina el valor del dngulo entre dos
rectas dadas, los estudiantes deben recordar al-
gunos conceptos geométricos de Tercer Ciclo,
para interpretar el angulo que se calcula al utilizar
la formula, y también la relacion entre el dngulo 'y
la pendiente de la recta.

Posibles dificultades

Los estudiantes deben fijarse a partir de qué recta
estan midiendo el dngulo al utilizar la férmula, so-
bre todo cuando resuelvan el problema 2.

\ NS
Solucién de problemas:
la)l:y=5x, l,;y=-5x ib)l:y=x-1, Ly=—2x+7 1c)l:y=4x-4 , I, y=-5x
m,=5 m,=-5 m,=1 m,=-2 m,=4 m,=-5
N o= e T e T 1 tan =gy = 3 tan 0= 13a0s) " 19
a=tant > =22.6° a=tan?3=x71.6° —tant 2L = o
12 o =tan 19~25.3
1d) [:5x+2y +12=0 , ;2w +3y+6=0 —> liy=—2x-6, Liy=-2x-2>m,=-2,m,=-3
tana=_%_—(_%)=E (X_tan_lll 345°
16 = T T 24
Ny :
. - . - =22 = _2 _
le)l:2x-7y-2=0, [:2x+y+2=0 —>ll.y—7x—7, lLry==-2x-2=>m,=%,m,=-2

2
_2_7

1+2(-2)

_16

tan o = 3

a= tan‘l(—l—;) = 100.6°

1)1 6x-y-2=0, [;3x+5y+20=0 —> L:y=6x-2, Liy=-2x 4> m,=6,m,=—=

3
-2-6
tana=—2>——= % a=tan‘1%z 68.5° I y I
1+ (_%)(6) '/
7
2.Sean [, [, y [, las rectas correspondientes a los segmentos AB, AC 6
y BC respectivamente, con pendientes m, = %, m,==1lym,= —%. >
4
-3 1, )
Sea o el angulo medidode [, a l,tan a = Y B : =-7=>a=98.1°
+3(-1 Ea
4
2 ) \
. . -5—(-1) 7 " q ]
Sea B el angulo medidode ,al,tana=————= == B=325°. &% 71 35 & 4ol 1 2 3 2 5\,x
1+(-3)-y 1

Por la suma de los dngulos internos de un tridngulo, el otro dngulo es 180° —(98.1° + 32.5°) = 49.4°,

3. Lapendientede /:y=kesm,=0yladel:y=mx+b es m,= m.Sea a el angulo entre las rectas /, y [,.

m-0

Entonces tan o = T+0(m)

=m. Por lo tanto « es el angulo de inclinacién de ,.

Otra solucion: La recta [: y = k es paralela al eje x por lo que el angulo entre [, y [, es el angulo de inclina-

cion de [,

©




[ 3.10 Aplicaciones

Demuestra que los puntos A(-3, 3), B(-2, 0), C(4, 2) y D(3, 5)
forman un rectangulo.

Problema inicial
Un rectangulo es un cuadrilatero que tiene 4
angulos rectos.

Solucién
Para que ABCD sea rectangulo debe cumplirse lo siguiente:

a) ABLBC b)BCLCD <) CDLDA

Si se cumplen estas tres condiciones entonces también el lado
DA sera perpendicular al lado AB.

a) Para demostrar que el lado AB es perpendicular al lado BC debe verificarse que la recta que pasa por
Ay B es perpendicular a la que pasa por By C.

Pendiente de la recta que pasa por A(-3, 3) y B(-2, 0): m, = _20_;(33) =-3
Pendiente de la recta que pasa por B(-2, 0) y C(4, 2): m, = 42_;(_02) = %
Al efectuar el producto de las pendientes: m,m,=-3 (%) =-1.

Por lo tanto, AB LBC.

b) De forma similar al literal anterior se resuelve para este caso.
Pendiente de la recta que pasa por B(-2,0) y C(4, 2): m, = %

Pendiente de la recta que pasa por C(4, 2) y D(3,5): m, = g:i =-3.

Al efectuar el producto de las pendientes: m,m,= %(—3) =-1.

Por lo tanto, BC LCD.

c) Al realizar un procedimiento similar a los literales anteriores se obtiene la pendiente de la recta que
pasa por Dy A, cuyo valor es % El producto de las pendientes es igual a —1, luego: CD L DA.

Por lo tanto, ABCD es rectangulo.

Problemas.\:
1. Demuestra que los puntos A(2, 3), B(0, —3), C(5, —=2) y D(7, 4) forman un paralelogramo.

2. Demuestra que los puntos A(-4, 0), B(1, -1), C(6, 0) y D(1, 1) t’or;;:Tubsolazz:geci;::i:i;egrifuj.ue eI

forman un rombo.

/
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3.10 Resuelve problemas de geometria utilizando las relaciones de paralelismo y perpendicularidad entre
rectas y distancia entre dos puntos.

Se utilizan los conceptos de paralelismo, perpendicularidad entre rectas y distancia entre puntos para resol-
ver problemas geométricos; en ese sentido se deben recordar algunas propiedades de las figuras utilizadas.

Solucién de problemas:

1. Se demostrara que AB es paralelo a CD y que BC es paralelo a AD.
Seanl, [,, [,y [, las rectas que pasan por los puntos Ay B; By C; Cy D; A y l, 1,

y D, respectivamente, y pendientes respectivas m,, m,, m,y m,.
Para demostrar que AB es paralela a CD basta demostrar que m, = m,.
m=33"3_3 y m.=2-4_3
1702 72 Y T
0 /1 2 3 4 5/6 7 %
Para demostrar que AD es paralela a BC basta demostrar que m, = m,. ;
m.o=—2=(3)_1 m. =3=3_1 S T [,
2" 759 5 ¥ TT7575 ) c
= /
B
Por lo tanto ABCD es un paralelogramo. 4 /
1 /
> , s J
2. Solucidn 1: Calculando las longitudes de los lados del cuadrilatero. 1

AB =(1—(-4))7+(-1-0) =52+ (- 1)* =26

BC=V(6-1)°+(0—(-1))*=\5+ 17=V26 |0 :
A |
CD=V(1-6)2+(1-0)2=(-5)2+1% =26 = -10/;}—”5
B

AD =V(1-(-4))?+(1-0)2=+52+12=26 S
Asi, AB=BC = CD = AD, por lo tanto ABCD es un rombo. -3

Solucion 2: Demostrar que las diagonales son perpendiculares y que se intersecan en su punto medio.
La diagonal BD estd sobre la recta vertical x = 1y la diagonal AC esta sobre la recta horizontal y = 0 (el
eje x); por lo que, las diagonales son perpendiculares.
El punto medio de BD es (%, 1+T(_1)) = (1, 0) y el punto medio de AC es (6+T(_4), %) =(1, 0).
Asi, las diagonales se intersecan en su punto medio.

Por lo tanto, ABCD es un rombo.



- ™
3.11 Practica lo aprendido ~

1. Demuestra que los puntos A(0, 3), B(4, —1), C(7, 2) y Un cuadrilatero es trapecio rectangulo si tiene un
D(5, 4) forman un trapecio rectangulo. par de lados opuestos paralelos y un angulo recto.

2. Con los puntos A(-3, 3), B(-5, —1), C(5, 1) y D(3, 5) se forma un cuadrilatero. Demuestra que el
cuadrilatero formado por los puntos medios de los lados de ABCD es paralelogramo.

3. Encuentra la ecuacién de la mediatriz del segmento L@ mediatriz de un segmento es la recta que corta
formado por los puntos A(~1, 6) y B(7, 4) al segmento en su punto medio y forma con él un
’ P angulo recto.
4. La mediana en un tridngulo es el segmento que inicia en un vértice y termina en el punto medio del
lado opuesto al vértice; en un tridangulo pueden trazarse tres medianas (una por cada vértice). Se forma
un tridngulo cuyos vértices son A(-3, 0), B(3, 0) y C(5, 4); realiza lo siguiente:

4

?

a) encuentra las coordenadas del punto medio de cada
lado;

b) encuentra las ecuaciones de las tres medianas del trian-
gulo ABC (por ejemplo, una de ellas pasa por A(-3,0) y
por el punto medio del lado BC);

c) verifica que las medianas se intersecan en un punto.

4

5. La altura en un tridangulo es el segmento que inicia en un vértice y forma con el lado opuesto un dngulo
recto; en un tridngulo pueden trazarse tres alturas (una por cada vértice). Se forma un tridngulo cuyos
vértices son A(-4, 1), B(2, 1) y C(1, 6); realiza lo siguiente: y

a) encuentra las pendientes de las rectas que pasan por
los puntos Ay B,ByC,yCyA;

b) encuentra las ecuaciones de las tres alturas del triangu-
lo ABC (por ejemplo, una de ellas pasa por A(—4, 1) y es
perpendicular al lado BC);

c) verifica que las alturas se intersecan en un punto.

6. Se forma un triangulo con los puntos A(O, 0), B(6, 0) y
C(2, 4); realiza lo siguiente:

a) encuentra las coordenadas del punto medio de cada
lado;

b) encuentra las ecuaciones de las mediatrices del trian-
gulo (por ejemplo, una de ellas pasa por el punto medio
del lado AB y es perpendicular a este);

c) verifica que las mediatrices se intersecan en un punto.

S /

@ Sugerencia Metodoldgica




Indicador de logro

3.11 Resuelve problemas de geometria utilizando las propiedades de puntos, segmentos y lineas rectas.

Solucién de problemas:

1. Se probara que AB y CD son paralelos y que AB es perpendicular a BC. y
Sean m,, m,y m, las pendientes de las rectas que pasan por Ay B; 4" D
By C; Cy D respectivamente. S8
_-1-3 _ _2-(-1)_3_ _4-2_ c
m,=——g= 1,m,= - —3-1ym3——5_7- 1 2

Asi, m, = m, entonces AB es paralelo a CD.

También, m,m, = —1 por lo que AB es perpendicular a BC.

Por lo tanto, ABCD es un trapecio rectangulo.

2. Se obtienen los puntos medios M, N, O y P de los segmentos AD,
AB, BCy CD respectivamente.

3+(=3) 5+3)\ _ =3+ (=5) 3+(-1)\ _
253 -m0,4)  N(EHEL ) N, 1)

( 2

o3, )00 #3259

Se prueba que los lados opuestos son paralelos, por medio de la
pendiente de la recta que pasa por los puntos dados:

1-4 _3 3-0_3 ;o ==
PorMyNes_4_O—4. PorOyPes—4_O T Asi, MN es paralelo a OP.

3-4_ 1 0-1 __1 T -
PorMyPesm— T PorNyOesO_(_4) T Asi, MP es paraleloa NO.

Por lo tanto, MNOP es un paralelogramo.

3. Se encuentra la ecuacion de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(-1, 6) y B(7, 4).

Se obtiene el punto medio de Ay B: (7+T(_1)' 4;26) =M(3, 5).

La pendiente de la recta que pasa por Ay B es 7{ (_61) = _—82 = —%.

Si m es la pendiente de la mediatriz, entonces —%m =-1 entonces m = 4.

Se obtiene la ecuacidn de la recta utilizando la forma punto-pendiente:

y—=5=4(x-3) y
y=4x—-12+5 1,
y=4x-7

4a) Sean M, Ny P los puntos medios de los lados CA, AB y BC respectivamente.
N 920) 2 (o, 0), P(223, 224 = p(a, 2),

2 2 T2
5+(-3) 4+0)_
M( 2 2 )-M(1,2)

©



4b) Se obtiene las ecuaciones de las tres medianas:

Mediana AP Mediana CN Mediana BM
y=0= 25— (-3) y-0=2=2(x-0) y-0=2=2(x-3)
y=%x+g y=gx y=%(x—3)
y:%x y=—x+3

4c) Se determina el punto de interseccién de CN y BM.
Se sustituye la ecuacién de BM en la de CN: —x + 3 = %x:» —5x+15=4x=>9x=15=>x= %

Se sustituye x = % en la ecuaciéon de CN: y = %(g) = g.

El punto de interseccién de la mediana CN y BM es (E ﬂ).

3’3
; ; .y=2(3),6_10 18_28_14
Ahora se comprueba que este punto esta en la mediana AP: y = 7(3) o=t
Asi, (%, %) esta en la mediana AP.
Por lo tanto, todas las medianas se intersecan en el punto (%, %)
5a) Sean m,, m, y m, las pendientes de las rectas que pasan por Ay B, B J
y C, y Cy A respectivamente. C
— 6
ml—ll—o m, = 61__5ym_1 6 _q

2-(-4)
5b) Sean n,, n, y n, las pendientes de las alturas que pasan por C, Ay B,
respectivamente.

1-2 -4-1

= ya que AB es horizontal, la altura que pasa por Ces x = 1.

| I
A

Luego, n,(-5)=-1=n,= l=> la altura que pasa por A es

=B
y-1= (x+4)=>y —x+2 ¢
5 -4 0 12
Luego, n,(1)=-1= n,=— 1:Ia altura que pasa por B es J

y—1l=—(x-2)=>y=—x+3.

5¢) Se determina el punto de interseccién de las tres alturas.
Six=1entoncesy = —+%-£ =2,luegoenlaotraalturay=-1+3=2.

Por lo tanto, las tres alturas se intersecan en el punto (1, 2).

6a) Sean M, N y P los puntos medios de los lados AB, BC y CA respectivamente.

M(0;6’0+0) M(3, 0), N(6+2 0+4) N(4, 2), (2;0’4+o) P(1, 2).

6b) Mediatriz que pasa por M(3, 0): x = 3.

Pendiente de BC: —6 =—1. Pendiente de la mediatriz: m,(-1)=-1=> m, = 1.

Mediatriz que pasa porN(4,2) :y-2=1(x—-4)=>y=x—-2.
Pendiente de AC: H = 2. Pendiente de la mediatriz: m,(2) =-1=>m, =
Mediatriz que pasa por P(1, 2) y tiene pendiente —% ry—2= —%(x -1)=>y= —%x + g

6¢) Se determina el punto de intersecciéon de las tres alturas.
Six =3 entoncesy=3-2=1, luego en la otra mediatrizy = -

N W

5
+2=1.
> 1

Por lo tanto, las tres alturas se intersecan en el punto (3, 1).
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[ 3.12 Problemas de la unidad ~ )

1. Dados los puntos A(-5, 3) y B(4, —3), encuentra las coordenadas de los puntos C y D que dividen al

segmento AB en tres partes iguales.
El punto C divide al segmento AB

en razon 1:2.

. 1 L.
2. Determina el valor de a para que el punto P(a +1, ;) se encuentre sobre la recta con ecuacion
2x-3y+3=0.

3. Tres de los vértices de un paralelogramo ABCD son A(-5, 0), B(—2, -1) y C(5, 2). Encuentra las coordenadas
del cuarto vértice.

4. Con el tridngulo ABC cuyos vértices son A(0, 8), B(—4, 0) y C(10, 4) realiza lo siguiente:

a) encuentra los puntos medios de los lados AB, BC y CA, y dendtalos por D, E y F respectivamente;

b) encuentra las coordenadas del punto que divide al segmento AE en razon 2:1;

c) encuentra las coordenadas de los puntos que dividen a los segmentos BF y CD en razén 2:1. {Qué
relacion hay con el literal anterior?

d) éQué puedes concluir de este problemay el problema 4 de la clase 3.11?

5. Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(—3, —1) y B(2, 2). Si la interseccién de sus diagonales
estd en el punto P(3, 0), écudles son las coordenadas de sus otros dos vértices?

6. Los puntos medios de los lados AB, BCy CA de un tridngulo son D(-1,-1), E(4, 2) y F(2, 3) respectivamente.
Encuentra las coordenadas de los vértices A, By C del tridngulo.

7. Demuestra que si dos rectas con ecuaciones ax + by + ¢ =0y a.x + b,y + ¢, = 0 son perpendiculares
entonces aa, + bb, = 0.

8. Demuestra que la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(x,, y,) y que ademds es paralela a la recta
liax+by+c=0esalx—x)+bly—y,)=0.

9. Las rectas [, y [, se cortan formando un dngulo de 135° (medido de [, a [,). Sila pendiente de [, es igual a
-3, ¢cudl es el valor de la pendiente de /,?

10. Encuentra las coordenadas de los vértices B y C de un triangulo ABC, si las coordenadas de A son
(-4, 0) y las ecuaciones de la altura y mediana trazadas desde Bson4x+y—-7=0y2x—-y+1=0
respectivamente.

\_ J

@ )
&
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3.12 Resuelve problemas correspondientes a la linea recta.

Solucidn de problemas:

1. El punto C que divide al segmento AB en razén 1:2 es C(Z(—i)++21(4)' 2(3)1++12(_3)) = C(_?G, %) =C(-2, 1).

Luego, D es el punto medio del segmento BC: D(4+T(_2), L;l) =D(1, -1).

, 1 .,
2. Se evalua el punto P(a+ 1, ;) en la ecuacién de larecta 2x—3y +3 =0.
1
2(a + 1)—3(5)+3=0$ 2a(a+1)-3+3a=0=>2a*+5a-3=0=>(a+3)(2a-1)=0=>a=-3, a=%

3. Si el punto D(a, b) es el cuarto vértice entonces AD es paralela a BCy CD es paralela a AB.
Utilizando pendientes:

Las pendientes de las rectas AD y BC son iguales: b_—(_os) g E ;; = 7:> 7b=3a+15 - (1).
b-2_ -1-0 _-1 P -
e 3 = 3b-6=—a+5>a=-3b+11—(2).

Se sustituye (2) en (1): 7b=3(-3b+11)+15=>7b=-9b+33+15=> 160 =48= b = 3.

Las pendientes de las rectas CD y AB son iguales: ——=

Se sustituye b=3en (2):a =-3(3)+11=2.

Por lo tanto, el cuarto vértice del paralelogramo es D(2, 3).

4. Los vértices del triangulo ABC son A(O, 8), B(-4, 0) y C(10, 4).

4a )D(0+(—4) 8;0) D(-2, 4); E (—4;10'0+4) E(3, 2): F(0+10 8+4) F(5, 6).

1(0) +2(3) 1(8) +2(2)\ _ (6 12) _
4b) El puntoes( TSRS )-(3, 3)-(2,4)-
1(-4) +2(5) 1(0) +2(6)) _ (6 12\ _
2+1 7 2+1 )'(3' 3)'(2’4)'
1(10) +2(=2) 1(4)+2(4)\ _ (6 12) _
2+1 7 2+1 )_(3' 3) (2, 4).
¢Qué relacion hay con el literal anterior? El punto encontrado para cada segmento es el mismo.

4c) En el segmento BF: (

En el segmento CD: (

4d) El punto de interseccidn de las medianas divide a cada una de ellas en dos segmentos que se encuentran
enrazén 2:1.

5. Las diagonales de un paralelogramo se intersecan en su punto medio.
Sean C(a, b) y D(c, d) los otros dos vértices del paralelogramo tal que AC y BD son sus diagonales.

Se calcula P como punto medio de AC: Se calcula P como punto medio de BD:
= p(2+3) b+ Cl) _p(3, ) = p(22,922)=p(3, )
$a+2(—3)=3yb+2(—1)=0 ﬁC;2=3yd;2=O
=>a-3=6yb-1=0 =>c+2=6yd+2=0
=>a=9yb=1 >c=4yd=—

Por lo tanto, las coordenadas de los otros vértices son: (9, 1) y (4, —-2).
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6.Sea A(a, b), B(c, d) y C(e, f) las coordenadas de los vértices del triangulo.

Se calculan los puntos medios: (a;c, b;d) = (-1, -1); (c;e, d;f) =(4,2); (a;e, b;f) = (2, 3).

Utilizando la coordenada en x se obtiene el sistema:

Se resuelve el sistema, se resta (2) de (1), se obtiene:

2 a+c=-2--(1) a-e=-10----- (4)
cte_, ___ c+e=8 --(2) N T
2 4 (2) = a+e=4 -—(3) Se forma el sistema: { ¢ ¥ ¢ 4 (3)
a+e= ___(3) a_e:_lo _____ (4)
2 Sumando (3)y (4): 2a =—6= a = -3.
Sesustituyeen(3)yen(1):-3+e=4=>e=7,-3+c=-2=>c=1.
Asi, la solucién del sistemaesa=-3,e=7,c=1. brd_ 4 . (5)
2
Utilizando la coordenada en y se obtiene el sistema: d+f_ > (6)
bz y Su solucidn es:
+
;73 (7} b=0,d=-2f=6.

7.Siuna de las rectas es vertical, por ejemplo ax + by + ¢ =0, se debe cumplir b =0, y una recta perpendicular
a esta es horizontal, entonces a, = 0. Entonces aa, + bb, = a(0) + 0(b,) = 0.

Luego, si ninguna es vertical, entonces b0y b, # 0.
Se reescriben las ecuaciones para obtener sus pendientes:

ax+by+c:0:>y=—%x—% y a1x+bjy+c1:0:>y=—z—x—b—

Al ser perpendiculares se cumple que (—%)(—%) =-1=aa,=-bb,= aa,+ bb,=0.

8.Sib#0,larectaax+by+c =0 sereescribe comoy = —%x —%,

Asi la recta paralela a la recta ax + by + ¢ = 0 que pasa por P(x,, v,) es:

, . a
asi su pendiente es 5

y=3.=—ple-x)= bly—y) =-ale—x) > ale-x) +bly-y) =0. @ TEERTE T I
Si b =0, larecta tiene ecuacibnax+c=0=>x = —g, cona #0. [ que pasa por P(x,, y,).
Asi, la recta paralela a la recta ax + by + ¢ = 0 que pasa por P(x,, y,) es:
x=x,=x—-x, =0, esta ecuacidon puede reescribirse como a(x—x,) + b(y—y,) =0, yaque b =0.

9. Sean m, y m,las pendientes de las rectas [, y [,, respectivamente entonces m, = -3 y se cumple que

=>—1+3m1=—3—m1=>4m1=—2=>m1=_%_

10. El punto B es el punto de interseccién de la altura y la mediana, asi basta resolver el sistema:
4x+y—-7=0 ---(1)
2x—y+1=0 ----(2) Consolucién: x =1,y =3. Por lo tanto, el vértice B es (1, 3).

a-4b
272

o_ —3—-m, 4 -3-m,
tan 135" = s = T T Tem )

Luego, para el vértice C(a, b). El punto medio de AC es M( ) y M estd en la mediana, asi se puede

—%+1=0yse obtiene que 2a-b =6 ---- (1)

. . b-0 _ b
Ahora, la recta que pasa por Ay C tiene pendiente a-(4)a+d

Se obtiene la pendiente de la altura 4x+y—7=0=y =-4x + 7, tiene pendiente —4.

sustituir en su ecuacion (2): Z(GT_A‘)

Yy

Se cumple que —4(ﬁ)= -1=>4b=a+4=a=4b -4, se sustituye en (1):
2(4b-4)-b=6,

de donde se obtieneque b=2=>a =4(2)-4=4.

Por lo tanto, C(a, b) = C(4, 2).




Practica en GeoGebra

4.1 Practica en GeoGebra: segmentos y ecuaciones de lineas rectas

En el afio anterior aprendiste como graficar funciones en GeoGebra, realizar desplazamientos horizontales
y verticales de funciones cuadraticas, graficar vectores y realizar operaciones con ellos. En esta practica se
utilizara el software para graficar segmentos y lineas rectas a partir de su ecuacion.

Debes verificar si tu computadora cuenta con GeoGebra, para ello busca el icono de la aplicacidn (es el que
se encuentra en la esquina superior derecha de esta pagina). Caso contrario puedes descargar el software

siguiendo el enlace: GeaGebra  htps://goo.gl/iRmmde

Descarga (instala) “GeoGebra Clasico 5”. También puedes descargar la app para el celular o trabajar
“GeoGebra en linea” en los siguientes enlaces:

App > https://goo.gl/wf5mHx Enlinea > https://go0.gl/ThXbeB

Practica
Puntos y segmentos en el plano cartesiano
1. Abre un nuevo archivo de GeoGebra dando clic (o doble clic) al icono del software.

2. Para crear el segmento AB con A(-2, 5) y B(3, —4):
a) Ubica primero los puntos en el plano, ya sea utilizando la herramienta Punto o la barra de entrada.

En GeoGebra los puntos se nombran con letras mayusculas;
A si escribes “a=(-2,5)” obtendras por resultado un vector.
” Entrada: A=(-2,5)|

ACIPCICl<
" Recta

/\‘ " Segmento
b) Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Recta y selecciona | Segmento de longitud dada
Segmento. ' Seminecta

:\. Poligonal

" Vector
r;‘ Equipolente

2 st o x
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» Vista Algebraica (| ) Vista Grafica X
A

#0

® Az(25)

c) En la Vista Gréfica selecciona los puntos Ay B. En la St
Vista Algebraica aparecera el nombre del segmento y
la longitud del mismo. Recuerda que la longitud del
segmento AB es igual a la distancia entre los puntos i
Ay B, que en este caso particular es 10.3 aproxima-
damente.

Entrada:

d) También puedes crear segmentos usando la barra de entrada en lugar de la herramienta Segmento.
Crea los puntos C(—4, 1) y D(2, 3); en la barra de entrada escribe la palabra segmento y elige la opcidén
“Segmento(<Punto(extremo)>, <Punto(extremo)>)”. En lugar de <Punto(extremo)> escribe C y D
respectivamente. 1

Segmento{ <Punto (extremo)=, <Punto (exiremo)> ) —
| Segmento( <Punto (extremo)=, <Nimero (longitud)> ) e——> Entrada:| Segmento(C, D)| —>

Entrada: segmen|

g o
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Lineas rectas:

3. Para trazar la grafica de una linea recta cuya ecuacién es
conocida, simplemente se escribe dicha ecuacién en la
barra de entrada. Por ejemplo, para trazar la gréfica de
3x—1y+1=0seescribe 3x-y+1=0y presiona enter:

Entrada: &y+1=0|7

-— >

4. Para encontrar la ecuacién y trazar la grafica de una
recta que pasa por dos puntos dados, se utiliza el co-

[

€2 GeoGebra.
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
BN cl= N EE

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica

® £:3x-y=-

Recta o

- o x

b sesion

Entrada

€ Geotietrs

Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

» Vista Algebraica || » Vista Grafica
Punto

[5] Al >lololl4) N =)+

- o x

Abrir sesion

2
X

mando Recta(<Punto>, <Punto>) en la barra de en- ghiea
trada. Por ejemplo, para encontrar la ecuacion de la Lo TP
recta que pasa por los puntos A(—3, -5) y B(1, 4) creas

primero los puntos A y B; luego escribe Recta(A,B) y

presionas enter. En la Vista Algebraica aparecerd la
ecuacion de la recta y en la Vista Gréfica la linea.

; Entrada:|Recta(A, B) 7

También puedes usar el comando anterior digitando =hie
Recta((-3,-5),(1,4)).

Actividades e "
1. Punto medio de un segmento: f»/)(b' ¢

.A Punto

a) Abre una nueva ventana de GeoGebra y crea el segmento AB con A(—4, —3) y B(6, 1). | ‘ I
unto en objeto

‘/. Limitar/liberar punto
) . ) ) " " X Interseccion
b) Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta “Punto” y selecciona “Medio |+ Viedia 8 Centre
o Centro”. [

,Z Numero complejo
N Extremos
| N Raices

¢) En la Vista Gréfica (o en la Vista Algebraica) da clic sobre los puntos Ay B, aparecerd un nuevo punto C
con coordenadas (1, —1) que corresponde al punto medio del segmento AB.
d) Verifica las soluciones de los problemas 7, 8, 9 y 10 de la clase 1.6 (Practica lo aprendido).

2. Pendiente de una recta:
a) En la barra de entrada escribe “pendiente” y automaticamente aparecera la opcidon “Pendiente(<Rec-
ta, semirrecta o segmento>)”.
b) En lugar de <Recta, semirrecta o segmento> escribe la ecuacién de la recta y presiona enter.
¢) éQué ocurre si calculas la pendiente de las rectas y =—2 y x = 3? ¢ Cudl es el valor de la pendiente de
una recta vertical y de una horizontal?

3. Verifica las soluciones de los problemas desde la clase 2.2 hasta la 2.5 de esta unidad.

\- J

< )
®




Indicador de logro

4.1 Utiliza un software matematico para elaborar segmentos y lineas rectas dados dos puntos o su ecuacion, y
para calcular coordenadas del punto medio y valor de la pendiente.

Se utilizaran las herramientas de GeoGebra para trazar puntos, segmentos y rectas. Esto permitira al estu-
diante comprobar problemas desarrollados a lo largo de las lecciones 1y 2 de esta unidad.

Solucién de problemas:

1a) Escribir en la barra de entrada A=(—4, —3) y luego B=(6, 1). En la barra de herramientas dar clic sobre la
parte inferior derecha de la herramienta Recta y seleccionar Segmento y seleccionar los dos puntos Ay B.

1b) Dar clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Punto y seleccionar Medio o Centro.

1c) En la Vista Grafica (o en la Vista Algebraica) dar clic sobre los puntos A y B, aparecera un nuevo punto
C con coordenadas (1, —1) que corresponde al punto medio de AB.

1d) Problema 7: Se grafica el punto A(—1, 3) y el punto solucidn (4, —2) luego se determina el punto medio
con el procedimiento realizado en 1b) y 1c).

2a) En la barra de entrada se escribe Pendiente y automaticamente aparecera la opcidn Pendiente(<Recta,
semirrecta o segmento>).

2b) Puede escribirse la ecuacién de una recta estudiada en alguna clase, por ejemplo:
dx+y—-7=0,2x-y+1=0.

2c) Las rectas horizontales tienen pendiente cero y las verticales indefinida.

3. Clase 2.2: Para comprobar la respuesta en cada literal se grafica la recta obtenida, se determina su
pendiente y se grafica el punto dado.

Clase 2.3: Se pueden graficar los puntos dados en cada literal y luego utilizar la barra de herramientas para
graficar la recta que pasa por estos dos puntos o escribir en la barra de entrada Recta((-3, —1), (1, -5)),
para el literal a), por ejemplo.

Clase 2.4: Para cada literal graficar el punto dado, luego dar clic sobre la parte inferior derecha de Ila
herramienta Perpendicular y seleccionar Paralela. En la vista grafica seleccionar el punto que se graficé y

el eje x o el eje y seguin corresponda.

Clase 2.5: 1. Para cada literal se escribe la ecuacion dada en la barra de herramientas.

@ Sugerencia Metodoldgica
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4.2 Practica en GeoGebra: posiciones relativas entre rectas

En esta practica aprenderas a encontrar las coordenadas del punto de interseccidn de dos rectas, trazar
rectas paralelas y perpendiculares y calcular el angulo de inclinacidén de una recta.

Practica
Intersecciones con los ejes de coordenadas y rectas:
1. Traza la recta 10x — 3y + 2 = 0 (acerca la Vista Grafica si lo crees necesario).
2. Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Punto y selecciona Interseccion. En la Vista
Grafica da clic sobre el eje x (o el eje y) y después sobre la linea recta; en la Vista Algebraica apareceran
las coordenadas del punto de interseccidn de la recta con el eje x (0 el eje ).

@

- 7 I> G ArchivoWdita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
o Rl NS S CEFRNED >
oA Punto | » Vista Algebraica X |~ Vista Grafica X]
Punto | R
@ Punto en objeto (3 a] I

 Limitariiberar punto

N~

Pt * Medio o Centro

Recta
® f:10x-3y=-2

.Z Numero complejo

N Extremos
f\} Raices

Entrada:

3. Para encontrar la interseccidn entre dos rectas se utiliza la misma herramienta; en este caso, en lugar de
seleccionar alguno de los ejes de coordenadas se seleccionan ambas rectas.

Rectas paralelas y perpendiculares
4. Abre una nueva ventanay traza larecta 2x + y -3 =0.

a) Para trazar una recta perpendicular a la anterior da clic sobre la herramienta Perpendicular; en la Vista
Grafica selecciona la recta 2x + y — 3 = 0 (veras que aparece la recta perpendicular) y luego el lugar
donde quieras colocarla, dependiendo de ello quedara determinada su ecuacion en la Vista Algebraica.

€3 Geotiebrn - o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

> B> 00 4N = e o

» Vista Algebraica |X | Vista Gréfica X
Punto [ B2 v av | of

s

En la ventana, la recta
perpendicular se co-
locé en el punto (4, 2),
por tanto su ecuacion

4

3

es—x+2y=0.
) -2
Entrada: -
LU > olol-
j\/ Perpendicular
. . . . —— Paralela
b) Para trazar una recta paralela a 2x + y — 3 = 0 da clic sobre la esquina inferior 7 =
lediatriz
derecha de la herramienta Perpendicular y selecciona Paralela; en la Vista e
Grafica da clic sobre la recta 2x + y — 3 = 0 (veras que aparece la recta paralela) y L] rngeren
luego selecciona el lugar donde quieras colocarla, dependiendo de ello quedara Qo conpigada
determinada su ecuacién en la Vista Algebraica. o
e \juste lineal
K 5. Lugar Geométrico

&
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Angulo de inclinacién de una recta:
5. Para calcular el dngulo de inclinacion debe tenerse en consideracion la pendiente de la recta:

a) Pendiente positiva: traza la grafica de x — 2y + 1 = 0; en la barra de entrada escribe dngulo y en la lista
selecciona Angulo(<Lado(recta, semirrecta o segmento)>, <Lado(recta, semirrecta o segmento)>). En
lugar de <Lado(recta, semirrecta o segmento)> escribe primero y=0y luego la letra que aparece en la
Vista Algebraica antes de la ecuacién: T —=

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
] Al = ol o) N =] +) ~
» Vista Algebraica? [ | v Vista Grafica X
ACY

A
o

Jinguio( <Lado (recta, semirrecta o segmento)>, <Plano> )
Angulo( <Punto (ateral)>, <Vertice, <Punto (lateral antiorario)> )
fingulo( <Punto (ateral <Vértics>. <Angulo (ds rotacien antinorariaj» )
ingulo( <Obeto (poligono, cnica, vector, punto o nimero)>

Entrada:

b) Pendiente negativa: traza la grafica de 3x + y — 1 = 0; usando el comando Angulo(<Lado(recta,
semirrecta o segmento)>, <Lado(recta, semirrecta o segmento)>) escribe primero la letra que aparece
en Vista Algebraica de la ecuacion y luego y=0:

€7 GeoGebra - o x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
DREENCERANEE e
» Vista Algebraica X | ¥ Vista Grafica X
Punto ACY
AZ(1,0)
B=(3,2)
® Cc=(1,4)
® D=(1,2)
= Recta
Entrada: Angulo(g, y=0) frox+2y=1
—=_a 0 = @ g:3xsy=1
Angulo
a=2657° 4

Entrada;

Observa que GeoGebra devuelve el angulo medido desde la recta 3x + y — 1 = 0 hacia el eje positivo x.
Entonces el angulo de inclinacién de la recta serd igual a la diferencia de 180° menos el obtenido con
el comando.

Actividades
1. Verifica tus soluciones de los problemas desde la clase 3.1 hasta la clase 3.5 sobre intersecciones con los
ejes de coordenadas, intersecciones entre rectas, rectas paralelas y perpendiculares.

Si [, es la recta perpendicular a [ ‘X
2. Utilizando la recta I: y = —3x + 2 y el punto que pasa por Py R es el punto de l P~
. . "
P(-2, —1), determina el procedimiento con interseccion entre l.Vlle“tonceS'
GeoGebra para calcular la distancia desde el ~ c@cular d(P, /) equivale a encon- a P
trar d(P, R). RY i
punto P hasta la recta /. K

3. Dadas las rectas f: x—y—5=0y g: 6x —y — 21 = 0, determina el procedimiento con GeoGebra para
calcular el dngulo formado entre ambas rectas.

\- J
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Indicador de logro

4.2 Utiliza un software matematico para encontrar las coordenadas del punto de interseccion de dos rectas,
calcular el angulo de inclinacién y el dngulo entre rectas, y elaborar rectas paralelas o perpendiculares.

Proposito

Los numerales 2 y 3 de las actividades permiti-
ran al estudiante describir procesos para resolver
problemas en GeoGebra.

Ahora se estudiaran en GeoGebra algunos de los
conceptos utilizados en la leccidon 3 como paralelis-
mo, perpendicularidad y angulo entre rectas.

Solucién de problemas:

1. Clase 3.1: Para el numeral 1, en cada literal graficar la recta dada, en la herramienta Punto seleccionar
Interseccion, luego seleccionar la recta graficada y el eje x.

Clase 3.2: Para el numeral 1, en cada literal graficar la recta dada, en la herramienta Punto seleccionar
Interseccion, luego seleccionar la recta graficada y el eje y.

Para el numeral 2, se sigue el mismo procedimiento: graficar la recta y se determinan los interceptos con
los pasos hechos anteriormente.

Clase 3.3: Para el numeral 1, graficar las rectas dadas y utilizar la herramienta Interseccion.
Enelnumeral 3 basta graficar lasrectas dadas y ver que son paralelas. También puede utilizar la herramienta
Interseccion.

Clase 3.4: Para el numeral 1, en cada literal graficar las rectas dadas, se puede utilizar la herramienta
Interseccidn, si no existe punto de interseccion entre las rectas entonces son paralelas. Para el numeral 2,
graficar la recta dada y el punto indicado, utilizar la herramienta Paralela, seleccionar el punto y la recta
en la vista grafica y se graficard la recta que se pide.

Clase 3.5: Numeral 1: para cada literal graficar las rectas dadas, luego utilizar la herramienta Angulo y dar
clic sobre las rectas, se graficara el dangulo entre las rectas.

Numeral 2: En cada literal graficar la recta y el punto dados. Utilizar la herramienta Perpendicular y
seleccionar la recta y el punto, se graficara la recta buscada.

2. Graficar la recta y el punto P. Utilizar la herramienta Perpendicular y seleccionar la recta y el punto, se
graficara la recta perpendicular a /[ que pasa por el punto P. Determinar el punto de interseccion de [y
su recta perpendicular. Se puede determinar la distancia entre P y el punto de interseccidn graficando el
segmento que une estos dos puntos utilizando la herramienta Segmento; o también, puede escribir en
la barra de entrada Distancia(P, Q) donde Q es el punto de interseccidén entre la recta y su perpendicular.

3. Graficar las rectas escribiéndolas en la barra de entrada, seleccionar la herramienta Angulo y dar clic sobre
las rectas dadas.















