Plan de estudio de la unidad

Leccion Clases

1 1. Lugar geométrico de una ecuacion

1 2. Ecuacién de un lugar geométrico

1 3. Actividad introductoria de parabola

1 4. La parabola

1 5. Desplazamientos paralelos

1 6. Procedimiento para completar cuadrados perfectos
1. La parabola

1 7. Ecuacion general de la parabola

1 8. Lineas rectas y parabolas

1 9. Determinacidn de parametros

1 10. Practica lo aprendido

1 11. Aplicaciones de la pardbola

1 12. Practica lo aprendido

2 Prueba del primer periodo

1 1. La circunferencia

1 2. Desplazamientos paralelos de la circunferencia
2. La circunferencia

1 3. Ecuacidén general de la circunferencia

1 4. Recta tangente a una circunferencia
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5. Rectas secantes a una circunferencia

6. Practica lo aprendido

7. Aplicaciones de la circunferencia

Prueba de las lecciones 1y 2

3. La elipse

1. Actividad introductoria de elipse

2. La elipse

3. Elementos y propiedades de la elipse

4. Desplazamientos paralelos de la elipse

5. Ecuacién general de la elipse

6. Practica lo aprendido

7. Aplicaciones de la elipse

4. La hipérbola

1. Actividad introductoria de la hipérbola

2. La hipérbola

3. Elementos y propiedades de la hipérbola

4. Desplazamientos paralelos de la hipérbola

5. Ecuacién general de la hipérbola

6. Practica lo aprendido

7. Aplicaciones de la hipérbola

8. Problemas de la unidad
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1 1. Construccidn de secciones conicas

1 2. Grafica de la ecuacidn general de las secciones cdnicas
5. Practica en GeoGebra.

1 3. Propiedades de las secciones cdnicas

1 4. Problemas sobre el lugar geométrico de cdnicas

1 Prueba de las lecciones 3y 4

41 horas clase + prueba del primer periodo + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de las lecciones 3y 4

Puntos esenciales de cada leccion

Leccidn 1: La parabola

Se estudia desde la definicion de lugar geométrico, trabajando un poco sobre la forma de plantear un problema
para encontrar la ecuacidn que determina un lugar geométrico descrito matematicamente, y se definen proce-
dimientos generales para los desplazamientos paralelos y para completar cuadrados perfectos. Se trabaja con
los contenidos correspondientes de la parabola, iniciando con su definicidn, luego identificando sus elementos y
finalmente estudiando sus aplicaciones utilizando la propiedad reflectora del foco; ademas, se hace un estudio
de las rectas secantes y tangentes a la parabola. En esta unidad se aborda primero la parabola, puesto que en su
ecuacioén general es mas sencillo completar cuadrados, debido a que este procedimiento solamente es necesario
hacerlo una vez.

Leccion 2: La circunferencia

Este lugar geométrico ya es conocido por los estudiantes de manera geométrica. En esta leccidn se establece de
manera analitica su ecuacidén a partir de su definicion, utilizando los resultados que se tienen en el plano car-
tesiano, y se trabajan los demas temas de manera muy parecida a la pardbola. Ademas, se abarca el contenido
de las rectas tangentes a la circunferencia en un punto especifico, de manera general, el cual es un resultado
muy practico pero con cierta complejidad en su demostracidn; finalmente, es necesario aplicar la resolucién de
ecuaciones cuadraticas de manera eficiente, pues serd muy util en esta leccion y en general en toda la unidad.

Leccidn 3: La elipse

Para iniciar esta leccion se realiza una actividad con la cual los estudiantes se puedan familiarizar con la forma
geométrica de una elipse, y puedan asociarla con su definicién formal, a partir de construcciones en algunos
materiales de uso cotidiano; luego se realiza el estudio tedrico de la elipse y sus elementos, para finalizar con las
aplicaciones que tiene tanto su forma geométrica como la propiedad reflectora de sus focos.
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Leccidn 4: La hipérbola

Después de haber abordado casi todas las secciones cdnicas, se trabaja con la hipérbola, cuya complejidad es un
poco mayor respecto de las figuras anteriores, de manera similar, se hace una actividad con los estudiantes para
gue puedan familiarizarse con la forma geométrica de una hipérbola, y logren asociarla con su definicion formal;
posteriormente se realiza el estudio tedrico de la hipérbola, sus elementos y propiedades, y de manera analoga
se estudian las aplicaciones que tiene ya sea por su forma geométrica o por la propiedad reflectora de sus focos.
En esta leccién también se abordan algunos problemas que tienen correspondencia con todas las lecciones tra-
bajadas durante la unidad, con el fin de asegurar el aprendizaje y la comprension de todos los contenidos.

Leccion 5: Practica en GeoGebra

Después de haber abordado todos los contenidos sobre secciones cdnicas, se proponen algunas practicas en
GeoGebra como una herramienta muy potente para complementar la actividad matematica, con el fin de co-
rroborar su aplicacion en las graficas de las secciones cdnicas, de conocer las diferentes herramientas que tiene
dicho software, y que puede ayudar a visualizar los resultados establecidos de manera tedrica.
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La parabola

1.1 Lugar geométrico de una ecuacion

Problema inicial
Grafica en el plano cartesiano el conjunto de puntos que satisfacen las ecuaciones:

a)y=2x+1 b)y=x?-1
Solucién
a) La ecuacién es una funcién lineal y su grafica en b) La ecuacién es una funcién cuadratica y su gra-
el plano es: fica en el plano es:
y y
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Por lo tanto, el conjunto de puntos que satis- Por lo tanto, el conjunto de puntos que satisfa-
facen la ecuacion y = 2x + 1 es una linea recta. cen la ecuacién y = x> — 1 es una parébola.

Definicion
El lugar geométrico determinado por una ecuacion es el conjunto de puntos que satisfacen dicha ecuacion;
en casos particulares pueden ser figuras conocidas como un punto, una linea recta, una circunferencia, una
parabola, etc.

Problemas.”
1. Grafica en el plano cartesiano el lugar geométrico determinado por cada ecuacién.

a)y=x-4 b)y=-3x+2 c)y=x*-3

2. Determina las ecuaciones cuyo lugar geométrico corresponda a cada grafica.

b)
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Indicador de logro

1.1 Grafica el lugar geométrico determinado por una ecuacion.

Psecuencia

De la unidad anterior, sobre linea recta, los estu-
diantes han utilizado el plano cartesiano como lu-
gar para graficar diferentes figuras geométricas, y
se parte de las figuras que conoce para introducir

Kconceptos sobre geometria analitica. )

\geométrico" de una ecuacioén.

El Problema inicial utiliza las ecuaciones de fun-
ciones ya conocidas por los estudiantes, tales
como la linea recta o la parabola, con el objeti-
vo de introducir la definicion del término “Lugar

Solucidn de problemas:
1a) y 1b)

"N

N

S
7

1c) y

/1

2a) Es una linea recta que pasa por los puntos
(0,-1) y (-1, 2), entonces:

La pendiente es 2_1—(__(1)) =-3.

El intercepto con el eje y es —1.

Por lo tanto, la ecuacion es:

y=-3x-1.

En el numeral 2, considere que un estudiante puede
expresar de diferente forma las ecuaciones, por
ejemplo en el literal b, podria desarrollar el cuadrado
del binomio o dejarlo indicado; en este caso cualquier
forma de expresar la ecuacion se podria considerar
correcta, a menos que como docente brinde la
indicacion de expresarlo en una forma especifica.

.

> X

V.

2b) Es una pardbola desplazada 1 unidad a la dere-
cha y 2 hacia abajo. Ahora si el vértice de esta
pardbola estuviera en el origen seria de la for-
ma y = ax?, y pasaria por el punto (1, 1), asi se
debe cumplir que:

1=a(l1)

l=a
Por lo tanto, la ecuacién que determina dicho
lugar geométrico es la pardbola y = x? despla-

zada 1 unidad a la derecha y 2 hacia abajo, es
decir,y +2 =(x—-1)?, o bieny=(x—-1)>-2.
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1.2 Ecuacion de un lugar geométrico*

Problema inicial
Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A (0, 2) es igual
a la distancia al punto B(4, 0).

Solucién y
Se colocan los puntos A y B en el plano cartesiano.

En particular un punto que cumple es el punto medio del segmento AB. 3

Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidon y utilizando 2 A

la distancia entre dos puntos: ’

d(A, P)=d(P, B)

V(x=0)2+(y—2)2 =V(x—4)2+(y—0)? elevando al cuadrado, 19

KP+y'—4y+4=x-8x+16+y* simplificando la ecuacién,
8x—-4y-12=0.

Por lo tanto, la ecuacién que determina el lugar geométricoes 2x -y —-3=0,y

graficamente es la recta perpendicular al segmento AB que pasa por su punto [Puedes ComPfObaf. que 'aSJ
medio (mediatriz del segmento AB). rectas son perpendiculares.

=3

Conclusién
Para deducir la ecuacion que determina un lugar geométrico con condiciones especificas, se plantea la
ecuacion que cumple las condiciones requeridas, aplicando conceptos de distancia entre puntos, entre
punto y recta, etc.

Ejemplo
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje x es siempre igual
a la distancia al punto A(0, 2).

En particular un punto que cumple es el punto medio de la distancia
entre el punto Ay el eje x.
Planteando la ecuacion para P(x, y) que cumple las condiciones:
d(P,Q) =d(A, P)
|yl = V(x=0)2+(y—-2)? elevando al cuadrado,
Y =x+y'—4y+4 simplificando la ecuacidn,
x?—4y+4=0.

Y se puede expresar como: y = %xz +1.

Por lo tanto, la ecuacion que determina el lugar geométrico es x> — 4y + 4 =0, y es una parabola.

*
Problemasv

1. Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A(2, —3) es
igual a la distancia al punto B(0, —1).

2. Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta’y = -1 es
siempre igual a la distancia al punto A(0, 1).

3. Deduce la ecuacidn que determina el lugar geométrico de los puntos que estan a 2 unidades de distancia
del eje y.

4. Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos que estan a igual distancia del eje
x como del eje y.

©



Indicador de logro

1.2 Deduce la ecuacion que determina un lugar geométrico con condiciones dadas.

P secuencia

Ahora que los estudiantes ya saben qué es un El Ejemplo es un problema parecido al inicial, de

lugar geométrico, se trabajaran problemas que modo que apliquen los conocimientos sobre dis-

brindan condiciones que determinan un lugar en tancia entre dos puntos o distancia entre punto y

el plano para deducir sus ecuaciones. Esta clase recta. Al resolverlo se avanza en la deduccién de

tiene asterisco, lo que indica que el docente debe la ecuacion candnica de la pardbola, partiendo de
Kdar mayor apoyo a sus estudiantes. ) \_uncaso especifico.

Solucién de problemas:

1. Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y utilizando la distancia entre dos
puntos:
d(A, P) = d(P, B)
V(x=2)>+(y+3)> =V(x-0)2+(y+1)> elevando al cuadrado cada miembro,
K+y!—Ax+4+6y+9=2+y"+2y+1
—4x+4y+12=0 dividiendo por —4,
x—y—-3=0.

2. Tomando en general los puntos P(x, ¥) que cumplen la condicién y utilizando la distancia entre dos
puntos y distancia de un punto a una recta:

d(P,l)=d(A,P) l:rectay=-1,
|y —(=1)] =V(x—0)2+(y—1)* elevando al cuadrado cada miembro,

YVH2y+1=02+y"-2y+1
x*—4y=0.

3. Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidn y utilizando la distancia de un punto

a una recta:
dP1)=2
|x-0]| =2
|x] =2

x=20x=-2

Por lo tanto, son los puntos que pertenecen a lasrectasx =2 o x =-2.

4. Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidn y utilizando la distancia de un punto
a una recta:

d(P,1)=d(P L) l:elejex, l,: el ejey.

lx| =1yl
X=yox=-y

Por lo tanto, son los puntos que pertenecenalasrectasy =xo0y=—x.
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1.3 Actividad introductoria
. Y 4
Materiales >, «
- Hoja de papel vegetal @
- Plumén &
- Regla
Actividad
1. Dibuja una recta paralela al lado mas 2. Dibuja un punto arriba de la recta, y
angosto de la pagina, cercana al final en medio de la pagina.
de la misma.
3. Tomando el inicio de la recta, dobla la 4. Realiza el mismo proceso con puntos
pagina hasta hacer coincidir el inicio cercanos en la linea recta hasta llegar al
de esta con el punto dibujado. final de esta. Analiza la figura formada.
/
N A
A
Definicién
La figura que queda marcada por los cortes de los dobleces es una parabola. Observa que cada punto de
ella cumple la condicién de estar a igual distancia del punto dibujado como de la recta dibujada.
Preguntas
1. ¢Qué pasaria con la parabola si el punto se separa mas de la recta dibujada?
2. ¢Qué pasaria si el punto se dibujara por debajo de la linea?
3. ¢Qué pasaria si la recta se dibujara vertical y con el punto a la derecha o izquierda de ella?
4. Analiza por qué se cumple que los puntos que determinan la pardbola estan a igual distancia del punto
como de la recta.
\_ J
J
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Indicador de logro

1.3 Identifica el lugar geométrico de una parabola.

Ahora que los estudiantes ya han deducido ecuaciones para lugares geométricos especificos, se construira
la forma que tiene una pardbola, basado en su definicién.

Propésito

En la Actividad se espera que logren asociar la definicidon geométrica con la figura que conocen de la
pardbola, para que luego al deducir su ecuacidn candnica quede claro que esta ecuacion define el lugar
geométrico de una parabola.

Materiales

En la clase se utilizardn hojas de papel vegetal, plumon y regla (uno de cada uno por estudiante). J

Solucidn de problemas:

1. Los dobleces tendrian una menor inclinacion y tenderian a ser menos verticales conforme se aleje mas
el punto de la linea, entonces se formaria una parabola cada vez mas abierta.

2. También se formaria una parabola pero abierta hacia abajo, porque ahora los dobleces quedarian al
revés.

3. Los dobleces se inclinarian, partirian de una posicion vertical e irian tendiendo a ser horizontales, enton-
ces se formaria una parabola ya sea abierta hacia la derecha, o bien, abierta hacia la izquierda.

4. Considerando el doblez m, y sea R la interseccion de dicho doblez con la recta dibujada /, sea H el punto
que corresponde al punto A, se cumple que RA = RH, por ser simétricos respecto a m, y sea P el punto
de interseccion de m y la perpendicular a [ que pasa por H, entonces, d(P, A) = d(P, H) = d(P, ), porque
las lineas se sobreponen al hacer el doblez.

Si Q es otro punto del doblez (recta m) entonces d(Q, A) = d(Q, H) > d(Q, I) = d(Q, ).

Por lo tanto, entre los puntos de la recta m solamente P estd en la curva cuyos puntos equidistan al
punto Ay larecta / (m es tangente a la curva en el punto P). Luego, esta curva es la figura marcada por
los cortes de los dobleces.
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1.4 La parabola*

Problema inicial
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y =—p es igual
a la distancia al punto F(0, p).

Solucién
Se toman en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y se utiliza
la distancia de un punto a una recta y la distancia de dos puntos.

Como larectay =—p es horizontal, d(P, Q) =|y — (-p)|.
Expresando la igualdad d(P, Q) = d(P, F):
|y = (-p)| =V(x—0)*+(y—p)> elevando al cuadrado,

|y +pl|?=x?+(y—-p)? desarrollando los cuadrados,
Y2+ 2yp + PP =X+ Y2 —2yp + PP simplificando, YEp 7 )
4yp = x° despejando y, ,
R
y= >

Por lo tanto, el lugar geométrico es una parabola de la forma y = ax? donde a = ‘%).

Definicion .
La ecuacién que determina el espacio geométrico de una parabola esta dada por: y = E)xz.

En esta ecuacidn, el vértice de la parabola siempre estara en el origen (0, 0). (. . .

. , Si el pardmetro p es negativo, la ecua-
El valor de p recibe el nombre de parametro. cién determina una pardbola abierta
hacia abajo.
El punto F(0, p) es conocido como el foco de la parabola, la recta y = —p
es conocida como la directriz de la parabola. La recta perpendicular a la
directriz que pasa por el foco de la parabola se conoce como eje.

Si la directriz es una recta vertical de
la forma x = —p, la parabola seria ho-
rizontal y su ecuacion seria:

x= 4y

Ejemplo 1
Determina la ecuacién de la pardbola con foco F(0, —3) y directriz y = 3.

L . 1 L
El valor de p =3, entonces la ecuacion de la parabola es y =ﬁxz, simplificando queda: y = —%xz.

Por lo tanto, la ecuacién es y = —1—12x2, y es una parabola abierta hacia abajo.

Ejemplo 2
Determina el foco, la directriz y el vértice de la pardbola y = %xz, luego localiza
cada uno en el plano cartesiano y grafica la parabola.

. 1_1 o
Se tiene que i es decir, p = 1.

Foco: F(0, 1) Directriz: y =-1 Vértice: V(0, 0)

L]
N

>
Problemasv

1. Deduce la ecuacidn y grafica la parabola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

AF02,y=-2  bIFO-1,y=1 oF03)y=-2 aF0-%)y=L eF20,x=-2

2. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacion de la directriz, luego localizalos en el plano
cartesiano y grafica la parabola. )
a)y=2x? b)y=-x* Cy==x2 dy=—>x° e)x =2y

4 53)




Indicador de logro

1.4 Deduce y grafica la ecuacién de una pardbola con vértice en el origen dados el foco y la directriz.

Psecuencia

Una vez asociada la definicion de pardbola con su El Problema inicial plantea las condiciones de la
grafica, se deduce su ecuacion a partir de las con- definicién de la parabola para poder deducir la
diciones dadas en la definicidn. Esta clase tiene ecuacion que define su lugar geométrico.

asterisco, lo que indica que el docente debe dar

mayor apoyo a sus estudiantes.
\ AN .
Solucién de problemas:

1a) El valor p = 2, entonces la ecuacidn de la pardbola 1b) Elvalor p = -1, entonces y =ﬁx2 =— %xz.

es: y =ﬁx2 = %xz

1 1,1, o, _ 1
1c) Elvalorp = g entonces y = X=X 2x%. 1d) Elvalorp=— e’ entonces
5 2
8 2 y= L o=l ap
YA
16 4
1e) Elvalorp=2, perolarectaesvertical y el punto esta aladerecha de dicharecta, entonces intercambiando
_ l 2 . s / — 1 2 l 2
xXyyeny —4px la ecuacion de la parabola es x ) yi= gyt
1 . 1

2a) Se calcula el valor de p: 2 = %, es decir, p = %. 2b) Se calcula el valor de p: -1 = ap’ & decir, p = - .

Foco: F(O, %) Directriz: y = —% Vértice: V(0, 0) Foco: F(O, —%) Directriz: y = % Vértice: V(0, 0)

2 s T \/ T )x
F
1 -1
F
¢ - >X -2
=1 1

. 1 . 1

2d) Se calcula el valor de p: —%= %}, esdecir,p=-1. 2e) Secalculaelvalordep: 2= ap & decir, p = R

Foco: F (0,-1) Directriz: y=1 Vértice: V(0, 0) Foco: F(%, O) Directriz: x =_% Vértice: V(0, 0)

Yy

y El literal c se puede resolver T
3 de manera muy parecida al
literal d, siendo un poco +
v mas sencillo porque el

f X coeficiente es positivo, y F 4
14F los elementos son: 1 2

F (0, 2), y=-2,V(0, 0).

N
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1.5 Desplazamientos paralelos

Problema inicial

Aplica desplazamientos verticales y horizontales para graficar el lugar geométrico que determina la ecua-

cién y = (x—2)?+ 1 en el plano cartesiano. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacién de

la directriz. La grafica de la funcion flx — k) + k, es la gré-

fica de la funcién f{x) desplazada A unidades
a la derecha y k unidades hacia arriba.

Solucién
La grafica de la funcidn y = (x — 2)? + 1, es la grafica de la funcién
y = x* desplazada 2 unidades hacia la derecha y 1 unidad hacia

arriba.
Determinandop dey=x% 1= %} , solucionando, p = %. 4
Ademads las coordenadas del vértice, el foco y la ecuacién de la !
directriz se desplazan de igual manera. 3
2]
Ecuacién y =52 y=(x-2)+1 ) E
1 1 5
Foco F(o, —) Flo+2,2+ 1)=F(2, 2) AN N T o
Vértice V(0, 0) V(0+2,0+1)=V(2,1) -1
. . 1 3 2
Directriz YE=7 y=7
En general

Para desplazar una grafica horizontalmente A unidades, se cambia la variable x por la expresion x — A; y
para desplazar una grafica verticalmente k unidades se cambia la variable y por la expresion y — k.

Entonces la ecuacion de una parabola de la forma y =%}x2 desplazada A unidades horizontalmente y k

. . 1
unidades verticalmente es: y —k = —(x - h)*. - — n
4p En una pardbola desplazada con ecuacion y — k =E(x — h)?, se cumple

|

que: V(h, k) F(h, p +k) Directriz:y=—-p +k
Ejem plo
a) Determina la ecuacion que resulta al desplazar la parabola y = 2x?, -3 Yy
unidades horizontalmente y 1 unidad verticalmente. |
7 5 2 1o 12 ¥

Sustituyendo x por la expresion x — (—3), y por la expresién y — 1:
y—1=2(x+3)}, obieny=2(x+3)*+1

b) Grafica la parabola determinada por la ecuacidon y + 2 = =2(x + 1)2

Es la ecuacidn de la pardbola y = —2x*desplazada —1 unidad horizontal-
mente y —2 unidades verticalmente, como muestra la figura.

*
Problemas.

1. Determina la ecuacion de la pardbola desplazada A unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,

en cada literal.
a)y=x,h=3,k=2 b)y=3x*h=-1,k=3

e)y=2x*h=0,k=3

cy=-x3,h=1k=-1

dy=-2x*, h=-2,k=-1 fly=-3x* h=-2,k=0
2. Grafica en el plano cartesiano la pardbola determinada por las siguientes ecuaciones. Luego determina
las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacién de la directriz de cada una.

a)y—1=(x—4)? b) y+2=2(x-3)? c)y—-3=—(x+1)> dy+1==2(x+1)

N
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Indicador de logro

1.5 Encuentra y grafica la ecuacion de una pardbola desplazada paralelamente respecto a los ejes de coor-

denadas.

De la unidad de funciones reales vista en Primer
ano de bachillerato, se tiene un resultado para
los desplazamientos paralelos de la grafica de
una funcidn; a partir de ella se deduce la gene-
ralizacidon de los desplazamientos paralelos para
una ecuacion cualquiera (no necesariamente fun-

kcic’m).

En el Problema inicial y el Ejemplo, se espera que

los estudiantes apliquen los desplazamientos pa-

ralelos para dibujar la grafica de una paradbola

desplazada, para ubicar puntos especificos como

el foco o el vértice y rectas como la directriz; en

estos apartados y en los Problemas, no se espera
Kque grafiquen utilizando tablas de valores.

/

Solucidn de problemas:
la)y—-2=(x—-3)%, obieny =(x—-3)*+2.

Ic)y—(-1)=—(x—-1)> obieny =—(x—-1)*-1.
le) y—3=2(x—-0)? o bieny =2x*+3.
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1b) y—3=3(x—(-1))?,, obieny =3(x +1)*+ 3.
1d) y — (1) =-2(x — (-2))%, o bieny =-2(x + 2)>-1.

1f) y—0=-3(x — (-2))?, o bien y =-3(x + 2)*
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1.6 Procedimiento para completar cuadrados perfectos
Problema inicial
L Escribe el polinomio x? + 4x en la forma a(x — h)? + k.
Solucién
Para completar el cuadrado perfecto en la expresion se sumay  En el desarrollo del cuadrado de un binomio
resta la misma cantidad para no alterar la expresion: CCE IS
(x+a)?=x*+2ax+a?
24 Ay = a4 Ax + (i)z_ (i)z El término a? puede obtenerse al dividir el
x X=X x 2 2 coeficiente que acompafa a “x” entre 2 y
elevarlo al cuadrado.
=(x?+4x+2°) -4 (Za)z .
—|=a
2
=(x+2)°-4
Por lo tanto, x? + 4x = (x+ 2)*> — 4.
Conclusién
El método en el cual se suma y resta una cantidad adecuada para que una expresion se convierta en cuadra-
do perfecto se conoce como completar cuadrados perfectos, y es una estrategia muy util para la resolucién
de problemas en matemadtica.
Ejemplo
Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.
a) x> —8x b)x*—4x +2 c)2x?+12x + 10 d)-3x?+12x-13
a) x?—8x = (x? — 8x + 42) — 42 b)x*—4x+2=(x>-4x+2%)—-22+2
=(x—4)-16 =(x—2)2—4+2
=(x—-2)2-2
c) 2x?+ 12x + 10 = 2(x% + 6x) + 10 d) -3x2+12x — 13 =-3(x?—4x) — 13
=2(x?+6x +32—32)+ 10 =-3(x2—4x +22-22) - 13
=2[(x+3)*-9]+10 =-3[(x—2)>-4]-13
=2(x+3)?-18+10 =-3(x—-2)?+12-13
=2(x+3)*-8 =-3(x-2)*-1
Problemas Z
1. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.
a)x?+2x b) x? + 6x c) x*+ 8x d) x?-4x e) x*+ 10x + 15
flar—2x-1 g)2x*+8x +6 h) 3x?—6x -2 i)—x’—4x -4 j)—2x*+8x +3
/’x\\
\
2. Utilizando la figura de la derecha: \d
2
a) Determina cudnto es el drea de la figura mostrada. J
b) Determina el drea del rectangulo que debe agregarse para formar un 9§
cuadrado. . e
' (55

©
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1.6 Completa cuadrados perfectos en una expresion algebraica.

e
El procedimiento para completar cuadrados se El Problema inicial utiliza la forma general en que

ha venido desarrollando y utilizando durante mu- se expresa una parabola desplazada, para lograr
chas unidades desde noveno grado, sin embargo, gue en la siguiente clase el estudiante reconozca
siempre es necesario repasar este procedimiento que tiene que realizar el mismo procedimiento.
para realizarlo eficientemente, porque en especial El numeral 2 de los Problemas es para asociar la

ken esta unidad se aplicara con mucha frecuencia. y Kparte algebraica y geométrica de un cuadrado.

J

Solucidn de problemas:

la) 2+ 2x + (1)’ - (1)’=(x+1)*-1 1b) x> + 6x + (3)*— (3)* = (x + 3)*—
1c) x* + 8x + (4)*— (4)* = (x +4)*- 16 1d) x> —4x +(2)* - (2)* = (x—2)*-
le) x?+10x + (5)>—(5)*+ 15 =(x+5)*-10 1f) > - 2x + (1> - (1)*—1=(x— 1) -

1g) 2x* +8x +6=2(x +4x + (2)>°-(2)) +6 =2(x+2)>’-8+6=2(x + 2)*—
1h) 3x2—-6x—-2=3(x2—2x + (12— (1)) -2=3(x—-1)2—3-2=3(x-1)* -
li) x?—4x—-4=—(x>+4x+ (2= (2)) -4 =—(x+2)>+4 -4 =—(x + 2)?

1j) 222+ 8x +3=—2(x2 —dx + (2)>— (2))) + 3 =—2(x —2)? + 8 +3=—2(x —2)2 + 11

a
> %, por lo

2a) El area del cuadrado azul es x?, y el drea de uno de los rectangulos celestes es
tanto, el area de la figura es:

a a
x2+3x+3x:x2+ax.

2b) Se debe agregar un cuadrado de lado 2 , ¥ se puede constatar que el area
es por un lado x +ax + ( ) y por otro Iado es el drea del cuadrado grande,
es decir, (x + —) y por lo tanto, se cumple que:

2 2
vass (3 oo
X°+ax ) X 2
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1.7 Ecuacion general de la parabola

Problema inicial

L Grafica el lugar geométrico determinado por la ecuacién —x* +4x -3 +y =0.

Solucién

Despejando y y completando cuadrados perfectos para x.
y=x*—-4x+3

y=(x*—4x+2%)—-2%+3

y=(x—-2)-4+3
y=(x-2)72-1

Expresando de otra manera: Yy —(-1) =(x—2)%

Por lo tanto la ecuacion y — x? + 4x — 3 = 0 es la gréfica de la pardbola ¢
vy = x? desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo.

Conclusién

=

€

-1 0
=1

2 4 5 X

V

. . 1
Una pardbola puede serrepresentada desarrollando los cuadrados perfectos de laecuaciény —k = E(x — h)?

y dejando la ecuacidn igualada a 0.

En general, para determinar los desplazamientos verticales y horizontales en una ecuacién de la forma

1
ax® + bx + cy + d = 0, se completan cuadrados perfectos y se expresa en la forma y —k = 4—(x —h)’. Ala
ecuacion de la forma ax? + bx + cy + d = 0 se le llama ecuacién general de la parabola.

Ejemplo

Grafica la pardbola determinada por la ecuacion 2x* + 8x + 7 + y = 0.

Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz.

Despejando y y completando cuadrados perfectos para x.
y==2x"—-8x—7
y==2(x*+4x)-7

y==2(x*+4x+22-2%) -7

y=-2(x+2)02?+8-7
y==2(x+2)*+1

02

Por lo tanto, es la parabola y = —2x? desplazada 2 unidades hacia la izquierda y 1 unidad hacia arriba.
Determinando p: -2 = %} , solucionando, p = _%_

Entonces:
Ecuacién y =-2x? y==2(x+2)*+1
1 5 7
Foco F( "E) F( 2, 8)
Vértice V (0, 0) V(-2,1)
) . _1 _9
Directriz =3 Y=z
Problemas

Para cada literal determina el vértice y grafica la parabola correspondiente.

a)x?+2x+2-y=0

e)—2x*—12x-20+y =0

50

b)x*-4x+3-y=0

f)2x>—8x+5+y =0

c)x*+4x+5+y=0

g)3x*—6x+5+y=0

d)-x*+2x+1-y=0
h)3x?+6x+y+6=0

10
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1.7 Determina las coordenadas del vértice y traza la grafica de una parabola a partir de su ecuacion general.

Secuencia

Una vez hecho el repaso sobre el procedimiento
para completar cuadrados se puede trabajar con
la ecuacidén general de la pardbola, para encontrar
su vértice y graficarla en el plano cartesiano.

N

En el Problema inicial y Ejemplo de la clase ante-
rior y la presente, se han tomado parabolas des-
plazadas a los cuatro cuadrantes del plano, y en
los Problemas, algunas desplazadas sobre los ejes
\coordenados también.

Solucién de problemas:
a)y=x2+2x+ (12— (1)2+2=(x+1)*+1
y

w

L
S
~—

N

aN

2

c)y=-x>—-4x—(2)*+(2)*-5=—(x+2)*-1
Y

aiy

N

T~
a //t]u

e)y=2[x*+6x+(3)>—(3)’] +20=2(x+3)*+2

T T
]

D

wv

S

w

N

-

b)y=x*-4x+(2)*—(2)°+3=(x-2)>-1
Yy

w

N

/
\

[N

d)y=-2+2x—-(1)+(1)*+1=—(x—-1)*+2
Y

N

fly==2[x"—-4x+(2)°-(2)°’] -5=-2(x—-2)*+3
Y

N

\Y

N

il
—

/t 2 \ e
L

| \
g)y =—3[x* - 2x + (1) = (1)) - 5= -3(x - 1)*-2
h)y ==3[x* +2x +(1)* - (1)*] -6 = -3(x + 1)* -3
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Problema inicial
L Determina las coordenadas de los puntos de interseccion entre la parabolay = x?ylarectay =x + 6.

1.8 Lineas rectas y parabolas

>
Problemasv

Solucién

Siun punto esta enlainterseccion de las dos graficas, dicho punto
debe cumplir tanto la ecuacidn de la recta como la ecuacién de
la parabola. Asi, determinar los puntos de interseccién equivale
a encontrar las soluciones del sistema de ecuaciones:

Utilizando el método de sustitucién y solucionando:
x*=x+6 igualando a cero,
x’-x—6=0 factorizando,
(x=3)(x+2)=0 solucionando la ecuacidn cuadratica,
x=30x=-2.

Determinando el valor de y para cada valor de x:
Six=3,entonces:y=3+6=09.

Six=-2,entonces: y=-2+6=4.

Por lo tanto, los puntos de interseccion son (3, 9) y (-2, 4).

COncIusién

Las coordenadas de los puntos de interseccion entre una pardbola y una linea recta, corresponden a las

soluciones del sistema formado por sus ecuaciones.
Al resolver el sistema pueden tenerse 3 casos:
1. La recta corta a la parabola en 2 puntos diferentes (es secante).

2. La recta corta a la parabola en 1 punto (es tangente o vertical).
3. La recta no corta a la parabola.

Determina los puntos de interseccidn entre la parabola y la linea recta de cada literal. Realiza la grafica en

el plano cartesiano.

a){y=x2 b){y:x2 C){y=x2—1

y=3x y=2x+3 y=x+1
e) [y=o?+2 f) [y=x2 g) [y=x
y=5x—-4 y=1

y=2x-1

d) [y=x+2x
y=—x-2

h) y=x2
y=x-1
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1.8 Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion entre la ecuacién de una linea recta y una
parabola utilizando sus ecuaciones.

Propésito

Aplicar los conocimientos sobre ecuaciones cua-
draticas, en especial el analisis del discriminante
para determinar la cantidad de intersecciones
que hay entre una recta y una parabola.

Una vez estudiadas las ecuaciones de la parabola
se pueden utilizar para encontrar intersecciones
con otras figuras geométricas como las lineas rec-
tas.

Solucidn de problemas:

a) X2 =3x X b) x*=2x+3
x*—3x=0 x*—2x-3=0
x(x-3)=0 s (x+1)(x-3)=0

x=00x=3 6 x=—-lox=3
y=3(0)=00y=3(3)=9 4 y=(-1)?=1oy=32=9

Los puntos de intersecciéon Los puntos de interseccion

son (0,0)y (3, 9). — —x son(-1,1)y(3,9). —x
c) P—l=x+1 J d) X+ 2x=—x—2 A
x*—-x-2=0 x¥*+3x+2=0

(x+2)(x+1)=0
x=-20x=-1
y=—(-2)-2=00y=—(-1)-2=-1

(x=2)(x+1)=0
x=20x=-1
y=2+1=30y=-1+1=0
X Los puntos de interseccion

son (-2,0)y (-1, -1).

Los puntos de interseccién
son (2, 3) y (-1, 0).

e) X2 +2=5x—4 y f) =1
x*—5x+6=0 2-1=0
(x=2)(x-3)=0 10 (x-1)(x+1)=0
x=20x=3 8 x=lox=-1
y=5(2)-4=60y=5(3)-4=11 6 y=1
Los puntos de interseccién 4 Los puntos de interseccion T X
son (2, 6) y (3, 11). son(1,1)y (-1, 1). 4
— O/ X 4
g) xr=2x-1 ) h) 2=x—1
xX*-2x+1=0 P—x+1=0
(x-1)*=0

1 11 No tiene solucidén en los nimeros reales, entonces
r=1 == la recta y la parabola no se cortan en algun punto.

El Unico punto de interseccién es (1, 1), la ) o
Recomendar a los estudiantes sustituir los valores encontrados para

recta es tangente a la parabola. x en la ecuacion que resulte mas facil para encontrar el valor de y.
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2.2 Ecuacidn de una recta: forma punto — pendiente*

Problema inicial
Demuestra que la ecuacion de la recta [ que pasa por un punto A(x,, y,) y tiene pendiente m es:

y=y.=m(x-x,)

Solucion y
Sea P(x, y) un punto cualquiera sobre la recta [ diferente del punto A(x,, y,).
Por definicion de linea recta, m es constante; entonces: 7 P
- Y~
x—x,
Luego, b
_ 1A
y_yl_m(x_xl)' i x
X, x ’
Por lo tanto, la ecuacion de la recta l es: y —y, = m(x —x,).

Definicion
La ecuacién de una recta / con pendiente conocida m y un punto A(x,, y,) perteneciente a la recta es:
Y=y, =mlx—x,).
A esta ecuacion se le llama forma punto — pendiente de la ecuacion de la recta; al despejar la variable y
en lo anterior se obtiene:
y=mx—mx, +Yy,
donde el coeficiente de la variable x es la pendiente de la recta y el valor de —mux, + y, es constante. Para
graficar la recta / conociendo el punto A(x,, ,) sobre ella y su ecuacion punto — pendiente se hace lo si-
guiente:
1. Sustituir un valor particular para x y encontrar el correspondiente valor en y.
2. Colocar sobre el plano cartesiano los puntos A(x,, v,) y el punto obtenido en el numeral 1; luego trazar
la recta que pasa por ambos puntos.

Ejemplo

Encuentra la ecuacién de la recta [ cuya pendiente es m = % y pasa por el punto A(-3, 2).

Se sustituyen los valores de m y (x,, v,) en la forma punto — pendiente:
1
y-2=3x-(-3)]

1.7

1 4 2 2

y:i(x+3)+2 4//
(1,4)

y=tesl "
Para graficar la recta, se sustituye un valor particular para x en la ecuacion (-3, 2)
anterior, por ejemplo x = 1, y se encuentra su correspondiente valor y: 1
1,7
y_2+2_4‘ 4 3 2 -10 1 2 *
Se colocan los puntos A(-3, 2) y (1, 4) en el plano y se traza la recta que -t
pasa por ambos puntos, como muestra la figura de la derecha. 3
Problemas
Encuentra la ecuacidn de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por A; grafica la recta para cada caso:
a) Pendiente m =2y A(6, 7) b) Pendiente m =1y A(-1, 0)
c) Pendiente m =-1y A(-2, 6) d) Pendiente m = %y A(1, 8)

D

142
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1.9 Determina el valor de un parametro para que una linea recta sea tangente a una parabola.

Psecuencia

Ahora que se conocen las posiciones relativas En la Solucidn se espera que los estudiantes apli-
de una recta y una parabola, se puede estudiar qguen el analisis del discriminante y lo relacionen
la forma de establecer el valor de un parametro geométricamente con las posiciones relativas en-
de modo que se cumpla la condicidn de tangencia tre una recta y una pardbola; también es valido
Kentre una recta y una parabola. ) \analizar el problema completando cuadrados. y

Solucidn de problemas:

a) xX*=6x-p b) X¥*-2x+1=2x+p
xX’-6x+p=0 xX¥-4x+1-p=0
Completando Discriminante Completando Discriminante
cuadrados. igual a cero. cuadrados. igual a cero.
I):(E)2 b>-4ac=0 1—p:(i)2 b*—4ac=0
2 (=6)2 = 4(1)(p) = O 2 (~4)2-4(1)(1-p) =0
p=9 36-4p =0 p=1-4 12+4p =0
p=9 p=-3 p=-3
c) —-x’-3x=-x—-p d) —-x>-3x-5=3x+p
xX*+2x-p=0 X*+6x+5+p=0
2
—pz(%) 2 b~ fac=0 5+p=(§)2 b*-4ac=0
p=-1 A ’ (61~ 4(1)(5+p) = 0
4p+4=_0 p=9-5 16—4p = 0
p=-1 p=4 p=4
e Av=dx-p f)  -3x2+2x-3=-10x+p
4x*-A4x+p=0 3x2-12x+3+p =0
2
N - BN e
p=1 e ate) =0 2l 12p-apE)p+3)=0
16-16p =0 p=12-3 108-12p =0
p=1 p=9 p=9
g x*=px—4 h) —-x?=px +16
xX*-px+4=0 xX*+px+16=0
4o (B)Z b*—4ac=0 162 (B)Z b*-4ac=0
2 (p)*—4(1)(4)=0 2 (p)>—4(1)(16) =0
p*=16 p*=16 p*=64 p>=64
p=i4 p=i4 p='|_-8 p='|_-8

No es necesario que el estudiante resuelva de las dos
maneras, se colocan ambos procesos para facilitar la
revision de las respuestas.
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1.10 Practica lo aprendido ~

1. Deduce la ecuacidn y grafica la parabola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

1 1
a) F(0,-2), y = 2 0)F(0, %), y=-3

2. Determinala ecuacidn de la parabola desplazada A unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,
en cada literal.

a)y=4x’, h=-2,k=4 b)y=-2x?,h=-3,k=-3

3. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.
a) x?—10x b) x*—4x -9 c)-3x*+6x-2

4. Grafica las siguientes parabolas en el plano cartesiano.

a) y =-2x? b)y—-1=—(x+2)° c)2x’+4x-y=0

5. Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz de cada parabola.

a)y=%xl b)y+3=2(x+5) )3x°-12x+7-y=0

6. Determina los puntos de interseccién entre la pardbola y la recta de cada literal. Grafica en el plano car-

tesiano.
a) [y=—x2+2 b) [y=x2+2x+1 c) [y=—
y=4x-3 y=-3x-3 x=-2

7. Determina el valor (o valores) del parametro p en cada ecuacion, para que la recta sea tangente a la pa-
rdbola respectiva.

a) [y=x?-4x+5 b) [y=—9x>-6x-2 o [y=4ax?
y=2x+p y=6x+p y=px-1

8. Determina la ecuacion que corresponde a la grafica de cada literal.

a) y b) y
\ / —
6 © /
AR,
3 ’ .y
2 & —
SRR T N 1
-1 0 1 4 5 X -1 0 1 4 X
N\ J
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1.10 Resuelve problemas correspondientes a la parabola.

Solucidn de problemas:

1a) Elvalor p =-2, entonces la ecuacidon de la parabola

) 1 ., 1,
es: y=——x2=—=x2.
YEa® T 78Y
Y
1
A \Y A
= 2 3
=1
—2eF
1 __1 21 5 2
1b) El vanrp=1—2,entoncesy——1x =T X=3x
H) 3

2a) y—-4=4(x —(-2))% obieny =4(x +2)* + 4.
2b) y — (-3) =-2(x — (-3))?, o bieny =-2(x +3)*-3.
3a) x*—10x + (5)>—(5)? = (x—5)>—25

3b) x*—4x +(2)*—(2)*’-9=(x-2)*-13

5a) y =5 2*:V (0,0), p =2, F(0,2), y =-2.

Sb) Y +3= 2(x + 5)2: \ (_5I _3)Ip =%’ F(_SI _é)r
5

8
2
y=—%-
S 3(x—2P 5V (2 -5) p=l 2)
5c)y =3(x—2P ~5:V (2, 5,p=5,F22),
Y=-1
6a) —x*+2=4x-3
x*+4x-5=0

(x-1)(x+5)=0
x=1lox=-5
y=4(1)-3=10y=4(-5)-3=-23
Los puntos de interseccién son (1, 1) y
(-5, -23).

6b) Los puntos de interseccion son (-1, 0) y
(_41 9)

6c) Solamente hay un punto de interseccion,
el (-2, -4).

7a) x*-4x+5=2x+p
X’—6x+5-p=0

3c)-3x*+6x—2=-3(x*-2x+(1)*—(1)?) -2 Completando Discriminante
=-3(x-1)2+3-2=-3(x-1)*+1 cuadrados. igual a cero.
_pz(é)z b*-4ac=0
4a) y=—2x>  4b)y-1=—(x+2)? 4c)y=2(x+1)-2 2 (~6)2-4(1)(5-p)=0
y y y p=5-9 4p =-16
’ V v T p=-4 p=-4
N T X I ! } 7b) —9x?—-6x—-2=6x+p 7c)p=%4
=1 € B -2 -4 ?X 2 92+ 12x +2 +p = 0
5 o1 1 b>-4ac=0
S - ——f (12)-4(9)(2+p) =0
N2 36p = 72
_4 .
p=2
-5 —2
v 8a) Es la parabola y = x? desplazada 3 unidades
- a la derecha y 1 unidad hacia arriba, por lo
+ tanto, la ecuaciones: y—1 = (x — 3)%

8b) Es la parabola x = y? desplazada 4 unidades
hacia arriba, por lo tanto, la ecuacién es:
x=(y—4)>
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1.11 Aplicaciones de la parabola*

Problema inicial
Unaantena parabdlica de un canal de televisién
de cultura de El Salvador tiene 160 centimetros
de didmetro y una altura de 20 centimetros, si
se desea reparar el foco de la antena que se
dafié con la lluvia, ¢a qué distancia del centro
del disco debe colocarse el nuevo foco de la
antena parabdlica?

Una forma parabdlica es un cuerpo
geométrico, y resulta de girar una
pardbola alrededor de su eje.

.

Solucién
Modelando la situacién en el plano cartesiano, por conveniencia se pue-
de utilizar una pardbola de la forma y = ﬁ)xz- F

Entonces, como la pardbola tiene ancho de 160 cm, se puede considerar
80, 20

la distancia desde el punto —80 hasta el punto 80 sobre el eje x. -% )-

Y dado que la altura es 20 cm, se puede considerar la distancia desde el * d
punto O hasta el punto 20 sobre el eje y.

Entonces, la ecuacién de la parabola es de la forma y = %)xz y pasa por los puntos (—80, 20) y (80, 20).

Para determinar p, se puede sustituir el punto (80, 20) en la ecuacion, asi:

20 =%) 802 Resolviendo la ecuacion.

_ 80 _
pP=73; 80
Luego, las coordenadas del foco son F(0O, 80).

Por lo tanto, el nuevo foco de la antena parabdlica debe estar a 80 cm de distancia del vértice.

Conclusién
En una parabola, el foco cumple una propiedad reflectora impor-
tante: tomando cualquier linea desde el foco, esta serd reflejada en
una misma direccion, y también al recibir una linea paralela al eje,
esta serd reflejada hacia el foco. Esto vuelve a la parabola muy util
para su aplicacién a objetos de la vida cotidiana, como la antena
parabdlica.

*
Problemasu

1. Una antena parabdlica que emite sefial de internet tiene desperfectos, su foco
no irradia correctamente la sefial, al cambiarlo es necesario saber a qué distancia
del centro del disco estaba. Determina dicha distancia si se sabe que el diametro
del disco es de 1 metro y su altura es de 0.5 metros.

12cm

2. Un espejo para un telescopio reflector tiene la forma parabdlica de 12 cm de
didmetro y 3 cm de profundidad, ¢a qué distancia del centro del espejo se con-
centrara la luz entrante?
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1.11 Utiliza la propiedad reflectora del foco para resolver problemas de aplicacion sobre objetos parabdlicos.

Secuencia

Después de abordar los conceptos basicos sobre
la parabola, se pueden analizar y resolver algunos
problemas sobre aplicaciones a la vida real, basa-
dos fundamentalmente en la propiedad reflecto-
ra de la parabola. Esta clase tiene asterisco, lo que

En las soluciones a los Problemas, los estudiantes
deben modelar una situacién a partir de concep-
tos matematicos, para resolverlos matematica-
mente y luego interpretar la respuesta obtenida
para dar solucién al problema original.

indica que el docente debe dar mayor apoyo a sus
Kestudiantes.

AN

Solucidn de problemas:

1. La pardbola tienelancho de 1 metlro, se puede considerar la distancia
desde el punto -3 hasta el punto £} sobre el eje x.

Y dado que la altura es 0.5 metros, se puede considerar la distancia desde
el punto 0 hasta el punto % sobre el eje y.

Entonces, la ecuacion de la parabola es de la forma
1 11

los puntos(—l —)y (— —)
272 27 2)°

Para determinar p, se puede sustituir el punto (% )

_1.5 asa por
y_4px yp p

1

2
(1) resolviendo la ecuacion.
4p \2

2 1

T 8

1
2
p

Luego, las coordenadas del foco son F (0, %)

S
7

[NSH =N

7

N =
N
T
NT—
~

N =
~~

I

1 ., ,
—) en la ecuacion, asi:

Por lo tanto, el nuevo foco de la antena parabdlica debe estar a 12.5 cm de distancia del vértice.

. Se puede considerar una parabola que tiene ancho de 12 cm, donde
se considera la distancia desde el punto —6 hasta el punto 6 sobre el
eje x, y la distancia del punto 0 al punto 3 sobre el eje y.

Entonces, la ecuacidn de la pardbola es de la forma y =$x2 y pasa
por los puntos (-6, 3) y (6, 3).

Para determinar p, se puede sustituir el punto (6, 3) en la ecuacion, asi:

3= %) (6)> resolviendo la ecuacion.

_ 36 _
p_12_3

Luego, las coordenadas del foco son F (0, 3).

Por lo tanto, la luz se concentrara a 3 cm de distancia del vértice.

©

-6 02 6

~

No es necesario obtener dos
puntos por los que pasa la
parabola, de hecho solamente
se necesita uno, se colocan dos
puntos para efectos de representar
graficamente el problema.
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1.12 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de parabola. Modela cada situacién en el plano cartesiano.

1. En la escuela de Maria hay un problema de iluminacién por las no- | 60 cm |
ches, y para mejorar la situacién, Maria planea construir una lam-
para parabdlica movil para el vigilante. Para ello cuenta con un reci-
piente parabdlico de 60 centimetros de didmetro y 75 centimetros
de altura. ¢A qué distancia del centro del disco debe colocar Maria
el foco para que refleje la luz en una sola direccion?

2. El reflector de un proyector tiene forma parabdlica, con la fuente de luz en el foco. Si el reflector mide 12
centimetros de diametro y 8 centimetros de profundidad, é¢a qué distancia del vértice esta el foco?

3. En la comunidad de Antonio se quiere instalar un sistema de alarmas, en
caso de cualquier emergencia. Antonio debe construir algunos parlantes
parabdlicos, si el recipiente parabdlico tiene 24 cm de didmetroy 9 cm de
profundidad, ¢ dénde debe ser colocada la bocina para que emita el sonido
en la misma direccién?

4. José va de viaje de campo con su familia al Parque Nacional Monte-
cristo, ya que no desea contaminar, evita utilizar lefia para cocinar, en
cambio, lleva un recipiente parabdlico de metal, de modo que refleje
los rayos solares en un punto fijo (el foco). Determina a qué distancia
del vértice del recipiente debe colocar José la parrilla para cocinar, si
este tiene 1 metro de didmetro y 0.25 metros de altura.

5. Un plato receptor de sonido, que se emplea en eventos sobre la equidad de género, estd construido en
forma parabdlica con su foco a 12 cm del vértice, si en uno de estos eventos se dafié el plato y en los re-
puestos tienen de todas alturas pero de anchura solo hay de 8 cm, éde qué altura debe ser el recipiente
parabdlico para que el plato receptor de sonido funcione idoneamente?

_ )

@
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1.12 Resuelve problemas de aplicacion de la pardbola.

Solucidn de problemas:

1.

.Considerando la parabola es de la forma y =%’x2 que pasa por los puntos (—%, %)y (% l).

Este problema es muy parecido a los resueltos en la clase anterior, la ecuacion de la parabola es de la
forma y = ‘%’xZ y pasa por los puntos (—30, 75) y (30, 75).

Para determinar p, se puede sustituir el punto (30, 75) en la ecuacidn, asi:

75 =A%)(30)2 resolviendo la ecuacion.

_30% _
P =205 3
Luego, las coordenadas del foco son F (0, 3).

Por lo tanto, el foco debe colocarse a 3 cm de distancia del vértice.

. Considerando la parabola es de la forma y =%’x2 que pasa por los puntos (-6, 8) y (6, 8).

62 _ 9

48) 8"

Determinando p: 8 = %}(6)2 , entonces, p =

9
Por lo tanto, dicho foco debe estar a g cm del vértice.

. Considerando la pardbola es de la forma y =$x2 gue pasa por los puntos (=12, 9) y (12, 9).
. ca_ o0 _ 12> _
Determinando p: 9 = 410(12), entonces, p 200) 4

Por lo tanto, dicho foco debe estar a 4 cm del vértice.

"4
1

2
. 1_1 4
Determinando p: i ap (l), entonces, p = T

2

Por lo tanto, la parrilla debe colocarse justo encima del recipiente parabdlico, es decir, a 0.25 cm del
vértice.

. , 1 . . .
. Considerando la pardbola es de laformay = 4—x2, puesto que este problema brinda la distancia del foco

al vértice, se tiene el valor de p = 12, y se tiene el valor de x, el cual seria igual a la mitad de la anchura,
es decir x = 4.

Para determinar la altura, basta con encontrar el valor de y:

1.5 1 2 42
= —x o — =
Y 4p 4(12) 4(12)

1
3

por lo tanto, la altura para que el plato receptor de sonido funcione idéneamente debe ser de aproxi-
madamente% cm.

En esta clase de aplicaciones de la pardbola, los problemas se resuelven matemdticamente
haciendo un procedimiento muy parecido, el enfoque principal es ver todas las posibles
aplicaciones, mas que la variacién en el procedimiento. Unicamente el problema 5 varia un
poco en su resolucidn, pues no se tienen las coordenadas de un punto, solamente el valor del
parametro y la coordenada en x.
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La circunferencia

2.1 La circunferencia

Problema inicial
L Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al origen O(0, 0) es

igual a 3.
Solucién y
Se identifican en particular los puntos A(3, 0), B(0, 3) que cumplen la
condicioén. .
B
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y
utilizando la distancia entre dos puntos. 2 d
3
d(P,0)=3 1 X
V(x=0)2+(y-0)? =3 elevando al cuadrado, T2 x

x*+y?=9,

Por lo tanto, la ecuacidn que determina el lugar geométrico es:
A2 +y2 =32,

Definicion
El lugar geométrico de los puntos cuya distancia r a un punto fijo llamado centro se mantiene constante se
conoce como circunferencia.

La ecuacién que determina la grafica de una circunferencia con centro en el origen del plano cartesiano y
con radio r estd dada por: x? + y? = r2

Ejemplo 1

Determina la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y de radio 4.

La ecuacion es, x? + y? = 4?0 bien, expresado de otra manera, x* + y* = 16.

Ejemplo 2

Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinada
por la ecuacion x? + y2 = 4.

Expresando la ecuacién x? + y?* = 4 como x? + y? = 2%, es una circunferen-
cia con centro en el origen y radio 2. ¢

b d
Problemasv
1. Deduce la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen con el radio dado en cada literal.

a)r=1 b)r=6 c)r=% d)r=% e)r=+5

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

a) x> +y*=25 b) x> + y> =100 c)x2+y2=% d)x’+y*=3

@

©



Indicador de logro

2.1 Deduce y grafica la ecuacidn de una circunferencia con centro en el origen y radio dado.

Secuencia

Ahora que se ha visto la parabola, se continua En el Problema inicial se pretende encontrar la
con la circunferencia; se da inicio con la parabola, ecuacidn canodnica de una circunferencia particu-
pues para trabajar la ecuacién general es la Unica lar y a partir de ella inducir que la ecuacion cané-
en donde solo se completa cuadrados perfectos nica de la circunferencia es x> + y*> = r?, se prosi-
una vez, ahora en la circunferencia serd necesario gue de esta manera pues para la circunferencia
completar cuadrados tanto para x como para y. es inmediato analizar que el valor constante de la
\_ ) Kecuacién cambia segun el valor del radio. )

Solucién de problemas:
la) x>+ y*=1%0 bienx* + y* = 1.

2
1c)x2+y2=(l) obienx2+y2=%.

2

2
le) x2 + y*=+/5 obienx?+y*=5.

2a) Se calcula el valor de r:

1b) x* + y* = 6% 0 bien x* + y* = 36.
1\ . 1
1d)x2+y2=(§) obienx*+y*=5 .

En 1c) y 1d) se pueden considerar validas las ecuaciones 4x> + 4y> = 1
y 9x* + 9y% = 1, aunque no es muy habitual expresarlas de esa manera
para el caso de la ecuacion canodnica de la circunferencia.

2b) r=4100= 10, es una circunferencia de centro

r=+/25=5. (0, 0) y radio 10.
Es una circunferencia de centro (0, 0) y radio 5.
4 >
Si el espacio en la
pizarra o el cuaderno es
¢ sx demasiado limitado, se X
N 0] puede optar por escalar -1 0 1
el plano cartesiano
segun convenga de 2 en
2,3 en 3, etc.
2 1 1 . . . .
¢) r=/7 =3 ,esunacircunferencia de centro 2d) r =3 , es una circunferencia de centro (0, 0)
(0, 0) y radio % y radio V3 .
Y 4
il » 2
La grafica del problema
2d) es aproximada, por il
L /\ | el valor irracional del L
[ 1% radio. AN 2
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2.2. Desplazamientos paralelos de la circunferencia*

Problema inicial
L Deduce la ecuacion de una circunferencia con centro en el punto C(2, 3) y radio 1.

Solucién 1
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y utilizando la distancia entre un punto P

y el punto C(2, 3). d(p,C)=1

V(x—-2)*+(y—-3)* =1 elevando al cuadrado,
(x—=2)2+(y—-3)2=1.
Solucién 2
Tomando la ecuacidn de la circunferencia de radio 1, con centro en
el origen, x> + y? = 1.

> =2

. . . C
Entonces, la circunferencia de radio 1 y centro C(2, 3) resulta de 3
desplazar la circunferencia con centro en el origen, 2 unidades a N
la derecha y 3 unidades hacia arriba (como lo muestra la figura). .
La ecuacion de la circunferencia desplazada 2 unidades a la dere- 3 o o o 1 2 3 X

chaes: (x—2)2+y*=1. =

Ahora, la ecuacidn de la circunferencia desplazada 3 unidades ha-
ciaarribaes: (x -2)°+(y—-3)°=1.

Por lo tanto, la ecuacidn de la circunferencia con centro en el pun-
toC(2,3)yradioles: (x—2)*+(y—3)*=1.

Conclusion

La ecuacion que determina la gréafica de una circunferencia con centro C(A, k) y radio r esta dada por:
(x=h)>+(y—k)?2=r?

Ejemplo 1

Determina la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, —1) y radio 2.
La ecuacion es, (x —2)> + [y — (—1)]* = 2?0 bien, expresado de otra manera, (x —2)*+ (y + 1)>=4.

Ejemplo 2
Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinado por
la ecuacion: (x + 1)+ (y —1)*’=4

Expresando la ecuacion (x + 1)2+ (y —1)>=4 como [x — (-1)]> + (y — 1) = 22,
es una circunferencia con centro C(-1, 1) y radio 2.

/12x

>
Problemasv

1. Para cada literal deduce la ecuacién de la circunferencia con centro en el punto Cy radio r.

a)C(4,1),r=3 b) C(-2,5), r=2 c)C(3,-4),r= % d)C(-2,-2),r= V6
2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.
a) (k=3P +(y=17=9 b)(x-4P+(y+3=25 O (x+3P+(y-4P=F d+1+(+12=5

©
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2.2 Encuentra y grafica la ecuacidn de una circunferencia cuyo centro es un punto diferente del origen.

Secuencia Propésito

En esta clase serd necesario aplicar lo aprendi- La Solucion del Problema inicial presenta dos op-
do en la leccién anterior sobre desplazamientos ciones, puesto que el estudiante puede deducir
paralelos, ademds de la ecuacidn de la circunfe- la ecuacion a partir del concepto de distancia, o
rencia, vista en la clase anterior. Esta clase tiene bien utilizando desplazamientos paralelos, y am-
asterisco, lo que indica que el docente debe dar bas opciones son igualmente correctas.

mayor apoyo a sus estudiantes.

N AN J

Solucién de problemas:

1a) (x —4)*+(y—1)*=3%0bien (x -4+ (y—-1)>=9. 1b)(x+2)*+(y—5)*=2?0bien (x +2)*+(y—-5)*=4.

1c) (x —3)*+(y +4)*= (%)Zo bien (x —3)2+ (y +4)*= %. 1d) (x +2)%+ (y + 2)? =\/€2 o bien (x +2)*+ (y +2)*=6.

2a) Centro (3, 1) y radio 3. 2b) Centro (4, -3) y radio 5.
y y
3// \\\ '—11/1 756788
2 ; C
1 C j;
L 4 g 6 X =6
S 7 7
) N e 8
2c) Centro (-3, 4) y radio % 2d) Centro (-1, —1) y radio V5.
y Yy
//“\ _ 2
/ N

IS

LIy

w

..ﬂ
&
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2.3 Ecuacion general de la circunferencia

Problema inicial

L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién x> + y* + 4x -2y +1=0.

Solucién
Completando cuadrados para expresar la ecuacion en la forma (x — h)* + (y —k)* = r2

x*+y*+4x—2y+1=0 reordenando y agrupando, Y
(x> +4x)+(y> —2y)+1=0 completando cuadrados, 3
(x®*+4dx+4)—4+(y* =2y +1)-1+1=0 simplificando,
(x+2)*—4+(y—1)>-1+1=0 transponiendo, <
(x+2)2+(y —1)>=4 expresado de otra manera, 3 2 /9 1 %

(= (2 —1p =22

Por lo tanto la figura determinada por la ecuacion x* + y*+4x—-2y+1=0
es una circunferencia con centro C(-2, 1) y radio 2.

Conclusién

Una circunferencia puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacién (x —h)* + (y —k)> =12
y dejando la ecuacidn igualada a 0.

En general, para determinar el centro y el radio de una circunferencia con ecuacién x* + y?+ cx+dy +e=0,
se completan cuadrados perfectos en xy y, se expresa en la forma (x — h)? + (y —k)? = r%. A la ecuacion de
la forma x2 + y? + cx + dy + e = 0 se le llama ecuacién general de la circunferencia.

Ejemplo
Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién 4x? + 4y? — 16x + 8y + 19 = 0.
4x?+4y*—16x+8y+19=0 dividiendo por 4 cada miembro, y
X—Ax+y +2y+ % =0 completando cuadrados, 2
(x=2P2—-4+(y+1)2-1+ %’= 0 simplificando y transponiendo, i

(x=2)2+(y +1)? % expresado de otra manera, _ @

(e-2F+(y - (-2 = (4.

Es una circunferencia con centro C(2, —1) y radio %

b d
Problemas,

En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano car-
tesiano la figura que corresponde a cada ecuacion.

a)x®+y*—4x—-4y-8=0 b)x?+y*+2x—-2y—-2=0 C) x>+ —6x+8y+16=0
d)x’+y*+6x+4y+4=0 e)x*+y*—10y+9=0 fla*+y*+6x+8=0

g)dx*+4y*—-32x—-16y+71=0 h) 9x* +9y?+54x + 18y + 74 =0

D

©



Indicador de logro

2.3 Determina el centro y el radio de una circunferencia a partir de su ecuacidn general y traza su grafica
en el plano cartesiano.

Psecuencia

Utilizando el procedimiento para completar cua- El criterio de dificultad de los Problemas esta
drados perfectos, es posible transformar la ecua- dado por el conjunto al que pertenece el radio
cion general de la circunferencia a la forma de la de la circunferencia, si es entero o fraccidon, como
clase anterior, para luego graficarla en el plano también si el desplazamiento es al primer, segun-
cartesiano. do, tercer, cuarto cuadrante o un eje coordenado.
\_ AN
Solucién de problemas:
a) (2—4x+2)+ () —4y+2?)=8+22+22 b) (k2 +2x+12) +(y* -2y +1?)=2+1%+ 12
(x—=2)+(y-2)=16 (x+1)2+(y—1)2=4
Centro (2, 2) y radio 4. Centro (-1, 1) y radio 2.
y

c)(x>—6x+3%)+(y?+8y+4%) =-16+ 32+ 42 d) (x> +6x+3%)+(y?+4y+2})=-4+32+2?
(x=3)2+(y+4)32=9 (x+3)2+(y+2)*=9
Centro (3, —4) y radio 3. Centro (-3, -2) y radio 3.

?i No se consideran problemas
1 con desplazamientos fraccio-

¢ N narios, puesto que es muy 2 X
EFIEEERSE complicado el proceso para
-2 completar cuadrados, y no
=3 es el objetivo de la clase. En
—4 *C los ultimos problemas es ne-
-5 cesario hacer la grafica, no se
—6 muestra en esta pagina por

-7 cuestion de espacio. v

e)x*+(y*—10y +5?) =-9 + 52 f) (x> +6x+3%) +y?=-8+32
(x—=0)*+(y-5)2=16 (x+3)2+(y-0)2=1
Centro (0, 5) y radio 4. Centro (-3, 0) y radio 1.
g) A(x*—8x +4%) + 4(y* — 4y +2%) =71 + 4(4%) + 4(2%) h) 9(x? + 6x + 3%) + 9(y* + 2y + 12) = —74 + 9(3?) + 9(1?)
(c-aP+(y-20=7 (04304 (y+1P= 3
Centro (4, 2) y radio % Centro (-3, —1) y radio %.
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2.4 Recta tangente a una circunferencia*

Problema inicial
Demuestra que la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x* + y> = r? en el punto P(x,, y,) esta dada
por:x, x+y,y=ri

Solucién e A,
El punto P(x, , v,) satisface la ecuacién x> + y,2 = r2. . er
Six,=0, entonces y,=r oy,=-r. Larecta tangentees:y=roy=-ry o
se cumple que: y, y =12 =7 X
Por lo tanto, la ecuacidn de la recta tangente esta dada por: x,x +y,y = r2. = y=-r
Siy,=0, se procede andlogamente.
— y
Six,#0yy,# 0, el radio OP es perpendicular a la tangente en el punto
P, ademas la pendiente de OP es %, por lo tanto, la pendiente de la recta r P, y)
tangente es: m = —%. ' m o
! — x
Aplicando la ecuacién punto-pendiente con m y P: rk/r
Y-y, = —;—i(x— x,) multiplicando por y, y simplificando: x,x + y,y = x, ¥y, 2 r. -

Por lo tanto, la recta tangente a la circunferencia x? + y2 = r? en el punto P(x,, v,) esta dada por la ecuacion:
XX+ yy=r?

Conclusién
La ecuacion de la tangente en el punto (x,, ,) de la circunferencia x? + y> = r> es x,x + Y,y = 2 Por ejemplo,

para determinar la ecuacidn de la recta tangente a la circunferencia x> + y> = 2 en el punto P(-1, 1), se puede
hacer de la siguiente manera:

-1x+1y=2,0bienx—y+2=0.

Ejemplo

Determina la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia (x — 4)* + (y + 3)> =5 en el punto P(2, —4).

La circunferencia (x —4)? + (y + 3)? = 5 es la circunferencia x* + y* = 5 desplazada X

4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo, entonces se puede calcular la recta
tangente a la circunferencia x* + y? = 5 pero en el punto P desplazado 4 unidades
a laizquierda y 3 hacia arriba, es decir, en el punto P’(2—-4, -4 + 3) =P’(-2, -1). m

Ahora aplicando el resultado del Problema inicial, la recta tangente m sera: < x

—2x+(-1)y=5,0bien2x+y+5=0. = C
Y desplazando la recta 4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo: P
2(x—4)+(y+3)+5=0,0bien 2x+y=0. /

N

Por lo tanto, la recta tangente [ a la circunferencia (x —4)? + (y + 3)>=5 en el punto P(2, —4) es: 2x + y = 0.

]
Problemas.w

Para cada literal determina la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia en el punto P.

a)x*+y*>=25,P(-3,4) b) x*+y*=5,P(1, 2) c)x*+y*=13,P(2,-3)
d) x*+y*=10, P(3,-1) e)x*+y*=1,P(-1,0) f)x*+y>=9, P(0, -3)
g)x*+(y-4)=2,P(-1,3) h) (x +3)*+(y +1)*=4, P(-1,-1) i) (x—2)*+(y+3)>=17,P(3,1)

6
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2.4 Deduce la ecuacidn de la linea recta tangente a una circunferencia en un punto dado.

Secuencia

Una vez abarcados los conceptos basicos sobre
circunferencia, se puede abordar lo correspon-
diente a las rectas tangentes a una circunferencia;
esta clase es una demostracion un poco compleja,
y por ello tiene asterisco, por lo cual necesitard
Kmayor apoyo por parte del docente. )

Esta clase provee un resultado muy practico (mas
facil que el método utilizado para la clase 1.9)
para deducir la ecuacion de la recta tangente a
una circunferencia, lo cual puede resultar muy util
dado que las rectas tangentes a una circunferen-
Kcia poseen gran interés y son muy importantes. )

Posibles dificultades

En la demostracidn, la idea es considerar dos casos: uno, cuando alguna de las coordenadas del punto de
tangencia es cero, en donde se sabe que el radio puede ser vertical u horizontal, y puesto que de séptimo
grado se conoce que la recta tangente es perpendicular en el punto de tangencia, las rectas deben ser
horizontales o verticales, como se muestra en la primera figura de la pagina; en el segundo caso se puede
aplicar la ecuacidn de la linea recta y analizar las condiciones de perpendicularidad vistas en la unidad 2 de
este grado. Comprender esta tematica puede resultar muy dificil para los estudiantes, aunque el indicador
Kde logro estad basado unicamente en aplicar el resultado a casos pariculares.

Solucidn de problemas:
a) Se verifica que el punto pertenece a la circunfe-
rencia: (—3)%+42=25.
Entonces la ecuacién de la recta tangente en el
punto P seria:

—3x+4y=250bien3x—-4y +25=0.
c)2x+(-3)y=13 obien2x-3y-13=0.
e) (-1)x + (0)y =1 o bien x = -1.
g) Se verifica que el punto pertenece a la circun-
ferencia: (-1)*+(3—4)*=2.

Se traslada la circunferencia al origen y se despla-
za el punto P 4 unidades hacia abajo.

X2 +y2=2,P'(-1,3-4)=P'(-1,-1)

La recta tangente en P’ seria: (—1)x + (-1)y = 2.
Y se desplaza a su lugar original (4 unidades ha-
cia arriba):—x—(y—-4)=2obienx+y-2=0.

En todos los problemas siempre es necesario verificar que
el punto pertenece a la circunferencia, también hay que in-
tentar que los estudiantes comprendan como se desplaza
y cudl debe ser el desplazamiento del punto de tangencia.

®

b) Se verifica que el punto pertenece a la circunfe-
rencia: 12+ 22=5.
Entonces la ecuacién de la recta tangente en el
punto P seria:

lx+2y=50bienx+2y-5=0.
d)3x+(-1)y =100 bien3x-y—-10=0.
f) (0)x + (—3)y =9 o bien y =-3.
h) La circunferencia y punto desplazados son:
xX*+y*=4,P(-1+3,-1+1)=P’(2,0),
la recta tangente seria: 2x + (0)y =4, o bien x = 2.

La recta tangente en su lugar original es:
(x+3)=20bienx=-1.

i) La circunferencia y punto desplazados son:
x*+y*=17,P'(3-2,1+3)=P'(1, 4),
la recta tangente seria: 1x + 4y = 17.

La recta tangente en su lugar original es:
(x—2)+4(y+3)=170bienx+4y—-7=0.
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2.5 Rectas secantes a una circunferencia

Problema inicial
L Determina los puntos de interseccion de la circunferencia x?> + y*> =5 con larecta 3x +y +5 = 0. }

Solucién
La interseccidn es un punto que esta en la recta y también en la

circunferencia, entonces encontrar los puntos de interseccién entre
una circunferencia y una recta equivale a resolver el sistema de
ecuaciones:

Utilizando el método de sustitucion, despejando y en la ecuacion (2).
y=-3x-5

Sustituyendo en la ecuacidn (1) y resolviendo:
x*+(-3x-5)?=5
x?+9x?+30x+25-5=0
10x*+30x+20=0
x*+3x+2=0
(x+1)(x+2)=0

x=-10x=-2

Entonces las coordenadas en x de los puntos donde se intersecan la recta y + 3x + 5 =0y la circunferencia
x*+y*=5sonx=-1 y x=-2,y lacoordenada en y puede determinarse sustituyendo cada valor de x en
la ecuacién (2):
Six=-1, entoncesy =-3(-1)-5=3-5=-2
Six=-2,entoncesy =—-3(-2)-5=6-5=1

Por lo tanto, los puntos de interseccién son: (-1, -2) y (-2, 1).

Conclusién
Para determinar los puntos de interseccién entre una recta y una circunferencia, se resuelve el sistema de

ecuaciones, una lineal y otra cuadratica, utilizando el método de sustitucion.

Si el sistema tiene dos soluciones reales, significa que la recta es secante a la circunferencia.
Si el sistema tiene una solucidn real, la recta es tangente a la circunferencia.
Si el sistema no tiene solucidn real, significa que la recta no corta a la circunferencia.

El valor de y de los puntos (o punto) de interseccion se determinan sustituyendo en alguna ecuacion los
valores de las soluciones al sistema de ecuaciones que se resuelve.

b d
Problemas.
Determina los puntos de interseccion de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x*+y’=Lx+y=0 b)x*+y*=25x+y-1=0 )x+y?=5-x+y+1=0
d)x*+y*=13;x+5y-13=0 e)x*+y’=10;x—-2y—-5=0 f)x?+y*=17;3x+5y-17=0

@ )
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2.5 Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccidén de una recta y una circunferencia.

Secuencia

Ahora que ya se ha estudiado la tangencia se pue-
de realizar una interpretacién de la resolucién de
sistemas de una ecuacidn cuadratica y una lineal,
estudiando los puntos de interseccion de una rec-
ta secante y una circunferencia.

El propésito de la seccidon de Problemas es que el
estudiante se enfrente a los tres diferentes casos
gue se presentan en la Conclusién, intentando ir de
lo mas facil a lo mas complejo. En el Problema ini-
cial se plantea el problema geométrico a resolver.

Solucidn de problemas:
a) Se resuelve el sistema:

{x2+y2= 1 - (1)

x+y=0 - (2)
Despejando y de (2) y sustituyendo en (1):

X+ (—x)?=1

2x2=1

1

2_ 1

=3

Sustituyendo x en (2) y encontrando y:

oy N2 N2 V2
Si x= S YET St X=- =, Y=

Por lo tanto, los puntos de interseccién son:

(IS

27 2 2772

c) El sistema es: xX*+y*=5 - (1)
-x+y+1=0 ---(2)

La ecuacion cuadratica que se resuelve es:
x*—x-2=0.

Los puntos de interseccion son: (2, 1) y (-1, =2).

e) El sistema es: x2+y*=10 - (1)
x-2y-5=0 —(2)

La ecuacion cuadratica que se resuelve es:
y?+4y+3=0.

Los puntos de interseccion son: (-1, -3) y (3, -1).

b) Se resuelve el sistema:

X’+y*=25 - (1)
x+y—-1=0 ---- (2)

Despejando y de (2) y sustituyendo en (1):
x*+(1-x)*=25
x*—x-12=0
x=4o0x=-3
Sustituyendo x de (2) y encontrando y:
Si x=4,y=-3,six=-3,y=4.
Por lo tanto, los puntos de interseccidn son:
(41 _3) Yy (_31 4)

d) El sistema es: xX*+y*=13 - (1)
x+5y—-13=0--(2)
La ecuacion cuadratica que se resuelve es:
y*=5y+6=0.
Los puntos de interseccion son: (-2, 3) y (3, 2).

f) El sistema es: xX*+y?=17 - (2)
3x+5y—-17=0 - (2)

La ecuacion cuadratica que se resuelve es:
x*—3x—-4=0.
Los puntos de interseccion son: (4, 1) y (-1, 4).

En a), b) y c) se puede sustituir cualquier variable, y la dificultad es muy parecida en cualquier caso;
end)y e) se recomienda despejar la variable x, pues se hace mas sencillo el célculo, e intentar que
los estudiantes identifiquen eso; y en f) se puede despejar cualquiera de las variables, sin embargo
en cualquiera de los casos la resolucidn es un poco mas compleja que en los literales anteriores.

&
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2.6 Practica lo aprendido

1. Para cada literal deduce la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y el radio indicado.

a)r=2 b) r=+7
2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.
25
a)x2+v2=1 2 2 - 22
) x*+y*=16 b)x?+y’=
3. Deduce la ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto Cy el radio r de cada literal.
2

a)C(3,-2), r=10 b) C (4, -3), r=3

4. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

a)(x+2)+(y-3)72=9 b)(x+1)2+(y+2)2=%

5. En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano
cartesiano la figura que corresponde a cada ecuacion.

a)x’+y’-10x+6y +18 =0 b) 4x> + 4y> + 24x + 16y + 27 =0

6. Determina la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia en el punto P de cada literal.

a) x*+y?=10, P(-3, 1) b) (x —2)2+(y +3)?=5, P(0, —4)

7. Determina los puntos de interseccion de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x*+y*=8,x-y=0 b) x> +y?=20;3x-y—-10=0

8. Determina la ecuacién de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x? + y? = 10 cuya pendiente es —3.

9. Determina la ecuacidn de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x? + y? = 2 que pasan por el punto
P(2, 0).
Puedes graficar para comprender mejor la
situacion.

10. Demuestra que la tangente en el punto P(x,, y,) de la circunferencia (x — h)? + (y —k)> = r? es:
(o, = A)x=h) + (y, = k)y —k) =1




Indicador de logro

2.6 Resuelve problemas correspondientes a la circunferencia.

Solucidn de problemas:
la) x> + y> =2’ o bienx* + y* = 4.
2
1b) x> +y? =7 obienx?+y?=7.

2a) Es una circunferencia de centro
(0, 0) y radio 4.

2b) Es una circunferencia de centro
(0, 0) y radio %

> <2

3a) (x—3)*+(y +2)>=100
3b) (x —4)*+(y +3)*= %
43) Centro (-2, 3) y radio 3.
4b) Centro (-1, -2) y radio %
5a) (x> —10x +5%) + (y* + 6y + 3%) =-18 + 52 + 32
(x=5)+(y+3)2=16
Centro (5, —3) y radio 4.

<~

-1

A 2

La recta tangente en su lugar original es:
-2(x—2)—(y+3)=50bien2x+y+4=0.

7a) El sistema es: {xZ +y2=8 - (1)

x-y=0 - (2)

La ecuacion cuadratica que se resuelve es:
x’=4.
Los puntos de interseccion son: (2, 2) y (-2, =2).

7b) El sistema es: {xz +y2=20 - (1)

3x-y-10=0----- (2)

La ecuacion cuadratica que se resuelve es:
x*—6x+8=0.
Los puntos de interseccion son: (4, 2) y (2, —4).

. Se resuelve el sistema de ecuaciones:

xX*+y*=10 ----- (1)
y==3x+b ---- (2)

Igualando el discriminante de la ecuacidn
10x? — 6bx + (b?>—10) a 0, se obtiene la ecuacidn:
b% =100, con soluciones b = +10.

Lasrectassony =-3x+ 10y y =-3x - 10.

. Se considera la ecuacion de una rectay = mx + b.

Al pasar por (2, 0) se cumple que 0 =2m + b.
Se resuelve el sistema de ecuaciones:

Igualando el discriminante de

(m?*+1)x>—4m’x + (4m?*-2)
a 0, se obtiene la ecuacidon: m? =1, con soluciones
m=11 lasrectassony=x—-2yy=—x+2.

5b) 4(x2 + 6x + 3%) + 4(y? + 4y + 22) = =27 + 4(3?) + 4(22) 10. Trasladando el centro de la circunferencia al ori-

25

(x+30+(y+2)?°=7

Centro (-3, -2) y radio %
6a) (—3)x + 1y =10, o bien-3x+y —-10=0.
6b) La circunferencia y punto desplazados son:
X2 +32=5,P'(0-2,-4 +3) = P'(-2, -1).

La recta tangente seria: —2x—y = 5.

gen y trasladando el punto P, -/ unidades hori-
zontalmente y —k verticalmente, se tendria:

+y* =13, P'(x,— h,y,—k).
Cuya ecuacion de la recta tangente en P seria:
(x,— h)x + (y,—k)y =r%
Y trasladando a la posicidn original:
(o, = A)x = h) + (y, - k)y —k) = r2.
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2.7 Aplicaciones de la circunferencia*

Problema inicial
El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque Bi-
centenario de esta ciudad; el terremoto afectd a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si la ciudad de
Antiguo Cuscatldn se ubica a 1 km hacia el oriente y 2 km hacia el sur del epicentro, entonces ¢fue afectada
por dicho terremoto?

Solucién
Representando la situacion en el plano cartesiano y ubicando el epi- y
centro en el origen del plano cartesiano. 1
Dado que el terremoto tuvo un alcance de 10 km a la redonda, se
puede modelar con la ecuacion de la circunferencia con centro en el
origen (epicentro) y radio 10, asi:
2 4+ y2 = L Epicentro
x*+y*=100 = Ty
oP
Ubicando Antiguo Cuscatlan en el punto P(1, -2).
Con el grafico se puede observar que si el punto estd dentro de la
circunferencia entonces es afectado por el terremoto, y si estd fuera no. =~

Analizando en la ecuacion, si se sustituye el valor de x y de y del punto P se tiene:
12+(=2)’=1+4=5

El resultado es menor que 100 (5 < 100), si el punto fuera igual a 100 estaria en la circunferencia, y si fuera
mayor que 100 entonces estaria fuera de la circunferencia.

Por lo tanto, Antiguo Cuscatldn si fue afectado por el terremoto con epicentro en el parque Bicentenario.

Conclusién
Es posible resolver algunos problemas de la vida cotidiana utilizando ecuaciones de circunferencias, para

ello es necesario modelar la situacion en el plano cartesiano, a partir de ello se puede interpretar la infor-
macidén y dar solucion a la situacién.

*
Problemas.

1. El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque
Bicentenario de esta ciudad; el terremoto afectd a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si el volcén del
Boquerdn se ubica a 7 km hacia el poniente y 8 km hacia el norte del epicentro, entonces ¢fue afectado
por dicho terremoto?

2. Una avioneta de fumigacién vuela en circulos, y alcanza a fumigar hasta 13 m a la redonda, considerando
como centro la casa de un campesino. El terreno tiene 30 metros de largo por 20 metros de ancho, y la
casa del campesino se encuentra justo al centro del terreno. Determina si las plantaciones de frijol ubi-
cadas a 11 metros al poniente de la casa y 5 metros al sur, llegan a ser fumigadas por la avioneta.

3. En las fiestas patronales de San Salvador se coloca el juego mecanico conocido como “la voladora”. Si
esta rueda apagada cubre un radio de 2 metros y los asientos cuelgan de cadenas de 1 metro de longi-
tud, determina si al ubicar la caseta de control a un metro al oriente y 3 metros al sur del centro de “la
voladora”, dicha caseta no sera impactada por la mdquina al encenderse.

@
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2.7 Utiliza las propiedades y la ecuacion de la circunferencia para resolver problemas del entorno.

Secuencia Propésito

C

\_

Después de abordar los conceptos basicos sobre
la circunferencia, se pueden analizar y resolver al-
gunos problemas sobre aplicaciones a la vida real.
Esta clase tiene asterisco, lo que indica que el do-
ente debe dar mayor apoyo a sus estudiantes.

A\

En las soluciones a los Problemas los estudiantes
deben modelar una situacién a partir de concep-
tos matematicos, para resolverlos matematica-
mente y luego interpretar la respuesta obtenida
para dar solucién al problema original.

Solucién de problemas:

1. Representando la situacién en el plano cartesiano y ubicando el epi-

centro en el origen del plano cartesiano, se puede modelar con la
ecuacion de la circunferencia con centro en el origen (epicentro) y
radio 10, asi:

x* + y*=100.
Ubicando al volcan del Boquerén en el punto P(-7, 8).

Analizando en la ecuacion, si se sustituye el valor de x y de y del punto
P se tiene: (-7)>+82=49 + 64 =113.

El resultado es mayor que 100 (113 > 100), si el punto fuera igual a
100 estaria en la circunferencia, y si fuera menor que 100 entonces
estaria dentro de ella, por lo tanto, el volcan del Boquerdn no fue
afectado por el terremoto con epicentro en la ciudad de San Salvador.

Epicentro

. Se modela el alcance de la avioneta por la ecuacion de la circunferencia x* + y*> = 132, y sustituyendo

por el punto (—11, -5) en el que se ubican las plantas de frijol respecto de la casa del campesino, se
obtiene que: (-11)? + (-5)? = 121 + 25 = 146 < 169, por lo tanto, las plantas de frijol son alcanzadas por

la fumigacion de la avioneta.

3. Puesto que la maquina tiene 2 metros de radio cuando esta apagada, y encendida puede llegar un metro
mas lejos, es decir, puede llegar a cubrir un radio total de 3 metros, esta situacidon puede ser modelada
por la ecuacion de la circunferencia x? + y? = 32 y sustituyendo por el punto (1, —3) en el que se ubica la
caseta de control respecto el centro de la maquina, se obtiene que 1%+ (-3)>’=1+9=10>9, por lo tanto,
la caseta estd en una buena posicidn para no ser impactada por “la voladora”.

Estos problemas también pueden ser resueltos utilizando la formula de distancia entre dos puntos, sin
embargo, es mejor intentar que los estudiantes los resuelvan utilizando conceptos sobre circunferencia.
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