Unidad 4. Funciones trascendentales |

Competencia de la unidad

Realizar operaciones con potencias de nimeros reales, utilizando las propiedades que facilitan su desa-
rrollo, para resolver ecuaciones y describir las caracteristicas de las funciones exponenciales.
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Propiedades de potencias con igual base y exponente
natural

1 2. Propiedades de potencias con igual exponente natural

1 3. Exponente cero y exponente negativo

1 4. Raiz n-ésima de un numero real

1 5. Expresion de numeros sin el simbolo radical

1. Potencia y raiz n-ésima 1 6. Operaciones con raices n-ésimas

1 7.Suma, resta y potencia de raices n-ésimas

1 8. Exponente racional

1 9. Propiedades de los exponentes racionales

1 10. Operaciones con raices de distinto indice

1 11. Practica lo aprendido

1 1. Definicion de la funcidén exponencial

1 2. Funciones exponenciales simétricas

1 3. Caracteristicas de las funciones exponenciales

1 4. Desplazamientos horizontales y verticales de la funcién

2. Funciones y ecuaciones exponencial
exponenciales 1 5. Grafica de funciones exponenciales con simetria y

desplazamientos

1 6. Ecuaciones exponenciales

1 7. Ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones
cuadraticas

1 8. Practica lo aprendido
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Leccion

1 9. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 4
2 Prueba del segundo periodo

20 horas clase + prueba de la unidad 4 + prueba del segundo periodo

Puntos esenciales de cada leccion
Leccion 1: Potencia y raiz n-ésima

En esta leccidn se estudian las propiedades de las potencias que constituyen un conjunto de herramientas para
efectuar operaciones entre nimeros reales, luego se define la raiz n-ésima y se estudian las operaciones con
radicales, estas se facilitan al introducir el exponente racional. La simplificacién de una raiz se realiza en primer
lugar observando que el indice de la raiz sea menor a algun exponente en la descomposicién prima y utilizan-
do la propiedad de la multiplicacion. Otro caso es cuando el radicando es una potencia de una sola base y su
exponente es menor que el indice pero con factores en comun, entonces se utiliza el exponente racional para
simplificarla.

Leccidn 2: Funciones y ecuaciones exponenciales

Ahora que se tiene el conocimiento de las potencias con exponentes enteros, racionales e irracionales se intro-
duce la funcién exponencial como una funcion real. Se estudian ademas aquellas funciones exponenciales que
se grafican por medio de simetrias y desplazamientos. Por ultimo se estudian las ecuaciones exponenciales que
se resuelven por medio de la definicion de potencia y la sustitucion de variable.
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Potenciay raiz n-ésima

1.1 Propiedades de potencias con igual base y exponente natural

Problema inicial
Efectla las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un numero.

a)2*x 23 b) 3¢+ 32 c) (2%)?
Solucién
Si @ es un numero real y nn un entero positivo, entonces a"=axa x..xa exponente
L ——
n- veces a” — s potencia
base
a)22x 23 b) 36 + 32
22x23=(2%x2)x(2%x2x2) 36:32- 3
—_ * 32
5-veces
- 95
=2 =—3"3"§:;x3x3 simplificando,
Se cumple que: 22 x 23 =22+3 =25, =3x3x3x3

4- veces

=34
Se cumple que: 35+ 32=36"2=3%
c) (2%
(22)° = (22) x (2) x (2?)
=(2x2)x(2x2)x(2x2)
=gx2x2x2x2x%

Y
6-veces

=6
Se cumple que: (22)% = 22*3 = 26,
Definicion
1.Sia y b son nimeros reales, m y n enteros positivos, las reglas para efectuar operaciones con potencias
de igual base son:

a)a™"xa'=am*" b)a™ +a"=a™ " (sia#z0y m > n) c) (@™)*=am™*"
La propiedad del literal b) también se escribe como fraccién: a—: =qm ", Si ¢ es un nimero reah]
¢ t at=a
2. Si a es un numero real positivo, entonces:
a) Si n es par entonces: b) Si n es impar entonces
(~a)"=(=a) x (-a) x - x (-a) = a" (~a)"=(=a) x (-a) x - x (-a) =-a"
Y

cantidad impar de

~
cantidad par de
ndmeros negativos

numeros negativos

b d
Problemas.
Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.

2)3°x 3¢ b) (-3)" x (-3)° ) (2P x (-2F
d)57+5° &) (-2°+ (-2 ) (-3)°+ (-3
) (6 h) (10 ) L30T
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Indicador de logro

1.1 Expresa como potencia, productos y cocientes con igual base y exponente positivo.

Secuencia Propésito

En séptimo grado se estudiaron las potencias con En el numeral 2 de la Definicidn se establece que
exponentes dos y tres, ahora se expande esta de- toda potencia de un nimero negativo debe ex-
finicidn para todo exponente natural; se introdu- presarse como la potencia de un nimero positivo
ciran paso a paso los valores de los exponentes de tal manera que el signo quede antes de la po-
hasta los numeros reales. En esta clase se estable- tencia, por lo que en la solucién de los problemas
cen las propiedades utilizadas en las operaciones los estudiantes deben reflejar el uso de esta indi-
con potencias que tienen la misma base. cacion.
_ AN .
Solucién de problemas:
a) 36x 3* =36+4=310 b) (=3)> x (-3)* = (=3)*** = (-3)° = 3°
C) (_2)3 X (_2)2 = (_2)3+2 = (_2)5 =-25 d) 57+ 53=057-3-p54
e) (_2)5 - (_2)3 = (_2)5—3 = (_2)2 =22 f) (_3)8 = (_3)5 — (_3)8—5 - (_3)3 =-33
g) (65)2 = 65><2 = 610 h) (104)3 = 104><3 = 1012

i) (3] = (37 = (-3)1° = 3"
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1.2 Propiedades de potencias con igual exponente natural

Problema inicial
Efectua las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un ndmero.

3 3 63
a) 2°x3 b) >
Solucién o
a)2*x 3? b) %5
22x33=2x2x2x3%x3x3 Del problema anterior se tiene: 63 = 23 x 33,

=(2x3)x(2x3)x(2x3); asociando, Al dividir ambos miembros de la igualdad por 23

se tiene:
=6Xx6x%x6
3-veces & = —Z)/x 3 =33
ps 23 b2l

Se cumple que: & (9)3 =33
Se cumple que: 23 x 33 = (2 x 3)3 = 6% 22 i

Conclusion
e Sia y b son nimeros reales y m es un entero positivo, las reglas para efectuar operaciones de potencias
con igual exponente son:
mx hm m b) & =(2)\"(sib#0
a) amxb™ = (a x b) ) 5m=lg) )
e La propiedad b) se expresa como division asi:
am+bm=(a+b)"
eSia,a,...,a sonnumeros reales, entonces:
1 2 n
m m m — m
al xalx--xa=(axa,x--xa)

Ejemplo

Expresa el producto 22 x 32 x 52 como una sola potencia.

22x32x52=(2x3x5)?=30?

Por lo tanto, 2% x 32 x 52 = 302,

Problemas
Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.

a) 610 x 410 b) (=3) x 67 €) 55 x (=8)°
d) (=2)° x (=7 e)12°+6° f) 20° = (-4)?
g) (—24)* =+ 34 h) (-15)® + (-5)¢ i) (-35)*+ (-7)*

@



Indicador de logro

1.2 Expresa como potencia productos y cocientes con igual exponente positivo.

Posibles dificultades

Se establecen las propiedades cuando al multipli- Los estudiantes pueden confundir las propie-
car o dividir potencias se tienen exponentes igua- dades de potencias: el caso cuando tienen igual
les. Hasta aqui se han estudiado las propiedades base con el caso en el que tienen igual exponente,
que involucran exponentes positivos; de nuevo, por lo que debe sugerirles que observen qué caso
se aplican potencias a cantidades positivas y ne- se cumple al trabajar cada problema.
ativas, como en la clase anterior.
\E AN y,
Solucién de problemas:
a) 61°x 410 = (6 x 4)10 =24 b) (-3)" x6’ = (-3 x 6)” = (-18)” =-18’
c) (5)° x (-8)° = (5 x (-8))° = (~40)* = -40° d) (-2)° x (-7)° = ((-2) x (-7))° = 14°
e)12°+6°=(12+6)°=2° f) 20° + (—4)* = (20 + (-4)) = (-5)* = -5°
g) (-24)*+3"=(-24+3)* = (-8)' = 8" h) (-15)6 + (=5)° = (-15 + (=5))° = 3

i) (-35)* + (-7)*=(-35+ (-7))*=5*
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1.3 Exponente cero y exponente negativo™
Problema inicial
Asume que la propiedad a™ + a™ = a™ " se cumple para todo entero m y n. Efectda las siguientes divisio-
nes de dos maneras distintas:
a) 6>+ 63 b) 33+ 37
Solucién
a)63+6° b) 33+ 37
Utilizando las propiedades de la division Utilizandosla simplificacién:
6°+6°=1. 33+37=%
Si las propiedades de exponentes se verifican = Bx¥xB
3x3x3x3x3x3x3
en este caso, entonces:
6 +6°=6" =l
=60 T 3x3x3x3
Por lo tanto, 63 + 63 = 6°. _1
34
‘o . .
Asi 6°y 1 representan el mismo ndmero. Por lo tanto, 3%+ 37 = %
Si las propiedades de exponentes se verifican en
este caso, entonces:
33 +37=337
=3
Por lo tanto, 33+37=3"*
Entonces 3™ y%, representan el mismo numero.
Definicién
a) El exponente cero.
Si @ es un ndmero real con a # 0 entonces: Con esta definicidn las propiedades de exponentes positi-
’ vos se aplican también a los exponentes negativos y cero.
Siay b son reales, m y n enteros:
e =1l,
a)amxanzam+n b)a_yzzamfn C) (am)n=amxn
b) El exponente negativo. a
Si @ es un numero real con a@ # 0 y n un nimero d) a”xb™=(axb)" e) %ﬂ = (%)
entero positivo entonces:
1
a’= J
b d
Problemas.
1. Escribe las siguientes fracciones como una potencia con exponente negativo:
a) + b) - ) —= d L
23 3 (-5)° 108
2. Escribe las siguientes potencias con exponente negativo como fracciones:
a) 27’ b) 3°° c)5t d) 72
N
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Indicador de logro

1.3 Expresa potencias con exponentes negativos como fracciones con exponente positivo y viceversa.

Secuencia

N

Se introduce la potencia con exponente negativo
o cero, esto permite llevar las propiedades de los
exponentes naturales hacia los exponentes ente-
ros. Si el desarrollo del Problema inicial es muy
dificil para los estudiantes debe desarrollarlo el
docente.

En el Problema inicial se plantea la posibilidad de
aplicar la propiedad @™ + a"=a™ " donde m y
n son enteros, que tiene sentido al ser una asig-
nacion uUnica (@™ + a® — a™ ~"). Esto permitira
desarrollar en la Solucidn el cociente de manera

habitual y desarrollarlo con exponentes.

- /
Solucién de problemas:
1 — 1 _ 1 1 —
la) = =23 1b)==3" = (=5)> 1d) —=10
)23 )3 1c) op (-5) )108
51 s_ 1 a_1 2_1
23)27—? 2b)35—¥ 2C)51—§ 2d)72—¥

Si los estudiantes terminan rapido,
invitelos a desarrollar el problema
1, literales del a) al j) del Practica lo
aprendido de esta leccion.
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1.4 Raiz n-ésima de un nimero real
Problema inicial
Determina un valor real de x en cada una de las siguientes ecuaciones.
a) x*=27 b) x* =625
Solucién
a) La descomposicion prima de 27 es: 273 b) La descomposicién prima de 625 es: 625 |5
913 12515
27 =33 3(3 625 = 5* 2515
1 515
Por | =3 lucién de | !
or olt,anto X =3, essolucion de fa Por lo tanto, x = 5 es solucion de la ecuacion.
ecuacion.
. . e _4
Asi. a 3 se le denomina la raiz clbica de A5 se le denomina la raiz cuarta de 625: 5 =V625.
27y se denota por 3 =3/27. También x = -5, es solucidon de la ecuacion.
A =5 se le denomina raiz cuarta negativa de 625:
-5=-625
Definicion
Sea n un entero positivo, un nimero b que cumple la condicién b = a es radical
llamado raiz n-ésima de a. indice <— g/aﬂ
Al trabajar con raices n-ésimas de numeros reales se distinguen dos casos: radicando <
1. Si n es impar, a cada numero real a le corresponde una Unica raiz Sin=1= Ya =a.
n-ésima y se denota por ¥a. Sin=2= ia =+a.
2. Si n es par, a cada numero real positivo a le corresponden dos raices Si n es un entero positivo
n-ésima reales, una positiva \a y una negativa —*/a. entonces V0 = 0.
Si se cumple una de las siguientes condiciones: n es impar o n es par y a > 0 entonces Va” = a.
Ejemplo
a) El nimero -8 tiene una Unica raiz cubica: b) El nimero 16 tiene dos raices cuadradas:
y N y= 53 y= X2
a -8=(2=V-=8=-2. V16=4y-16 =4
Todo numero real a Todo nimero real positivo
-2 tiene una Unica raiz x atiene dos raices cuadra-
5 clbica Va. daS\/Ey—\/E.
- -8
*
Problemasv
Expresa las siguientes igualdades utilizando la notacion de raiz n-ésima.
a)2°=8 b) (-5)* =-125 c)3*=81 d) (=7)* = 2401
e) 6% =36 f) (-2)°=-32 g) (-4)° =-1024 h) 55 = 3125
1P L )2 -2 (4-1 (- --21
')(2) 32 N3 =% Ki{-2) = % N-3) =7
G J

®




Indicador de logro

1.4 Escribe potencias de nUmeros como raices n-ésimas.

Secuencia

La definicién de raiz n-ésima de un numero real
generaliza la definicion de raiz cuadrada, vista en
noveno grado, para un entero positivo n. Se utili-
zan Unicamente las raices n-ésimas reales.

N

AN

En la Definicidén, la raiz n-ésima de a donde n es
par tiene el mismo tratamiento que para el de la
raiz cuadrada: las raices n-ésimas son las solucio-
nes reales de la ecuacién b" = q, la raiz n-ésima
positiva se denota por Va y la negativa por \a,
que es el opuesto aditivo de Va.

J

Solucién de problemas:

a)2:=8=1%8=2
c)3*=81=481=3
e)62=36=>36 =6

g) (-4)°=-1024=3-1024 = -4
0 (LP- L s\/i_l
')(2)"32:> 322

9(-3) = =15

b) (-5)3=-125=1-125 =-5
d) (-7)*=2401=>-2401=-7
f) (-2)5=-32=3-32=-2

h)55=3125=3%3125=5

27 _3
=53 ===
g8 2

En los literales d) y k) se debe tener cuidado de
escribir el signo negativo antes del radical ya que la
base de la potencia hace referencia a la raiz negativa
del nimero.
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1.5 Expresion de nimeros sin el simbolo radical

Problema inicial

Expresa los siguientes nimeros sin el simbolo radical. Un ndmero es divisible
a) % b) ‘,\/E por 3 si la suma de sus ci-
81 fras es divisible por tres.
Solucién
a)3729 b) 4/z2
4
729 = 3¢ se descompone 729, % = % se descomponen 16 y 81,
. 4
=3x33 se reescribe como producto = (%) al utilizar propiedades de potencia,
de potencias de indice 3,
=(3x3) al utilizar propiedades de 5 16
potencia, entonces al eIevar; a la cuarta se obtiene a1
=93,
Por lo tanto, “\/g = %
Es decir, al elevar 9 al cubo se obtiene 729.
Por lo tanto, V729 = 9.
Conclusién
Para escribir sin radical el nimero real {q realiza lo siguiente: Ejemplo: 1728
1. Escribe la descomposicidn prima de a, si el radicando es una
fraccién se descompone el numerador y el denominador. —— 1728 =25 x 33
2. Expresa la descomposicion como producto de potencias con
exponente n. —> 1728 =23x23x33
3. Utiliza la propiedad de producto o divisidn de potencias con el
mismo exponente. —> 1728 =(2x2x3)}=12°

4. Se obtiene una expresion de la forma a = b", entonces Ya = b. ———> 1728 =12

Si 7 es un entero impar y @ un ndmero real entonces V—a = —a.

Si n es par, las raices n-ésimas de nUmeros negativos no son nimeros reales.

»>
Problemasu

Expresa los siguientes nidmeros sin el simbolo radical.

a) V16 b) Y243 c) V128 d) 100000
e)3=216 f) 256 g) s [512 h)sl 24
343 729

©
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Indicador de logro

1.5 Calcula raices n-ésimas descomponiendo el radicando en factores primos.

siguiente clase.

En esta clase se expresa la raiz n-ésima exacta de un niumero real de forma simplificada, es decir, sin el
simbolo radical; a partir de aqui se efectta la simplificacion de raices, sin embargo, no se contempla aun
la distribucion del radical sobre los factores, si no que se utiliza la propiedad de la distribucién del expo-
nente sobre los factores y la definicion misma de raiz n-ésima. La distribucidn del radical se abordara en la

J

Proposito

n-ésima de un numero positivo.

La expresién \—a = —%/a, donde n es impar, que se muestra en la Conclusién serd util en aquellos proble-
mas cuando el radicando tiene signo negativo; de esta manera se traslada el problema a calcular la raiz

Solucidn de problemas:

a) 16 = 2° 162
=116=2 8|2
412
212

1

c) 128 =2"=43128=2

e)V-216 = -1216
216 =23x 33
=216 = (2 x 3)?
=216=6°
=>3216=6
=>3-216=-216=-6

g)512=23x23x23=>512=(2x2x%x2)}*=>512=83
343 =73
o512 8

343 73

3
343 7

3212 _

8
343 7

b) 24;/=—35 24313 En la soluciéon de cada
=>N243=3 8113 literal se espera el uso
2713 de la descomposicién
913 en factores primos vy
313 la definicion de raiz

1 n-ésima.

d) 100000 = 2° x 55
= 100000 = (2 x 5)°
= 100000 = 10°
=3/100000 = 10

f) 256 = 24 x 2
= 256 = (2 x 2)*
= 256 = 4*
=>3256=4

h) 64 =26y 729 = 3°
o _ 2

729~ 3¢
6

729 \3

6|64

=2
729 " 3
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1.6 Operaciones con raices n-ésimas

Problema inicial

L Utiliza la definicidon de raiz n-ésima para expresar con un solo radical las siguientes operaciones.

a) 6 x320

b) 496 +13 c)\Vi128

Solucién

a) 6 x320
(V6;=6 y (20)°=20
(6)* x (20)° =6 x 20
(V6 x20)° =6 x 20
V6 %20 =6 x 20
V6 <320 =120
Por lo tanto, /6 x 320 =3120.

b) V96 + /3
(Vo6)'=96 y (\3)'=3
(Vo6)* = (V3)*=96 +3
({96 +43)*=96+3
V96 +V3 =496 +3
Vo6 +V3 =432
Por lo tanto, /96 + 43 =4/32.

c)\¥128
(W128)* =128
[(128)] = Wiz8) = 128
(Vi128)"* = 128
(\R128)° = 128
128 = V128
Por lo tanto, /128 = Y128.

se utiliza la definicidn de raiz cubica,

se multiplican miembro a miembro las igualdades anteriores,
al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cubica,

se efectua el producto.

se utiliza la definicidon de raiz cuarta,

se divide miembro a miembro,

al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cuarta (496 +4/3 > 0),

se efectua la division.

se utiliza la definicidon de raiz cuadrada,
se utiliza la definicidn de raiz cubica,

al aplicar propiedades de potencia,

se efectua el producto,

se expresa la potencia como raiz sexta (yi/128 > 0).

222




N

Conclusién

Para efectuar:

a) Vaxib =

Escribiendo como raiz
n-ésima:

Waxp)y =axb = Naxib=Yaxb

Se tiene que:

b) Va:¥b = Ea+\b)'=a+b = Va+Vb=Na:b
9 Wa = (Wa)""=a =  Wa-"{a

Para simplificar una raiz n-ésima se utiliza la propiedad de la
multiplicacién:

Sia,,a,,..,a, son nimeros reales
entonces:

Na: x V@ x - x Van =N xa,x - xa,
La propiedad b) también se utiliza asi:
)@, [@

b

Simplificar una raiz es expresarla con
un radicando menor al inicial.

Simplificar a la minima expresion es
simplificar el radicando al menor valor
posible.

Q/_ Después de efectuar una operacién con
=a\b radicales siempre debe simplificarse a
la minima expresion.
Ejemplo
1. Simplifica los resultados del Problema inicial.
a) V120 b)¥/32 c) 128
Y120 =32°x3 x5 32=42"x2 8178 = V26 x 2
=2\3x5 =22 =22

=215 Por lo tanto, 32 = 21/2.

Por lo tanto, 120 = 23/15.

2. Efectua las siguientes operaciones:

a)Va x3/g x\2 xa b)%
VaxY8x2xa=ax8x2x4 s, 10
={27x 2 x2x 2 =437
=328 =33

1
N
1}

w

*
Problemasw

Por lo tanto, 128 = 2.

Efectla las siguientes operaciones, simplifica a la minima expresion tu respuesta.

a)3axi10 b) -475 x 450
d) 3320 + {10 e)3/286 = (-36)
g)\Ws0 h) -\¥640 i) —V256

102

c) -¥/45 x (-¥/81)
f)-V192 + (-

Un numero es divisible
por 3 si la suma de sus
6) cifras es divisible por 3.

22
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Indicador de logro

1.6 Determina el producto, cociente y raiz de raices simplificando los resultados a su minima expresion.

Se estudian las operaciones con raices n-ésimas a
partir de la definicién; en este caso la multiplica-
cion y divisidn, asi como la raiz de una raiz; ade-
mas, se deja por sentado el concepto de simplifica-
cion a partir de la multiplicacién de raices.

_

N

En el Problema inicial se dejan indicadas las raices,
pues se simplificaran hasta el Ejemplo, una vez que
ya se ha tratado la distribucion del radical sobre los
factores para simplificar. En la Solucidn se debe uti-
lizar la definicion de raiz n-ésima vy las propiedades
de potencia. En el Ejemplo, la descomposicion en
factores se utiliza de tal modo que los exponentes
sean igual al indice de la raiz. y

Solucidn de problemas:

a) V4 x310=34x10=322x5=2%5

b) —375 x50 = -475 x50 = -2 x 3 x 5* =56

¢)-V45 x (-V81) =1/45x81 =335 x3 x5 =3V15

d) V320 +V10=3320+10=332=323x22=24

e) V486 + (-6 )=-286 - 6 =-3/81=-333x3=-333

f)-V192+ (-V6)=419226=32=2*x2= 212

g)%:%J\IZ“xS:Z%

h) —\3/640 = —4/640 = -2 x 2 x 5= 2310

i) V=256 = -\NV256 = —4256 = -2 x 22 = — 24

Las divisiones pueden calcularse
utilizando fracciones y simplifi-
candolas, esto para facilitar los
calculos.
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1.7 Suma, resta y potencia de raices n-ésimas

Problema inicial
L Efectua las siguientes operaciones: Dos raices pueden sumarse o restarse si son }

a) %/E + ﬁ b) (%)3 semejantes es decir, si tienen igual indice e
igual radicando.

Solucién
a)V16 +354 b) {4 )?
Simplificando a la minima expresion: Se descompone la potencia como producto:
=212 =332 =4x4x4
Se efectla la suma de raices semejantes: =43 se expresa como potencia.
V16 +{54 =232 +332 Simplificando: 4% = Y(22)* =Y2¢ = 2.
=532 Por lo tanto, (Y4)3 = 2.

Por lo tanto, 316 +3/54 = 53/2.

Conclusién
1. Los pasos para realizar suma o resta de raices n-ésimas son:
o Simplificar las raices a la minima expresion.
e Sumar o restar raices semejantes. El nimero 4@ no es real, si 1 es
par y a negativo.

2. La potencia de una raiz real cumple (}q)" = Xa x Va x - xa,

> Por ejemplo:
m-veces i— a— &
VN2 NGB AT A2, Ny

Utilizando las propiedades de raiz n-ésima: (Vg )" =axax - xa /=2, no son nimeros reales.

-—

m-veces
Reescribiendo como potencia el radicando: (¥a)™ = Xa™
Problemas ./
1. Efectua las siguientes operaciones.

a)i24 +i81 b)¥/32 +1/512 c) V80 +1/405 d) a0 +3135
e)3/500 -1108 f) V576 -372 g) 486 —144 h) 3243 -8
i) R27)? i) Rl8)° k) (325) ) {27)

2. Para demostrar que 2 = \/3 10 +V108 —\/3 —10 + V108, realiza los siguientes pasos:

a) Demuestra que (1 +V3)? = 10 + 6V/3, luego escribe esta igualdad como raiz ctbica.
b) Demuestra que (-1 + V3)3 = —10 + 6V3, luego escribe esta igualdad como raiz cubica.

c) Efectua la resta de las raices cubicas de los literales anteriores y concluye.
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1.7 Suma y resta raices semejantes y simplifica la potencia de una raiz escribiendo los resultados en su

minima expresion.

Pccuencio |

Ahora se estudia la suma, resta y potencia de raices
n-ésimas. Si el indice es mayor que el exponente la
simplificacidn no se efectta aun.

N AN

El Problema inicial y los Problemas se desarrollan
de tal manera que puedan efectuarse operaciones
entre raices semejantes. En la Conclusion, en el nu-
meral 2 se debe entender que la igualdad es valida
siempre que Va esté bien definida. )

Solucidn de problemas:

1a) Y24 + V81 =122 x3 +133x3 =243 + 33 =53

En algunos casos, como el literal

1b) 4\/5 +3512 =324x2 +324%x24x2 = 24\/5 +2x 24\/5 - 2{/5 + 44\/5 - 64\/3 b, también puede utilizar la

1c) V80 + 3405 = 2% x5 + V37 x 5 = 245 + 335 = 55

1d)%+%/135:3\/23x5+%/33x5:2§/§+3%/§=5%/§

1e) /500 - 1108 =127 x 52 =22 x 33 = 534 - 334 = 23 =

distribucién del exponente sobre
la base en el radicando o utilizar
la descomposicion en primos
convenientemente:

V24x28x 2 =(2x2)*x 2
V4 x 2
a2

1f) V576 —172 =23 x 23x 3223 x 32 = 2 x 249 - 249 = 4Y/9 - 239 = 239

1g) V486 — 144 =2 x 33 x 32 -3 x 2 x 32 = 3{18 - 2318 =118
1h) V243 -V48 =3*x3-2*x3=33-2{3 =13

1i) (27)2 =272 =/(3°)? =32 =33 =3/35x3 =313
1j) (V8)5 =8> =/(23)° =225 = {25 =25 x 26 x 23 = 2 x 2323 = 4Y/8

1k) (V25)? =252 ={(52)? =54 = {53 x 5 = 55

1) 327 =427 =(33P =43°=43"x 3*x3=3x333=9Y3
2a) (1 +V3)3 = 13+ 3(1)%(V3) + 3(1)(¥V3)2+ (V3)*= 1+ 3V3 + 3(3) + V33 = 1 + 33 + 9 +V32x3

=1+3V3+9+3V3=10+6V3
Entonces, 1+\/§=\/3 10 + 6V/3.

2b) (-1 +V3)® = (=1)* + 3(=1)2(V3) + 3(-1)(V3)2 + (3)* = =1+ 3V3-9+3V3 =-10+6V3

Entonces, -1 + V3= \/3 —-10 + 6V3.

2¢)V10+6V3-1-10+6V3=1+V3-(-1+V3)=1+V3+1-3=2

Por lo tanto, i/1o +6V3 — i/—lo +6V3=2.

240



1.8 Exponente racional

Problema inicial
1. Simplifica las siguientes expresiones, escribe tu respuesta como una potencia.

a) \/? b) ilzlz
. R Recuerda que para todo
2. Demuestra que V24 =322, numero real a positivo:
Solucién
1.a)V2° = V2P x 22 x 2 b) V212 =323 x 25x 23x 2°
=2x2x2 =2x2x2x2
=23, =24
Por lo tanto, V26 = 23, Por lo tanto, 3212 = 24
Se observa que 3= 8~ €xponente Se observa que 4 = 12— exponente
2 —— indice 3 —— indice
2.82% =3\2* por propiedades de raices n-ésimas,
=3 V(22)? al aplicar propiedades de potencia,
=322 se utiliza que Vg = a.

4 2 —— exponente

Por lo tanto, ¥2* = 322. Se observa que = o
6 3 — indice

Definicion
Si @ es un numero real positivo, m y n son nimeros enteros y n es positivo, se define:

m
an —n am
Una potencia con exponente racional % es la raiz n-ésima de una potencia m-ésima.

Ademas, si r es un entero positivo se cumple que Na™ = Na™, por lo que es valida la simplificacién de
exponentes racionales, para todo a > 0:

a”=a"
Problemas
1. Escribe las siguientes raices como potencias con exponente fraccionario, simplifica si se puede.
a)\2 b) 32 )32 d)3/3?
e) {5? 32 8)\& h) §/52
2. Escribe las siguientes potencias fraccionarias como raices de una potencia.
1 K El 3
a) 52 b) 32 c) 22 d) 78
3 7 El 1
e) 127 f) 112 g) 9° h) 10°

®
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Indicador de logro

1.8 Utiliza exponentes racionales para representar raices n-ésimas de un nimero y viceversa.

Secuencia Propésito

En esta clase se realiza la extension de los valores En el Problema inicial se plantean dos situaciones:
que pueden ir en el exponente: desde los enteros la primera es para inducir que el exponente puede
hacia los racionales, utilizando la definicion de ex- ser una fraccidn y la segunda para ejemplificar la
ponente racional como la raiz n-ésima de un nu- posibilidad de efectuar la simplificacion en el ex-
mero real. ponente; por lo que, es pertinente hacer la obser-
vacion planteada en la Solucion.
. NG J
Solucidn de problemas:
1 1

1a) V2 = 2 2a) 52 =5

3 E
1b) V33 = 32 2b) 37=v3°= 93

1 5

1c) V2 =2° 2c) 22 =\25=42

2 3
1d) V32 =33 2d) 72 =73

2 1 3
le) V5% = 5= 57 2e) 127 =123

10 7
1f) 210 = 25 = 22 2f) 112 =117 = 113V11

3 5
1g) V6 = 6° 2g) 9°=39° = 2743

2 1 1
1h) {52 =56 = 53 2h) 10° =10
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1.9 Propiedades de los exponentes racionales

Problema inicial

Realiza las siguientes operaciones expresando tu respuesta como potencia con exponente racional.
5 3 10 1 21 2 2 3 3
a)2*x2* b)33 +3° c) (8%)? d)3°*x9° e)32°+2*
Solucién
53 i 0 1
a)2*x 2* =425 x /23 se escribe como raiz, b) 3% +3:=3310+3/31 se escribe como raiz,
=\2°x 2 W
= 2% = 3%
- 22 = 33.
5.3 0 1 10 1
Por lo tanto, 2“ X 2“ 2%, Observa que: 2* *=22. | Por lo tanto, 3% + 3% = 33, Se observa que: 3% =33,
21 1 2 2
c) (8°) = (82 se escribe como raiz cibica, |d) 3°x9°=3/32x392 se escribe como raiz,
=4/g? se escribe como raiz cuadrada, =332 x 92
=g =3 x9p
2
1 2
=8’ =27
52 83 Se ob % I 8%
Por lo tanto (8°)* = e observa que: 8* * = 8. Por lo tanto 33 % 93 273
€)32': 2 =435 + P se escribe como raiz, | Observa que: (3 x 9)° = 27°.
V323 + 23
=\(32+:2)
=116°
3
=16"
3
Por lo tanto, 32° + 2 16" Se observa que: (32 + 2)“ 16“
Conclusién
1. Las propiedades con exponentes enteros se aplican también a los exponentes racionales. Si a y b son
numeros reales positivos, m y n son numeros racionales, entonces:
a)amnxar=qa"*" b)Z—r:=a’"‘" c) (@™)r = am>" d) a” x b™ = (a x b)" e)%=(%)

2. Para simplificar una potencia racional se debe verificar que la base sea la menor posible.

Ejemplo

Simpliﬁca Ias respuestas de los literales c), d) y e) del problema inicial.

2 2 X2
08 =2 =27 =2 d)275=(39) =37 =3 e)16'=(29)1=27 =2°

Problemas

Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.

7 8 1 3 1 5
a)2°x2° b) 9° x 9% c) 25 + 257 d) 27+ 27

10
9

f) (8°)

luw

El
7

e) (9

N

5 5 1 1
g) 16° x 4° h) 98% + 2
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Indicador de logro

1.9 Aplica las propiedades de los exponentes, combinando exponentes racionales y enteros.

Se realizan las operaciones entre potencias cuyos
exponentes son racionales, de manera analoga a
como se realizaron con exponentes enteros, esto
permitird posteriormente efectuar operaciones
entre raices cuyo indice es distinto. Ademds, para
simplificar se debe revisar si la potencia tiene la

Kmenor base posible.

En la Solucion del Problema inicial se debe utilizar
la definicién del exponente racional. La observa-
cion realizada en cada literal es para mostrar la
utilidad de las propiedades que permiten desa-
rrollar la operacién en menos pasos y sin utilizar
explicitamente la definicion.

VAN )
Solucidn de problemas:
8 1,8 15
a)zsxzs 255=25:23
3 1 1 2x1
b) 95 910 95 10 910 10 910 = 92 (32)2 = 3 2 — 3
1 1-1 2.1 1 1 5.1
€)25+25°=25 ?=25"*=25=(5%)’=5 ’=5
5 5.4 5.3 2 2 3,2 » -
d)27°+27=27° =27°3=27*=(33)3=3 =32 También se pueden reescribir
las potencias con la menor base
( g)é 2.z 2 N RRPETT N posible antes de efectuar las
e)\9')°=9"°=9"=(3%)'=3 *=3 operaciones.
0\3 10,3 5 5 3,5
f) (89)2=89 2:83=(23)3:2 3=25
5 5 5 5 5 gxd
g) Forma 1: 16°x 4°= (16 x4)° = (2*x 22)° =(25)°=2" °®=2°
5 s 5 20 10 30
Forma 2: 16° x 4° = (2“)6 (29)°=2°x2°=2°=25

AP 2o — (7= 7Y
h) 987 +27= (98 +2)" = (49)’ = (7?)’=7" *=7
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1.10 Operaciones con raices de distinto indice
Problema inicial
Efectla las siguientes operaciones.
a) V3 x33x%3 b) ¥/9 xi9 + X9
Solucién
Se escribe cada raiz como exponente racional:
a)\3 x33x%3 b) ¥/9 xi9 + X9
1 1 1 1 1 1
N3 x33x83=32x3x3° V9 x3g+X9g=9"x9+9"2
3%+% % - 91+%_i
= 31 = 91%
=3 =9
=3. =9
Por lo tanto, V3 x 3 x {3 = 3. =(3?2)2 simplificando
=3.
Por lo tanto, 19 x /9 + X9 = 3.
Conclusién
Para operar raices con distinto indice, se realizan los siguientes pasos:
1. Cada raiz se escribe como potencia con exponente racional.
2. Se efectuan las operaciones utilizando propiedades de exponentes racionales.
3. Se simplifica el resultado.
Ejemplo
Efectla las siguientes operaciones:
a)\32 x4 32 b) V3 x43
1 1
V32 %3 + 47 =2 x 2 42 Ex{3=31x3
=2;x2%+ 2% =3%+%
= = Q6
21,&_1 3;
=2°°° =33 no se puede simplificar,
Y =332 se escribe como raiz,
= 23 = %
=o. Por lo tanto, v/3 x &/3 = /9.
Por lo tanto, V32 x {4 + %2 = 8.
Problemas /2
Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.
a) Vg xg + X8 b) V3 %33 )33 x%3
d) V4 x32 x¥32 e) V243 x39+43 f)25 + /5
@ )
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1.10 Aplica las propiedades de los exponentes racionales para realizar operaciones de raices con distinto

indice.

La utilidad de los exponentes racionales se mues-
tra en esta clase al efectuar operaciones entre rai-
ces con diferente indice.

Propésito

Dado que las operaciones se indican con raices
n-ésimas entonces la respuesta se expresa como
una raiz, como se muestra en el Ejemplo b).

Solucidn de problemas:

a)\/gx\/_ 1\/_ 82 x84l . 8% 8%“%7%:81%)'13_2_1_12: 8%
b)\/§x§/§=3%x3%=3%*%=3g+%=3§=635

1 1,1 2,1 3 1
C)\/§><\/_ 33 36=336-30"6-36=-32=+3

d) 4/ x 32 x {32 = 47 x 25 x 327 = (22 x 25 x (25)7 = 2 x 25 x 27 =

1
3

e) 243 x 9 + {3 = 2437 x 97 + 3 = (3% x (37 +

1

f) 425 + 5 = 25° + 5° = (5?)

2 1 1 1
1.55-52:58

Dl

1
3

+5°=5+5

EX
2 —

Si la potencia que aparece en el radicando tiene un exponente
mayor que 2, puede dejarla expresada sin efectuarla, como en
b).

En d) también se puede efectuar la simplificacion escribiendo
la fraccién impropia como un entero mas una fraccion propia:
5 +1 1
27=2"1=2x2"=242.

2
Ademas, no es necesario simplificar el exponente de 2 porque
debe reescribirse como fraccion equivalente con exponente 12.
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1.11 Practica lo aprendido ™
1. Efectua las siguientes operaciones, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:
a) 56 x 5° b) (—4) x (—4)? c)26x23 d)37x37
e) (-6)* x (-6)? f) 3%+ 3° g)2+24 h) (-5)?+ (-5)
)4+ 43 i) (-2)72 = (-2) k) (42)° ) [(=3)7
m) (27)? n) (67)* o) (57) p) [(=2)7°]7
2. Realiza los siguientes ejercicios, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:
a) 3*x 5* b) 276 x 3¢ c) (—4)*x 82 d) (-6)3x (-5)3
e)9°+3° f) 1672+ (-2)2 g) (-35)7 + 57 h) (-18)* + (-3)™*
3. Realiza las siguientes operaciones simplificando tu respuesta:
a) V12 x324 b) /=20 %325 c) Va8 +36 d) 80 +3-5
e)\\324 f) 56 +3/189 g) V64 -4 h) (24)
4. Simplifica las siguientes raices: Escribe cada raiz como potencia racional.
a)Va b) /9 c)¥27 d) {16
5. Efectda las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta a la minima expresion:
a) {9 x\9 b) V8 x g x 2 )\27+33 d) V8 x4 x 32
6. Realiza las siguientes operaciones:
_ a) A2 +33)/4 -6 +19) b) A2 -33)(/4 + /6 +19) D
L N
Exponente irracional
El nimero V2 es irracional, por lo que su valor solo es aproximable: V2 = 1.414213...
Considera la siguiente sucesion de potencias racionales:
31=3, 314 =4.655536..., 3141 =4.706965..., 3%414=4.727695..., 3141%2=4,728733...
La sucesidn se aproxima al nimero real 4.728804...
Los exponentes de la sucesién se aproximan al valor V2. Por lo que, se dird que la sucesién se aproxima
al valor 3\2,
De esta forma, si x es un numero irracional y a > 0, es posible definir la potencia a* siguiendo el proceso
anterior.
Por lo tanto, la potencia a* esta definida para todo nimero real x y a > 0. Las propiedades vistas anterior-
mente se generalizan para todo exponente real. Si a y b son nimeros reales positivos, r y s nimeros reales:
a)arx a=q ** b)izar—s C) (ar)szarxs d) arxbrz(axb)r e)i=(i)
a b" b
. J
J
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1.11 Resuelve problemas utilizando potencias y raices n-ésimas.

Solucion de problemas:

1a) 56 x 55 = 56+5 = 511 1b) (~4) x (-4)? = (—4)1*2 = (-4)* = —43

1c) 26 273 = 26+9) = 2673 = 3 1d)37x37=37+7=3=1

le) (-6)7x (67 = (-6) 1117 = (-6)° = m=—g )P #3=30=

1g)2+20=2"4=27=1 1h) (-5)2 + (~5) = (-5)"63 = (-5)2*3 = (~5)5 = -5
1i)45+43=453=4%= % 1j) (-2)2+(=2)7 = (=2)> P = (=2)>2 = (-2)" = % = —%
1K) (42) = 4273 = 4° 1) (30717 = (30" = (3)* = 5=5¢

1m) (243 =2%3=2"12= % 1n) (61 t=pUxF =6

10) (5722 =522 =5 1p) ((=2)7)° = (-2)>* 9 = (-2)® = -2

2a) 3% x 5% = (3 x 5)* = 15 2b) 2°x3°=(2x3)°=6°=—

2¢) (—4)?x 82 = (4 x 8)? = (~32)2 = 322 2d) (-6)x (-5)" = (-6 x (-5))* =307 = =15

2e) 95+ 3= (9+3)5=3° 26) 167+ (-2)2= (16 + (-2))2 = (8] = =
2g) (-35)7 + 57 = (-35 2 5) = (<7) =7 2h) (-18)* + (-3)* = (-18+ (-3))* =67 = 5

3a) V12 x V24 =312 x 24 =325 x 32= 2332 = 29 3b) ¥—20 x /25 =320 x 25 =322 x 53 = -534

3c) Va8 6 =348+ 6=V8=322=2 3d) /80 + ¥=5 =180 + (-5) =V-16 =23 x 2 =232

3e) V324 =\V22x32x32=V2x3x3=2x32=3V2 3f)356+3189 =12 x7+3x7=217 + 37 =537

3g) V64 —\a=427x 22 - 22 = 2V4 -V4=Na =322 3, (24)2 =242 =3/(2°x 3) =2°x 2°x 32 =49

=2i=27=42

42)Va=4= () =2'=\2  ap)\5=13 40) 327 =\3 4d) {16 -2

5a) {9 x /g9 = 9° x 9% = 9% 5b) V8 x V8 x2 = 4 5¢)\27 +33=3Y3 5d) {8 x 4 x {2 = 212
- 3843

6a) (42 + ¥3)( — V6 + ¥9) = 12V4 - V2V + 125 + \3V4 - V336 + 1313
=g - {12 + V18 + V12 - V18 +127
=22 +333=2+3=5
La definicién de exponente irracional presentada en el recuadro de informacién

6b) A2 -33) /2 +i6 +39) =-1 adicional completa la posibilidad de utilizar cualquier exponente real, asi es
posible definir la funcién exponencial como una funcion real.

@



Funciones y ecuaciones exponenciales

2.1 Definicidn de la funcién exponencial

Problema inicial
Para cada literal completa la tabla y grafica la funcién dada.

0 X -2 -1 0 1 2
a) flx) =2 b) flx) = (3)
y
Solucién e
a) fla) = 2* b) /)= (3)
1
Six = -2 se tiene f(-2)=272 =% Si x =-2se tiene f(-2)= (5) (279)?=2=4
. . 1
Si x =1 se tiene f(-1) = 2-1=% Six=-1setiene f(-1)= (5) =(279)"=2'=2
. . 1\°
Six=0setiene f{0)=2°=1 Six=0setiene f{0) = (5) =1
. i 1\ 1
Six=1setiene fl1)=2'= Six=1setiene f(1)= (5) =3
. . 1\2 1
Six=2setiene f(2)=2=4 Six=2setiene f(2)= (5) =z
x -2 -1 0 1 2 x -2 -1 0 1 2
1 1 1 1
Y n B} 1 2 4 Y 4 2 1 > T
Se traza una curva sobre los puntos obtenidos en cada caso.
y y
r-/ x '\1 x
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2

Definicion
Sea a un nimero real positivo y diferente de 1. La funcién f: R — R definida
por f(x) = a* se llama funcién exponencial. Al nimero a se le llama base.

En la funcidén exponencial
la variable x estd en el ex-

La grafica de la funcién exponencial f(x) = a* pasa por los puntos (0, 1) y (1, a). ponente.

Si se cumple que 0 < a < 1, entonces f(x) = @, se puede escribir de la forma f(x) = b, donde b = % >1.
Por ejemplo f{x) = (%) = (=2,

Problemas.”
Grafica las siguientes funciones exponenciales:
a) flx) = 3 b) flx) =3~ c) flx) = 4 d) flx) = 4~

e
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2.1 Grafica funciones exponenciales utilizando tablas y localizando puntos en el plano cartesiano.

Posibles dificultades

En la leccién anterior quedo definida la potencia Al elaborar la grafica debe darse la indicacion de
para todo exponente real, por lo que ahora se de- que la grafica no corta al eje x, incluso puede su-
fine la funcion exponencial y se elabora su grafica gerir probar valores en la calculadora para obser-
a partir de la ubicacion de puntos en el plano car- var el comportamiento de la gréfica.
tesiano.
L
Solucién de problemas:
Al x | 2] -1 o 1 2 b)| x| 2| -2 | o 1 2
1 1 1 1
y ) 3 1 3 9 y 9 3 1 3 )
Y fix) = 3° flx) = 3 y
3 2 10 1 2 x S X
=1 1
<) 2 | 1] o 1 2 d) 2| 1] o 1
1 1 1
y T T 1 4 16 16 4 1 T E
Y flx)=4 flx) = 4= Y
2 I Las graficas de los literales \ 1
10 I c)y d) pueden elaborarse \ 10
8 / a escala o hasta y =4. \ 9
4 N
-2 - Q' 1 2 . 3 -2 -10 1 2 X
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2.2 Funciones exponenciales simétricas

Problema inicial
1. Grafica las siguientes funciones en un mismo plano cartesiano.
a) fylx) =3* b) f,(x) =37 o) f,(x) =-3°
2. Compara la coordenada en x de los puntos de f;(x) y f,(x) que tienen la misma coordenada en y.
3. Compara la coordenada en y de los puntos de f;(x) y f;(x) que tienen la misma coordenada en x.

Solucién
L v=flx) oy ¥y=fix)
1.a)f/(x)=3

X -2 -1 0 1 2

<
I
Wk
[
w
o

/’—/

<

o

w

=

Wl [

ol [N

XJ w 5 w0 (<)) ~ 00 o

T ——

b) f,(x) = 37

-3 = bo\] 2 X
c) f,(x) =-3* 2
X -2 -1 0 1 2 -4
1 1 =5 \
S e e e e \
4 \
-8
-9
y=f,x)
2‘ X =7 3 X o4
filx)=3" | f,(x)=3 filx)=3% | f,(x)=-3
1 1 1 1
(23) | (23 (23) | (2-3)
1 1 1 1
(+3) | (v3) (3) | (-3
(01 1) (Ol 1) (OI 1) (OI _1)
(11 3) (_11 3) (11 3) (11 _3)
(2' 9) (_Zr 9) (21 9) (21 _9)
Si (x, y) es un punto de la gréfica de f, entonces Si (x, y) es un punto de la gréfica de f, entonces
(=x, y) es un punto de la grafica de f,. Las grafi- (x, —y) es un punto de la grafica de f,. Las grafi-
cas son simétricas respecto al eje y. cas son simétricas respecto al eje x.
Se observa que:
e La grafica de la funcién y = 3™ es simétrica a la grafica de la funcidon y = 3* respecto al eje y.
e La grafica de la funcidn y = —3% es simétrica a la gréafica de la funcidn y = 3%, respecto al eje x.

N J
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Conclusién
1. Las funciones y = a*y y = @™ son simétricas respecto al eje .
Para graficar y = a™ se cambia el signo a la coordenada en x de los puntos de la grafica de y = a*.

2. Las funciones y = a*y y = —a® son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a® se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la grafica de y = a*.

3. Las funciones y = a™y y = —a™*, son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a™ se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la gréfica de y = a™.

Ejemplo
Grafica la funcion f, (x) = 3™
y=fx) Y
Para graficar f, (x) = =37 se cambia el signo a la coordenada en y de los o

puntos de la grafica de f,(x) = 3™

f,(x) =37 | f,(x)==3~
(23) | (2-9)
(L3) | (-3

|
L 40 ‘O%J W OB U D N O

3 -2 -1 x
(01 1) (0/ _1)
(_11 3) (_11 _3)
29 | (2,9 / b
I =)
-8
y=fx)
Problemas.
1. Grafica las siguientes funciones en el mismo plano cartesiano utilizando las simetrias:
filx) =25 f,(x) = 27, f,(x) = 2%y f,(x) = =27
2. Grafica la funcién f,(x) = =3 a partir de la funcién fl(x) =3 Comprueba que f, es simétrica a f, respecto

al origen: si (a, b) esta en la gréfica de f, en-
tonces (~a, —b) estd en la grafica de f,.




Indicador de logro

2.2 Grafica funciones exponenciales utilizando simetrias respecto de los ejes de coordenadas y el origen.

Secuencia

Teniendo clara la forma de las graficas de las fun-
ciones exponenciales a* y a™ se estudian ahora
aquellas que pueden obtenerse aplicando sime-
trias respecto a los ejes coordenados y el origen,
kque se estudid en la unidad 5 de primer afio.

AN

En el Problema inicial el estudiante realiza la com-
paracién de las coordenadas de algunos puntos,
de esta manera no solo visualiza la simetria de
manera grafica sino también por medio de su de-

finicidén.

Solucién de problemas:

1. Secambiaelsignoala

primera coordenada.

Se cambia el signo a la

segunda coordenada.

by

filw) =2 | flx) =2 | fix)=-2" |f,(x) =2~
(2, 4) (-2, 4) (2,-4) (-2, -4)
(1,2) (-1,2) (1,-2) (-1,-2)
(0, 1) (0,1) (0,-1) (0, -1)
(3 | @) | ()] )
2d) | @3 || k)

2. Sea (a, b) un punto en la gréfica de f,(a) = 3” entonces (a, b) = (a, 3%).

\_/

Se cambia el signo a la segunda coordenada.

Se comprueba que (-a, —b) esté en la grafica de f(x)
Evaluando f,(-a) = -37"% =-3*=-b.
Por lo que (—a, —b) es un punto de la grafica de f,(x) = =37

flx) =3 |f,(x) =3~
(2,9) (-2,-9)
(1,3) (-1,-3)
(0,1) (0,-1)

(3

3

23

(25)

=37

<=

Lo~ S o R N © & N ) W S o < N\ > NN

v = f,(x
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2.3 Caracteristicas de las funciones exponenciales

Problema inicial

Solucién
1. f(x)=3"

a) Interceptos con los ejes:
Eje y: £,(0) =3°=1, el intercepto es (0, 1).
Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.

c) La funcidn es creciente:
Si b < centonces 3°< 3¢

2. f,(x)=3~
a) Interceptos con los ejes:
Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.

c) La funcidn es decreciente:
Sib < centonces 37 >3

Eje y: £,(0)=37=3°=1, el intercepto es (0, 1).

Se muestran las siguientes funciones y sus graficas:
1 f(x)=3" 2. f,(x)=3~ 3. f,(x)=-3"
y Y Yy
9 9 2 -1lg 12 ,,
8 l \ 8 =1
2 2 -7 \
1 \ (R
S—Tq T % S B TR R £ 9
Para cada una de las graficas determina:
a) Interceptos con los ejes b)Dominio y rango
¢) Si la funcidn es creciente o decreciente d) Asintotas de la funcion

f es una funcién crecientesia < b = f(a) < f(b).
f es una funcién decrecientes sia < b = fla) > f(b).

b) Dominio y rango:
D, =R

Rf1 = ]0’00[

d) Asintotas de la funcién:
y =0 es asintota horizontal de la funcién,
pues la grafica de f, se aproxima a la recta
y =0a medida que x disminuye su valor.

b) Dominio y rango:
D, =R

Rr, =10,00[

d) Asintotas de la funcion:
vy =0 es asintota horizontal de la funcién.

3. Las gréficas de las funciones f,(x) = =3y f,(x) = 3* son simétricas respecto al eje x.

Interce.pto Dominio Rango Creuer.\te © Asintota
enel ejey Decreciente
. Creciente _
filx) =3 (0,1) R 10, oo Si b < ¢ entonces 3% < 3¢ y=0
. Decreciente _
filx)=-3 (0,-1) R I=e, 0 Si b < c entonces -3 > -3¢ y=0

&
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Conclusién

La siguiente tabla retine las caracteristicas de las gréficas de las funciones f,(x) = a*, f,(x) = @™y f,(x) = —a*

donde a > 1.

fi(x)=a*

flx)=a™

filx)=-a*

Intercepto en el
ejey

(0,1)

(0,1)

(Or _1)

Dominio

R

R

R

Rango

Rf1=]0,+00[
={yeR|y>0}

sz = ]O' +OO[

sz = ]—OO' 0[

={yeR|y<0}

Creciente o
Decreciente

Creciente
Si b < c entonces a® < a¢

Decreciente

Sib < centoncesa®>a™

Si b < c entonces —a® > —a°

Decreciente

Asintota

y=0

y=0

y=0

Ademds, observa que las funciones f,, f, y f, no tienen intercepto con el eje x.

Si @ es un numero real tal que a > 1, entonces:

e La funcidn f(x) = a%, se llama funcién exponencial creciente.
e La funcion f(x) = a™, se llama funcién exponencial decreciente.

*
Problemas.\ﬁ

1. Utiliza la simetria respecto al eje x para completar las caracteristicas de la funcidn f(x) = —a™ a partir de

las caracteristicas de la funcion flx) = a™, a > 1.

Intercepto

. Dominio
en el ejey

Rango

Creciente o
Decreciente

Asintota

fix)=a™

(0,1) R

10, oof

Decreciente

Sib < centoncesa®>a*

flx) =-a™

R

2. Determina el intercepto en el eje y, dominio, rango, monotonia y asintotas de las siguientes funciones.

c) fylx) = -2

a) f,(x) =2

b) f,(x) = 27

3. Resuelve las siguientes desigualdades utilizando la grafica de la funcién y = 2*.

a)2r>1

4. Demuestra que la funcidn f(x) = 2* + 2~ es creciente en [0, oo[, desarrollando los siguientes pasos:

b)2v <1

a) Demuestra que sic # 0y d # 0 entonces (c + %) - (d + %) =(c- d)(l - %)

b) De a) prueba que (20 + 27%) — (29 + 27¢) = (20 - 2")(1 —zal—b)

c) De b) concluya que si 0 < a < b entonces f(a) < f(b).

5. Demuestra que la funcidn f{x) = 2* + 2 es decreciente en |-, 0].

d) f,(x) = -2

/

®
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2.3 Determina las caracteristicas de una funcién exponencial dada (dominio, rango, monotonia y asintotas).

Algunas caracteristicas de las funciones que se es- Algunas de las caracteristicas se pueden justificar

tudiaron en primer afio se establecieron gréfica- de manera intuitiva, es por eso que en la Solucion

mente; de igual manera se estableceran las carac- se establece la asintota horizontal sin realizar una

teristicas de las funciones exponenciales como la descripcion formal, de hecho se puede utilizar la

monotonia, el dominio, el rango y la asintota. Las calculadora para evaluar los valores. La monoto-
nia se puede establecer graficamente.

otras se estudiaran por medio de su definicion.
\_ P J

N /

Solucidn de problemas:

1. Utilizando que la funcidn f(x) = a™ puede obtenerse cambiando el signo a la segunda coordenada de los
puntos de f(x) = —a™.

Intercepto en el eje y: (0, 1) en f (x) =a™*= (0, -1) en f,(x) = —a™

Dominio: no cambia porque son valores en la variable x.

Rango:R; =]0,0[={yeR|y>0}=>R, ={yeR|-y>0}={yeR |y <0}=]-0,0[.
Creciente o decreciente

Se sabe que si b < ¢ entonces a® > a™, multiplicando por —1 esta desigualdad, se tiene que
si b < centonces —a’ < -a*, es decir si b < c entonces f,(b) < f(c).

Intercepto en el eje y | Dominio Rango Creciente o Decreciente Asintota
e | 0y R | ol | g, e, | om0
fz(x) =-ar (0, -1) R J=e, 0] Sib<c erftrs;i:ee:tfa"’ <-ac y=0
2a) Se obtienen las caracteristicas de f(x) = 2* a partir de su grafica. X
Intercepto en el eje y | Dominio | Rango Creciente o Decreciente Asintota
1) R 10,0l 1 g < cg:f;itzi 2wy | V70 e

2b) Se obtienen las caracteristicas de f,(x) = 2 a partir de la simetria con

x) = 2%, 02
flx) =~ 110

v
5

O = = - - - - -

El intercepto (0, 1) no cambia por ser cero su coordenada en x.

El dominio es Ry el rango: Ry, = 10, oof.

Creciente o decreciente La monotonia también se puede

Se sabe quesib <c en'foncels 2°< 20,1 . analizar por medio de la grafica.
b c inli —_—
21,25(2 )< szc(z ), se multiplica por Sy
1 1
> <7
2¢< 2

Asisi b < ¢, entonces 272> 27 por lo que la funcién es decreciente.

D



La asintota no cambia y = 0.
En resumen, para b), c) y d):

Intercepto en el eje y | Dominio Rango Creciente o Decreciente Asintota
ez | oo | m | |, P ]
i) == (0,1 R0 | gy comtonces-2v5 -2 | 27O
fifx) =27 (0,-1) R J=e0, 0 Sib<c egtrSr:iceer;tiZ‘b <=2 y=0
3. y Por medio de la grafica se tiene que
T y =0 3a) 2* > 1l entonces x = 0, es decir que se cumple para x € [0, oof.
4
3 3b) 2* < 1 entonces x < 0, es decir que se cumple para x € ]-oo, 0[.

También se puede utilizar la monotonia:

Six>20=>2">22=1yx<0=>2"<2°=1,
| x entonces 2* > 2%solosix >0y 2* < 2%solo six < 0.

4a)(c+%)—(d+%)=(c—d)+( ) (c— d)+( ) (c—d)- ( ) (e~ d)( cd)

4b) Tomando ¢ = 2’y d = 2° se tiene que
(c + ) (d + ) (26 +270) = (29+27%) = (2b - 2“)(1 -

2a+b)

4¢) f(b) - fla) = (2 - 2%)(1- 55

Como 0 < a < b entonces 2% < 2%, es decir, 0 < 2° — 2, Por otra parte, como 0 < a + b, entonces

1<20t= o5 Savt-

= f(b) - fla) = (2" - 29)(1-55) > 0= fla) < fib)

1
5 /(b) - fla) = (20 - 2°)(1- 555
Como a < b < 0 entonces 2¢ < 2°, es decir, 0 < 2° — 2¢ Por otra parte, como a + b < 0, entonces

20 <1 =21<—5=>1- <0,

2a+b

= fb) - fla) = (2 - 29)(1-535) < 0= fla) > fib)

2a+b
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2.4 Desplazamientos horizontales y verticales de la funciéon exponencial

Problema inicial

1. Grafica las funciones de cada literal en un mismo plano cartesiano.
a) f,(x) =25 f,(x)=2"""y f(x) =27"" b) f,(x) =2% f(x)=2"=1yf(x)=2"+1

2. Describe la gréfica de las funciones f,(x), f,(x) como un desplazamiento horizontal o vertical de la funcién

f(x).

Solucién
a) f,(x) =2 f(x) =271, fi(x) =27*! B¢ ¥ =1
Y= £()
x -2 -1 0 1 2 4
y =f(x)
1 1 3 p
L 7 0 1 2 4
1 L S L S L 2
1 1 1
| 5 )5 [ ) L)
1 ] ¢ % Y ’4/ x
f,(x) 5 1 2 4 8 2 -1 of 1 2 3

Al dibujar las graficas de las funciones se observa que:
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha de la funcién f, (x).
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la izquierda de la funcién f, (x).

b) f,(x) = 2% f,(x)=2"-1, f,(x) =2*+1 J / /
x -2 | -1 0 1 2 > /
1 1 4
x| 7 5 1 2 4 R
3 1
| -7 -3 0 1 3
- _,_,1/
5 3 y=£x)
x| 7 0 2 3 5 y=1 _21 —x
) . . . y = f [y _,0/‘ 4
e |a grafica de fz(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad y=£x) -1
hacia abajo de la funcion f,(x).
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad La asintota horizontal de]
hacia arriba de la funcién £ (x). flx)=a*+kesy=k
Conclusion
La grafica de la funcidn f{x) = a* " es un desplazamiento horizontal de A unidades de la funcién f(x) = a*.
¢ Si h > 0 el desplazamiento es hacia la derecha. e Si h <0 el desplazamiento es hacia la izquierda.

La grafica de la funcion f(x) = a* + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la funcion f(x) = a*.
e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba. e Sik <0 el desplazamiento es hacia abajo.

*
Problemasv

1. A partir de la gréfica de f{x) = 3% grafica las siguientes funciones:

a) flx) =32 b) f(x) = 3*** c) flx)=3"-3
2. A partir de la grafica de f{x) = 4* grafica las siguientes funciones:
a) flx) =4 b) flx) = 4++2 c) flx) =47+2

®
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2.4 Grafica funciones exponenciales utilizando desplazamientos horizontales y verticales.

Secuencia

En primer afio se graficaron los desplazamientos
de funciones. En esta clase se utiliza la misma di-
namica para establecer los desplazamientos en las
funciones exponenciales, es decir, se comparan
las gréficas de las funciones para luego establecer
los desplazamientos.

Proposito

Debido a que solo algunos estudiantes recordaran
el concepto de desplazamiento con claridad, la So-
lucién permitird observar los desplazamientos de
las graficas a partir de la funcién mas simple.

N AN .
Solucién de problemas:
1a) f(x) = 3% 2 1b) f(x) = 3**1 1c) flx) =3*-3
y Yy
- 3¢ NI
=‘:§"“ ya3 ; [y 515

y=3v2

N

t—
[«3] ~
—

—
U
—

ES
—

%Y

NS @
fe—

N

Y
Q
9
Q|
8
R
=]
6
.
=)
A
4
.
j= )
5
r4
/ 1
0

T x -3 -2 -1 0

=1 =1

2a) f(x) = 4*~1 2b) flx) = 4*+2

2c) flx) =4+ 2

+

2
<

&
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D

I
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X
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00
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<
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=
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2.5 Grafica de funciones exponenciales con simetria y desplazamientos*

Problema inicial

En cada literal traza la gréfica de f(x) a partir de la grafica de f,(x) = 2%, utiliza simetria y desplazamientos.

a)flx)=2*"1+1 b) flx) = 27+-Y -1 La simetria se aplica si la poten-
cia es negativa o si la variable
tiene signo negativo.

Solucién
a) La grafica de f, se dibujé en la clase 2.1.

Se grafica y = 2*~1, como un desplazamiento de una unidad
hacia la derecha de f,.

Se grafica flx) = 2*~* + 1, como un desplazamiento de una
unidad hacia arriba de y.

Si (x, y) es un punto de f,(x), entonces el punto (x + 1,y + 1)
es un punto de la gréfica de f(x).

b) Se grafica f,(x) = 27 a partir de la simetria con la grafica de f,
respecto al eje y.

Se puede escribir f{x) = f,(x-1) - 1.

Asi, f(x) es un desplazamiento de una unidad a la derechay
una unidad hacia abajo de f,(x).

Sea (x, y) un punto de f,(x), entonces el punto (x + 1, y — 1)
es un punto de la gréfica de f{x).

Conclusién
Para elaborar la gréfica de una funcién exponencial f(x) se Ejemplo: flx) =—27w-1 -1
realizan los siguientes pasos: e

o . Y1y- 1. f,(x)=2
1. Se dibuja la grafica de f,(x) = a*. yfi 1

4
2. Se dibuja una funcidn f,(x) de acuerdo a los signos de la j Simgtrla respecto
potencia y el exponente de f(x): al origen.
* a*se utiliza simetria respecto al eje . ,.// . 2. folx) =2

e —a* se utiliza simetria respecto al eje x.

* —a*se utiliza simetria respecto al origen. Desplazamiento

3. flx) =—2-V-1

3. Desplazamiento, escribiendo f(x) = f,(x — h) + k entonces el

el punto (x, y) de la gréfica de f, se desplaza al punto
(x+ A, y + k) de la gréfica de f.

*
Problemasv

Grafica las siguientes funciones utilizando simetrias y desplazamientos:
a) fla) = 37+ 1 b) flz) = 41 -3 ) flx) = =271 +2 d) fle)=-37+1~3

e) fle) =371+ 2 f) fle) =272 +1 g) flx)=-3""1-1 h) fl) = =372 +2

&

B
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2.5 Elabora la grafica de funciones exponenciales utilizando simetria y desplazamientos.

Ahora se grafican funciones exponenciales utili- En la Conclusién se establece un proceso general
zando la simetria y los desplazamientos al mismo para graficar funciones exponenciales, en el caso
tiempo; si el Problema inicial representa mucha del paso 2 debe aclararse que no se utiliza cuando
dificultad debera ser resuelto por el docente. la potencia y la variable en el exponente tienen
signo positivo.
N J A\ CEOP D
Solucién de problemas:
a) () = 3" b) f(2) = 4% [(x) =4~ o f,(x) = 2% ffx) =-2"
fo)=fle=2)+1=3"241  fl)=fle-(1)-3=4""-3  f)=flx-1)+2=-2""+2
y
J ° v=fx) Y ~
= fy =flx) \ ¥ =/f,(x) . =i
. y=| ) .
1 \ul / e :
YA \ )
3 = \_] 5 . ; X _\':ET!‘L _40 1 pi 3
X 3
-3 -2 -1 0 3 J
E 4 \\
d) f,(x) =3% f,(x)=-3~ f) f(x) =2%; f(x) =2 h) f,(x) =3% f,(x)=-3~
fo)=fle-1)-3=-3""1-3  fl)=fx—(2)+1=272+1  fla)=flx—(-2)+2=-372+2
y
ekl y=f{) y y
3 : /v - f(x) it
2 ¥ =flx) 3
4 . y = fix
= fix )
g n x 3
4 y = 1,{x)
2 54 10 ; x

|
{
0]
s
3
N

A
=4

ey
—
f—

El problema e) no se resuelve
por motivos de espacio.
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2.6 Ecuaciones exponenciales

Problema inicial

Encuentra una solucion para cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 5v= 25 b)27=1 )4 =8 d) (%): 81
Solucién
a) 5*=25 b)zxzé
Descomponiendo 25 = 52, Descomponiendo 8 = 23,
sustituyendo 5% = 52, sustituyendo 2* = %,

Por lo tanto, x = 2. escribiendo con exponente negativo 2% = 273,

Por lo tanto, x = -3.

)4 =8 d)(3) =81
Descomponiendo 4 = 2%y 8 = 23, Descomponiendo 9 = 3%y 81 = 34,

sustituyendo (22) = 23, sustituyendo (%) =3

aplicando propiedades de potencia 2% = 23, escribiendo con exponente negativo: (32) = 34,

entonces 2x = 3. aplicando propiedades de potencia: 3¢ = 3%,

3
Por lo tanto, x = > entonces -2x = 4.
Por lo tanto, x = -2.
Definicion
Una ecuacién exponencial es aquella que tiene términos de la forma Ejemplo: 27% = %
a‘*cona>0ya=zl.
L . . - 1_1_
Para resolver una ecuacidon exponencial se realiza lo siguiente: 27*=(3)=3* y 9- 3" =
1. Se escriben todos los términos en la misma base para obtener una 2 S
. . . — 3%=3
igualdad de potencias con la misma base: a’= a°.
2. Se igualan los exponentes r = s y se resuelve esta ecuacion. = = 3x=-2

Por lo tanto, x = —%.

*
Problemasw

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 2* =16 b) 3—x+1=9x+2 C) 53x—4=2_15 d) 22x—3=%
e) 25x+7=% f) 93x+1=27—2x—2 g) 8—x+3=4x+2 h) 42x—1 =%

®
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2.6 Resuelve ecuaciones exponenciales utilizando igualdad de potencias con la misma base.

Propésito

Se introducen las ecuaciones exponenciales, para
resolverlas se tiene como base la descomposicion
en factores primos. Estas ecuaciones surgen en al-
gunos problemas de la unidad 6.

La igualacion de exponentes que se encuentra en
en el numeral 2 de la Definicion viene del hecho
deque:siaz1,a>0,entoncesa’=a‘< b =g,
porque la funcién y = a* es monédtona.

Solucién de problemas:

x—4 — 1 X — _1
a) 2*=16 b) 3+l Qgr+2 C) 53 -4 E d) 22 S_Z
2% = D4 3—x+1=(32)x+2 5396—4=512 22x—3:%
x=4 3_x+1=32x+4 53x—4=5—2 22x—3:2—2
—x+1=2x+4 3x—4=-2 2x—3=-2
-3 =3x 3x=-2+4 2x=-2+3
x=-1 3x=2 2x=1
-2 -1
*=3 *=3
5x+7_l f) 93x+1:27—2x—2 g) 8—x+3:4x+2 -1 _1
)27 =3 h) 421 =2
25x+7_l (32)3x+1= (33)—2x—2 (23)—x+3= (22)x+2 (22)2x_1= 51
=%
25x+7=2—3 36x+2=3—6x—6 2—3x+9=22x+4 24x—2=2—1
5x+7=-3 bx+2=-6x-6 —3x+9=2x+4 4dx-2=-1
-8
= — =1
5x =—10 =5 x x=3
-_2
x=-2 X=-3
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2.7 Ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones cuadraticas

Problema inicial

A partir de la ecuacién exponencial: 4*— 2% = 2 realiza lo siguiente:

a) Escribe 4* como potencia de 2.
c) Resuelve la ecuacion resultante.
e) Resuelve las ecuaciones resultantes.

b) Sustituye y en lugar de 2* en la ecuacion.

d) En las soluciones encontradas sustituye 2 en lugar
dey.

Solucién

a) Se representa 4* como una potencia de 2:
4¥=(22)*=2% 3l descomponer 4 = 22,

Asi, se obtiene la ecuacidn (22)* — 2* = 2.

c) Resuelve la ecuacion resultante.
y?—1y =2 es una ecuacién cuadratica,

b) Al utilizar que (22)* = (2%)? se tiene:
(2x)2 — 2x = 2
y-y=2

d) En las soluciones encontradas sustituye
2%en lugar de y.

resolviendo:
y=2 o y=-1
y*-y-2=0 l l
2*=2 2*=-1
(-2)y+1)=0 °
y=2 o y=-1

e) Resuelve las ecuaciones resultantes.

2%=2 o 2*=-1, esta ecuacién no tiene solucion,
2¢ =21 ya que 2* > 0, para todo x real.
x=1

Por lo tanto, la solucion es x = 1.

Conclusién
Una ecuacidn exponencial, en la que aparece una suma o resta de potencias, se puede reducir a una ecua-
cién cuadrdtica si una de las bases es el cuadrado de la otra.

Este tipo de ecuaciones se representa asi: p(a®)® + ga*+r = 0.

Para resolverla se realiza lo siguiente:

1. Se efectua el cambio de variable y = a*.

2. Se resuelve la ecuacién py? + qy + r = 0, del paso anterior.

3. En las soluciones encontradas y = y,, ¥ = y,, se sustituye y por a*: a* =y, y a*=y,.

4. Por ultimo se resuelven ambas ecuaciones, si se puede. Estas son las soluciones de la ecuacién original.

b d
Problemas.
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas.

a)4*—2-12=0 b) 9*—2(3%) +1=0

Si una potencia tiene la forma
a**’, con r un nimero real, se
reescribe a**"=a’ (aY).

Por ejemplo, 2**1 = 2(2%).

C)4°—6(29)+8=0 d) 5(25%) — 26(5%) + 5= 0

e)9**1+8(3)-1=0 f)4v+2=5(25* 1)+ 1=0
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2.7 Resuelve ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones cuadraticas por medio de un cambio

de variable.

Pccuencio |

Ahora se resuelven ecuaciones exponenciales que
pueden reducirse a ecuaciones cuadraticas, uti-
lizando un cambio de variable. Por lo tanto, sera
necesario que el estudiante recuerde los métodos
para resolver este tipo de ecuaciones que ya se
han estudiado en las unidades de ecuaciones y

Posibles dificultades

El Problema inicial plantea al estudiante el proce-
so para resolver la ecuacidn dada. En la Solucién,
al sustituir la potencia por la variable auxiliar pue-
de haber confusion si no se tiene claro la posibili-
dad de alternar los exponentes en la potencia de
una potencia (ver literal b).

secciones conicas.
\_ L .
Solucién de problemas:
a)4*—-2*-12=0,y=2* b)9*-2(3*)+1=0,y=3"
>4°-2"-12=y’-y-12=(y-4)(y+3)=0 =9°-2(3)+1=y’-2y+1=(y-1)*=0
>y-4=00y+3=0 >y-1=0
:}y:4 oy:—3 ﬁyzl
=5S8i2°=4=2=22>x=2. =2°=1=>x=0
= Si 2*=-3 no tiene solucidn. Por lo tanto, la solucién es x = 0.
Por lo tanto, la solucion es x = 2.
c)4*-6(2*)+8=0,y=2" d) 5(25%) - 26(5*)+5=0, y = 5"

=>4°-6(2)+8=y*-6y+8=(y—-4)(y-2)=0
>y-4=00y-2=0

>y=40y=2

=5S6i2°=4=2=22>x=2.
=Si2*=2=>x=1.

Por lo tanto, las solucionesson x=1, x = 2.

e)9*1+8(3*)-1=0,y=3"
=971+ 8(3%)-1=9(9") +8(3*)—1=9y*+8y -1
=(y+1)(9y-1)=0
>y+1=009y-1=0
1
:y:—l oy:§
= Si 3* =—1 no tiene solucidn.
=S 3X=%=> 3¥ =320 y=-2.

Por lo tanto, la solucién es x = —2.

= 5(25%) — 26(5%) +5=5y>-26y+5

=(y=-5)5y-1)=0

=y-5=005y-1=0

:>y:50y=%

:;~5’“=505’C:5

1

=>Si5*=5=>x=1.

. 1
= Si 5x=§=> 5*=51= x=-1.
Por lo tanto, las soluciones son x =1, x = —1.

f) 47*2-5(25*) +1=0,y=2*

=

47+2-5(2%+1) + 1 = 16(4%) — 10(2%) + 1
=16y2—10y +1
=(2y-1)(8y-1)=0

=>2y-1=008y—-1=0

_1 _1
:y-ioy-g

1

=Si 2x:5:> =21 x =-1.

= Si 2x=§:> 2= 23> x = -3,

Por lo tanto, las soluciones son x = -2, x = 3.
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2.8 Practica lo aprendido

1. Justifica las siguientes afirmaciones.
a) La grdfica de las funciones y = 2y y = 27 son simétricas respecto al eje y.
b) La grafica de las funciones y = 3* y y = —3* son simétricas respecto al eje x.
c) Si (a, b) es un punto de la grafica de la funcién y = 3*entonces (—a, —b) es un punto de y = -3%.

2. Utilizando las graficas de las funciones f,(x) y f,(x). Determina la ecuacidn de f,(x) a partir de f,(x).

a) f(x) = 5* b) /() = 4~
y _ 1
¥ =f,(x)
4l / /y=f(x) §3
1/ / y= N S
-1 o 1 2 X
1 o] 1 2 x
) flx) = 2 @ ) =2
y
/ Yy
4 = - 0 X
R | ——
y=flx) y=f(x) ¥y =1x)
_ -
/_1' A X V=1(x) 5

3. Grafica las siguientes funciones y describe sus caracteristicas: interceptos con los ejes, dominio, rango,
asintota de la funciéon y crecimiento o decrecimiento.

a)flx)=2*"3-2 b) flx)=3="1+4 c) flx) =57*2+2 d) flx) =—4*"1-1

4. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 23x—1=32 b) 3—2x+3=% C) 43x—3=1

d) 25’”3=% e) 7> 4=49 f) 1653 = g1

5. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadrdticas:

a) 9" -4(3) +3=0 b) 6%~ 5(6") -6 =0 c) 3%3-4(3**")+1=0

@
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2.8 Resuelve problemas sobre funciones y ecuaciones exponenciales.

Solucién de problemas:

1a) Si (a, b) estd en la gréficade y =2*= b =2
Evaluando—a eny =2~ se tiene que y =29 =29= h = (—q, b) estd en la grifica de y = 2™
Los puntos (a, b) y (—a, b) son simétricos respecto al eje y.
Por lo tanto, la grafica de las funciones y = 2*y y = 2 son simétricas respecto al eje y.

1b) Si (a, b) estd en la graficade y =3"= b = 32,
Evaluando a en y = -3 se tiene que y =—3%=-3%=—b = (a, —b) estd en la grafica de y = -3*.
Los puntos (a, b) y (a, —b) son simétricos respecto al eje x.
Por lo tanto, las graficas de las funciones y = 3*y y = =3 son simétricas respecto al eje x.

1c) Si (a, b) esta en la grafica de y = 3* entonces b = 3¢
Evaluando —a en y = =3~ se tiene que y = -39 = -39 = -h = (—q, —b) estd en la grifica de y = -3,

2a) f,(x) = 5% f(x) = 5°7* 2b) f,(x) =47, f(x) =47 +1
2c) f,(x) = 2%, f,(x) = 2° -1 2d) £,(x) = =27, f,(x) = =274~ = 1)

3a) f,(x) = 2*~3 - 2. La gréfica se obtiene después de trasladar la de y = 2%, 3 unidades a la derecha y 2
unidades hacia abajo.

Interceptos con los ejes:

Ejey:f,(0)=2°"%-2=22-2= %— 2= —18—5, el intercepto es (0, —18—5). e
Ejex:2°3-2=0=>2*3=2=x-3=1= x =4, el intercepto es (4, 0). 3
2
y=f,x)
Dominio y rango: Dy, = R, Ry, =]-2, oo[. 1
- X
La funcidn es creciente: <9 1t 3
Sib<centoncesb-3<c-3220"3<2¢732073-2<2¢73=-2 -
= f(b) < flc). =2
Asintotas de la funcion: y = -2. A2

3b) f(x) = 3! + 4. La gréfica se obtiene después de trasladar la de y = 3, 1 unidad a la izquierda y
4 unidades hacia abajo.

Interceptos con los ejes Y 7"y=ﬁ(x)
.13
Eje y: {0, 3) 5
Ejex:3*"'+4=0=37"1=-4, por lo tanto, no tiene. B
T
3
Dominio y rango: Dy, = R, Ry, = ]4, oo|. R
1
La funcidn es decreciente. ! 5
B32-10 1 2 3 1

Asintotas de la funcion: y = 4.
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3c) f(x) = 5**2 + 2. La gréfica se obtiene después de  3d) f(x) = —4*~' — 1. La grafica se obtiene después de

trasladar la de y =57, 2 unidades a la derechay 2 trasladar la de y = —4%, 1 unidad a la derecha y
unidades hacia arriba. una unidad hacia abajo.
Interceptos con los ejes Interceptos con los ejes
Eje y: (0, 27). Eje y: (o, —%)
Eje x: no tiene. Eje x: no tiene.
Dominio y rango: YT Dominio y rango: T
Dr, =R, Ry, =12, oo B[y =7] Dr, =R, = g 4 o 1 1%
20 Ry, = ]- o0, -1[. 2
La funcién es decreciente. 15| =
ol La funcion es 4 :
Asintotas de la funcién: decreciente. y =A@
5 =4 '
y=2.
¢ 3x Asintotas de la -5
-1 o 1 2 .
d funcion: y = -1. )
42)2*'=32  4b)3==ss  4g)4r =1 ad)25: 3 =< 4e) 7> 4=49  4f) 167 =g
23x-1- 25 32x+3 =33 43%-3 = 40 (52)3-1 = 51 7-2x-4 = 72 (24)~3 = (23)= 2
3x-1=5 —-2x+3=-3 3x-3=0 56x-2 = 5-1 -2x—-4=2 24x-12 = pbx=3
3x=6 -2x=-6 3x=3 6x—2=-1 -2x=6 dx—-12=6x-3
x=2 x=3 x=1 6x=1 x=-3 -2x=9
1 x=-2
X = g )
5a) 9*—4(3*)+3=0,y=3* 5b) 62— 5(6%) —6 =0, y = 6
=9"—4(3")+3=y*-4y+3=(y-3)(y—-1)=0 =6>*-5(6")-6=y*-5y—-6=(y—-6)(y+1)=0
=>y-3=00y-1=0 >y-6=00y+1=0
=>y=3o0y=1 >y=6o0y=-1
=Si3*=3=>x=1. =>Si6=6=>x=1.
=Si3*=1=>x=0. = Si 6* =—1 no tiene solucion.
Por lo tanto, las soluciones sonx =1, x = 0. Por lo tanto, la solucidon es x = 1.

5c) 33— 4(3* 1) +1=0,y=3°
= 3%+3_4(3%*1) + 1=27(3%) = 12(3%) + 1 = 27y = 12y + 1 = (3y — 1)(9y — 1)
=>3y-1=009y-1=0
_1 _1
Sy=30y=73
:>5i3x=%:> 3 =31 x=-1.
=>5i3x=%=> 31z 32 x = -2,

Por lo tanto, las soluciones son x = -1, x = -2.
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2.9 Problemas de la unidad

1. Simplifica las siguientes expresiones:

(32 x (3 2x (2 254 x 573 3 x 6°
a) B b) [Z420 e d) =

2.Enlos S|gU|er]tes literales se tienen dos nimeros reales, .. o que a < b= Na < ¥B y el expo-
establece cudl es el mayor de ellos. nente racional, para escribir las raices con indice

AZyAZ  B)VIYAS  OVTIy\e dayies  comin P2y R
V2=2"=2%=KF y V2=2'=22=Xp

3. En los siguientes literales determina cual de los dos numeros reales es el mayor de ellos:

a)\2yia b) V8 y V16 c)¥125y+V5 d) \/g y 3\/8—T1 Escribe cada radicando como una potencia

4. Efectta el producto (3 — 48 + 2)(v3 + {48 + 2).

5. Racionaliza el denominador de la fracciéon G realizando los siguientes pasos:
3

a) Escribe 3/3 como una potencia.

. 3 . .z .
b) Resuelve la ecuacion V3x = 3, escribe la solucién como una potencia.

c) Efectua 2 x

X .y . .
By con x la solucién del literal anterior.

6. Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones.

6 4 10
a)— b) — c)—=
7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) Q4 -2 = gr+1 b) 33r = P72+3 C) 2—x=\/§
d)2°x4=128 e) 9" —4(3**1) +27=0 f)a4+—27+"244=0
g) (42)(6* (3%~ = 6 h) 1252 = 2254 i) =3-9(3%) +10=0
8. Justifica las siguientes afirmaciones:
a) V5 y 425 representan el mismo nimero.
b) Las graficas de y = 2y y =—2* no se intersecan en ningln punto.
c) y = 2%y y = 4% se intersecan en un solo punto.
9. Grafica las siguientes funciones.
a) flx) =2+ 2~ b) flx)=2*—2~
10. Determina para cada funcion del problema anterior lo que se pide:
a) Dominio y rango b) Los intervalos donde es creciente o decreciente./

&

/
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2.9 Resuelve problemas utilizando propiedades de los exponentes y funciones exponenciales.

Solucién de problemas:

34x6 ps

1a) ELXCY - 37 1b) [22 277w 10) B2 = 5% 1d)

1 1 2 1 1 2
2a)V2 =2y 2=252=20=0y2=2°=%2 2b)\3=3'y{5=5'53=3=437=45y{5

Asi,ya que 22 < 22 =22 < {22 =12 < 2. Asi, ya que 5 < 9=735<V9=45 <3
1 L 1 L
2c) V12 =123y 6 = 62 2d)4=4"y68 = 68

2 3 3
=>12=120=¥122 =144 yV6=6°=V6>=216  =4=4=323=64y168
Asi, ya que 144 < 216 > V144 <216 5312 <+6.  Asi, ya que 64 < 68 = V64 <69 = 4 < 68.

1 2z 3 4
3a)V2=22ya=R22=2 3b) V8 =V2° = 2%y V16 -\/5 i=20
1 2
Asi,yaque2>1y%<§=>22<23=>\/§<W. Asi, yaque2>1y <=2 :>2“<25 8 <16
3 1
3¢) V125 =5 = 5°y V5 = 57 3d) 5 =5 =37 =3y 3k =35 =430 =37

, 1 3 1 3 4
Asi,yaque5>1y=-<==5 <525 <V125. , _3 _4
vadq Y253 V5 Asuyaque3>1y—%<—§=>32<33=>1/%<f/8—11.

4.Seay=\/§+2
= (V348 +2)(V3 +348 + 2) = (y - \48)(y + V48) = y2 V48 = y2 — V2> x 22x 3 = > - 413
Calculando y2= (N3 +2)2=7+ 43> (V3-V48 +2)(N3+V48 +2)=y2—4V3 =7 + 43 -43=7.

3 = 3 3 = —i: = 3=
5a)3=3 5b)\/§x_3=>x_% 5=3 ’=3
N3ox o 3 3% 3x3F 3i+d 3
6 _6 4 _4_4 2t _ax2t 4B _ .
6a) 3z =1 6b) 5 == x = == 248
_2 1
LuegoV9x =3 = =%=3=31 =33, , N .
6_6,3_6x3_6V3 gR-10_120_10, 2 212 _100_5p;
3: )(3:_:3 4_43_%_% 2%_2% 2%_ 2 B
S ET R X T, T 5 =23 B 7 22 x
7a)24x—2=8x+1 7b)33x:272x+3 7C)2_x=\/§ 7d)22><43 128
242 = (23)x+1 x=-3 x=-1 x=6
Q4x=2 = D3x+3 2
4x—-2=3x+3
x=5
7e) 9*—4(3**)+27=0,y=3" 7)4>-2"24+4=0,y=2"
Sustituyendo se tiene y>— 12y + 27 = 0. Sustituyendo se tiene y*—4y + 4 =0.
Las solucionesson x =1, x = 2. Las solucién es x = —1.
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78)  (47)(6")(3*) =6 7h) 12572z 224 7i) 3= 9(37) + 10, y = 3

[(22)°](6*)(3*) = 6 [(2%)(3)]~2 = 2%* —y-9y7+10=0
(2256)(6+11)(3%5) = 6 [(22)x—2](3x—2) = u-4 Se tiene que y 20
(6*°)(6*") =6 (2279)(3%72) =24 = -y(-y—9y™ +10) = -y(0)
6*°=6 3¥2=1 =>y*+9yy*-10y=10
3x-5=1 x=2 =y?-10y+9=0
x=2 Por lo tanto, la soluciénesx=2. = (y-9)(y—-1)=0=>y=90y=1
Por lo tanto, la solucion es x = 2. =3*=903*=1=>x=20x=0.
Por lo tanto, la soluciones son
x=2,x=0.

2 1
8a) {25 = {5 = 5= 57 =1

8b)y =2y y=-2%
Si tienen un punto en comun (a, b)
=>b=2yb=-29=2b=2°-2=0=b=0= 2%=0, pero esto no es posible para ninglin nimero real a.

8c) Si tienen un punto en comun (a, b)
5b=2yb=4"22=4"52=(2?)"=>2=2">5qa=2a>a=0=>b=1.
El Unico punto en comun es (0, 1).

%) x | -2 -1 0 1 2 |9)| x| -2 -1 0 1 2
flx)| 4.25 2.5 2 2.5 4.25 flx)| -3.75 | -1.5 0 1.5 3.75
V49
Y 3
* y=14x) 2
3
! y=fx)
il =2 -1 1 2 A'x
! -t
R 1 2 1% =2
’ =3

Utilizando los resultados de los problemas 4 y
5 se puede deducir que esta funcion alcanza su

minimo valor en x = 0.
Una vez estén bien trazadas las graficas de

las funciones del problema 9 se puede es-
. tablecer la monotonia graficamente. Para la
10a) Graficamente funcidn f(x) = 2*— 2= también se puede es-
La funcion f(x) = 2%+ 27, tiene dominio R y rango [2, +oo]. tablecer con un proceso similar al desarro-
La funcién f(x) = 2*— 2, tiene dominio R y rango R. llado en el problema 4 de la clase 2.3.

10b) La funciodn f(x) = 2* + 2" es creciente en el intervalo [0, +oo[ y decreciente en el intervalo |-, 0].
La funcidn f(x) = 2¥—2*es creciente en R.
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