Unidad 5. Funciones trascendentales |

Competencia de la unidad

Describir los elementos y caracteristicas de la funcién logaritmo y de las funciones trigonométricas
seno, coseno y tangente por medio de su definicidn o grafica para interpretar situaciones modeladas
por funciones.

Relacion y desarrollo
. el Primer afio de Segundo aio de
ercer ciclo bachillerato bachillerato

Unidad 2: Raiz cuadrada (9°) Unidad 1: Nameros reales Unidad 4: Funciones trascen-
e Raiz cuadrada y ndmeros J’ * Numeros reales dentales |
reales ™| e Potenciay raiz n-ésima
 Operaciones con raices cua- l * Funciones y ecuaciones ex-
dradas ponenciales
Unidad 4: Funciones reales
¢ Definicion de funcion l
e Funcion cuadratica
* Aplicaciones de la funcion Unidad 5: Funciones trascen-
cuadratica dentales Il
* Otras funciones e Funcidn biyectiva e inversa

® Practica en GeoGebra ¢ Funcién logaritmica

¢ Funciones trigonométricas
l ¢ Practica en GeoGebra

Unidad 5: Resolucidn de trian-

gulos

¢ Razones trigonométricas de
angulos agudos

¢ Razones trigonométricas de
angulos no agudos

e Resolucion de triangulos
oblicuangulos

l

Unidad 6: Identidades y ecua-
ciones trigonométricas

¢ |dentidades trigonométricas
e Ecuaciones trigonométricas
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Funciones inyectivas

1 2. Funciones sobreyectivas

1 3. Funciones biyectivas

1 4. Composicion de funciones
1. Funcion biyectiva e inversa

1 5. Dominio de la funcién composicion

1 6. Funcion inversa

1 7. Existencia, dominio y rango de la funcién inversa

1 8. Practica lo aprendido

1 1. Definicion de logaritmo

1 2. Logaritmo de un niumero

1 3. Propiedades de los logaritmos

1 4. Cambio de base de un logaritmo

1 5. Definicidn de la funcidon logaritmica y su grafica
2. Funcién logaritmica

1 6. Relacién entre las funciones exponencial y logaritmica

1 7. Ecuaciones logaritmicas, parte |

1 8. Ecuaciones logaritmicas, parte Il

1 9. Logaritmo base 10 y logaritmo natural

1 10. Practica lo aprendido

1 Prueba de las lecciones 1y 2
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3. Funciones trigonométricas

1. Razones trigonométricas de cualquier angulo (repaso)

2. Circulo trigonométrico

3. Periodicidad de las funciones seno y coseno en el circulo
trigonométrico

4. Periodicidad de la tangente en el circulo trigonométrico

5. Funcion seno

6. Funcién coseno

7. La tangente en el circulo trigonométrico

8. Grafica de la funcion tangente

9. Periodo y amplitud de las funciones trigonométricas

10. Desplazamiento vertical de las funciones trigonométricas

11. Desplazamiento horizontal de las funciones
trigonométricas

12. Forma general de las funciones trigonométricas

13. Sistema circular de angulos

14. Practica lo aprendido

15. Problemas de la unidad

4. Practica en GeoGebra

1. Funciones trigonométricas

2. Construccion de las funciones seno y coseno

3. Construccién de la funcidn tangente

4. El método de exhaucion

Prueba de la leccion 3

37 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de la lecciéon 3
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Puntos esenciales de cada leccion

Leccidn 1: Funcion biyectiva e inversa

El estudiante tiene como base de primer afio de bachillerato el concepto de funcidn, dominio y grafica; ademas
conoce las funciones lineal, cuadratica, cubica, racional, raiz cuadrada y exponencial; por lo que, en esta leccion
se utilizan estas funciones para estudiar las definiciones de funcién inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. En las
clases se priorizan los métodos graficos, como son: el trazo de una curva horizontal para determinar la inyec-
tividad y la determinacion grafica del rango de una funcidn; no obstante, se introducen también los métodos
algebraicos, los cuales formalizan los procesos realizados. Estos conceptos permitirdn introducir la operacién de
composicion de funciones en dos clases, la primera para determinar la ecuacidn de la funcién composicién y
posteriormente estudiar el dominio correspondiente. Luego se establece la definicidn de funcidn inversa en dos
clases, la primera aborda cdmo se determina la ecuacion de la funcién inversa y la segunda plantea la posibili-
dad de determinar la funcién inversa para cierto tipo de funciones, cémo trazar su grafica y cual es el dominio
y rango asociado.

Leccién 2: Funcidn logaritmica

Se inicia con la definicion de logaritmo, aqui se establece una relacién inversa con la definicion de la potencia de
un nimero, luego se utiliza la descomposicion en factores para determinar el valor del logaritmo de un nimero.
Se establecen las propiedades de los logaritmos de forma particular y de forma general, posteriormente se tra-
baja la propiedad del cambio de base, luego se estudia la funcién logaritmica y se establece su relacion con la
funcidn exponencial como funciones inversas respecto a la composicion. Se resuelven ecuaciones logaritmicas
en dos clases, la primera trata aquellos casos en los que se aplica directamente la definicién de logaritmo para
determinar la solucidn, se introduce ademas la resolucion de ecuaciones exponenciales utilizando logaritmos;
en la siguiente clase las ecuaciones necesitan el paso adicional de aplicar alguna de las propiedades de los loga-
ritmos, ambas clases hacen hincapié en realizar la comprobacién de las soluciones evaluandolas en cada argu-
mento de los logaritmos de la ecuacion y debe verificarse que este sea positivo. Por ultimo, se estudia el conteo
de digitos de un nimero como aplicacién del logaritmo base 10.

Leccién 3: Funciones trigonométricas

En esta leccion se hace énfasis en las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente. Primero se establecen
las razones trigonomeétricas como funciones del angulo, tomando como base la razén trigonométrica de un an-
gulo en el plano, definida a partir de un punto sobre su lado terminal, o su prolongacidn; en ese sentido también
se introduce el circulo trigonométrico (CT) para facilitar la representacion de las razones trigonométricas por
medio del circulo de radio uno, lo que permite, ademas, estudiar de manera representativa la periodicidad de las
funciones seno, coseno y tangente. Luego se grafica cada funcidn en el plano cartesiano y se estudian el periodo,
la amplitud y los desplazamientos. Hasta este punto se ha trabajado con angulos en el sistema sexagesimal, con
el fin de no complicar al estudiante el trazo de las graficas de las funciones, al convertir angulos en radianes, por
tal razon, el concepto de radian se estudia por ultimo. En el sistema circular de angulos se toma como base la
longitud del arco subtendido por un angulo en el circulo trigonométrico.
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Leccion 4: Practica en GeoGebra

En primer lugar se estudian los desplazamientos, la amplitud y el periodo de las funciones trigonométricas,
poniendo en practica lo recién aprendido sobre el sistema circular con el cual trabaja GeoGebra y se utilizan los
deslizadores y las animaciones. Luego se construyen las funciones a partir del circulo trigonométrico utilizando
otras herramientas de GeoGebra como el rastro de un punto, cuya animacion genera la grafica deseada. Otra de
las herramientas utilizadas es la funcidn S, que tiene relacidn con las estructuras de control de la unidad 4 de la
asignatura de Informatica; sin embargo, el estudiante podra prescindir de su conocimiento gracias al desarrollo
de la practica en el Libro de texto. Por ultimo se estudia el método de exhaucidn para aproximar el valor de la
constante , el objetivo de esta practica es explorar un método histérico para el calculo del area del circulo pero
en este caso por medio de un software.
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Funcion biyectiva e inversa

1.1 Funciones inyectivas

Problema inicial
Responde las siguientes preguntas:
a) Sea f(x) = x + 1, se sabe que f(3) = 4, éexiste otro valor x en R tal que f(x) = 4?
b) En el caso de la funcion f{x) = x%, se cumple que f{2) = 4, éocurre lo mismo que el caso anterior?

Solucién
a) Se elabora la gréfica de f(x) = x + 1. b) Se elabora la grafica de f{x) = 2%
y
....... | No ocurre lo mis-
mo, ya que existen
3
: dos valores de x que
2 cumplen flx) = 4:
1 x=2yx=-2.
X S T T x

El Gnico valor de x tal que f(x) =4 es x = 3.

Definicién
Una funcién f: A— B es inyectiva en A, si a valores diferentes del conjunto A le corresponden valores dife-
rentes del conjunto B. Simbdlicamente: si a, b son elementos de A con a # b entonces f(a) # f(b).

También se puede definir de la siguiente manera: f : A— B es inyectiva en A, si a cada imagen en B le co-
rresponde una Unica preimagen de A.

Para determinar graficamente la inyectividad de una funcidn se trazan rectas horizontales sobre la grafica,
si una recta interseca a la grafica en dos 0 mas puntos, entonces la funcién no es inyectiva.

Ejemplo
Determina si las siguientes funciones son inyectivas:

a)flx)=x+1 b) flx) = x*
y

£ /
4

/} :
/ o 1T 2 3 4 % T X
Toda recta horizontal interseca en un solo punto La recta horizontal que pasa por el punto (2, 4)
ala funcién. Por lo tanto, f(x) = x + 1 es inyectiva. también pasa por el punto (-2, 4). Por lo tanto,

flx) = 2% no es inyectiva. En este caso 2 # —2 pero

. f12) = fi-2) pues f(2) =4y fi-2) = 4.

Problemasw
Determina si las siguientes funciones son inyectivas en su dominio:

a) flx)=2x-6 b) flx) = —x*-2x -6 c) flx) = 2¢° d) flx) = % e) flx) = Vx

129
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Indicador de logro:

1.1 Identifica funciones inyectivas de manera gréfica y algebraica.

ccuencio Y

Hasta este momento el estudiante conoce varias
funciones reales, ahora se estudiaran las caracte-
risticas de las funciones iniciando con la identifi-
cacion de la inyectividad de forma grafica y alge-
braica.

\_ J

Solucion de problemas:

Posibles dificultades:

El Problema inicial también se puede resolver con
el planteamiento de ecuaciones; la elaboracion
de la gréfica se sugiere al estudiante si hay difi-
cultades.

o J

a)flx)=2x-6 b) flx) =—-x*-2x—-6=—(x+ 1)>=5
y M v=1x) - yA
. '/ Toda recta horizontal O la recta horizontal
— 1 /'x interseca en un solo e A trazada  interseca
-1 punto la grafica de -2 en dos puntos a la
-2 fx) = 2x.— 6, por lo 3 gréfica de f(x). Por
~ tanto, es inyectiva. . lo tanto, flx) no es
4 5 inyectiva.
— La Unica preimagen N
/ de un nimero b es p =) : Otra forma:
7 X | fi-2)= fl0) = 6.
2 ) Por lo tanto no es
" inyectiva.
c) flx) = 2x°3 d) flx) =~
3; ™ 3; ¥ =flx)
3 . . 3
5 Es inyectiva. >
! / 1 Es inyectiva.
= T3 X T2 3 %
1
-2
=3
-4
e) flx) =\x
y ’ . .
T La Unica preimagen de b es b2
5 y=1f)
b ..........
: s
! Es inyectiva.
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1.2 Funciones sobreyectivas

Problema inicial N
Una funcidn de A en B que tiene como ecuacion y = f{x) se puede representar de las siguientes formas:

1.ffA—B 2.fiA—B;x— flx) Esta representacion significa “la funcion de A en B tal que x
x — flx) toma valores en Ay f{(x) en B”.

a) Dada la funcidén f: R — R; x — x2, {existe un valor x en el conjunto de partida que cumple f{x) =-1?
b) Considera la funciéon f: R — R; x — x%. Si ¥ es un nimero real, determina el valor de x tal que f(x) =y

L siy=1,y=8. Y
Solucién
a) Se elabora la gréfica de f(x) = 2% b) Se elabora la grafica de f{x) = x°.
y y
[ No hay valores de x . El valor de x tal que
4 tal que flx) =-1. 5 flx)=1,esx=1.
3 ; fll)=12=1.
2 5
1 4
3 El valor de x tal que
oo 1z X 2 flx)=8,esx=2.
4 Jo fl2)=2*=8.
%
Conclusién
Una funcion f: A— B es sobreyectiva, si cada nimero en B es imagen de, al menos, un nimero en A.
1. Para decir que una funcién no es sobreyectiva se debe encontrar un
. Recuerda que el rango es el con-
valor y en B que no tenga preimagen en A. junto de valores que puede to-
2. Una funcidn f: A — B, donde el conjunto B es igual al rango de la mar la funcién Ry = {f(x) | x € A}.
funcién R; es una funcién sobreyectiva.
Ejemplo
a) La funciéon f: R— R ; x — %, no es sobreyectiva  b) La funcién f: R— R ; x — x° es sobreyectiva pues
pues no existe un numero real x tal que x? = -1. un numero y en R es imagen del nimero 3\/5 Al

evaluar se tiene: flly) = (\y)® = y.
El rango de f{x) = x? no es R sino Ry = [0, oo .
Elrango de fix) =x*esR; = R.

>
Problemas.
Identifica si cada una de las siguientes funciones es sobreyectiva.

a)fR—R b)R—R ofR—R El conjunto ]- oo, a[ U ]a, oo[ se puede
xX—Xx x—3x-2 x—x?—1 escribir en la forma R - {a}, que repre-
N TR g _ senta el conjunto de los nimeros reales
d)f. H}i ]xc;o, o] ef ﬂ}i sz iy ff[o, oog[c E%OO[ exceptuando al nimero a.
_— = —_— = —\x
gfR-{0}—R h)fR-{1}—-R-{0} i)fR—R
x— 1 x— 1L x— |x| fix) = | x| es la funcién valor absoluto.
—x

12]
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Indicador de logro:

1.2 Identifica funciones sobreyectivas de manera grafica y algebraica.

Secuencia: Propdsito:

Para la mayoria de funciones estudiadas hasta En la Conclusién se describen dos caracterizacio-
ahora se ha determinado su domino y rango. En nes de la funcidn sobreyectiva, una permite negar
esta clase se introduce una nueva notacién de la sobreyectividad y la otra afirmarla. En el Ejem-
funciones y se estudian las formas de identificar plo b) se muestra como puede establecerse la so-
una funcion sobreyectiva. ) kbreyec‘tividad de manera algebraica. )

Solucién de problemas:

a) ¢ Toda funcidn lineal con domino R tiene rango R, por lo tanto f es sobreyectiva.
e Un numero real b es imagen de b. f(b) = b, por lo tanto la funcidn es sobreyectiva.

b) e Toda funcién lineal con domino R tiene rango R, por lo tanto f es sobreyectiva.

, . b+2 ., .
e Un numero real b es imagen de 5 f(bgz) = b, por lo tanto la funcidn es sobreyectiva.
y/\
c) El nimero real =2 no es imagen de ningin nimero real, por lo tanto f 3

no es sobreyectiva.

d) e El rango de la funcion f(x) = —x? es |-, 0], por lo tanto la funcion
definida asi es sobreyectiva.

* Unndmeroreal b < 0esimagen del nimero—p. Por lo que f{x) = -x? es sobreyectiva sobre |-, 0].

12,1 ., . S,
e)-x?+x= —(x— E) o Asi, 1 no es imagen de ningun nimero real. Para corroborarlo, se puede hacer la

grafica. Por lo tanto, f(x) = -x? + x no es sobreyectiva.

f) Un nimero real b = 0 es imagen del nimero real b> > 0. Por lo tanto f(x) = Vx es sobreyectiva.

g) El nimero real 0 no es imagen de ninglin numero real; por lo tanto, f no es sobreyectiva.

ﬁ es R - {0}, por lo tanto la funcién definida asi es sobreyectiva.
1

e Unnumero real b # 0 es imagen del numero real 1 - = Por lo que la funcion es sobreyectiva.

h) e Elrango de la funcion f(x) =

i) Un nimero real —1 no es imagen de ninglin nimero real, por lo tanto f no es sobreyectiva.

En algunos literales se tienen dos argumentos distintos de
por qué la funcion es sobreyectiva, con uno de los dos es

suficiente para afirmarlo.
@ Sugerencia metodoldgica
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1.3 Funciones biyectivas*
Definicion
Una funcién f: A— B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.
¢ Si una funcidn no es inyectiva se puede restringir el dominio para que sea inyectiva, en algunos casos se
puede hacer de varias maneras.
¢ Para que la funcion f sea sobreyectiva basta encontrar el rango Ry y hacer B=R.
Se llama restriccion de la funcién f a la que se obtiene como resultado de los pasos anteriores.
Ejemplo
1. Verifica que la funcién f: R — [0, o[ ; x — x% no es biyectiva.
2. Haz una restriccién del dominio para que la funcion f sea biyectiva.
y
[ ) =/)
A
\ [ 1. Las rectas horizontales cortan en dos puntos a la gréfica, asi la funcion
\ 2 / no es inyectiva, por lo que tampoco es biyectiva.
1 q 1 7 ¥
y
y=/fx)
2. Eliminando los puntos con primera coordenada negativa, se obtiene la 4
gréfica de una funcién inyectiva, a la que se denomina f,. Su dominio es 3 /
[0, co[ y su rango es [0, oof. 5 /
Por lo tanto, la funcion flz [0, oo — [0, oo[; x — x> es biyectiva pues t
es inyectiva y sobreyectiva. 3 3 ¥
y
v =fl(x)
4 Otra restriccion de f se obtiene eliminando los puntos con primera
\ 3 coordenada positiva.
2
\ - Por lo tanto, la funcion fzz [0, 0[ = [0, oo[; x — &? es biyectiva pues
\ es inyectiva y sobreyectiva.
2 1 0 1 2 3 x
$
Problemasu
Determina si cada funcidn es biyectiva, si no lo es, haz una restriccion de f para que lo sea.
a)fR—R b)f R—R c) f: [0, 10] — [0, oo
xX—x x—x-1 x— x?
d)f R—R e)f: R-{0}—R- {0} f) f: R— [0, oo
Xx—x’—2x +3 x—= x— |x|
X
g)fR-{1}—R h)fR—R i)t R—R
x—=1+13% x—2 x—27 141
1-x
J
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Indicador de logro:

1.3 Identifica si una funcién es biyectiva o restringe su dominio o rango para que lo sea.

Secuencia:

Ahora se presenta la definicidn de funcidn biyecti-
vay laforma en que se puede restringir el domino
o rango de una funcién cualquiera para que cum-
pla esta condicion. Puede dar el Ejemplo como
problema a los estudiantes pero si el numeral 2 es

muy dificil puede orientarlos.
\_ W

Solucién de problemas:
¥ = flx)

Para mostrar que la restriccion no es uUnica en el
Ejemplo se realizan dos restricciones de la fun-
cion original para que sea biyectiva. Se hace las
distincién entre una funcidén (f) y su restriccidn
asignando a esta un subindice (fl).

o J

a) Yt e Toda recta horizontal que interseca a la grafica de f(x) la interseca
3 en un solo punto, asi f es inyectiva.
2
. e Lafuncion f(x) = x es lineal, se tiene que D;= R entonces R;= R, por
— — lo que fes sobreyectiva.

b) Es biyectiva.

c) No es sobreyectiva pues 11° no
tiene preimagen en [0, 10].
Restriccidn
f,: [0, 10] — [0, 100]

x—x?

e) Es biyectiva.

f) No es inyectiva: f(-1) = f(1) = 1.
Restricciones

f,: [0, 00o[— [0, oof
x — ||
g) No es sobreyectiva: 1 no tiene preimagen.
Restriccién
fi R-{1}—R-{1}
1

x—1+—
1-x

i) No es sobreyectiva: 0 no tiene preimagen.
Restriccidn
fiR—1]1, 00
x—27"1+1

Por lo tanto f(x) =

x es biyectiva.

d) x>-2x +3 =(x—1)*+ 2, no es sobreyectiva pues 0
no tiene preimagen.
Restricciones
f: [1, 0] = [2, oo

x—x*—2x +3

o fi]re, 1] = [2, oof

Xx—x>—2x +3

f,:1-0,0] = [0, oo
x— |x]
h) No es sobreyectiva: 0 no tiene preimagen.
Restriccién
fl: IR - ]0’ 00[
x—2°

Para resolver estos problemas, se puede recomendar que
los estudiantes que realicen las graficas de las funciones
para restringir los dominios.
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1.4 Composicion de funciones

Problema inicial ~
& En el departamento de Morazan el beneficio promedio, en ddlares, que obtiene un productor de dulce de
atado esta dado por f{x) = 0.53x, donde x representa la inversién realizada por el productor. Se sabe que
la inversion realizada por un productor esta dada por la funcién g(x) = 69.19x, donde x es el nimero de
toneladas de cafia de azucar utilizadas. A partir de lo anterior contesta: oy
1. ¢Cudl es la inversidn realizada por el productor si utiliza 2 toneladas?
2. éCual es el beneficio obtenido por el productor si utiliza 2 toneladas?
3. Determina una funcién que proporcione el beneficio obtenido a partir
de una cantidad x de toneladas de cafia de azucar utilizadas.

-

Solucién

1. Utilizando la funcidn de inversidn g, se tiene g(2) = 69.19(2) = 138.38. 8,
Por lo tanto, la inversidn realizada es de $138.38.

2. La inversion realizada al utilizar 2 toneladas es g(2) = $138.38. Toneladas fnversién

Utilizando la funcién de beneficio f se tiene que !,
flg(2)) = f(138.38) = 0.53(138.38) = 73.3414.
Por lo tanto, el beneficio es de $ 73.3414. Inversion Beneficios
3. Al utilizar x toneladas se tiene una inversién de g(x) = 69.19x.
Al utilizar unainversion g(x) se tiene un beneficio de f{g(x)) = 0.53(g(x)). @ N 1,
Por lo tanto, el beneficio a partir de la cantidad x de toneladas es
f(g(x)) - 053(6919x) =36.6707x. Toneladas Inversion Beneficios
Definicion

Dadas dos funciones f{x) y g(x), la composicion de f y g se denota por (fog)(x) y se define como:
(feg)(x) = flg(x))

La composicién de f y g es una funcidn que resulta de evaluar la funcién g(x) en la funcion f(x).

La expresion fog se lee f compuesta con g. La expresidn f(g(x)) se lee f de g de x.

Ejemplo
Efectla las composiciones fog y gof, con las funciones flx) = 2x+ 1y g(x) =x - 3.
(fo8)(x) = flg(x))
=2(g(x)) +1 seevalta la funcién g(x) en fx),
=2(x-3)+1 Observa que, en general, (fog)(x) no es
=2x-6+1 igual a (gof)(x):
Por lo tanto, (feg)(x) = 2x—5.

Si flx) = 2x + 1y g(x) = x — 3 se tiene que

(gef)() = (lx)) (feg)(x) = 2x -5 Y (gof)(x) = 2x — 2.
=flx)-3 se evalua la funcion f(x) en g(x),
=(2x+1)-3 En este caso (fog)(x) # (gof)(x).
=2x-2

Por lo tanto, (gof)(x) = 2x — 2.

b
Problemas.
Efectla la composicidn fog de las siguientes funciones:

a) flx) = 4x, g(x) = 3x b) flx) =—x+2, glx)=x+5 o) flx)=Vx+1,g(x)=x-4
d) flx) =+, glo) =x+ 1 &) flx) =x+ 1, glx) == f) flx) = 37, gla) = x + 2
g) fl) =x+ 1, glx) = 2° h) fla) =+, glx) = 5* i) fla) =\, gl) = 4°

122
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Indicador de logro:

1.4 Determina la ecuacion de la composicidn de dos funciones.

Secuencia:

La composiciéon de funciones se estudia en dos
clases, en la primera se determina la ecuacion de
la composicién y en la siguiente el dominio de la
composicion. La ecuacion de la composicidn es el
resultado de evaluar una funcion en otra. Asi que-
da establecida la composicion como una opera-
cion entre funciones reales.

g

Solucion de problemas:
a) flx) = 4x, g(x) = 3x
(fog)(x) = 12x

c)fix)=Vx+1,8x)=x-4
(fog)(x) =Vx -3

e)flx)=x+1,g(x)==

(fog)(x) =+ +1

g) flx)=x+1, g(x) = 2*
(feg)lx)=2"+1

i) fle) =\x, glx) =4
(fog)(x) = Vav =~22r =27 = 2

Posibles dificultades:

Para determinar la ecuacion de una composicion
se debe evaluar una funcion en otra en el orden
adecuado, pues como se muestra en el Ejemplo al
evaluar en distinto orden se pueden obtener fun-
ciones diferentes.

El Problema inicial también se puede resolver ha-
ciendo uso de la multiplicacién, en el caso que un
estudiante presente una solucidn con este razo-
namiento se debe aclarar que no todas las com-
posiciones se pueden efectuar de esta manera. D

\_

b) flx)=—x+2, glx)=x+5
(feg)(xx) = —0c =3

d) fle) =, glx) =2+ 1

(fog)(x) = —

x+1

f) flx) = 3%, glx) =x +2
(fog)(x) = 3*+2

h) flx) = =, glx) = 5*
(fog)() = &=

En esta clase solo se trata como tal el hecho de evaluar
una funcidn con otra, de aqui que el indicador de logro se
refiera a determinar la ecuacién de la composicidn, pues
la funcién composicion quedara bien definida al calcular
su dominio en la siguiente clase.
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1.5 Dominio de la funcion composicion*
Problema inicial
Se tiene la grafica de las funciones f: [0, o[ — [0, 0[; x —Vx ¥y & R—R;x —x —1.
y y
2 bl
Ds= [0,00[ ¥ = flx) Dg=]R ¥y =8(x)
Ry = [0, oof ' Re= R !
o 1 3 3 X o A 2 3 X
La composicidn esta definida como (fog)(x) = flg(x)), es decir g(x) se evalla en f{x). A partir de esto, realiza
lo siguiente:
a) Determina el intervalo de los valores que puede tomar g(x) para que f(g(x)) esté definida.
L b) éCudl es el intervalo de valores que debe tomar x para que g(x) esté en el intervalo del literal anterior?
Solucién
a) Los valores que g(x) puede tomar deben estar en el domino de f{x).
Por lo que el intervalo que se pide es [0, oof.
b) Se determina el intervalo a partir de la gréfica.
y y En la funcién g(x) los valores del in-
tervalo [0, o[ se obtienen al evaluar
2y =) - y=8 los valores del intervalo [1, co].
1 1
L ] L Por lo tanto, x debe tomar valores
Lo 1 2 3 % T ol /12 3 '* enelintervalo [1, o[ para que g(x)
- / esté en el intervalo [0, .
Definicion
El dominio de la composicidn de f y g esta dado por el conjunto: Dy, = {x € D, | g(x) € Ds}.
El dominio de la composicion de funciones (fog)(x) son los valores que pertenecen a D, (el dominio de g(x))
tal que g(x) pertenece a D(el dominio de f(x)).
Ejemplo
Utilizando las funciones: f{x) = yx — 9, con dominio D= [9, o], y g(x) = 3x, con dominio D, = R, encuentra
el dominio de la funcién compuesta (fog)(x) = flg(x)) =v3x - 9.
Se tienen los dominios Dy = [9, o[ y D, = R. Para determinar Dy, = {x € D, | g(x) € Dy} se tiene que g(x) es
un valor de Df={x € R |x = 9} si se cumple que g(x) =9, sustituyendo se obtiene 3x>9, por lo
que x = 3 entonces Dy.g = {x € Dy | x = 3}. Por lo tanto, Dyg = [3, oo|.
Problemas,\:
Determina el domino de la composicién de funciones (fog)(x):
a)fRﬁR b)f [3IOO[_)[_1100[ C)f [_1100[_>[_1100[ d)f [0,00[—>[0,00[
x—3x+1 x—x*—12x+35 x—x2-1 x—x
gR—R g:[0, o[ — [0, oo] g R-{0}—R-{0) g R-{0}—R- (0}
x—2x+4 x—x x— x—=
J
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Indicador de logro:

1.5 Determina el domino de la composicién de funciones utilizando la definicién.

Secuencia:

Ahora se estudia el dominio de la funcién com-
posicidn, esto permitira al estudiante determinar
el dominio de otras funciones que no se han es-
tudiado como tales pero que pueden obtenerse
como composicion de funciones conocidas. Si el
Problema incial resulta muy dificil para el estu-
diante, puede explicar el primer literal.

\_

Solucion de problemas:
a)fR—R
x—3x+1
gR—R
x—2x+4

Dre={x€R|g(x)ER}=R

c) f: [-1, o[ = [-1, oo
x—x>-1

g:R-{0}—R-{0}

y=8(x)

®

El Problema inicial plantea determinar el dominio
de una composicion de funciones en dos pasos.
La Solucién presenta un método grafico para de-
terminar el dominio de la composicion. Mientras
que el Ejemplo expone un método algebraico en
el que se utilizan intervalos y desigualdades.

- J

b) f: [2, e[ = [-1, oo

XxX—x*—6x+8
&[0, 00[ = [0, o]
x —x

Yy J

7~ a~

¥ =/flx)

N W
w B

y=8)

_______

-
N

o
-
~
w
e ——
a1
@

Fe de errata: en el problema del Libro

de Texto hay que corregir la funcién f
por los datos

fi[2, o[ = [-1, o]
X —x?—6x+8.

d) /2 [0, o[ — [0, oof

x —x
g R-{0}—R-{0}
x_’l
Dr= [0, o[, D¢ = R - {0}
1
DM=&eR-mH;20}
%20$x>0

= Dpg =10, 0o
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1.6 Funcidn inversa
Problema inicial
Dadas las funciones f(x) = 2x + 2 y g(x) = %x — 1, efecttia las composiciones:
a) (feg)(x) b) (go/)(x)
Solucién
a) (fog)(x) b) (ge/)(x)
(fe8)(x) = flg(x)) (goN(x) = g(f(x))
=2(g(x)) +2 = H2x+2)-1
1
=2(3x0-1)+2 =x+1-1
=x—-2+2 =X
=x Por lo tanto, (gof)(x) = x.
Por lo tanto, (fog)(x) = x.
Definicion
Sea f: A— B una funcién, si una funcién g: B— A cumple las condiciones:
1. (fog)(x) = x, para todo valor x en B. 2. (gof)(x) = x, para todo valor x en A.
Entonces a g se le llama la funcién inversa de f'y se denota por f .
La funcién inversa f=* cumple (f o f )(x) = f{f *(x)) = x, asi para encontrar la ecuacion de la funcién inversa
se despeja y de la ecuacién f(y) = x, donde y = f (x).
Ejemplo
Obtén la funcién inversa de f{x) = 2x + 2.
Escribe la ecuacion = ﬂy) =X A la funcién h(x) = x se le denomina funcién identidad.
evaliayen flx)=2x+2 > 2y+2=x, Para una funcién I: A— B, la funcién identidad cumple
1 las siguientes condiciones:
al despejar y se obtiene: = ==x-1.
pejary Y2 1.Si h: B— B; x — x entonces (hol)(x) = (x).
Por lo tanto, f—l(x) - %x_ 1. 2.Sih: A— A; x — x entonces (loh)(x) = I(x).

<
Problemasw

1. Determina la ecuacién de la funcion inversa de las siguientes funciones.

a)fR—R b)fR—R c)ffR—[1, o0 d)fR-{0}—R-{0}
x—5x—-1 x—x x—(x-2)*+1 x—%
e)fR-{1}—=R-{1} f)f:[0, o[ —[0, oo 8) f: [0, oo[ = [1, o[ h) f: [1, oo[ — [0, oo[
xﬁﬁ;_i x—\x x—xt+1 x— (x—1)2

2. Comprueba con la composicidn de funciones, que la funcidn encontrada en cada literal del problema
anterior es la funcién inversa. e e Y

®

/
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Indicador de logro:

1.6 Determina la ecuacion de la funcidn inversa de una funcion dada.

Secuencia:

En primer lugar se estudia la ecuacién de la funcién
inversa, esta se define con base en la ecuacion de
una composicion de funciones. Ademas se muestra
que para esta operacidon existe un elemento inva-
riante que es la funcién identidad, asi como el cero

KIO es para la suma vy el uno para la multiplicacidn. D kcomposicién. D
Solucion de problemas:
ta)fy)=sy-1=x  1b)f)=y =2 10 /)= (=2 +1=x  1d)fiy)=5=x
y=x5 y=3\/§ y—-2=Vx-1 _1
Y=%
fHx)= gx+i fHx) = Vx fHa) = Na=1+2 .
’ f) = 3
1e) f(y) y 1 =x 1f) fly) =\y=x 1g)f(3::l)?iyz+1=x>0 1h) fly)=(y-1)=x
] se define paray > defi >1
yy_-;; - ficy_ 11) se deﬁnezp_ar:j y=>0 5 yiex-1 se i m;plall'iy\/a_c
y1-x)=-x-1 Ny =x y=vx-1 fYx)=Vx+1
222 y=x fH) =x=1
x-1 f_l(.X') = x2
2a) fif *(x)) = 5(3x+3) -1 Flflx)) = Hox-1) + 2 2b) fif *(x)) = (Vx)* = x
=x+l-l=x =x—%+%=x FHfx) =V = x

2c) fHflx)) =V(x-2)+1-1+2

[Hflx) =(Nx—-1+2-2)2+1

En el Problema inicial se comprueba que dadas las
ecuaciones de dos funciones mutuamente inversas
su composicion es la funcion identidad. En la infor-
macion adicional se muestra la funcién identidad y
su rol como elemento invariante para la operacion

2d) fif(x)) = f{f (x))

= (\r—1)2 1 1
=\(x-2)*+2 (Nx—1)+1 == =1+3%
=x-1+1=x 1
=x—2+2 ()=
=X
2e) AIf (x)) = f(flx)) 26) fif(x) = VaZ = x 2g) fif *x)) = (Nx—=1)+1
x+1 2 =x-1+1=x
+ -1 = 2 —
x-1' " _x-1 f(fx)) = W) =
TSR [l = N7+ 11
L 2h) fif () = (N + 1- 1) = Vo = x
R ) = (Vx)? Aungue el rango de la funcién inversa se estu-
2% (x—1 =x diard en la siguiente clase es necesario realizar
*— 1( 2 ) la observacién que los valores de que toma la
F4f(x) = \/(x_ 1)2+1 variable y estan en el dominio de f, sobre todo
=X en los literales f), g) y h).

=x—-1+1

=X

@

En la préxima clase se relaciona la biyectividad
con la existencia de la funcién inversa.
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1.7 Existencia, dominio y rango de la funcidn inversa

Problema inicial

a) Grafica las funciones f{x) = 2x + 2 y f Y(x) = %x — 1 en un mismo plano Los puntos (a, b) vy (b, a)
cartesiano y observa que si (a, b) es un punto de la grafica de fentonces son simétricos respecto a
larectay =x.

(b, a) es un punto de la grafica de f .

b) Sea (a, b) un punto de la grafica de f, demuestra que si f posee funcién inversa f %, entonces (b, a) es un
punto de la grafica de f .

c) Grafica la funcion f(x) = x?, luego para cada punto (a, b) de f(x) grafica el punto (b, a) y dibuja la curva
que une estos puntos.

d) La curva que obtuviste en c), ¢corresponde a la grafica de una funcién?
-

Df- =R y Ry- = Dy.

<
Problemasm
En los siguientes literales determina la funcidn inversa, su dominio y su rango. Ademas grafica la funcién y
su inversa en el mismo plano cartesiano. En el literal d) realiza una restriccion de la funcién.

a)fR—R b)fiR-{-1}—=R-{0} c)f:]-o0, 0] =[O, oo dffR—R
x—3x—-2 x—

®
&

x— x? x—(x+1)?2-4

Solucién v
a) Se observa que las graficas de [y f* son simétricas respecto a la recta y = x. Por 0.2) f
lo tanto, si (a,b) es un punto de la gréfica de f entonces (b, a) es un punto de f . /
) 3 x
b) (a, b) es un punto de la grafica de fsi y solo si f (a) = b. * o
Al aplicar la funcién inversa a la ecuacion anterior se tiene f~(f (a)) = f (b). - o
Asi, por la definicion de funcidn inversa se tiene: a = f 7(b). 4
Por lo tanto, si (a, b) es un punto de la grafica de f entonces (b, a) es un punto de
la grafica de f .
ya
c) Se grafican algunos puntos (b,a): (0, 0), (1, 1), (1, -1), (4, 2), (4, -2). 2 |
Se traza la curva que une estos puntos. !
N NG B
d) La curva que se obtuvo no corresponde a la grafica de una funcién pues hay rec- -1 \\\
tas verticales que cortan en dos puntos a la curva. _2’
Definicién
Una funcién f: A— B posee funcion inversa si y solo si es biyectiva. -
De acuerdo a la clase 1.3, una funcién puede restringirse para | Lagraficadef™es v la,b)
que sea biyectiva y asi tener funcién inversa. simétrica a la de f,
con eje de sime- (b, @)
. . triay = x. il
Si (a, b) es un punto de la gréfica de f(x) entonces (b, a) es un < 5x
punto de la gréafica de f 7(x). El punto (a, b) es 2;
simétrico al punto
El dominio de la funcién inversa es el Dy p Ry L (b, a).
rango de la funcién inicial y el rango de I
la funcidn inversa es el dominio de la @ - @
funcién inicial: R~ r Dy-

/
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Indicador de logro:

1.7 Determina la funcién inversa de una funcién analizando dominio y rango.

Secuencia:

En esta clase se establece que la funcidon posee
inversa si y solamente si es biyectiva. Ademas, se
observa la relacion de simetria respecto a la recta
identidad entre las graficas de una funcién y su in-
versa. Esto se utilizara en la siguiente leccién para
relacionar las funciones exponencial y logaritmica.

_
Solucién de problemas:
a)fR—R
x—3x-2
A R—R
x—ix+2
3 3
= flx)
y/\ Y x
3
2
1 y:fl(x)
¢ > X

) f: J-00, 0] = [0, oo
x—x°
f:[0, o[ = -0, 0]
x——x

El Problema inicial, en el literal a) los estudiantes
deben visualizar la simetria entre las graficas de
las funciones y luego consolidar lo observado, en
el literal b). En los ultimos literales se comprueba
que para una funcidn no inyectiva no es posible
determinar una funcién inversa. )

N

b) f:R-{-1} — R - {0}

x—

x+1
f:R-{0} —R-{-1)

1
x—=-1
X

dffR—R
x—(x+1)?-4
fii [-1, o[ = ]-4, oo [ 174, 00[ = [-1, oo
x—(x+1)2-4 x—Vx+4-1
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1.8 Practica lo aprendido ™
1. En los siguientes literales determina la ecuacién de las composiciones (fog)(x) y (gof)(x):
a) flx) =—x +5, g(x) =—x -2 b) flx) = a? +4, glx) =—x+1
) flx)=\—x+1,8(x)=4-2 d) flx) = 2%, g(x) =x* —x
2. Encuentra el dominio de las siguientes funciones:
a) flx)=V1- a2 b) fix) = 1 c) flx) = \/1 Escribe cada funcién
x?—2x-3 x €Oomo una composi-
_ 1 e _ 2V cién de funciones.
d) flw) = |22 &) fir) =\3"-9 fflw)=3
3. Se tienen las graficas de las siguientes funciones:
2
f,(x) =9 — x2 fox) =267 =2 fx)=\2-%
y y y
4 2
2 3 ﬁ\
! 2 -2 -1 0 1 2 > X
R R R R S ! -
-1 T =2

Para cada una:

a) Determina el dominio como el conjunto de los valores donde la funcién esta definida.

b) Restringe el dominio de la funcién para que sea inyectiva.

¢) Con el dominio encontrado en b) determina el rango de modo que la funcién sea sobreyectiva.
d) Traza la gréfica de la funcidn con el dominio y el rango restringidos en b) y c).

4. A partir de las funciones redefinidas en el problema 3 realiza lo siguiente:

a) Para cada funcion determina la ecuacion de la funcion inversa.
b) Determina el domino y rango de la funcién inversa.
c) Grafica en el mismo plano cartesiano fy f .

5. Considerando los puntos P(a, b), Q(b, a) y la recta I: y = x demuestra que d(P, [) = d(Q, I).

6. Se tienen las siguientes funciones y sus inversas:

f,: [0, [ = [0, oo[; x — & f,7%:[0, 00 = [0, oo[; x —\x
f:[F1,00[ = [0, 00[;x > x+1 f,1[0,00[ = [-1,00[; x —x—1

Realiza lo siguiente:

a) Determina la ecuacién de la funcién g (x) = (f,°f,)(x).

b) Determina la ecuacién de la funcién g,(x) = (f,of,7)(x).

c) Efectda las composiciones (g,0g,)(x) y (g,°g,)(x).

d) En este caso, écudl es la funcién inversa de g (x) = (f,°f,)(x)?

e) Seanf,y f, dos funciones cualesquiera, tal que las funciones f,7, f,?, f,of,y f,"of," estén definidas.

g I
Demuestra que f,of, " es la funcién inversa de f,of,.

J

=

/
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Indicador de logro:

1.8 Resuelve problemas correspondientes a funciones biyectivas e inversas.

Solucion de problemas:

1a) (fog)(x) =x+ 7, (gef)(x)=x~-7 1b) (fog)(x) = x* = 2x +5, (gof)(x) =—x*-3
1c) (fog)(x) =\x2 -3 , (gof)(x) =x +3 1d) (fog)(x) = 2%, (gof)(x) = 4* - 2*
En cada literal del problema 2 se tiene f(x) = (f,of,)(x)
23) fy(x) =, fi{x) = 1= 2b)fx) =2, ffx) = 22— 203 2¢) £,(x) =\, fx) = £
3f1<=1[0, 020[ o Dy, = R - {0} Dy, = [0, oo
<l-x=x=< 2 _ _2 =
x*=-2x-3=0 :>OS%:>O<x
=>-1<x<1 = (x=3)(x+1)= 10, eof
=>x=3,x=-1 = Dr=]0,
= 0= = Dy=R-{-1, 3}
20) f(0)= L =22+t 28N =\ fifx) =379 2f) flx) = 3
Dy, =10, oof Dr, = [0, o[ Dy =10, oo
0<3*-9=32<yx El estudiante debe utilizar las técnicas de
0<at+1 desigualdades vistas el afio anterior. En
=>D/=R Dr=[2, oof el literal 2b) también se puede escribir la
respuesta como union de intervalos.
3a) Dy, = [-3, 3] 3b) Dy, = [0, 3] 3c) Ry, = [0, 3] 3d) Ver solucién
Dy, =]-o0,-1] U [1, oo[ Dy, = [1, oo R, = [0, oo del problema 4.
Df3 = [—2, 2] Df3 = [Or 2] Rf3 = [0, \/E]
4a) f,M(x) =\9 - x2, 4a) f;}(x) = |5 + 1 4a) f,(x) = V4 - 222,
4b) Dfl—l = [O, 3], Rfl—l = [O, 3] 4b) szfl - [O, OO[, Rf{l - [1, OO[ 4b) Df3—1 = [0’ \/E]’ Rf371 = [01 2]
4) N 4¢) yp 4c) I
3 4 2
2 ; 1-\
Y=F) = L \y:ﬂ(x)
Y=t A 3
' 2 S 1o 1z %
o1 s X 1 -1
1 3 3 & X _2
5. d(p J)=-J2=bl __1b-al _4q ' >
-d(P )= T+ 1) N =g =d(Q, ) La solucién del problema 4 depende de la restriccién en el problema 3.
6a) g,(x) = (f,of,)(x) = (x + 1)% 6b) g,(x) = ( f,of ) (x) = x— 1.

6¢) (g,°g,)(x) = x, donde x > 0y (g,°g,)(x) = x, donde x > -1.  6d) g,(x) = ( fz‘lofl‘l)(x) =+/x—1.
6e) (( f,of,)o( £, of,NNx) = (fLof,)(f, o f, ) (x)) = (FLof 0,7, 7H)) = £, (57, (%))

= f,(f}(x)), por ser f, y f,* inversas entre si.
- -1 .
=X, por serf yf1 Inversas entre si. En el problema 3b) la restriccion
También se cumple que ((f,"of,")o( f,of,))(x) = x. del dominio no es la tnica.
Por lo tanto f,'of ™ es la funcién inversa de f, of..
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Funcion logaritmica

2.1 Definicion de logaritmo

Problema inicial
¢Qué valor debe tomar el exponente x para que se cumplan las siguientes igualdades?

a)2v=8 b) 3*=5
Solucién .
a)2*=8 b) 37 =5
2*=23 seescribe 8 como potencia de 2 3*=2771
x=3. 3*= (3% Se escribe como potencias de la
misma base
Por lo tanto, x = 3. 3r=33
x=-3.

Por lo tanto, x =—3.
Definicién
Sean a, b y x nUmeros reales tal que b > 0, a > 0y a # 1, se define el
logaritmo base a de un nimero b como sigue:

logb=x<a*=b

Significa que el logaritmo es el exponente al que se debe elevar el nime- /

ro a, llamado base, para obtener el niimero b. S Iog: - x
Ejemplo
En el Problema inicial se tiene que
a) 2°=8 < log,8 =3y se lee el logaritmo base 2 de 8 es igual a 3. argumento
% logaritmo
51 1 __ ; 1 ; _
b)33= 7 & Iog327 =-3y se lee el logaritmo de > base 3 es igual a 3. base
Problemas;
1. Escribe como un logaritmo cada una de las siguientes potencias.
2 = 4 — -1 — i -2 — i
a)2’=4 b)34=81 c) 10 =10 d) 4 =16
1 3
e)22=12 f) 252 = 125 g) 25 =32 hy2i=-_L
32
2. Escribe cada logaritmo como una potencia.
a) log,64=6 b) log,25 =2 c) Iog% =-1 d) Iog32—17 =-3
_5 a=_ 1 3 1 1
e)log,32 = 5 f) log,V3 = 7 g) |og4\/§ =7 h) |0g2\/_5 =-3

& )
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Indicador de logro:

2.1 Expresa igualdades de potencias como igualdades de logaritmos y viceversa.

Pccuencio: |

En la unidad anterior se estudio la potencia donde
el exponente es cualquier numero real. Ahora se
estudia la definicidon de logaritmo de un niumero
a partir de la potencia de un nimero real positivo
diferente de 1.

N J

Solucion de problemas:

1a) log,4=2 1b) log,81=4
1le) log V2 = L 1f) log 125 = E2
2 2 25 2
2a) 2°= 64 2b) 52=25
5
2e) 4% =32 2) 3 =473

Propésito:

En el Problema inicial el estudiante debe deter-
minar el valor del exponente que cumple la ecua-
cion. Este proceso sera util posteriormente, para
determinar el logaritmo de un niumero. En los Pro-
blemas el estudiante debera relacionar las defini-

ciones de potencia y logaritmo.

- J
1 1
1c) Iogml—0 =-1 1d) |°g41_6 =-2
1g) log, /4 = 2 1h) log, == -3
2)57=1 2d)37= o
: !
2g) 4 =8 2h) 27 =75
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2.2 Logaritmo de un nimero
Problema inicial
1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:
1
a) log,16 b) Iog3§
2. Demuestra que Iogaa‘f =¢c,cona>0ya#l.
Solucién
1. a)log,16 b) |og3%
Sea x =log,16 Seax = Iog%
x=log,16 & 2*=16 se aplica la definicién de x= Iog% o 3 =% se aplica la definicién de
logaritmo, logaritmo,
©27=2*% seresuelve la ecuacion, & 3 =% se escribe 9 como potencia
de 3,
& x=4. i
& 3*=37 se reescribe con exponente
negativo,
S x=-2.
2. Se tiene que x = log a° & a* = a°. Por lo tanto, x = c.
Conclusion
Calcular el valor de un logaritmo x = log b es encontrar el valor del exponente x que cumple a* = b.
De manera general para encontrar el valor de un logaritmo se realizan los siguientes pasos:
1. Se escribe como potencia log b =x < a* = b.
2. Se resuelve la ecuacién a* = b.
a'=asloga=1
i
Si b = a‘ entonces log b = c; por lo que, log a°=ccon a>0ya#1.
Ejemplo
Encuentra el valor del logaritmo log,64.
Solucién 1
Sea x = log,64 entonces x = log,64 © 4'=64 & 2*=2°2x=6&x=3.
Solucién 2
Utilizando la propiedad log a“ = c: log,64 = log,4° = 3.
Problemas Z
Determina el valor de los siguientes logaritmos:
a) log, 10 b) log,1 c) log,2'® d) log,32
e) log,81 f) Iog%% g) log 4 h) log, 125
i) log1—~ j) log, = k) log 1)
22 343 ) 08,5 log19
J

22

Sugerencia metodoldgica




Indicador de logro:

2.2 Calcula el logaritmo de un numero expresandolo como potencia.

Secuencia:

Se presenta el proceso para determinar el valor de
un logaritmo a través de la definicion, que involu-
cra la resolucion de ecuaciones exponenciales y se
tiene la alternativa de escribir el argumento como
potencia cuya base sea la base del logaritmo.

\_ J

Solucion de problemas:

a)log, 10=log, 10'=1
c) log,2'® = 100
e)log,81=log,9°=2

g)x=log4 & 8=4

S (2%)=22
S 2=
& 3x=2
=2
e x=3
i)x=logim e (1)L
242 _\/z
1
=) -1 x=_1
(2=
& 2%=27
& —x=-1
T2
1
S x=3
k)x=|og4%(:> 4x=%
© (27)=2"
© 27=2"
& 2x=-1
-1
e x=-3

Propésito:

El numeral 2 del Problema inicial permite simplifi-
car el proceso para determinar el logaritmo de un
numero pues utiliza Unicamente la descomposi-
cion en factores, la desventaja de esta propiedad
se presenta cuando la base es una fraccién o es
mayor al argumento del logaritmo, por lo que en
ktaI caso es mejor proceder con la definicion. )

b) log,1=10g,3°=0

d) log,32 =log,2°=5
1_ 1\* _

f) Iog%z- Iog%(i) =2

h) x=108,.125 < 25v=125

& (5%)=53
o 52x=53
S 2x=3
=3
(=4 X = 2
. 1
j)leoggﬁ@ 3x=\/i§
= 3x=il
32
f—3 3x= 3_%
=-1
S X= 2

) x=log9 & (3) =9

& (371)=32
&S 37%=32
&S —x=2

= x=-2
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2.3 Propiedades de los logaritmos*
Problema inicial N
1. Compara el resultado de la operacidn y el logaritmo para cada uno de los siguientes literales.
a) log,4 + log 8y log,32 b) log,8 —log,4ylog,2  c)3log,4ylog,4*> d)log,8%ylog4>
2. Demuestra las siguientes propiedades.
a) log M +log N =log MN b) log M —log N = Iogaﬂ—z\{
c) blog M = log M® d) log M = log N & M=N
Solucién
1. a) log,4 + log,8 = log 2% + log,2* y log,32 = log,2° b) log,8 —log,4 = log,2* —log, 2’y log,2 = 1
=2+3 =5 =3-2
=5 =1
Por lo tanto, el resultado es el mismo. Por lo tanto, el resultado es el miero.
Se observa que log,4 + 10g,8 = log (4 x 8) = log,32.  Se observa que log,8 — log,4 = Iogzz =log,2.
c) 3 log,4 = 3log,2’ y log 4* = log,(2?)® d) log,8°=10g,2° y log,4* = log,2°
=3(2) = log,2° =6 =6
=6 =6
Por lo tanto, el resultado es el mismo. Por lo tanto, el resultado es el mismo.
Se observa que 3log,4 =log,4* = 6. Se observa que 8% = 43,
2.Sean x=log My y =log N, por definicion se tiene M =a*y N = o’.
a) Se tiene el producto MN = a*a” = a**” b) Se tiene el cociente A—A{= Z—z =g
Al escribir como logaritmo: log MN =x +y Por definicion de logaritmo Ioga% =x-y
Por lo tanto, log MN =log M +log N. Por lo tanto, Iogaz‘—z\{ =log M —log N.
c) Se tiene la potencia M? = (a¥)? = a®* d) En este caso x = log My x =log N
Se reescribe como logaritmo bx = log M" Entonces M =a*y N=a*
Por lo tanto, blog M = log M. Por lo tanto, M = N.
Conclusién
Sean a, M y N numeros positivos con a # 1, los logaritmos cumplen las siguientes propiedades:
_ _ M Observa:
1.log M +log N =log MN 2. log M —log N = Iogaw (log,4) = 2° = 8 y log,° = 3log,4 = 3(2) = 6.
Se tiene que (log,4)* # log,4°.
3. blog M = log M" 4.log M =log N < M=N | Porloque, engeneral, (log M)’ # log M
b ]
Problemasw
Efectla las siguientes operaciones.
a) log,2 +log,8 b) log 12 + log,18 c) log,96 —log,3 d) log,6 — log,24
12 E) 11 2 5 _os 2 3 _og 12
e) log, -+ Iog23 f) Iog354 + Iog333 g) Iog37 Iog321 h) Iog410 log, s
i) 3log,3 + log,243 j) 5l0g,8 + 3log,32 k) 2log,54 - 3log,18 1) 2l0gz12 - 2l0g218
& )
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Indicador de logro:

2.3 Efectua operaciones de logaritmos utilizando sus propiedades.

Secuencia:

Ahora se efectuan las operaciones entre logarit-
mos que seran utiles en la resolucion de ecuacio-
nes logaritmicas. La propiedad en d) hace referen-
cia a la inyectividad del logaritmo como funcion.

o J

Solucién de problemas:

a) log,2 +log,8 = log,16 = log,4* =2

c) log,96 —log,3 = Iog293—6
=log,32
=log,2°
=5

e) Iogzls—2 + Iogzg =log,4=2

6 2
g) Iog37 - Iogaz =log,9
= log,3’
=2

i) 3log,3 + 10g,243 = log,3* + log,3°
= log,3°
=log,9*
=4

k) 2log,54 — 3log,18 = log,54° — log,18°

Propésito:

El Problema inicial aborda las propiedades de lo-
garitmos para un caso particular y para el caso ge-
neral. Las propiedades se han escrito en la Conclu-
sidn de tal manera que sea inmediato aplicarlas
en los Problemas.

N J

b) log,12 + log 18 = log (2> x 3 x 2 x 3?)
=log,(2° x 3%)
=log 6°
=3

d) log,6 - log,24 = Iogzi

1
= Iogzz
=log,27?
==2

11 2 _los L= - - _
f) Iog354+log333-Iog381-log33 =—4

h) Iogaf—o— Iog4%= Iogé

= log,[(2)7]
= Iog44'%
3

2

j) 5log,8 + 3log,32 = log,(2°)° + log,(2°)°
=log,2" +log,2"
=log 4"
=15

1) 2l0g212 - 2l0g218 = logz12” — logz18?

2 122
= Iogz% = Ioggﬁ
_ | 22 x 36 - Iog224x32
=log, 23 x 36 En h) también es valido utilizar la de- 322 x 34
1 finicion para determinar el logarit- - Ing(E)z
= |0323 mo que resulta de la operacién. 3\3
=-1 =2
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2.4 Cambio de base de un logaritmo*

Problema inicial

& ¢Cémo calcularfas el valor de log,5 utilizando el logaritmo | L@ mayoria de calculadoras cientificas solo permi-
ten encontrar el valor de logaritmos de base 10y e.

?
base 10 L El nUmero neperiano: e = 2.718281828459045...
Solucién
Sea x = log,5. Entonces:
2*=5 por la definicion de logaritmo, -
. . . El logaritmo base 10,
log 2*=log 5 se aplica logaritmo a ambos lados de la igualdad, usualmente, se denota
xlog2=log5 utilizando propiedades de logaritmo, sin la base: log,ja = loga.
_log5
X = m .

Se utiliza la calculadora para determinar el cociente:

[ log ] & [ = Pantalla de la calculadora

Por lo tanto, log,5 = 2.321928095... [lns 5+ los 2 ]
2 321928095
Definicion
Sean a, b y ¢ nimeros positivos tales que a # 1y ¢ # 1. Se denomina cambio de base a la igualdad:
log b
! ab " loga
Ejemplo
1. Demuestra la propiedad del cambio de base para 2. Calcula el valor de log,8. En este caso no es
c=10. necesario utilizar la
. . calculadora.
Se tiene que x=log b & a*=b. Se utiliza c = 2.
_log,8 log2® 3
Se aplica logaritmo base 10: log a* = log b. log,8 = log,4 ~ log,2” ~ 2

) ) ) Por lo tanto, log,8 = % .
Se aplica la propiedad del logaritmo de una poten-

ciaxloga=logb. Se puede utilizar cualquier base.
log,8 log,2* 3log,2 3
... _logb log 8§ == =—"3_ = 5- ==,
Se despeja x: x = Tog @’ loga#0yaquea=1. 84 log,4 ~log,2> ~ 2log,2 ~ 2
. log b
Por lo tanto, se tiene que Iogab =Toga

£
Problemasw

1. Simplifica los siguientes logaritmos con la propiedad de cambio de base.

1 1 Observa que el argumento del
a) log,32 b) |0g4§ c) log ;3 d) |0g4T2 logaritmo y la base son poten-
1 cias de una misma base.
e) log127 f) log13 g) log1v8 h) log} 1=

& 2. Calcula el valor de los siguientes logaritmos.
1 Utiliza ¢ = 10.
a) log,24 b) log,3 c) log:5 d) log:\2

137

/
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Indicador de logro:

2.4 Utiliza la propiedad del cambio de base de un logaritmo para calcular el logaritmo de un nimero.

Secuencia:

Se introduce la propiedad del cambio de base que
sirve para calcular otros logaritmos sin utilizar la
definicidn de logaritmo explicitamente. Debera in-
dicar cdmo puede iniciar el proceso si el estudian-

kte no puede resolver el Problema inicial. )

Solucidn de problemas:

log32 log2° 5

1a) log,32 = ‘log,4 " log,2? =2
1

_logy3 _log32 5 1, _1_1_1
1c) Ioggﬁ-w- og3r = 2°37%257%3°7

_log,27 log3® 3
le) logi27 = Iogé = —’?_|0g33—2 =-3

_ Iog\/§_ IogZZ% _ i _.3
1g) |03§\/_‘ IogZ% “log2?T 27 4

log24

2a) log,24 = fog? = 1.97463...

log5
2c) logi5 =—7 =-2.32192...

log>

Propésito:

En el Problema inicial es necesario usar la calcula-
dora, mientras que en el Ejemplo se muestra otro
caso en el que no se utilizard debido a que la base
y el argumento del logaritmo son potencias de
kuna misma base. )

1
1 _logg log2®
1b) |0g4§ “loga " log2” T2

1 _ 1 _log22 -3 1
1d) |°g4T2 =log,272= logizz 5 =7
_log.3 log.3 1
1f) log 13 = Iog321 log,3” ™~ 3
1h) | loga2-5=l082! 732
) logir==log1273= log,° - 3-9
1_log3
2b) Iog2§ = Toga = -1.58496...
2d) log:v2 = ':’g—? =-0.31546...
083

Los estudiantes también puede utili-
zar la aproximacion hasta las centé-
simas.
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2.5 Definicion de la funcidn logaritmica y su grafica

Problema inicial
1.a) Utiliza la siguiente tabla para graficar la funcién

f(x) = log,x.
101
x|\ 73 1121 4
Y

b) Determinasila funcién f(x) = log x es creciente
o decreciente.

2. a) Utiliza la siguiente tabla para graficar la funcién

flx) = logux.
1)1
X Z ? 1 2 4
y

b) éla funcion flx) = log.x es creciente o
decreciente?

~

Solucién ) . .
R 1\, 1 o
1.a)Six= 7 se tiene f<4) = Iog24 =log,272=-2

. 1. 1 1 _
Six = se tiene f(i) = Iogi =log,2"=-1
Six=1setiene f(1)=log,1=1log,2°=0
Six=2setiene f(2)=log,2=1

Six =4 setiene f(4)=log,4=log,2’=2

1|1
x| 7|7 112 4
y|-2|-1]0|1]2
Se traza una curva sobre los puntos obtenidos.
Yy
IogzbZ

1
log,a
¢

€

0

-1

—2

R

b) Si 0 < a < b, entonces log,a < log,b.
Por lo tanto, f(x) = log,x es creciente.

Deﬁnicic’m

La funcién logaritmica se define como sigue f: ]0, o[ = R
x —log x

donde a es un numero positivoy a # 1.

La monotonia de la funcién f(x) = log  x se describe a continuacién:
2. f(x) = Es decrecientesi 0 < a < 1.

1. Es creciente sia > 1.

Problemas A
Grafica las siguientes funciones logaritmicas.
a) flx) = log,x b) f(x) = log x

@

2.a)Six= % se tiene f(%)= Iog%% = Iog%(%)z =2

.1 . 1\ _ 1_ 1_
Si x =5 se tiene f(i) = Iog%2 = log1 >=1
) , 1\0
Six=1setiene f(1)=logil= Iog%(i) =0
. , 1\-1
Six=2setene f(2) =log:2 = Iog%(i) =-1
. , 1\-2
Six =4 setiene f(4) =logi4 = Iog%(i) ==2
101
x| 7|3 112 ]| 4
yl2|1]0]-1]=2

Se traza una curva sobre los puntos obtenidos.

y=logx

b) Si 0 < a < b, entonces logia > log:b.
Por lo tanto, f(x) = logix es decreciente.

Un logaritmo estd bien definido si el
argumento es positivo.

La grafica de f(x) = log, x pasa por
los puntos (1, 0) y (a, 1).

c) flx) = log1x d) flx) = log1x

/

54
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Indicador de logro:

2.5 Grafica funciones logaritmicas utilizando tabla de valores y colocando puntos en el plano cartesiano.

Propésito:
Se estudian las graficas de las funciones logaritmi- En el Problema inicial se utiliza la ubicacién de
cas. La razon de utilizar solo argumentos positivos puntos en el plano para graficar la funcidn loga-
viene de la definicion en la cual se escribe el loga- ritmica. A partir de la definicidn de logaritmo se
ritmo a partir de una potencia con base positiva. obtendrd el dominio de la funcidn, la monotonia
se obtiene a partir de la grafica y se establecen
puntos caracteristicos de la funcion en la informa-
cién adicional de la definicion.

\_ AN J

Solucién de problemas:

b) 1

a) 1 1 1
x 9| 3| 1309 x || 711 4 | 16
y -2 | - 0 1 2 Y -2 | 1 0 1 2
y N
~ I o) L 4
R fla) =3 5 flx)
1 1
€ > X
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ¢ >
4 20/ 2 4 6 8 10 12 14 16
: g
_3 _2
h W
) 1 1 d) 1 1
x 9 | 3 1 3 9 x T | 7 1 4 | 16
y 2 1 0 -1 | =2 Y 2 1 0 -1 | =2
3 2p
2o 1\
1] e
I e e N 20 4 6 8 10 12 14 16 ° X
-1 ° —1
_2 ° _2
v flx)=4*
Vv
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2.6 Relacion entre las funciones exponencial y logaritmica
Problema inicial
1. Grafica en un mismo plano cartesiano las funciones f(x) = log,x y g(x) = 2°y observa que si (a, b) es un
punto de f entonces (b, a) es un punto de g.
2. Efectua las composiciones:
a) flg(x)) b) g(f(x))
Solucién
1. La funcién f{x) = log,x se graficé en la clase anterior y la funcién g(x) = 2 se graficé en la clase 2.1 de la
unidad 4.
y
s fle)=logx | glx)=2
3 (41 2) (21 4)
(2,2 y = flx)
? @2) (2,1) (1,2)
(=1, %) (0, 1)
g . (1,0) 0,1)
2N\-1 ¥ a7
1 1
(37) (+3)
1 1
: @2 | (23)
2. Efectla las composiciones:
a) flg(x)) i{(zx)zx b) g(fx)) ifl(olgoxgzx) Por la definicién de
=108, —e logaritmo a8~ = x.
=x =x
Conclusién
1. Las funciones y = log x y y = a* son simétricas respecto a la recta y = x, A )
dondea >0ya#1. =|g®
2. Para dos numeros reales a y b con a > 0y a # 1 se tiene que (b, )
|0gaab =bya<eb=b (con b >0). 0, 1) y =log x
3. La funcidn logaritmica es la funcién inversa de la funcién exponencial. :'/ wh > X
f:R —]0, 00 f10,00[ — R ves
x —a” x — log x
4. y = g* tiene como asintota horizontal la recta y = 0, haciendo uso de la simetria se obtiene que
¥ = log x tiene como asintota vertical la recta x = 0.
5. El dominio de la funcidn logaritmo es el rango de la funcién exponencial: ]0, oo[.
El rango de la funcidn logaritmo es el dominio de la funcién exponencial: R.
6. La funcién logaritmo, al ser la inversa de la funcién exponencial, es una funcidn biyectiva.
Problemas Z
Para cada funcién escribe su funcidn inversa y graficalas en el mismo plano cartesiano.
a) ﬂx) = I0g3x b) ﬂx) = Iog4x c) f(x) = f(%)x Recuerda que (%)x =4~
J
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Indicador de logro:

2.6 Determina la funcién inversa de una funcidn logaritmica o exponencial.

Secuencia: Propésito:

El logaritmo se definid como tal para que sea la En el Problema inicial se observa la simetria res-
operacion inversa de la potencia. En esta clase se pecto a la identidad entre las funciones exponen-
observa la relacion de funciones inversas (sime- cial y logaritmica, luego se comprueba la relacién
tria, composicion de funciones, dominio y rango) inversa por medio de la definicidn, en la que se
entre las funciones exponencial y logaritmica. debe tener claro el concepto de logaritmo. En los

Problemas se sugiere retomar los graficos de las
funciones logaritmicas y aplicar la simetria res-

pecto a la recta y = x para graficar su inversa.
\_ VAN W,
Solucion de problemas:
a) f(x)=log.x b) flx) = log,x
fHx) =3 fHx) =4
a~ y=X -
y9 vk I h=fw r
4
8
; 3
6 2
> 1
4 / /:m
3 o > 3 1 %
2 x =l -1
‘__/)’ -2
F-2 -1 Y3 3 4 5 6 7 8 8 % 3
=1
_2 N

<
[l
2

7~
-,
N
w
~

-1
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2.7 Ecuaciones logaritmicas, parte 1

Problema inicial
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones y comprueba las soluciones encontradas.

a) |0g2x =3 b) Ioga(x -1)=2 Verifica que el argumento del logaritmo es positivo al sustituir los valo-
c) |0g5xz =4 d) |086(3x(x +1))=2 res encontrados.
Cuando se trata con logaritmos se consideran solo las soluciones reales.
Solucién
a) Se utiliza la definicion de logaritmo: b) Se utiliza la definicion de logaritmo:
logx=3ex=2©x=8. log(x-1)=2ex-1=3ex-1=9 o x=10.
Como 8 > 0 entonces, x = 8 es solucién de la Se verificaque 10-1=9> 0.
ecuacion. Por lo tanto, x = 10 es solucidn de la ecuacidn.
c) Se utiliza la definicidn de logaritmo: d) Se utiliza la definicion de logaritmo: 3x(x + 1) = 62
log.x*=4 < x*=5° Se resuelve la ecuacién:
& x =152 3x2+3x-62=0=3(x+4)(x-3)=0
& x =125 Sx=—-4o0x=3

Verificando si x =—4, 3(-4)(-4 + 1) =36 > 0.
Six=3,3(3)(3+1)=36>0.

Por lo tanto, x = -4 y x = 3 son soluciones de la

ecuacion.

Se verifica que (£25)? > 0.
Por lo tanto, x = 25 y x = —-25 son soluciones
de la ecuacion.

Conclusion
Una ecuacion logaritmica es una ecuacion en la cual aparece la variable x en el argumento del logaritmo.

Para resolver una ecuacion de la forma log, M = b, donde M es una expresion algebraica de variable x, se
resuelve la ecuacion a’ = M que se obtiene al aplicar la definicién de logaritmo: log, M = b < a® = M.

Luego se verifica si las soluciones encontradas satisfacen la condicién del argumento M > 0.

Ademas, las ecuaciones exponenciales pueden resolverse aplicando logaritmos:

a=beloga*=logb © xloga=logb 4:)x=:g§2
Ejemplo
Observa la siguiente solucién:
B7°=2c log7*=log 2  xlog 7=log 2 & x = :g:; & x=2.80735...
<
Problemasu
1. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a)logx=4 b) log,(x+1) =5 c)log,x*=6 d)log.x*=6
e)logx= -2 f)log,(2x +1)=-1 g) log,x* =2 h) log,(x*+4) =3
i) log (x(20 - x)) = 2 j) log,(x(13 — x)) = 2 k) log (x(xc +3)) = 1 ) logyx = 5
2

B 2. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a)9*=15 b)2**1=13 c)5%*°1=1953125

& )
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Indicador de logro:

2.7 Resuelve ecuaciones logaritmicas, aplicando propiedades de potencias.

Secuencia:

Posibles dificultades:

Se presentan las ecuaciones logaritmicas en las
gue se utiliza la definicion de logaritmo y la reso-
lucion de ecuaciones lineales y de segundo gra-
do. En esta clase, la aplicacién de la definicidn de
logaritmo es el primer paso para resolver dichas
ecuaciones. Se presenta ademas la resolucion de
ecuaciones exponenciales utilizando logaritmos.

N

J

Solucién de problemas:
la)logx=4x=3"x=81

1c)logx’=6 & x* =2 x =18

- _ — 42 -1
le)logx= 2o x=47Sx 6
1g)logx’=2 =2 x= i%

1i) log (x(20 - x)) = 2 © x(20 — x) = 10?
S x?—20x+100=0
< x=10

1k) log(x(x +3)) =1 x(x + 3) =10
©x’+3x-10=0
Sx=-5x=2

23) =15 log9*=log 15
< xlog 9 =log 15

_log 15
cx= log 9
< x=1.23248...

2c) 5*71=1953125 & log 5% '=1log 1953125

En el literal c) del Problema inicial aunque los es-
tudiantes utilicen la propiedad 3 de la clase 2.3,
se sugiere resolver nuevamente utilizando la defi-
nicién para observar que en realidad la ecuacién
tienen dos soluciones.

N J

1b)log,(x+1)=5ex+1=2°©x=31
1d)logx*=6 = x’=3°©x=9
1f) log,(2x + 1)=—1=>2x+1=3‘1(=)x=_%

1h) log,(x* +4)=3 & x* +4 =23
S x=4
S x=12

1j) log (x(13 — x)) = 2 & x(13 — x) = 6
& x?—13x+36=0
S x=9,x=4

1
=1 (-~
1I)Iog%x—4=>x—(2) =5

2b) 2**1=13  log 2*** = log 13
S (x+1)log2=1log13
_log13
“ log 2 1
< x=2.70043...

& (2x—1)log 5 =1log 1953125

@x=l(log 1953125+1)
2 log 5
S x=5

@
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2.8 Ecuaciones logaritmicas, parte 2

Problema inicial

Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones:
a)log,x +log(x-1)=1

b) log,(2x) = log (x + 1)

Solucién
a) Se usa la propiedad de la suma de logaritmos:
log,x + log,(x — 1) = log, (x(x — 1))

sustituyendo en la ecuacion se obtiene:
log,(x(x—1))=1

se debe aplicar la definicidn y resolver:

log(x(x-1))=1¢& (x(x—1)) =21
= xX-x-2=0
S (x-2)(x+1)=0
= x=20x=-1

se verifica que el argumento es positivo en cada
logaritmo:

six=2,2>0,2-1=1>0,

six=-1,-1 < 0. No es solucion de la ecuacion.

Por lo tanto, la solucién es x = 2.

COncIusién

Para resolver las ecuaciones logaritmicas se utilizan las propiedades de los logaritmos para llevar la ecua-

cién alaformalog M= b.

b) log,(2x) = log,(x + 1)

2x=x+1 Se utiliza la propiedad:
log M =log N= M =N,
x=1 se resuelve la ecuacion.

Se evalta x = 1 en cada logaritmo
2(1)=2>0y2+1=3>0.

Por lo tanto, la solucion es x = 1.

1. Para todo My N, nimeros positivos se cumple que

a) log M+ log N =log MN
c) log M" = blog M

2. Se debe comprobar que el argumento de cada
logaritmo es positivo al sustituir los valores en-

contrados para verificar que son soluciones de la
ecuacion.

<
Problemasm

b) log M —log N = Iogaﬂ—]g
d)log M=log N & M=N

En la propiedad log MP = blog M, M debe ser un nime-
ro positivo. Si b es par se debe tener cuidado.

Ejemplo:

logx*=4 < 2logx=4<logx=2cx=3"=9

En este caso falta la solucién x =-9.

Asi, es mejor no utilizarla en la solucién de ecuaciones.

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a)log,x +log (x—2)=3
c)log,(3x) + log,(x—2)"=1
e) log,(x-3)°=6

g)log,(x+1) +log (x*—x+1)=2

b) Iog%(x2 +1)2=-2
d)log(x+1)=log(1l-x)
f) Iog%(x -2)5=-18

h) log,(x* — 6x* + 16)* = 12

132

/
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Indicador de logro:

2.8 Resuelve ecuaciones logaritmicas utilizando propiedades de logaritmos y potencias.

Secuencia:

En las ecuaciones logaritmicas que se presentan
en esta clase es necesario utilizar las operaciones
con logaritmos como primer paso, esto dara lu-
gar a una ecuacién como las resueltas en la clase
anterior. Otro paso que es necesario realizar es el
de comprobar que las soluciones encontradas no
anulan ni hacen negativo el argumento de cada lo-
aritmo de la ecuacién inicial.

Solucion de problemas:

a) log,x + log (x—2)=3= log,x(x—2) =3
> x(x—2)=8
>x=40x=-2
six=4,4>0,4-2=2>0
six=-2,-2 < 0. No es solucion de la ecuacion.
Por lo tanto, la solucion es x = 4.

c) log,(3x) + log,(x—2)"=1
= log,[3x(x—2)"]=1

3x
log,~—=1
3x  _
-2 4
3x=4(x—-2)
x=8
six=8,3(8)=24>0,8-2=6>0.

Por lo tanto, la solucion es x = 8.

Lt 4l

e)log,(x—3)’=6=>9log,(x-3)=6
= log,(x—3) = %
>x=7
six=7,(7-3)°=4°>0
Por lo tanto, la solucién es x = 7.

g) log,(x +1) +log,(x*—x +1) =2
= log [(x+1) (x¥*—x+1)]=2

= log,(x*+1) =2
= x3+1=3?
= x=2

six=2,2+1=3>0,22-2+1=3>0
Por lo tanto, la solucion es x = 2.

2 Y,

El Problema inicial presenta dos Problemas en los
qgue se deben utilizar las propiedades de los lo-
garitmos. Algunos de los Problemas a desarrollar
involucran la resolucion de ecuaciones bicuadra-
ticas y también puede ser necesario el cambio de
variable.

- J

b) logy(x? + 1)= -2 (o + 1) = (%)2

>x*+2x2+1=25
>x*=-60x’=4
=>x=20x=-2

(x*+1)?> > 0 para todo numero real x.

Por lo tanto, las soluciones son x =2y x =-2.

d)log(x+1)=log(1-x)

> x+1=1-x

= x=0,
six=0,0+1=1>0,1-0=1>0.
Por lo tanto, la solucion es x = 0.

f) log,(x ~2)° = ~18 = (x - 2)° = (%)_18

=>x—2=+{21
>x-2=%23
=>x=100x=-6
six=10,(10-2)=8">0
six=-6,(-6-2)°=8°>0
Por lo tanto las soluciones son x = 10, x = —6.

h) log,(x* - 6x* + 16)* = 12

= (¥ —6x2 +16) =212

= x*—6x°+16 =18
>x*—6x?+8=00x"—6x?+24=0
>x’=40x=2

Sx=t20x=H2

(x*—6x% +16)*> 0 para todo nimero real x.
Por lo tanto las soluciones son x = +2, x = +\2.
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2.9 Logaritmo base 10 y logaritmo natural*

Problema inicial
f# 1. Determina el valor de log 22°%°.
2. ¢Cuantos digitos tiene el nimero 22019?

Solucién
1. Se calcula log 2%°%° = 2019log 2 = 607.77956...

2. Observa el nimero de digitos de los nimeros

Observa que:

n se escribe con 1 digito siy solo si 10° < n < 10!
n se escribe con 2 digitos si y solo si 10! < n < 10?
n se escribe con 3 digitos siy solosi 102 < n < 10°

12,...,91011,12,..,99, 100, 101, ..., 999, 1000, 1001, ..., 9999, 10000, 10001...
—_— N J " SN )

1 digito 2 dl’gﬁos 3 digvitcs 4 dl'gﬁos 5 dI'gYitOS
Entonces se puede deducir que, si n es un nimero positivo: X

n se escribe con m digitos si y solo si 10™! < n < 10™

El nimero de digitos de 229 estd determinado

por el exponente m tal que

10m1 < 2209 < 10™ < log 10™! < log 22°¥° < log 10™
eom-1<log2’®<m

Del problema 1 se tiene que 607 < log 22°*° < 608.
Por lo tanto, 22°%° se escribe con 608 digitos.

Conclusién

1. El logaritmo base 10 de un nimero a se denota por log a.

2. El nimero de digitos de un nimero entero positivo a es el nimero entero m inmediatamente mayor a

log a.

3. El logaritmo natural de un nimero a es el logaritmo log a, la base es el nimero neperiano e =2.71828...,

y se utiliza la notacién log a = In a.

El logaritmo natural es muy util en el calculo infinitesimal.

Problemas;

1. éCuantos digitos tienen las siguientes potencias?
a) 32019 b) 51000

f# 2. éCudles potencias de 2 tienen 2019 digitos?

f=3. Obtener el valor de los siguientes logaritmos:

a)In2 b)In 3
c)In10 d) In%

8 11
e)ln 3 f) In 3

©

y=10"

Observa que si 10™* < n < 10™,
entoncesm—-1<logn <m,
ya que la base es 10 > 1.

c) 201929

En la calculadora utiliza la tecla
para calcular el logaritmo natural de
un nimero.

/
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Indicador de logro:

2.9. Determina la cantidad de digitos de un entero positivo utilizando logaritmo base 10y calcula logaritmo
natural de un numero usando calculadora.

Secuencia: Propésito:

Se introduce como aplicacion de logaritmos la En el Problema inicial, los estudiantes deben ob-
cantidad de digitos de un nimero entero positivo; servar la relacidn entre el logaritmo de un nime-
en ese sentido les sera util a los estudiantes la mo- ro entero positivo y el exponente de la potencia
notonia de la funcién logaritmo vista en la clase de 10 inmediatamente mayor al nimero.

2.5 de esta unidad. Si la pista no es suficiente para
contestar la pregunta 2 puede indicar su utilidad
para facilitar la solucién.

AN v
Solucion de problemas:
1a) log 32°%° = 2019log 3 = 963.3078... 1b) log 5'%° = 1000log 5 = 698.970004...
Por lo tanto 32%% tiene 964 digitos. Por lo tanto 5% tiene 699 digitos.

1c) log 20192°° = 2 019log 2 019 = 6673.07022...
Por lo tanto 2019%% tiene 6 674 digitos.

2. Sea r un numero entero tal que 2" tiene 2019 digitos entonces se cumple que
= 2018 <log 2" <2019
= 2018 <rlog2 <2019

2018 <r< 2019
log 2 log 2

= 6703.6508... <r <6706.9728...

=>r=6704,r=6705yr=6706.

Por lo tanto las potencias de 2 que tienen 2019 digitos son 26704 26705y 26706,

3a) In2=0.69314... 3b) In 3 = 1.09861...
3¢) In 10 = 2.30258... 3d) In %: -1.38629...
3e) In % =0.98082... 3f) In 13—1 =1.29928...
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2.10 Practica lo aprendido R
1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:
1
a) log 49 b) log, 2 c) Ioggg
1
d) log:1 e) log\5 f) Iog%\/—g
1 .
g) logn2 h) log 7= i) log ;2
. 1 1
j)log ;4 k) log 53 1) log 5>
2. Determina el valor de las siguientes expresiones:
a) log,2 +log 3 b) log4 + log 25 c) log,99 —log.11
28 63 48 10
d) log_4 - log,500 e) log, - +log, >~ f) log; + log, 5
15 36 4 . 15 20
g) log, =~ log,30 h) log,Z> —log-= i) log ;2> + log s 5
3. Calcula el valor de las siguientes expresiones, sin usar la calculadora.
) log, 125 b) log.49 0) log 64
log,5 log,7 log,32
E4. Encuentra el valor de los siguientes logaritmos con la propiedad del cambio de base:
1
a) log,15 b) log,6 c) Iogzg
d) log:3 e) logi> f) logs=
2 33 32
5. Grafica las siguientes funciones:
a) flx) = logyx b) fix) = logx ) flx) = logyx
6. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
7
a) log.x = 3 b) log x(x+2)=1 c) log,x(2 —3x) = -2
d) log (2x - 3) = log,5 + log,7 e)log(x—3)+log(5-x)=0 f) log (x—8)—log (x—9) =log 4
g) log (-x) —log (6 —x) =1 h) log (x —2) +log (x+3) =1 i) log,(x? +9) = 1 + log,(2x* — 33)
fd 7. Determina la cantidad de digitos de los siguientes nimeros:
a) 2350 b) 31234 C) 498765
QES. Encuentra la potencia de base 11 que se escribe con 100 digitos. ¢ Existe otra? )
S J

o
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Indicador de logro:

2.10 Resuelve problemas utilizando logaritmos.

Solucion de problemas:

1a) log 49 = 2 1b)log, 2=+ 1c) log,> = -+
1e) log,\5 = 3 1f) log == 3 1g) logi3 = —+
1i) log ;2 = 2 1j) log .4 = 4 1k) log ;5 = -2
2a) log 2 +log3=log6=1 2b) log4 + log 25 =1og 100 = 2

2d) log.4 — log,500 = Iog5125 -3 2e) Iog7? + Iog7 =log,49=2

15 1
2g) Iogzﬁ —log,30= Iog2§ =-5

log,125

3a) log,5

=log,125 =log,5°=3

4a) log 15 = 2.46497...

4d) log:3 = -1.58496...

5a) [ ¥

6a) x =2’
6d) x =19

6g) No tiene solucidn.

7a) 23*° tiene 106 digitos.

2h) Iog9 Iog945 log,81=2
log.49
3b) 125 = l0g,49 = 2

4b) log,6 = 0.86165...
4e) log:= = 0.36907...

5b) 9

2

1

le
N R NG I

=1

-2 y:

6b)x=1,x=-3
6e)x=4

6h)x=3

7b) 3124 tiene 589 digitos.

8. Sea n un numero entero tal que 11" que se escribe con 100 digitos,

=99 <log11"<100=>99 < nlog11 < 100>

99 100
<
log 11 — n< log 11

Entonces la Unica potencia de 11 que tiene 100 digitos es 11°.

®

1d) logi1 =0
1
1h) Iog217? = 9

11) Iog@E =—6

2c) log,99 —log,11=log 9 =2

2f) Iogg? + Iog8 3 =log32 =%

2i) Iog(15+log( =log;25=4
4

3¢) log 64 - log,2° - 6log 2 _5
log 32 ~ log,2>  5log2 5

4c) IogZ% =-2.32192...
af) Iogg% =-1.35691...

5¢) [

2

1
6c)x—6,x

N =

=28
6f)x—3

6i)x=5,x=-5

7¢c) 4°%7% tiene 59463 digitos.

= 95.065... < n <96.02525...
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