Funciones trigonométricas

3.1 Razones trigonomeétricas de cualquier angulo (repaso)

Problema inicial v 3
1. Se tiene la gréfica del 4ngulo 6, O es el origen, OP es el lado terminal del P, 5)
angulo 6 dibujado en posicién estandar, r es la longitud del segmentoOP. [

Escribe las razones trigonométricas del angulo 6.

2. ¢Las razones trigonométricas dependen del valor de r? — o . >x
J
Solucién
1. y+ 2. Se elige otro punto P'(x', y') tal que OP' es también
Plx, ) lado terminal de 6, como muestra la figura:
______ , y
sen ==
r y
r Se cumple que P es un punto del
o segmento OP'.
¢ > X
(o] . s
|, Sea A la proyeccién de P en el
V1 eje x y A' la proyecciéon de P' en
«— X .
O
______ s, 5) | el eje x.
| cos 6 = %
r/ i Se cumple que APOA ~ AP'OA', por critero AA de
g | semejanza de tridngulos.
: > X
O —
J Si r' = OP', entonces de la semejanza se tiene que
\ Yy I Yy
y senG-r—r., cosB-r-r. ytanG-x—x..
______ P(x, y)
tanf =< Por lo tanto, las razones no dependen del valor de r.
X
r .
siempre que x #0
6
5 > X
Conclusién

1. Las razones trigonométricas no dependen de la longitud del segmento OP.

2. Las razones trigonométricas dependen Gnicamente del dngulo 6.

3. Al angulo @ le corresponde un Unico valor de sen 8, un Unico valor de cos 6 y un Unico valor de tan 6.
4. Las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 6 son funciones del angulo 6.

De ahora en adelante se llamardn funciones trigonomeétricas a las razones seno, coseno y tangente.

Problemas;
1. Calcula las funciones trigonomeétricas del angulo 6 a partir del punto P(x, ).
a) ¥ b) X c)
P(1,13)
P(-3,3)

2. Comprueba que el punto P'(cos 8, sen 0) pertenece al segmento OP en cada literal del problema 1.

& )
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Indicador de logro:

3.1 Calcula las razones trigonométricas de un angulo determinado por un punto P en el plano cartesiano.

Propésito:

Al desarrollar el Problema inicial se probara que
las razones trigonométricas dependen Unicamen-
te del angulo y no de la longitud del segmento
que corresponde al lado final.

Ya se estudiaron las razones trigonométricas de un
angulo, para esta clase se establecen como funcio-
nes trigonométricas bajo la nocién de correspon-
dencia.

Solucién de problemas:

1a) X 1b) X 1c) o2
P(1,v3) %_)x
P(-3,V3)
P (4 P(=2,-2)
— x ¢ Ol >x
r=0P=V1*+(\3)?=vV4=2 r=0P=2V3 r=0P=2\2
_\3 1 __1
senH-T sen¢9-§ sen 0 ;]
1 _ V3 -_1
c050=§ cosQ_—T cos 0 = 5
tan 6=13 tan 9 =3 tan6=1
3
2a) recta: y =3x 2b) recta: y =—§x 2c) recta:y =x
P'(cos 0, sen 0) = (%, ?) P'(cos 6, sen 0) = (—?, %) P'(cos 6, sen 0) = (—%2, —%2)
_3(L)= V3 __V3(_W3)_1 -—L
y_\/§(?)_2 Y= 3( 2)'2 Y=
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3.2 Circulo trigonométrico

Problema inicial
1. Dibuja en el plano cartesiano una circunferencia centrada en el origen y de radio 1. Representa el angulo
de 60° tomando como lado terminal un radio de la circunferencia.
2. Determina las coordenadas del punto P(x, y), que es la interseccién de la circunferencia con el lado
terminal del angulo.

Solucién y
1. [ 2. En la figura se forma el tridngulo rectangulo POA,
______ P, ) P es el punto P(x, y), O es el origen y A es la pro-
: yeccién de P sobre el eje x.
1/ 1 P
6°°D5 Utilizando razones trigonométricas:
x
-1 ° A 1 sen60°=%=yyc0560°=%=x
1 y
Por lo que se tiene:
T il = sen 60° = By x = cos 60° = =
o ——a Y=sen ==-yx=cos =5.

Los tridngulos notables a utilizar en los dngulos Por lo tanto, las coordenadas del punto P son:
de referencia en el Circulo trigonométrico son: 1 3
P(7.3)

272

Conclusion
1. Se denomina Circulo trigonométrico (CT) a la circunferencia de radio 1, .
centrada en el origen O. 7
1
2. Las coordenadas de un punto P(x, y) en el circulo trigonométrico estan
determinadas por el dangulo 6 dibujado en posicién estandar con lado
terminal OP. Por definicién de las razones trigonométricas de cualquier 0 AN
cos
énguloseﬁenesen0=%=y y cos@=%=x. ol 0 X
g 1
Por lo tanto, P(x, ) = P(cos 6, sen 6). v end
P(x, )
3. Para todo angulo 8 es posible determinar los valores de cos 6y sen 6 =

como coordenadas de un punto en el CT.

Problemas;
1. Para cada valor de 8 grafica el punto P(cos 8, sen ) en el CT. Dibuja un circulo por cada literal.
a) 6=120° 6=210° b) 6 =30°, 6 =300° c)6=45°,6=135°
d) 6 =-45°, 6 =-135° e) 6 =360°, § = 405° f) 6 = 495°, 6 = 540°

2. Obtén el seno y coseno de los siguientes angulos utilizando el circulo trigonométrico.

a)f=0° b) 8 =90° c) 6=180° d) 8=270° Utiliza el hecho que
P(cos 6, sen 0) = P(x, y).

139
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Indicador de logro:

3.2 Grafica en el circulo trigonométrico el punto P(cos 6, sen 6) para un angulo 6 dado.

Secuencia:

En la clase anterior se vio que las razones trigo-
nométricas no dependen de la longitud del lado
terminal de un dngulo dado, por lo que se intro-
duce el circulo trigonométrico (circulo de radio
1 centrado en el origen) por medio del cual se
describiran caracteristicas de las funciones tri-
gonométricas. Se recuerda a los estudiantes los
tridngulos notables para facilitar el calculo de las
razones de 30°, 45° y 60°.

El Problema inicial permite al estudiante visuali-
zar la posicién en el plano de los valores del seno
y coseno de un angulo. En el numeral 1 de los Pro-
blemas el estudiante debe ubicar el angulo con un
transportador para luego sefialar el punto solicita-
do, en el numeral 2 el estudiante debe reconocer
las coordenadas de los puntos correspondientes a
los dngulos dados.

- AN W,
Solucién de problemas:
la) 6=120°, 6=210° 1b) 6 =30°, 6 =300° 1c) 6 =45°, 6 =135°
1 1 1
P(cos 135°, s 35°) P(cos 45°, sen 45°)
P(cos 12077sex 124°) / P(cos 30°, sen 30°) ?\
\ 120° ) 3000( 30° . ) 45° .
N 0 10X 1 5 10X - 0 1%
P(cos 210°, ¥¢n 210°) /
1 -1 P(cos 300°, sen 300°) 1
1d) 6=-45°, 6=-135° le) 6=360° 6 =405° 1f) 6 = 495°, 6 = 540°
Y Y

"N N

1 1

-

4

795°)

P(cos 495°, s

P(cos 405°, sen 405°)

P(cos 360°, sen 360°)

"N

X A

—
—45°

0s —45°, sen —45°)

/ol

P(cos—135°, sen 5°)

-1

y

-1

N

y

o

1 2a) P(cos 0°, sen 0°)

1,0

o

°/

-

= cos 180° =-1

(0,-1)

1 X%
sl

= cos0°=1ysen0°

2c) P(cos 180°, sen 180°) = P(-1, 0)

=P(1, 0)
0

2b) P(cos 90°, sen 90°) = P(0, 1)
= cos 90° =0y sen 90°

2d) P(cos 270°, sen 270°) = P(0, —1)
= cos 270° =0y sen 270°

ysen 180°=0
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3.3 Periodicidad de las funciones seno y coseno en el circulo trigonométrico

Problema inicial
Grafica los siguientes puntos en el CT y determina sus coordenadas:
a) P(cos 30°, sen 30°) b) P(cos 390°, sen 390°)
Solucién
a) ya
1
sen 30° = % cos 30° = ?
P(x, y)
30°
T-1 o 1.
X
\ Por lo tanto, P(cos 30°, sen 30°) = P(?, %)
-1
b) Y. Se descompone el angulo 390° = 30° + 360°.

/ P(x, ) El angulo de referencia es 30°, asi se tiene que
30 V3
2

-1 0_)3900 1, sen 390° = sen 30° = % y cos 390° = cos 30° = —
Por lo tanto, P(cos 390°, sen 390°) = P(\/§ %)

27

Conclusién
Sea 6 un angulo cualquiera y sea a = 6 + 360°. Se cumple que al dibujar los Y1
angulos 6 y a, en posicion estandar, tienen el mismo lado terminal en el CT.

Asi se cumple que P(cos 6, sen ) = P(cos(6 + 360°), sen(6 + 360°)).

[y

Una funcion f es periddica si existe un valor ¢ tal que para todo x se cumple
que f(x) = flx + t). Por lo que las funciones seno y coseno son periddicas pues
cumplen las siguientes propiedades:

cos(6 +360°) = cos 0 sen(6 +360°) =sen O -1

[/
6 +360°

Ejemplo
Determina el valor de sen(—330°).
sen(—330°) = sen(—330° + 360°) = sen(30°) = %, aplicando la periodicidad.
Por lo tanto, sen(-330°) = .

<
Problemasm
1. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores:

a) sen 405° b) cos 420° c) sen(—300°)
d) cos(-675°) e) sen 1080° f) cos 630°
g) sen(—900°) h) cos(—630°) i) sen 540°

2. Utiliza las férmulas del seno y coseno de una suma para demostrar las siguientes propiedades:

a) cos(0 + 360°) = cos 0 b) sen(0 + 360°) =sen 6 cos(a + f8) = cos a cos S —sen asen 3
sen(a + f3) = sen « cos S + cos asen f3

149
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Indicador de logro:

3.3 Utiliza la periodicidad para evaluar las funciones seno y coseno en angulos mayores a 360°y menores a 0°.

Secuencia:

Ahora se utiliza el circulo trigonométrico para ob-
servar la periodicidad de las funciones trigonomé-
tricas seno y coseno por lo que es necesario que
los estudiantes recuerden las razones de los angu-
los 30°, 45° y 60°; se puede hacer referencia a la

clase anterior. )

Solucién de problemas:

1a) sen 405° = sen(45° + 360°)
=sen 45°
V2

2

1c) sen(—300°) = sen(—300° + 360°)
=sen 60°
V3
T2

1le) sen 1080° = sen(3(360°)) =0

1g) sen(-900°) = sen 180° =0

1i) sen 540° = sen 180° =0

2a) cos(6 + 360°) = cos 6 cos 360° —sen 6 sen 360°
=cos 0

En el Problema inicial se observa la periodicidad
para un angulo particular utilizando el recurso del
circulo trigonomeétrico, en los Problemas se pro-
bara por medio de la férmula de suma de angulos.

N J

1b) cos 420° = cos(60° + 360°)

= cos 60°
1

2

1d) cos(—675°) = sen(—675° + 360° x 2)
=sen 45°
V2

2
1f) cos 630° = cos 270° =0
1h) cos(—630°) = cos(—630° + 360° x 2)

= cos 90°
=0

2b) sen(f + 360°) = sen O cos 360° + cos 6 sen 360°
=sen 6

Sugerencia metodoldgica
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3.4 Periodicidad de la tangente en el circulo trigonométrico

Problema inicial N

-

Para cada uno de los angulos:
1.6=30° 2.60=-30°

P'(—x, —y) es el punto simétrico
de P(x, y) respecto al origen.

Realiza lo siguiente:
a) Grafica el punto Q simétrico al punto P(cos 6, sen 6) respecto al origen y escribe sus coordenadas.
b) Determina el dangulo a en posicién estandar que corresponde al punto Q.
c) Calcula el valor de tan a.

Solucién

a) Se prolonga el segmento OP hasta cortar nuevamente al CT. Este punto de
corte es Q pues OQ = OP = 1. Sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°)
P por ser simétrico al punto P.

b) Sean los puntos A(1, 0) y B(—1, 0). Por angulos opuestos por el vértice se
x cumple que <BOQ = ¥AOP = 30°. Por lo tanto, a = 180° + 30° = 210°.

c) Se tiene el punto Q(—cos 30°, —sen 30°), entonces:

-1 o _—sen30° sen30° _ o_ 1
tan 210 = T0s30° " cos30° - tan 30 =7

2. yl a) Se grafica el punto Q' sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°) por ser
simétrico al punto P, respecto al origen.

o = 150° b) Sean los puntos A(1, 0) y B(—1, 0). Por angulos opuestos por el vértice se

_'i 30 Ay cumple que ¥«QOB = <AOP = 30°. Por lo tanto, a = 180° — 30° = 150°.
0 3071 .

P c) Se tiene el punto Q(cos(—30°), —sen(—30°)), entonces:

. _ —sen(=30°) _ sen(-30°)
tan 150° = =51567 = cos(=307)

= tan(-30°) = — V_li .

Conclusi()n

Sea 6 un angulo cualquiera, entonces: yl
Q(cos(6 + 180°), sen(6 + 180°)) = Q(—cos 8, —sen 6).

—senf senf 0

cosO cosd tan 6. —1

Asi, tan(6 + 180°) =

Por lo tanto, la propiedad de periodicidad de la tangente esta dada por la
expresion: tan(6 + 180°) = tan 6. -1

Problemas

1. Utiliza la periodicidad de la funcién tangente para calcular los siguientes valores:
a) tan 225° b) tan 210° c) tan 240° d) tan 180°

e) tan(-150°) f) tan(-135°) g) tan(—120°) h) tan(—300°)

2. Utiliza la férmula de la tangente de una suma para demostrar la propiedad tan(6 + 180°) = tan 6.

tan a + tan 8

i) = l-tanatanf

14
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Indicador de logro:

3.4 Utiliza la periodicidad para calcular la tangente de angulos mayores a 180° y menores a 0°.

Secuencia:

Utilizando el circulo trigonométrico se observa
ahora la periodicidad de la tangente para un an-
gulo dado, en este punto se marca una de las di-
ferencias entre las funciones seno y coseno y la
funcidn tangente.

En el Problema inicial para establecer la periodici-
dad de la funcion tangente se hace la relacion en-
tre la simetria respecto al origen para dos puntos
en el circulo trigonométrico y los angulos corres-
pondientes a dichos puntos.

VAN J

Solucién de problemas:

1a) tan 225° = tan(180° + 45°) = tan 45° = 1 1b) tan 210° = tan(180° + 30°) = tan 30° = —= =

N3
V3 3

1c) tan 240° = tan 60° =3 1d) tan 180°=tan 0°=0

w|&

1le) tan(-150°) = tan(— 150° + 180°) = tan 30° = 1f) tan(-135°) = tan(—135° + 180°) = tan 45° =

1g) tan(-120°) = tan(-120° + 180°) = tan 60° =3 1h) tan(—300°) = tan(-300° + 2(180°)) = tan 60° = V3

tan O + tan 180° tan6+0 tan 0
= =tan 6

2. tan(0) +180%) = T pan 180° = 1= tan 0)(0) - 1

En el problema 1 a) se descompone el angulo como suma de
dos angulos, uno de los cuales debe ser 180°, otra forma en que
puede realizarse es calcular la tangente del dngulo restandole
180°. En los literales €) al h) se suma 180°, o un multiplo de este,
hasta obtener un angulo cuya tangente es conocida.

Los estudiantes pueden referirse a los tridangulos notables de la
clase 3.2 de esta unidad.
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3.5 Funcidn seno

Problema inicial
1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcién y = sen 6.

0 0° | 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 300° | 360°

sen 0

2. Determina su dominio y rango.

Solucién
1.
6 0° 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 330° | 360°
1 1 1 1
senf| 0 3 1 7 0 -3 -1 ] -3 0
Yy
[ .
1 i
217~ """"""
(1 30° 60 90°  120° 150 :
_E _____________________________________________________ ;r ___________
oy

2. Dominio. La variable 0 puede tomar el valor de cualquier dngulo. Y]
Por lo tanto, el dominio de la funcién y =senfesR. K 5‘;” 6
Rango. Del CT se tiene que el valor del seno de cualquier angulo  ~ o i
puede tomar valores en el intervalo [-1, 1].
Por lo tanto, el rango de la funcidon y = sen 6 es [-1, 1]. -1 y =sen 6 toma

valores en [-1, 1]

Conclusién
La funcion f(6) = sen 6 tiene dominio D;= Ry rango Ry = [-1, 1].

La funcidn f(B) = sen 6 es una funcidn periddica, es decir, existe un valor a tal que f(6 + ) = f(6) para todo
valor de 6. Se llama periodo de la funcién f al valor mas pequefio a > 0 tal que f{8 + ) = f(6). El periodo de
la funcién seno es 360°. En general se cumple que sen (6 + 360°n) = sen 0 para todo angulo 6 y para todo

n entero.
P £
roblemas Z

1. La siguiente figura muestra la funcién seno
graficada en el intervalo [0°, 450°]. Utiliza la 1M--3§9 --------- /
; : )

periodicidad de la funcién para completar la l O I8 350 e o i G0 oo
-1

grafica hasta el angulo 720°.

2. Grafica la funcion f(B) = sen 6, en el intervalo [-360°, 0°].

@ )
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Indicador de logro:

3.5 Grafica la funcidén seno utilizando la periodicidad.

Propésito:

Se dibuja la gréfica de la funcién seno por medio
de la ubicacién de puntos en el plano y se estudian
ademas su dominio y rango.

Los valores de los angulos utilizados en la tabla
permitird ubicar puntos en el plano facilmente.
En los Problemas se debe utilizar la periodicidad
para completar o dibujar las graficas. El estudian-
te debe ser capaz de reconocer que la grafica se

L ) K”repite" en cada intervalo de 360°.
Solucion de problemas:
1.
Y
l/l/v\m"ggpf """""""
. : >0 Para gréficar funciones trigonométricas se sugiere
l 90° 18 270° 60°  450° 5402 630° 20° marcar el eje x cada 30°, 45° 0 60°.
-1
2.

&
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3.6 Funcién coseno
Problema inicial -
1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcién y = cos 6.
6 0° 60° | 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°
cos 6
2. Determina su dominio y rango.
= J
Solucién
1.
0 0° | 60° | 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°
1 1 1 1
cosf| 1 3 0 -S> 11| -3 0 3 1
y
210° 24.O° ° . ° ° 36I0° 0
y
2. Dominio. La variable 6 puede tomar el valor de cualquier 1
angulo. Por lo tanto, el dominio de la funcién y = cos 6 es R.
: 6
Rango. Del CT se tiene que el valor del coseno de cualquier 57 o X
angulo puede tomar valores en el intervalo [-1, 1]. Por lo - 050
tanto, el rango de la funcién y = cos 6 es [-1, 1]. Yy = cos ¢'toma
valores en [-1, 1]
Conclusién
La funcién f(6) = cos 0 tiene dominio D;= R y rango R = [-1, 1].
La funcién f{8) = cos 6 es una funcién periddica. El periodo de la funcion coseno es 360°. En general se
cumple que cos (8 + 360°n) = cos 6 para todo angulo 0y para todo n entero.
Problemas
1. La siguiente figura muestra la funcién coseno A
graficada en el intervalo [0°, 450°], utiliza la 4
periodicidad de la funcién para completar la < R R A AT >0
grafica hasta el dngulo 720°. —11
360°
2. Grafica la funcidn f{6) = cos 6, en el intervalo [-360°, 0°].

& /
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Indicador de logro:

3.6 Grafica la funcion coseno utilizando la periodicidad.

De igual forma que la funcidn seno, se grafica la

funcién coseno por medio de la ubicacion de pun-
tos en el plano y se estudian ademas su dominio

y rango.

Solucion de problemas:

Propésito:

Ya que se ha dibujado la funcién seno, se seguira
un proceso similar para graficar la funcién cose-
no. Se debe observar la similitud y la diferencia
entre ambas funciones observando sus graficas.

1.
J
1]
¢ et e a0
Wm 360° 4502 540 30° 720
-1 e T :
360°
2.

T -360° —330° -300° —270% -240° -210°

-180°

-150° -120°

-30°
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3.7 La tangente en el circulo trigonométrico

Problema inicial
Se traza la recta x = 1y se dibuja un dngulo 0 con lado terminal OP, donde
P(x, y) es un punto en el CT. Luego el segmento OP se prolonga hasta el
punto P' que estd en la recta x = 1.

P(x, y)

P'(a, b)

[1 s

N\ N

yl
-1
1. Determina las coordenadas del punto P'(a, b) en funcién de 6. QJ !
2. ¢Para cudles valores de 0, la funcidon y = tan 6 no esta definida?

Solucién y
1. Se tiene que a = 1, ya que P' es un punto de la recta x = 1.
Utilizando la definicion de tangente se tiene que tan 6 = % = % =b.

P'(1, tan 6)

Por lo tanto, P'(a, b) = P'(1, tan 6). -1\ Ol

2. Comotan 6 = %, no esta definida si x = 0. Este valor corresponde a los
angulos 6 =90° y 6 = 270°, cuyos puntos en el CT son (0, 1) y (0, —1)
respectivamente.

También x = 0, si se suma o resta 180° de estos angulos. Por lo tanto,
todos estos valores se pueden escribir asi: 90° + 180°n, donde n es un
numero entero.

Conclusién
La tangente de un angulo 6 puede representarse en el circulo trigonométrico yl
de la siguiente manera:
1. Se dibuja el punto P correspondiente al angulo 0 en el CT. %
2. Se prolonga el segmento OP (O es el origen) hasta cortar a la recta x=1. 0

P'(1, tan 6)

La funcion tan 8 no esta definida para aquellos dngulos de la forma:
6 =90° + 180°n donde n es un nimero entero. -1

b3
Problemasu
Representa el valor de la tangente de los siguientes dngulos, utilizando la figura de la conclusién:

a) 0=30° b) 6 = 60° c) 6=135°

d) 6 =-45° e) 6=-120° f) 6 =-150°

3. Se llama P' al punto de corte. La coordenada en y de P' esigualatan 6. -1 0 /

[

/
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Indicador de logro:

3.7 Representa el valor de la tangente de un angulo utilizando el circulo trigonométrico.

Secuencia:

Se ha visto la representacion por coordenadas de
las razones seno y coseno de un angulo en el circu-
lo trigonométrico, ahora se representa la tangente
para un angulo dado como la coordenada de un
punto en la recta x = 1.

El Problema inicial permite al estudiante recono-
cer el valor de la tangente de un angulo como la
coordenada en y del punto P' de la figura dada y
quedard definido de manera implicita el dominio
de esta funcidn.

Solucion de problemas:
a)0=30° b) 6 = 60° c) 6=135°
Yy 4 Y1 vy
1 P'(1, tan 60°) 1
P
P P'(1,tan 30°) 1
135°
o P
¢ =L IS ¢ A >x
-1 o 1 -1 0 1
. e
N _1 0 1 K
-1 -1 P' (1, tan 135°)
A 4 v
-1
N
d) 6 =-45° e) =-120° f) 6 =-150°
. y y y "N
y1« P' (1, tan(-120°) 1
P' (1, tan(-150°))
1
0 miN
¢ >x T 1
-1 0 o 1
4 -150°
¢ L x
-1 (0] 1
P N\IP/(1, tan(-45°)) J 1
) —120° d

&
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3.8 Grafica de la funcion tangente
Problema inicial
B 1. ¢Qué sucede con el valor de tan 6, si 6 toma valores cercanos a 90° y —90°? Utiliza las siguientes tablas.
0 88° 89° | 89.5° | 89.9° | 89.99° ) -88° | -89° | -89.5° | —-89.9° |-89.99°
tan 6 tan 6
2. Completa la siguiente tabla y grafica la funcién y = tan 6 en el intervalo ]-90°, 90°[.
6 -60° -45° -30° 0° 30° 45° 60°
tan 6
3. Determina el dominio de la funcién y = tan 6.
4. Cual es el rango de la funcion y = tan 6?
Solucién
1. Para angulos cercanos a 90°.
6 88° 89° 89.5° 89.9° 89.99°
tan 6 28.6... 57.2... 114.5... 572.9... [ 5729.5...
El valor de tan 0 se vuelve cada vez mayor cuando 8 toma valores muy cercanos a 90°.
Para angulos cercanos a —90°.
6 -88° -89° -89.5° -89.9° -89.99°
tan 6 —28.6... -57.2... | -1145... | =572.9... |-5729.5...
El valor de tan 6 se vuelve cada vez menor cuando 6 toma valores muy cercanos a —90°.
Se observa que 8 = 90° y 8 = —90° son asintotas verticales.
: yr
2. Latabla queda de la siguiente manera: 4
6 | -60° | -45° | -30° | ©° 30° | 45° | 60° : }
tanf |-1.7..| -1 |[-05..] O | 05. | -1 | 17.. : 2
Al graficar se obtiene la figura de la derecha. A
o4 45° o
3. En la clase anterior se vio que la funcidn y = tan 6, no esta definida para los ; - 41
valores 6 = 90° + 180°n, con n entero. Por lo tanto, el dominio es: | ,
R - {90° + 180° nn | n es entero}. B
-3
4. A partir de la grafica se obtiene que el rango de y =tan 6 es R. -4
. 9=:—90° 0:390°
Conclusién
La funcién f{0) = tan 6 tiene como dominio el conjunto R — {90° + 180°n | n es entero} y su rango es R.
Ademas, las rectas 6 = 90° + 180°n, donde n es un nimero entero, son asintotas verticales de la grafica de
la funcion tangente.
La funcion f{0) = tan 6 es una funcién periddica. El periodo de la funcion tangente es 180°, y por tanto, en
general, tan (6 + 180°n ) = tan 6 para todo n entero.
-
Problemasm
Utiliza la periodicidad de la tangente para graficar la funcion f{6) = tan 0 en el intervalo ]-270°, 270°].
J

®
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Indicador de logro:

3.8 Grafica la funcién tangente utilizando la periodicidad.

Propésito:
Ahora se grafica la funcién tangente y se describen El Problema inicial describe algunas caracteristi-
sus caracteristicas; en clases anteriores se estable- cas de la funcion tangente como las asintotas que
cio la diferencia respecto a la periodicidad de las posee, asi como su dominio, que se obtiene con lo
funciones seno y coseno. visto en la clase anterior, y el rango, que se obtie-
ne a partir de la observacién de la grafica.

N AN

Solucion de problemas:

J

yas

80°

—45° 45° 180°

N
v
>

. . J . .
0 =-270° 6=-90° 6=90 6 =270°
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3.9 Periodo y amplitud de las funciones trigonométricas

Problema inicial

1. Grafica en un mismo plano cartesiano las fun- 2. a) Grafica la funcién g, (6) = cos 6 en el intervalo
ciones f,(6) =sen By f,(0) = 2sen 6 en el inter- [0°, 360°] luego, grafica g,(6) = cos 26 en el in-
valo [0°, 360°]. tervalo [0°, 180°], utiliza la siguiente tabla.

0 0° 90° | 180° | 270° | 360° 0 0° 45° 90° | 135° | 180°
sen 6 260
2sen 0 cos 260

b) Comprueba que g,(6+180°) = g,(6) y completa
la gréfica hasta el angulo 360°.

Solucién
1. Completando la tabla. 2.a) Completandola tabla.

0 0° 90° 180° 270° 360° 0 0° 45° 90° | 135° | 180°
sen 6 0 1 0 -1 0 26 0° 90° 180° 270° 360°
2sen 6 0 2 0 -2 0 cos 260 1 0 -1 0 1

y
Yy g,(0) = cos 0
1 .
2 . '
' . 30
1 ' 0 90 180° 0° 360° 7
c y=1,(6) N -1 ol .
o 90° 18 270° 3600
_1 .
- . b) g,(6 + 180°) = cos(26 + 360°) = cos 26 = g,(0)
J y
1 $e ;
Cada punto de £,(6) = 2sen 6 se obtiene multipli- : /
cando por 2 la coordenada en y de los puntos de la 0 90 180° 70° s
3fi = -1 PO S :

gréfica de f,(6) =sen 6. a0 eos
Cada punto de la gréfica de g,(0) = cos 26 se
obtiene multiplicando por % la coordenada en
6 de los puntos de la grafica de g,(6) = cos 6.

Definicién

Se llama amplitud de la funcion trigonométrica f(6) = A sen 6 al valor |A]| y es el méximo valor que puede
tomar la funcidn. En este caso, el rango de la funcién es [-|A|, |A|]. Esta funcidn se obtiene multiplicando
por A todas las coordenadas en y de la funcién sen 6.

La funcion f(6) = sen BO, donde B es un nimero real diferente de 0, cumple que

sen (BO +360°) = sen BA < sen B(G + %o.,) =sen Bl & f(@ + %o.,) = f(6).

360°
Bl

Estas definiciones también se aplican a las funciones f(6) = Acos 6y f(6) = cos B6.

Asi, el periodo de la funcion f(6) = sen BO es (se utiliza |B|, porque el periodo es positivo).

Problemas Z
Grafica, en el intervalo [0, 360°], las siguientes funciones utilizando la amplitud y periodicidad.

a)f(6)=3sen b b) f(6) =—2cos O c) f10) =sen 36 d) f(0) = cosg

/
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Indicador de logro:

3.9 Grafica funciones trigonométricas del tipo y = Asen Oy y = sen B6.

Secuencia:

En primer afo se estudié el comportamiento de
varias funciones en las que la variable o la fun-
ciéon misma son multiplicadas por un nimero real.
Ahora, se estudia el efecto que tiene esto en las
funciones trigonométricas en relacion al periodo

y el rango.
_

Solucién de problemas:

a) f(0) =3sen O

<2

"N
v
)

J

Asi como se estudiaron los desplazamientos se
grafican las funciones ubicando puntos en el pla-
no y se realiza una comparacién entre estas para
observar cdmo cambia el periodo y la amplitud.
En los Problemas debe verificarse la utilizacidn de
la Conclusidn.

N W,
b) f(6) = —2cos 6

J

3

N
B )

-2 -2 .
-3 -3
c) f(6) =sen 360 Y
y=senf
1 ......
€ 30° 6 >0
-1
f(0) = sen 360
0 N
d)fif)=cos5 7 . 5
1 6) ZCOS% El estudiante también puede presentar su
\ grafica sin dibujar la funcion base.
s > 6

N

70°

y =cos 6

360°
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3.10 Desplazamiento vertical de las funciones trigonométricas

Problema inicial
En cada literal grafica las funciones en un mismo plano cartesiano.

a)f,(0)=senByf,(0)=senH+1;[0°, 450°] b) g,(0) =sen Oy g,(6) =sen 6—1;[0°, 450°]
0 0° [ 90° | 180° | 270° | 360° | 450° 6 0° [ 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen 6 +1 senf-1
SOIUCién Observa que las funciones sen(f + 1°)
a) Se completa la tabla. y sen 6 + 1 son distintas.

0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen(@)+1| 1|2 1 0 1 2

yl\
A Cada punto de £,(6) = sen 6 + 1 es un desplazamien-

y=£(6) /I to de 1 unidad hacia arriba de un punto de la grafica
1 ’

; . de f,(6) =sen 6.
0 30" 180W60” s
-1

b) Se completa la tabla.

0 0° [ 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
senf-1 |-1|o0o|-1|-=2|-1] 0

yl\
=g,0
of 7789 /I Cada punto de g,(6) = sen 6 — 1 es un desplazamien-
@  tode 1 unidad hacia abajo de un punto de la gréfica
0 90 180 270 60 450 6) = 0
» de g (0)=sen 6.
-2
=g(0)
Conclusion
La grafica de f(0) = sen 6 + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la grafica de la funcién sen 6.
e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba. e Sik < 0 el desplazamiento es hacia abajo.

Dada la funcién f(6) = sen 8 + k con dominio R, su rango es el intervalo [-1 +k, 1 + k].
Estas reglas también se aplican a la funcién f{6) = cos 8 + k como desplazamiento vertical de la funcion cos 6.

En general la grafica de f(x) + k es un desplazamiento vertical de la grafica de f{x): hacia arribasik >0y
hacia abajo sik < 0.

Problemas.”
Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:
a)fiB)=cos 6 +1 b) flf) =sen 6 +2
c) fl6)=cos 0-2 d) f(6)=sen -3

147

& /
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Indicador de logro:

3.10 Grafica funciones trigonométricas del tipo y = sen 6 + k.

En esta clase se grafican aquellas funciones que
son desplazamientos verticales de la funcidn seno
y coseno y se describe también el rango de la fun-
cion desplazada.

Solucion de problemas:

a)flf)=cos B +1

yl\
¥ =16)
2
1
S0 90 18p° 270° 360° 0
-1
y=cos@
v

c)f(0)=cos6-2

yl\
y=cos 6

y=£6)

Posibles dificultades:

Se debe tener claro que el valor de k se suma des-
pués de calcular el valor de sen 6, en esto radica
el hecho de que la funcién y = sen 6 + k, se puede
graficar como un desplazamiento vertical.

b) f(0) =sen 6 + 2

y/s
3
247y =110)
1
N 0 90° 180 70° 360° > 0
-1
y=senf
d) f(6) =sen 6 -3
Ya
y =senf
1
N 1 270° oo 6
-1
-2
-3
-4
y=£6)
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Problema inicial

3.11 Desplazamiento horizontal de las funciones trigonométricas

En los siguientes literales grafica las funciones en un mismo plano cartesiano, en el intervalo dado.

a) f,(6) =sen By f,(6) = sen(6 — 90°); [0°,450°]

b) g,(0) = cos Oy g,(0) = cos(6) + 90°); [0°, 450°]

0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450° 0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450° | 540°
sen O cos 6
sen(6—90°) cos(6 +90°)
Solucién
a) Se completa la tabla.
0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen 6 0 1 0 | -1 0 1
sen(6—-90°) -1 0 1 0 -1 0
y
y=f1(9) o
1 *\ / Cada punto de £,(6) = sen(6 — 90°) es un desplaza-
¢ i 50 miento de 90° hacia la derecha de un punto de la gra-
0 90° 18 270 60° 450 . 9 _ 9
_IJ ficade f,(6) =sen 6.
b) Se completa la tabla.
0 0° | 90° |180° | 270° | 360° | 450°
cos 6 1 0 |, -1 0 1 0
cos(6 +90°) 0 -1 0 1 0 -1
=g,0)
< TN\ Cada punto de g,(0) = cos(f) + 90°) es un desplaza-
— T e o >0  miento de 90° hacia la izquierda de un punto de la gra-
_11 ficade g,(6) = cos 6.
Conclusién

La gréfica de f(6) = sen(6 — ) es un desplazamiento horizontal de a unidades de la grafica de sen 6.
e Sia> 0eldesplazamiento es hacia la derecha. e Sia < 0eldesplazamiento es hacia la izquierda.

Estas reglas también se aplican a la funcion f(0) = cos(6 — a) como desplazamiento de la funcion cos 6.

En general, la grafica de f{x — h) es un desplazamiento horizontal de A unidades de la gréfica de f(x):
e Hacia la derechasi A > 0. e Hacia la izquierda si h < 0.

*
Problemasm

Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:

a) f(6) = cos(0 — 45°) b) f(6) = cos(6 — 90°)

c) f(0) = sen(6 — (-30°)) d) f(6) = sen(6 + 90°)

/

@
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Indicador de logro:

3.11 Grafica funciones trigonométricas del tipo y = sen(6 — a).

Ahora se grafican las funciones que son desplaza-
mientos horizontales de alguna de las funciones
seno o coseno. Hasta aqui se han tratado por se-
parado los desplazamientos, el periodo y la am-
plitud.

\_ W,

Solucion de problemas:

a) f(6) = cos(6 — 45°)

Propésito:

El estudiante debe ser capaz de dibujar la funcion

seno y coseno como grafica auxiliar para luego

dibujar la gréfica desplazada. Dependiendo del

dominio que tenga el estudiante podra dibujar la
rafica sin necesidad de la auxiliar.

5 p

b) f(6) = cos(6 —90°)

" <N
Y y=cos(f-45°) y y =cos(6 —90°)
1'7\ 1] ; z ' ~
S0 90 180° 70° 360° 6 o 90 180° 70° 60° 6
-1 -1
y=cosf y=cosf
A 4 v
c) f{6) = sen(6 - (-30°))
<N
Y y =sen(f - (-30°)
1 y=senf
N 30° 60° 90° 120° ° 270° 60° ’ 0
-1
v
d) f(6) = sen(6 + 90°)
y N
y=senf
H —
N 30° 60° 90° —420° 180° 70° 50" 6
-1
y =sen(f +90°)
v
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3.12 Forma general de las funciones trigonométricas
Problema inicial N
Grafica la funcién f{6) = 2sen (36 + 90°) en el intervalo [0°, 360°] realizando los siguientes pasos:
1. Considera las funciones f,(6) =sen 36, f,(6) = 2sen 360y f(6)) = 2sen(36 + 90°), luego completa la Tabla 1.
2. Completa la Tabla 2.
3. Grafica en el mismo plano cartesiano las funciones f,(6) y £,(6), en el intervalo [0, 120°].
4. Utiliza la periodicidad para completar la gréfica de f,(6) hasta el intervalo [0°, 360°].
5. Grafica en otro plano cartesiano las funciones f,(6) y f(6). Utiliza la Tabla 2.
Tabla 1 Tabla 2
0 0° | 30° | 60° | 90° | 120° 0 0° | 30° | 60° | 90° | 120°
£,(0) £,(6)
1,(6) 1)
_ _J
Observa que
Solucién f(6) = 2sen(36 + 90°) = 2sen 3(6 — (—30°)).
1. Se completa la tabla 1. 2. Se completa la tabla 2.
0 0° | 30° | 60° | 90° | 120° 0 0° | 30° | 60° | 90° | 120°
£0)]| o 1 0 -1 0 £,0)] o 2 0 -2 0
£,0)]| o 2 0 -2 0 o) | 2 0 -2 0 2
3y 4. Se grafican las funciones f, y f,. 5. Se grafican las funciones
y f,(6) = 2sen 36y f(6) = 2sen 3(6 - (-30°)).
2 ? y
1 ¢ 2
N 0 QWO“ 180° 240°  300°  360° >0 1 f \ p \ /
- B0 5
] Al T
R -2
El periodo de f, es 222 - 120°.
La grafica de f(0) es un desplazamiento de 30° hacia
.. la izquierda de la grafica de f,(6) = 2sen 36.
Conclusién . & £0)
Una funcion de la forma f(6) = Asen B(0 — a), con A # 0y B # 0, tiene las siguientes caracteristicas:
1. Tiene amplitud |A], por lo que su rango es [-|A], |A]].
2. Tiene periodo 3|60| y es un desplazamiento horizontal de a unidades respecto a la funcion Asen B6.
Para graficar una funcion de la forma f{0) = Asen B(6 — o) se pueden realizar los siguientes pasos:
1. Se grafica la funcidn sen B8 en el intervalo |0, 3|?30|°
2. Se graficala funcidon Asen BOy se utiliza la periodicidad para completar el intervalo en el que se graficara.
3. Se efectua el desplazamiento horizontal de a unidades para obtener f{6) = Asen B(6 — a).
Problemasv
Grafica cada funcidn, en el intervalo [0, 360°] utilizando los desplazamientos, amplitud y periodo:
a) f(0) = 2sen(6 — 30°) b) f(0) = 3cos 2(0 + 45°) c) fl0) = —sen(46 + 240°)
J
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Indicador de logro:

3.12 Grafica las funciones trigonométricas del tipo y = Asen B(6 — a).

Secuencia:

En esta clase se grafican las funciones trigonomé-
tricas en las que es necesario identificar amplitud,
el periodo y desplazamientos verticales u horizon-
tales.

En la Solucidn se han utilizado dos dibujos con el
fin de no saturar la grafica, cada estudiante eva-
luara si este proceso le es factible. En el caso que
dibujen todas las graficas en un mismo plano debe

resaltarse con color la grafica de la funcién dada.

Solucion de problemas:
a) f(0) = 2sen(6 — 30°)
Y X
5 5 =2sen(6 —30°)
1 1 m
) y=senf e 3>
NG 90° 18 270° = 0 N 0 60° 7 9
-1 —1
2 y=2sen 6 - y=2senf
b) f(0) = 3cos 2(6 + 45°)
yA y’
3 y =3cos 260 34y =3cos 26 ¥ =3cos 2(6 4 45°)
2 2
1 1
N " . " —0 N 0° 360
90 180 270 360
-1 y -1
-2 -2
-3 -3
En b) se puede graficar la funcidn que se obtiene
aplicando identidades trigonométricas.
f16) = 3cos 2(0 + 45°)= 3sen(26 + 90°) = —3sen 20
c) f(0) = —sen(46 + 240°) = —sen 4(0 + 60°) = —sen 4(6 — (—60°))
yl\ yl\
y=-sen 46 y =-sen 46
1 ANVANVANN INAAVAAVA AV SN
I VAV VA VA VAN Va9 V) Ve Vi
-1 -1
d y=sen4d d y =-sen(46 + 240°)

El literal c) se puede graficar hasta 180° y utilizar marcas
en el eje x cada 30° para visualizar el desplazamiento de
60° a la izquierda utilizando dos cuadrados del cuaderno.
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3.13 Sistema circular de angulos

Problema inicial

1. Encuentralalongitud del arco del CT cuyo dngulo 2. Encuentra el angulo central del CT cuya longitud
central es 45°. es % En una circunferencia de radio r, la lon-

gitud del arco subtendido por un angulo

central @ esta dado por 21 55—

Solucién
1. Elradiodel CTesr=1. yl“ 2. Sea a el angulo central tal que 2m 3600—%.
La longitud del arco se d . T (360° X
subtendido por el an- I e despeja =g (?) =30
gulo de 45° esté dado 45° . .
(1) s 5 X Por lo tanto, el angulo que subtiende un
or: 2m(1) = = .
P 360 /!?4 arco de longitud % es 30°.
Por lo tanto, la longitud
-1
delarcoes =. \
4
Definicién
En el circulo trigonométrico se define: 1 radian como el angulo que Y1
subtiende un arco de longitud 1. -
Asi t radianes es el angulo que subtiende un arco de longitud ¢ y se ’ 1
representa como ¢ rad (o solo 2). /g < 180
N —1{‘{‘ T %

El dngulo 6, con 0 < 6 < 360°, subtiende un arco de longitud —— 180,
0

entonces el angulo 0, con 0 < 6 < 360°, tiene un valor de mn rad.

-1
Esta definicidn se extiende a cualquier angulo de la siguiente manera: si J

6 es un dngulo cualquiera, entonces su valor en radianes esta dado por
6

Tt rad El sistema en el que se escriben los
180° angulos en grados se denomina siste-

Si se tiene la medida de un 4dngulo ¢ en radianes, su valor 6 en grados | ™2 sexagesimal de dngulos.

estd dado por 6 = 180

Ejemplo
a) Expresar en radianes el dngulo 120°. b) Escribe en grados el valor de g
o _ 120° n_ 180° (R _ ap0
120° = T rad = 3 L rad 5% (5 36

<
Problemasw

1. Se tienen los siguientes dngulos en grados, determina su valor en radianes:
a) 60° b) 15° c) 10° d) 270°

e) 135° f) 150° g) 210° h) 315°

2. Se tiene los siguientes angulos en radianes, determina su valor en grados:
a) 2mrad b)  rad c) % rad d) i—’; rad

e)1rad f) %ﬂ rad g) 571; rad h) 9—5“ rad

150

& /
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Indicador de logro:

3.13 Convierte dngulos del sistema sexagesimal al sistema circular y viceversa.

Secuencia:

El estudio de las funciones trigonométricas se ha
realizado utilizando los valores de los angulos en
el sistema sexagesimal, pues el estudiante esta
acostumbrado a este sistema con el cual se ha tra-
bajado desde la educacién basica, ademas se faci-
lita la construccidn de las gréficas ya que se evita
el uso de fracciones. La introduccion del sistema
circular o radial se realiza en esta clase.

N J

Solucién de problemas:

o_60° _m
1a) 60° = 80 " 3 rad
o_ T
1c) 10° = 18 rad

le) 135° = %T“ rad

1g) 210° = %T[ rad

2a) 2mrad = Zn(&oo) = 360°
T

ZC)%rad =90°

2e)1lrad= %00 =57.3°

2g) 5711 rad = 225°

En esta clase se relaciona la longitud de un arco
de circulo con el dangulo escrito en grados, de esta
forma se introduce el radian y se explica la con-
version de valores en el sistema sexagesimal y el
radial.

N J

o157 M
1b) 15° = =t ==

1d) 270° =3—2“ rad

rad

1f) 150° = 5?“ rad

1h) 315° = %“ rad

2b) mtrad = 180°

2d) 2 rad = 75°
12

2f) 2—; rad = 40°

2h) 9?” rad = 324°
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3.14 Practica lo aprendido

1. Dibuja el circulo trigonométrico y grafica el punto P(cos 6, sen ) para cada valor de 6.
a) 6 =60° b) 6 = 150° c) 6 =240° d) 6 = 330°

2. Utiliza la representacidn del seno y coseno en el CT para demostrar la identidad sen?6 + cos?6 = 1.

3. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores.
a) sen 750° b) cos 765° c) tan 600°
d) sen(-660°) e) cos(—690°) f) tan(—-495)

4. Realiza lo que se pide:

a) Demuestra que la funcién f: [-90°, 90°] — [-1, 1]; 8 — sen 6, es biyectiva.

b) Restringe la funcién coseno para que sea biyectiva. Utiliza la grafica de la clase 3.6.

5. Utiliza la representacion de la funcidn tangente en el CT para demostrar la identidad 1 + tan?0 = 5
Ccos

6. Realiza los siguientes problemas:
a) Traza la recta y = 1, que es tangente al CT en el punto (0,1).
b) Sea 6 un angulo en el primer cuadrante. Dibuja los puntos R(0,1), P(cos 6, sen 0) y Q el punto de
interseccidn de la recta y = 1 con la prolongacion del segmento OP.

¢) Demuestra que 0Q = 1
sen 0
d) Determina las coordenadas del punto Q(a, b)

1
tan’@  sen20’

e) Demuestra que 1 +

7. Determina el periodo de las siguientes funciones y graficalas en el intervalo dado.

a) tan (6 —90°); [0, 360°] b) tan 26; [0, 270°]
8. Determina el periodo y la amplitud de las siguientes funciones, luego graficalas en el intervalo dado.
0
a) f(6) = sen 56; [0°, 360°] b) /(6) = cos 3; [0°, 1080°]
c) f6) = 4 cos 6; [0°, 360°] d) f0) = %sen 6; [0°, 360°]

9. Grafica las siguientes funciones utilizando desplazamientos, amplitud y periodo. Ademas determina su
dominio y rango.

a) f16) = 2cos(66 — 120°) b) f(0) = 4sen(26 + 120°)
¢) fi6) = —2cos(46 + 180°) d) /() = 3sen(360 - 2257)

10. Reescribe los dngulos en el sistema sexagesimal al sistema circular y viceversa.
a) 20° b) 50° c) 140° d) 345°
e) 500° f) -150° g) T rad h)%ﬂ rad
.\ 5TT T T
i) 3 rad i) 180 rad k) 3 rad 1) -5 rad

[ 11. Si un arco circular de 9 centimetros subtiende el angulo central de 45° en una circunferencia, écudl es
la longitud del radio de la circunferencia?

N

12. El radio de una circunferencia es 5 cm, determina la medida del angulo central, en radianes, que sub-

\_ tiende un arco de 12 cm. Y,

@

/

@ Sugerencia metodoldgica




Indicador de logro:

3.14 Resuelve problemas utilizando funciones trigonométricas.

Solucion de problemas:
la) 6 =60° 1b) 6 = 150° 1c) 6= 240° 1d) 6 = 330°

y Y

N 1
1 P(cos 60°, sen 60°) 1 1
P(cos 150°,5€n 15p°) \ K\
o 240°
N

?
S
?

P(cos 6, sen 6) = \/(Sen [7] _0) 24 (cos 0- 0)2 =1

< - T X N X NI Y I¢] X EY
j \y ‘/ 3 preos B0, sen 3307
-1 P(cos 240°, sen 240")_:l -1
R J 0 2
2 A
: A d(P, O) = 1, para cada valor de 6

E
N

/0 & X = (sen 6)? + (cos )2 = 12
\J = sen?6 + cos?6 = 1.

-1

v

3a) sen 750° = sen 30° = % 3b) cos 765° = cos 45° = g 3¢) tan 600° = tan 60° = \'3

3d) sen(-660°) = sen 60° = ? 3e) cos (—690°) = cos 30° = ? 3f) tan (—495°) =tan 45°=1

4a) Yy Al trazar rectas horizontales sobre la grafica de f se obtiene un Unico punto de in-
oo o B - 20 terseccion por lo que fes inyectiva. Ademas R;= [-1, 1] por lo que f es sobreyectiva.

-90//1 _____ %° .~ Porlo tanto, f es biyectiva.
-1
4b) g: [0, 180°] — [-1, 1]; x — cos x

y <N
> 1 Sisesuponeque—90°<9<90°:>c050=%=%:op':ﬁ
P'l(1, tan 6) , 1 1 1
= d(PI O) =m: \/(1_0)2*‘ (tan 9—0)2 =m3 1 +tan20= o’ 0
N} ) g A 1 >*  Luego por la periodicidad de la tangente y la identidad cos(6 + 180°) = —cos 0,
/ para todo 6 # 90° + 180°n , donde n es un nimero entero, se cumple que
1
_1V 1+tan%6 = o0
2
6a) y 6b) 1 Q ¢ senH:ﬂziﬁo =1
y=1 R 0 ) 0Q 0Q Q sen 0
P 6d)SeaQ(a,b):>tan9=9=1:>a=L:>Q(a,th(L’l)
[ a a tan 0 tan 0
¢ -1 (0] 1 i
__1 _ e 1 A 1
6e) d(Q, 0) = 5= \/(1 0P+ (=5-0f =1y
1 \2 1 1 1
21+ |\—F5)=g=zg>1+—F= .
1 (tan ) sen” O tan20  sen26
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7a) tan (6 —90°); [0, 360°]; periodo: 180°

Yy
"N 1t
4 4
3 3
) 2
1 1

N

7b) tan 26; [0, 270°]; periodo: 90°

0= 360 6 =45° 6=135°

8b) Amplitud: 1

0= 180

8a) Amplitud: 1 Periodo: 72°

II y=senf
A

NE >0 of 1 i e |
4 Al S

6 =225°

Periodo: 1080°

N l 90° 180N 270°
_1 <

8c) Amplitud: 4

_350° >0 N j 180° Q"  540°
-1

Periodo: 360° 8d) Amplitud: %

9a) yr y=2C0S 60
/2/ /TK /\ /\ /\ /\ /\ Amplitud: 2
) \ \ Periodo: 60°
7_1 Dominio:R

\Zf° VUAVGAVSAVYAVYA

Rango: [-2, 2]

N
900°  1080° © 6

Periodo: 360°

9b) f(6) = 4sen(26 + 120°)

Amplitud: 4
Periodo: 180°
Dominio: R
Rango: [-4,4]

Periodo: 120°

9C) ‘): y =—2cos46 Amplitud:2 gd)f(e =_Sen(36 225)
Periodo: 90° .
,\] ‘7\ /\ /\ A / Dominio: R Amplitud: 2
Rango: [-2, 2] Dominio: R

‘:S“MVVV

10a) 20° = 20°(

=T 10b)50°= 1 10c) 140° = 7—“

180) 9

Rango: [—%, %
10d) 345° = 2%

10l) —g rad = —90°

8
10e) 500° = 25“ 10f) -150° = —? 10g) T rad ——(1’1310 ) 22.5°  10h) 4?“ = 80°
10.) T rad = 300° 10j) — 180 rad =1° 10k) 3mrad = 540°
11. 222 = 9> 7= 38¢m. 12.50 =12 cm= 0= —rad
360° -

@
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3.15 Problemas de la unidad ~N

1. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) log,(x*-8) =3 b) log,x = 4 c) Iog3x=—%
d) 23+2= 256 @e) 2% = -2 @ f) gx+s = gu-2

2. Utiliza desplazamientos horizontales y verticales para graficar las siguientes funciones:
a) flx) = log,(x—1) b) f(x) = log,x + 2 c) flx) = log,(x-1) -1 d) f(x) = log,(x +2) -3

3. Para cada funcidn del problema anterior determina: dominio, rango, asintotas y su funcion inversa.

E4. Interés compuesto. Si una cantidad de dinero C se invierte durante ¢ afios, con un interés del r% anual,
recapitalizable (que se reinvierte) n veces al afio. El dinero que se obtiene al final de los ¢ afios esta dado

P _ r nt
por la férmula D(t) = C (1 + _100n) .
Maria realiza un depdsito a plazo de $500, en una Cooperativa de Ahorro. El interés anual del depdsito

es del 4%. El dinero se recapitaliza 4 veces al afio (cada tres meses).
r
1007

a) Sustituye los valores conocidos en la formula D(¢) = C(l + )"t, para obtener una férmula que dé

el dinero acumulado por Maria después de ¢ aios.
b) ¢ Cuanto dinero habrd acumulado Maria después de 2 afios?
c) éCuéntos afios deben transcurrir para que Marfa acumule al menos $7507?

5. Crecimiento poblacional. El crecimiento de una poblacién alo largo del tiempo estd dado por la siguiente
funcién exponencial: P(t) = C(1 + r). Donde C es la poblacién inicial, r es la tasa de crecimiento y ¢ la
cantidad de afios transcurridos. La poblacidn de El Salvador para el afio 2017 se estimé en 6172011 con
una tasa de crecimiento poblacional de 0.3%. Utilizando la informacidn anterior resuelve los siguientes
problemas:

a) Si la tasa de crecimiento se mantiene igual, ¢ cudl sera, aproximadamente, la poblacion en El Salvador
en el afio 20307
b) ¢En qué afio la poblacion superard los 7 millones de habitantes?

6. Justifica la veracidad de la siguiente proposicion: para todo nimero natural n se cumple que si 2" tiene
k digitos entonces 2"*! tiene k digitos o 2"~ ! tiene k digitos.

7. Restringe la funcidn tangente para que sea una funcion biyectiva y graficala.

8. Grafica las funciones inversas de las funciones trigonométricas utilizando Utiliza los 4ngulos en
las funciones restringidas del problema 4 del Practica lo aprendido 3.14 y el el sistema circular.
problema anterior.

9. Demuestra que para todo angulo 8 se cumple que Utiliza la desigualdad
a)sen?0 <1 b) |sen 6 + cos 0] <2 triangular.
c) (sen B + cos 6)?=1 +sen 20

2tan o o
d) |sen 6+ cos @] <V2  Utiliza el literal anterior. ) < 1,0 #90° +180°n, donde n es un

1+tan?0 — ;
numero entero.

. ) o El método de exhaucién fue usado satisfactoriamente
10. Aproximacién del valor de Tt. Con los siguientes po- | por Arquimedes (287-212 a. C.) para hallar la férmula

ligonos inscritos en el circulo de radio 1, calcula el | exactadel drea del circulo. El método consiste es inscribir

cociente del perimetro del poligono entre el dié- poligonos regulares en el circulo para aproximar su area.
metro del circulo: Con este método también realizé aproximaciones del co-

Octs | b) Dodecs | ciente del perimetro de la circunferencia por su didme-
a) Octagono regular ) Dodecagono regular tro, es decir, de la constante Tr.

Dunham, W. (2004) Viaje a través de los genios.

\_ J

e )
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Indicador de logro:

3.15 Resuelve problemas utilizando funciones logaritmicas y trigonométricas.

Solucién de problemas:

la)log,(x*-8)=3©x’-8=2° ©x=14 1b) Iog;x=4<:>x=(1)4(:”5:i
2 2 16
1
1c) Iog3x=—%=)x=3 Zcbx—% 1d) 23%*2=256 & 2%*2=28 ©3x+2=8x=2
x = x-1 _Ioi_ x+5_ ax-2 ,._ 2log3+5log2 _
le) 2= 3%, x = 25 = =2.70951... 1f) 27+ = 372, o = SRS = 13.96657...
2a) f(x) = log,(x - 1) 2b) f(x) = log,x + 2 2¢) f(x) = log,(x—1) -1
yas yA y“
2 - 2
Y= 108y ? y=logx
s 1 /2 T X — X
—1 4
-2 € -2
J1y=1fx)

3a) Ds=]1, o[, Rf= R, Asintotas: x =1

Funcion inversa:siy = f}x) = fly) =x = log,(y—-1) =x=>y-1=3">y=3"+1> [x)=3%+1.
3b) D=0, o[, Rr=R 3c) Dy=]1,0[,R;=R 3d) Dy=]-2, o[, Rr=R
Asintotas: x=0 Asintotas: x =1 Asintotas: x = -2
fHx) =277 fix)=3""1+1 fix)=4v+3-2
a4t
4a) D(t) = 500(1 = O) 4b) $541.43
1 101 750 101\4t 101 log 3
8c) 500(1 + 755)" 2 750> (203} > B0, g (1) > 05 35 4110 10 > log 3 ¢ > Tog g = 1018..
Deben transcurrir 11 afios.
_ _ La poblacién y la tasa de crecimiento poblacional se
5a) £ =2030-2017 = 13. obtuvieron del archivo The World Factbook 2017.
P(13)=6172011(1 + 0.003)** = 6 417 100.
; + — 7000000 . 7000000 log §3730%%
5b)6172011(1+0.003)!> 7000000 = 1.003 2—6172011 = log 1.003' > Iog—6172011 = Tog 1.003 =>42.02...

La poblacidn superara los 7 millones de habitantes en el afio 2060.

6. Si 2" tiene k digitos entonces k— 1 < log 2" < k,
Si la parte decimal de log 2" es menora 1—log 2
entonces k—1 < log 2" + log 2 < k es decir
k—-1<log2"** <k entonces 2"** tiene k digitos.

Otra solucion:
Si 2" tiene k digitos © 2"=a x 10¥"%, con 1 < a < 10.

Sil<a<5=2""1'=(2a)x10'con2<2a< 10

& 27t k digitos.
Si la parte decimal de log 2" es mayor o igual que tene K digitos

log 2 entonces k—1 <log 2" —
esdecirk—-1<log2"'<k
entonces 2"~ tiene k digitos.

log2 <k

Si5£a<10=>2”‘1=(%)

& 2" ltiene k digitos.

Yyaquelog2<1-

log 2, se abarcan todos los

posibles valores de la parte decimal de log 2".

®

x 101 con
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7. £1-90°, 90°[ — R . ; 8. f [—E,E [-1,1] f%[-1,1]— [-E E]

2" 2 2’2
6 —tan 6
x—senx x—senlx
N
nfysenx
2
R y=senx
1 ' 1f------/f= o
= 45° >0 0 5
D -z -1 :
B — — x
: N
............ -1
........ _n
' 2
! <+ !
6=-90° 6=90° d
T _ T
ATt S S ]
x—tanx x— tanx
8. filonl—[-1,1 f™%[-1,1]—[0,n] 1 y=tanx
X—COS X X — cosx
y=3
y1 1 y=tanx
|--- U
y=cos™x K =) T >0
; Puede mostrar a los -1
| estudiantes la notacion .
h y=Cosx . . y==-0
¢ T sy de las funciones trigo- 2
-1 1 \‘ nomeétricas inversas.
_1 --------------
Vv
3 x:—% x=§
9a)Si0<senf<1=>0<sen’0<senf Si-1<senf<0=>0<-senf<1
=>0<sen?f<senf<1 =>0<(-senf)?<-sen B
=>sen?0 <1 =>0<senf<-senf<1
=senf<1

Otra solucion: Para todo 6 se cumple que 0 < |sen | < 1=0< |sen?d| < |senO| <1=0<sen’0 < 1.

9b) [sen O +cos O] < |sen O] + |cos O] <1+1 9c¢) (sen O + cos 0)? = sen?6 + 2sen Ocos O + cos?d
= |senB+cosf| <2 = (sen?6 + cos?0) + 2sen Bcos O
=1+sen 26
9d) (sen @+ cosB)’=1+sen20<1+1 %) 12::2620 < 1o 2tanf < 1 + tan?0
< 2 <
=0=(senf+cosf)* <2 © 0<1-2tanf +tan20
= V(sen 0 + cos 0)2 <\2 ©0<(1—tanb)
= [sen O +cos O] <2 -
10a) yq ﬂ = 45° Sea OM bisectriz del AOAM = <MOA = 22.5°

AOAP es isésceles = AP = 2AM y <AMO = 90°
En el AOAM se tiene: %: sen 22.5°= AM =sen 22.5°

c i
vl
Asi AP = 2sen 22.5°= Si p es el perimetro de la circunferencia
=1 =22 - 4AP = 8sen 22.5° = 3.06146...
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Practica en GeoGebra

4.1 Practica en GeoGebra: funciones trigonométricas G

Con el desarrollo de esta practica aprenderas sobre las graficas de las funciones trigonométricas en
GeoGebra y sus propiedades: amplitud, periodo y desplazamientos.

Practica

1. Cambiar la numeracién del eje.
a) Clic derecho en la Vista Gréfica. b) Selecciona Vista Gréfica
c) Selecciona EjeX. d) Selecciona el cuadro Distancia.
e) Selecciona en el cuadro desplegable
/2.

Vista Grafica ﬁ e M p
. | Bisico EmX EeY Coagicus
L: Ejes . 7 =Eex
liLi Cuad"mla : I HUmens en oradacones
Barra de Navegacion C7Scko s postig
Q\ ZOOm » EDrstanca; n/2
N\ EIQXEIEY % Gragacknes. | | | -
Ver todos los objetos e = \A'{:;m =
Vista estandar Ctri+M e ——
B Pty sedaccionar
i Vista Gréfica... i
2. Grafica de funciones trigonométricas.
a) Funcién Seno. Escribe en la barra de Entrada sen x. > Entrada. sen x

b) Evaluando valores en la funcién seno. Cuando se evaltian
angulos en grados en las funciones trigonométricas debe co-
locarse el simbolo de grados correspondiente. Escribe en la
barra de Entrada a = f(90°), b = f(90), ¢ = f(1r / 2). Observa que ——— > Entrada f{1712)
en b = f{90) el programa evalda 90 radianes.

3. Amplitud de las funciones trigonométricas.
Grafica la funcidén g(x) = 2sen x. Escribe en la barra de entrada g(x) = 2*f(x).

4. El comportamiento de la funcién f(x) = asen(x) con a > 0.
Creacion de un deslizador.

a) En la barra de herramientas selecciona Deslizador. a=2
b) Clic en la Vista Grafica. /_\
Deshzador N\ %
c) Aparecera un cuadro en el que debe colocarse el nombre al 8 Homern ':""""“
deslizador, en este caso a. Coloca en minimo 0 y en maximo e
», J. Lono

5. Incremento 0.1, y clic en Ok.

Ilenvale Deslzador Animacidn

d) Dibuja la funcién f{x) = sen x. ) sl Seme

e) Dibuja la funcién g(x) = asen x. ] Lo

f) Selecciona el punto del deslizador y observa que a medida que se mueve hacia la derecha la funcién
se dilata, mientras que hacia la izquierda se contrae.

g) Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia animacidn.

N J

\ o
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5. Periodo

a) Grafica la funcion f{x)=cos x.
b) Grafica la funcion cos 3x. Escribe en la barra de Entrada g(x)=f(3x).

¢) Grafica la funcién cos % Escribe en la barra de Entrada h(x)=f(x/3).

0 \ //-
] '_._\ ™ ‘;'3 :
. of
\_/ \\‘“\//"'/ \/
-1 ~ e

6. Desplazamientos verticales u horizontales.

b) Grafica la funcién g (x) = cos (x — 30°).

a) Grafica la funcidn f(x)=cos x.
d) Grafica la funcién g,(x) = cos(x) + 3.

c) Grafica la funcién A (x) = cos (x + 60°).
e) Grafica la funcién A, (x) = cos(x) — 2.

Para escribir subindice en GeoGebra se utiliza
. . . -, — > Entrada g_1{x) =1(x-30°)
guion bajo como se muestra a continuacion.

Actividades

1. Grafica las funciones del problema 8 de la clase 3.14.

2. Grafica las funciones del problema 9 de la clase 3.14.
3. Crea un deslizador B, con minimo 0, maximo 5 e incremento 0.1. Luego grafica las funciones f{x) = sen x

y g(x) = sen Bx. Observa el comportamiento de la funcién g a medida que el valor de B aumenta o dis-

minuye.
4. Realiza una animacién utilizando deslizadores para desplazamiento vertical y horizontal. )

-
B )
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Indicador de logro:

4.1 Identifica la variacidn de las funciones trigonométricas al cambiar su periodo, amplitud y al realizar
desplazamientos.

Secuencia: Propésito:

Ya que se han estudiado los desplazamientos de Se cambia la escala en el eje x para observar los

las funciones trigonométricas y se ha introducido angulos en radianes, sin embargo en la barra de

el concepto de radian, ahora se utilizarda GeoGe- entrada se escribiran los valores en grados (°)

bra para graficar funciones, asi como para visuali- pues el programa lo convierte automaticamente.

zar con animaciones la manera en que cambia una El estudiante debe interpretar las animaciones

funcidn al realizar un desplazamiento o cambiar para corroborar lo aprendido.

su amplitud o periodo. JAN )

Solucion de problemas:

1a) Escribe en la barra de entrada sen (5x).

1b) Escribe en la barra de entrada cos (x/3).

1c) Escribe en la barra de entrada 4cos x. No es necesario que los estudiantes
grafiquen la funcidn en el intervalo dado en

1d) Escribe en la barra de entrada (1/2)sen x. los Problemas.

Fe de errata:
Enelnumeral 2delaseccionde “Actividades”

2b) Escribe en la barra de entrada 4sen (2x + 120°). del libro de texto, la referencia al problema
10 es un error, debe ser al problema 9.

2a) Escribe en la barra de entrada 2cos (6x — 120°).

2c) Escribe en la barra de entrada —2cos (4x + 180°).

2d) Escribe en la barra de entrada (1/2)sen(3x — 225°).

3. En la barra de herramientas selecciona Deslizador. Clic en la Vista Grafica. Nombra B al deslizador. Coloca
en minimo 0y en maximo 5. Incremento 0.1, y clic en Ok. Escribe en la barra de entrada f(x) = sen x. Escribe
en la barra de entrada g(x) = sen Bx. Selecciona el punto del deslizador y observa como cambia la funcion
a medida que se mueve hacia la derecha y hacia la izquierda. Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia
animacion.

4. Horizontal: En la barra de herramientas selecciona Deslizador. Clic en la Vista Grafica. Nombra k al desliza-
dor. Coloca en minimo —90° y en maximo 90°. Incremento 0.1° y clic en Ok. Escribe en la barra de entrada
f(x) = sen x. Escribe en la barra de entrada g(x) = sen (x — k). Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia
animacion.

Vertical: En la barra de herramientas selecciona Deslizador. Clic en la Vista Grafica. Nombra c al deslizador.
Con minimo -5y maximo 5. Incremento 0.1y clic en Ok. Escribe en la barra de entrada f(x) = cos x. Escribe
en la barra de entrada g(x) = cos x + c. Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia animacidn.
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4.2 Practica en GeoGebra: construccion de las funciones seno y coseno

Es posible construir las funciones trigonométricas observando su comportamiento en el circulo trigonomé-
trico. A continuacion se graficara la funcién seno.

Practica
1. Dibujar el circulo trigonométrico. e —

a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcién Circunferencia (centro, punto). =
b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto.

v B

M b L

o

o8t

a4t

[E);

- ’ Rt 00 1 :
=3 48 .18 14 12 t 8 A6 £4 02 o e 0 08 o 12 14 18 18 2

L)

a4

LI

2. Dibujar el dngulo.

a) Selecciona un punto P en el CT. £
b) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. — | °»
c) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El dngulo se nombra automdticamente como a.

b Vista Grifica =

)

3. Punto de construccién. Este punto tendrd como et T
s . P

coordenada en x el dngulo a en radianes (el pro- us e
grama lo convierte automaticamente) y como as
coordenada en y la coordenada en y del punto P i

(es decir sen a). f o \

. '-\‘ o =5556" lll\

a) En la barra de Entrada escribe S = (a, y(P)) y 14\ SRR W '“_“ R e
presiona Enter. \ ‘ \ .
06
Entrada’ S=(a, y(P)) " &

N\ - J

©
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4. Cambiar la numeracion del eje x.

b) Clic en Vista Grafica.
“;c) Clic en EjeX.

Vista Grafica

1 Ejes
|} Cuadricula
Barra de Navegacion
& Zoom 3
EjeX . EjeY »
Ver todos los objetos
Vista estandar

|+ Vista Gréfica ...

Ctri+M

5. Graficando la funcién seno.

b) Clic en rastro.

[ 7 Bmemion E
P mKe !
| Baucg EjeX Eu¥ Combicula

c) Selecciona el punto P, clic derecho y luego inicia la animacidn

a) Clic derecho en la Vista Grafica (ningun elemento debe estar seleccionado).

d) Clic en el cuadro Distancia y selecciona la opcidn m / 2. Luego salir.

BEps
EMimecs ea gradationes
[=E-1 L T

B Dhstancia 7/ 2
Gradeoones. | | | -
Rituky
Cnxaen 0t LI Adhersin 2 borde

B Permity sedecionar

a) Selecciona el punto Sy dar clic derecho.

\ Punto S: {a, y(D)) Punto P: Punto sobre ¢
Coordenadas polares Coordenadas polares
“ | Qbjeto visible * .| Otjeto visible
AL Etiqueta visible An Etiqueta visible
# Rastro # Rastro
=| Objeto auxliar Animacién
- =| otjeto auxiliar
"] Renombra
// Borra [%| Renombra
: . //_  Borma
.+ Propiedades ...
' 4+ Propiedades ...
/0] P s
\o\y /2 3n/2 n
Actividades
Construye la funcién coseno a partir del circulo trigonométrico.
J
& )

®
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Indicador de logro:

4.2 Utiliza las herramientas del software para construir las funciones seno y coseno a partir del circulo
trigonométrico.

Secuencia: Propésito:

Se grafico la funcion seno a partir de la ubicacién Observar la utilidad del circulo trigonométrico
de puntos en el plano cartesiano, ahora el estu- para obtener de manera dinamica la grafica de las
diante observara cémo se obtiene la grafica de las funciones seno y coseno.

funciones seno y coseno a partir del circulo tri-
gonométrico utilizando las coordenadas de cada
punto.

N\ AN J

Solucién de problemas:

Pasos para resolver el problema:

1. Dibujar el circulo trigonométrico (ver Practica).

2. Dibujar el angulo (ver Practica).

3. Punto de construccidn. Este punto tendrd como coordenada en x el dngulo a en radianes (el programa
lo convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en x del punto P (es decir cos a).
Escribir en la barra de entrada R = (a, x(P)) y presiona enter.

4. Cambiar la numeracion del eje x (ver Practica).

5. Graficando la funcién coseno.
a) Selecciona el punto Ry dar clic derecho.
b) Clic en rastro.
c) Selecciona el punto P, clic derecho y luego inicia la animacion.
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4.3 Practica en GeoGebra: construccion de la funcidn tangente

De igual manera que las funciones seno y coseno, la funcidn tangente se puede dibujar a partir del circulo
. P . . ™ . 31

trigonométrico. Sin embargo, se tiene la dificultad que el angulo al recorrer los valores [7, Zn] enelCT, la

funcién debe evaluarse en el intervalo[—%, 0 ] Para realizar esto se explicara la utilidad de la funcién Si del

bloque de légica.

Practica
1. Clic en el botén Ayuda de Comandos, que se encuentra a la derecha de
la barra de entrada. Se desplegard el panel de comandos.

) o o Ayuda de Comandes
2. Selecciona la funcién Si del bloque de ldgica. En este comando deben Funciones Matematicas
. + Todos los comandos
ingresarse 2 o 3 datos separados por coma. + 0
+ Mgebra
H = = + Conica
Si[ <Condicion>, <Entonces>, <Si no> | $ biagrama
+ Discreta
+ Estadisticas
Condicion: Se introduce una condicién en la que esta involucrada una e iy
variable, puede ser una igualdad, una desiguladad, entre otras. # Gootovea
+ Guion {scripting)
L. L., + Hoja de Calculy
Entonces: Es el valor que el comando devolvera si la condicidn es ver- + Uista
= Logica
dadera. gll!!li!ﬁl
CuentaSi
EsEntera
H . A i PrTA EstaDefinido
Si no: Es el valor que el comando devolverd si la condicidn no es verda- EoEnkesitn
Relacién
dera. &
o Crntirnl aciim

3. Se creara un numero b a partir de un deslizador a, de tal manera
que si el valor de a es negativo entonces el valor de b serd 0 y si

Desfzador

el valor de a es positivo entonces b tomara el valor de a.
() badmere.
) dngulo
) Entera

a) Crea un deslizador con nombre a, de -5 a 5 e incremento 1.
b) Escribe en la barra de Entrada b =, luego pegar el comando Si i

del bloque de légica. A i -8

Honnes
3

L] Meatoria

Deslizager Animacion

Wix |8 Ineramanta: |1

[+3 Cancelar

c) Se debe evaluar si a es negativo por lo que la condicién a
ingresar es a<0. El valor que el comando devolvera es O si se
cumple a<0. El valor que el comando devolverd es a si no se
cumple que a<0.

Entrada: p=Si[a<0, 0, a]‘

En el caso que a sea negativo
b tomarad el valor de 0.

Entrada: EJ=Si_|_:_|-|.

En el caso que a sea positivo
b tomarad el valor de a.

| » Vista Algebraica X
» Vista Algebraica X NGmero
Nimero ® a=2
® a=.5 b=2
b=0

)
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N
s 3
4. Dibujar el Circulo Trigonométrico: N
a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcion Circunferencia (centro, punto). > @
b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto. g
c) Grafica larecta x = 1.
5. Dibujar el angulo:
a) Coloca el punto A(1, 0).
b) Selecciona un punto P en el CT.
c) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. .cﬁ
d) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El dngulo se nombra automa- ™
ticamente como a.
6. Representacion de la tangente.
a) Traza la recta que pasa por los puntos O y P. E
. .z ——
b) Nombra Q al punto de interseccién de la recta trazada y la recta x = 1.
c¢) Oculta la recta trazada.
7. Punto de construccion. Este punto tendrd como coordenada en x el angulo a en radianes (el programa lo
convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en y del punto Q (es decir tan a).
a) Construye el dngulo 8.  Entrada: e = Sifa > 3* /2, a-2 17, d]
b) Nombra T al punto de construccidn.
En la barra de Entrada escribe T = (8, y(Q)) y presiona Enter. —— Entrada:T = (8, y(Q))
8. Gréfica de la funcién.
a) Cambia la numeracidn del eje x en términos de . ] e
b) Selecciona el punto T, clic derecho y clic en Rastro. .
¢) Seleciona el punto P, clic derecho y luego iniciar Animacidn. . :
Punto F Punto P: Punto sobre ¢ ; :
Coordenadas polares T e RERne f
) o Otjeto visible 5
Objeto visible ar] Etiqueta visible /15
Etiqueta visible & Rastro ‘/ o\
Rastro E— Animacion —_ 7 w
e [:ff_ Objeto auxiliar ™
|bl Renombra e \
= s Renombra i
[/ Borra & Bors \
¢ Propiedades .. # Propiedades ... . .
Construye la funcidn cotangente a partir del circulo trigonométrico.
J

8 )
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Indicador de logro:

4.3 Utiliza las herramientas del software para construir la funcidn tangente a partir del circulo trigonométrico.

Propésito:

La funcion Si se introduce para poder graficar la
funcidn tangente como se graficd en la clase, en
dicha gréfica el intervalo posee valores negativos.

La funcion tangente también se graficard en Geo-
Gebra por medio de su representacion en el circu-
lo trigonométrico, introduciendo una herramienta
de GeoGebra: la funcién Si.

Solucidn de problemas:

Para la representacion de la cotangente se construira la figura del problema 6 de la clase 3.14, en la cual
RQ = cot 6.

1. Dibujar el circulo trigonométrico.
a) El punto O(0, 0) es el centro y A(1, 0) el punto de la circunferencia.
b) Graficalarectay = 1.

2. Dibujar el dngulo.
a) Selecciona un punto P en el CT en el primer cuadrante.

b) Construye el angulo con los puntos A, O y P, seleccidnalos en ese orden. El angulo se nombra automati-
camente como a.

3. Representacion de la cotangente.
a) Traza la recta que pasa por los puntos Oy P.
b) Nombra Q al punto de interseccidn de la recta trazada y la recta y = 1.
¢) Oculta la recta trazada.

4. Punto de construccion. Este punto tendra como coordenada en x el angulo a en radianes (el programa lo
convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en x del punto Q (es decir cot ).

En la barra de Entrada escribir U = (o, x(Q)) y presiona Enter.

5. Grafica de la funcion.
a) Cambia la numeracion del eje x en términos de .
b) Dar rastro al punto U y luego dar Animacién al punto P.
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4.4 Practica en GeoGebra: el método de exhaucion

area del poligono, a medida que sus lados aumentan, respecto al area del circulo.

Practica

1. Construccién del circulo trigonométrico.
El centro debe ser O(0, 0) y A(1, 0) el punto.

Se construira un poligono inscrito en el circulo trigonométrico para observar la aproximacion que tiene el

Minimo 3, maximo 100 e incremento 1.

®

2. Construir un deslizador para el nimero de lados de un poligono regular con nombre n.

=

Dwvatatize
®Nimerp  Nembre
Ohnguo "
CEMET  Caatono n=3
- -— >
Intervalo Declizador Animacion .
Min: 3 Méx: 100 Incremento: 1
OK | Canceiar

3. Construccién del angulo central a dada su amplitud.
a) Selecciona los puntos A, 0 y como amplitud 360° /n. Clic en OK.
b) Aparecera otro punto en el CT. Dar el nombre B.

<INIE]

A’; Anguie

€7 Argulo dada su amplitud

Angulo

? Distancia o Longitud
em? 4

w Ared
/ﬁ( Pendients

{12} usta

360°/n

(® sentido antihorario
(O sentido horario

alp Retacién

DK | Cancelar

- .
\/ Inspeccién o fundones

4. Contruccion del poligono regular.
a) Selecciona la opcidn Poligono regular y escoge los puntos Ay B.

J

e

@
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N
b) En el cuadro que aparecera a continuacion, escribe el nimero de vértices n.
(T e—— - o
- E
® -
OlC] <
.7*' Poligonio 7 Poligona regular *
oy _ Vérfices
. Poligono reguiar — |n W,
:\ Patigona rigido oK Cancslar
I_; Poligona vedorial
Aparecera automaticamente el valor del area del poligono cons- ' :
. —> @ poligono1=1.29804
truido.
5. Calcular el rea del circulo, con el comando Area del bloque Ayuda de Comandos 1
de Geometria. Observa cédmo se aproxima el area del poligo- " “;:g’:g’ g
no regular a la del circulo a medida que se incrementa el Arco
1 ArcoCircunferencia
numero de lados. ArcoTresPurtos
Area
6. Determinar los perimetros del poligono y de la circunferen- Baricentro
. BancentroBaremado
Cla. Bisectriz
Perimetro del poligono Entrada: perpoligono=Perimetrolpoligono] gi;}‘ﬂ:ﬁ;@m
Perimetro de la circunferencia  Entrada: ;o1 cunter=ne 1-=Perimetrofc] ComprusbaDetalles
Contorno
] ’ ) ) Gilbica
7. Comparar los perimetros del poligono y la circunferencia CurvaTrianguiar "
cuando aumenta el nimero de lados del poligono. < =
8. La constante Tt se define como el cociente del perimetro del circulo entre su radio. Utiliza la contruccién
realizada para obtener una aproximacion del valor de .
9. Construccion de un poligono regular que circunscriba al Circulo trigonométrico.
Construye un segmento 00, de longitud dada, con longitud 1 E punto O, se debe colocar en el eje
o
X. T T cos =
His oo 2
o} e € Segmento de longitud dada x
iy oo Longitud
s % e 1/cos (a2 fal
a‘l
M OK | Cancelar
1 o Pobgonal
A~ Vector
«¥ Equpolents £ bivgulo dade su smplitud
Angulo
10. Construir el angulo central B dada su amplitud. “
. . . @ sentido antihorario
a) Selecciona los puntos O;, O y como amplitud a. Clic en OK. e
b) Cambia el nombre al punto resultante por O,.
OK | Canceler
11. Construir el poligono regular utilizando los puntos O, y O,. El nimero de lados debe ser n.
Efectla las 3 aproximaciones realizadas en los problemas anteriores (area, perimetro y el valor ) con el
\_ poligono construido en el numeral 10. Y,
B )
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Indicador de logro:

4.4 Explica el método de exhaucion en el circulo trigonométrico por medio de un software para aproximar el

valor de m.
Secuencia: Propésito:
En sexto grado se estudid el valor de la constante Al desarrollar la practica el estudiante determina
T, que es util para determinar el area y el perime- el area del circulo a partir de aproximaciones por
tro de un circulo. En esta clase se utiliza el método medio de poligonos regulares y a la vez aproxima
de exhaucidon con ayuda de GeoGebra para deter- el valor de un ndmero irracional.
minar el area del circulo trigonométrico en el que
se refleja el valor de m.

N VAN Y.

Solucion de problemas:

El poligono que circunscribe a la circunferencia se puede construir sobre la misma Practica desarrollada, de
esta manera pueden compararse los valores del area, perimetro y it con el poligono inscrito. Para realizar las
aproximaciones basta desarrollar los pasos 5, 6 y 8 utilizando los valores del nuevo poligono.
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