Unidad 6. Sucesiones aritméticas y geométricas

Competencia de la unidad

Establecer el término general de una sucesion aritmética y geométrica para calcular términos o sumas
parciales, utilizando las propiedades de estas sucesiones.

Relacion y desarrollo
Tercer cicl Primer afo de Segundo ano de
ercer ciclo bachillerato bachillerato

Unidad 4: Ecuacidn (9°) Unidad 2: Operaciones con Unidad 4: Funciones trascen-

e Ecuacion cuadratica polinomios y numeros com- dentales |

¢ Aplicaciones de la ecuacién —L plejos e Potencia y raiz n-ésima
cuadratica ¢ Productos notable y factori- _r ¢ Funciones y ecuaciones ex-

zacion ponenciales
¢ Division de polinomios
¢ Ecuacién cuadratica y niume-
ros complejos

Unidad 6: Sucesiones aritmé-

ticas y geométricas
* Sucesiones aritméticas
¢ Suceciones geométricas
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Patrones
1 2. Patrones generalizados
1 3. Sucesiones aritméticas: definicion
1. Sucesiones aritméticas 1 4. Sucesiones aritméticas: término general
1 5. Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 1
1 6. Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 2
1 7. Sucesiones aritméticas: problemas
1 1. Sucesiones geométricas: definicién
1 2. Sucesiones geométricas: término general
1 3. Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 1
2. Sucesiones geométricas 1 4. Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 2
1 5. Sucesiones geométricas: problemas
1 6. Practica lo aprendido
1 7. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 6
2 Prueba del tercer periodo

14 horas clase + prueba de la unidad 6 + prueba del tercer periodo
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Puntos esenciales de cada leccion
Leccion 1: Sucesiones aritméticas

La unidad inicia con la identificacidon de patrones de figuras y numéricos para introducir la definicion de término
general de una sucesion. Luego, se define una sucesidn aritmética, se define su término general, se calculan su-
mas parciales, conocidas como series aritméticas, y se resuelven problemas diversos que requieren del uso de
sucesiones aritméticas.

Leccidn 2: Sucesiones geométricas

Se define una sucesion geométrica y su término general, se calculan sumas parciales, conocidas como series
geométricas, ademas, se resuelven problemas diversos que requieren del uso de sucesiones geométricas.
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Sucesiones aritméticas

1.1 Patrones

Problema inicial ~
Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.
a) Determina en la Figura 4 y la Figura 6 si la secuencia se va formando de igual manera.

é? ] é?
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6
b) ¢Cual figura corresponde a la Figura 7 si la secuencia se va formando de la misma manera?

e e B B G o B I

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7
c) Determina el numero faltante y la regla que se ha utilizado para generar la secuencia.

L Posicidn 1  Posicién 2 Posicion 3  Posicién 4  Posicién 5  Posicién 6  Posicion 7 Posicion 8 )

Solucién _ N
a) Puede observarse que cada figura se obtiene agregando dos cuadradosa | —
la figura anterior, acomodandolos en forma de L. Entonces, la Figura 4y la

Figura 6 son las que muestran las figuras de la derecha. ! [ L] | [TT]
Figura 4 Figura 6

b) Si se considera que el cuadrado grande va rotando 90° en el sentido horario respecto a su centro, la
Figura 2 se obtiene rotando una vez la Figura 1, la Figura 3 se obtiene rotando una vez la Figura 2, la
Figura 4 se obtiene rotando dos veces la Figura 3, la Figura 5 se obtiene rotando una vez la Figura 4y la
Figura 6 se obtiene rotando una vez la Figura 5. Por lo tanto, la Figura 7 se obtiene rotando dos veces
la Figura 6, por lo que la Figura 7 es E

c) Puede observarse que /+_1\A/+_2\A /+3\A/H\A/+'5\A/+"6\A
Posicién 1 Posicion 2 Posicion 3  Posicion 4  Posicién 5  Posicidén 6  Posicion 7
Entonces, el siguiente nimero deberd ser 23 + 7 = 30.

Para generar un niumero se suma el nimero anterior y su posicion.

Conclusién
Un patrén matematico es una secuencia de nimeros o figuras que satisfacen cierta regla y con la cual pue-
de generarse cualquier elemento de la secuencia.

+
Problemasm
Observa las siguientes secuencias de figuras y nimeros. Responde lo pedido en cada caso.

a) Determina las figuras 5, 6 y 7 que corresponden b) ¢Cuadl figura corresponde a la Figura 7°?

a la secuencia e identifica la regla que se ha utili-
zado para generarla. EE Eh ﬂ EE i:] ﬂ

Figural Figura2 Figura3 Figura4 Figura5 Figura6 Figura?7
H @ c) Determina el numero faltante y la regla que se
ha utilizado para generar la secuencia.
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

2 6 12) (20) (30) (42) (¢?

& )
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Indicador de logro:

1.1 Identifica patrones numéricos o de figuras y establece la regla que los genera.

Se inicia la unidad con la identificacidn de patro-
nes, ya sean numéricos o de figuras y se busca una
regla que los genera. Se establece la definicidn de
patrén numérico.

Propésito:

En la unidad 4 de séptimo grado se abordan los
patrones numéricos. Esta clase tiene el objetivo
de recordar los patrones y la forma de determinar
un elemento en particular de este.

Solucion de problemas:

a) Se observa primero el nimero de elementos de cada figura.

Figural: 2=1x2 Figura2: 6=2x3 Figura3: 12=3x4 Figura4: 20=4x5

El nimero de elementos que tiene cada figura puede obtenerse mul-
tiplicando el nimero de columnas por el numero de filas que tiene.
Ademds, el nUmero de la figura corresponde con el numero de colum-
nas que tiene. Por otra parte, el nimero de filas es siempre una unidad
mayor que el nimero de columnas.

Figura 5 Figura 6 Figura 7
Por lo dicho anteriormente, la Figura 5, Figura 6 y Figura 7 son como se

muestra a la derecha.

b) De la Figura 1 se toma el punto P, como muestra la figura. Se realizan rotaciones (o giros) con respecto a

180° se obtiene la Figura 3. Se rota la Figura 3 un dngulo de 90°, se obtiene la Figura 4. Se rota la
Figura 4 un angulo de 180°, se obtiene la Figura 5. Continuando de la misma forma, la Figura 7

este punto. EE
Si se rota la Figura 1 un angulo de 90°, se obtiene la Figura 2. Al rotar la Figura 2, un angulo de P
se obtiene girando 180° |a Figura 6. Entonces, se obtiene la figura mostrada a la derecha. Eh

Figura 7

c) Se identifica primero cada elemento con su posicion.

2 6 12 20 30 42

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3  Posicion 4 Posiciéon 5  Posicion 6
Al buscar una relacidn entre los elementos y sus posiciones se pueden identificar dos formas de generar
el patrén.

Forma 1. El elemento puede obtenerse sumandole Forma 2. El elemento puede obtenerse multiplican-

al niumero anterior el doble de su posicion. do el nimero de posicion por su consecutivo.
Posicion 1: 2 Posicion 1: 1x2 =2
Posiciéon 2:2+2x2=6 Posicion 2:2x3=6
Posicion 3: 6 +2 x3 =12 Posicion 3:3 x4 =12
Posiciéon 4:12+2x4=20 Posicion 4: 4 x 5 =20
Posicién 5:20+2 x5=30 Posicion 5: 5 x 6 = 30
Entonces, a la Posicidn 7 le corresponde Entonces, a la Posicidn 7 le corresponde
42 +2 x 7 =56. 7 x 8 =56.
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1.2 Patrones generalizados

Problema inicial

N
Observa la siguiente secuencia:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
a) éCual es la regla que se ha utilizado para generar la secuencia?
b) ¢ Cudles son los nimeros que corresponden a las posiciones 8 y 9?
¢) ¢Cudl seria el numero correspondiente a la posicion 20? ¢y a la posicién 100?
d) éCual seria el nimero correspondiente a una posicién cualquiera n?
. J
Solucién
a) Al observar la secuencia se puede determinar que todos los nimeros son multiplos de 3, por lo que la
regla utilizada es multiplicar por 3 el nimero de posicion en la que se encuentra.
b) Por el resultado del literal a, en las posiciones 8 y 9 corresponden los nimeros 3(8) = 24 y 3(9) = 27.
¢) Como el numero se obtiene multiplicando la posicidn por 3, entonces 3(20) = 60 es el nimero que
corresponde a la posicion 20 y 3(100) = 300 es el nimero que corresponde a la posicién 100.
d) El nimero que correspondera a la posicién n es 3n. La sucesién también pue-
de generarse sumando 3 al
numero anterior.
Definicion
A una secuencia de nimeros que sigue cierta regla también se le conoce como sucesién. En una sucesion,
sus elementos tienen un orden y habitualmente se denotan por a,, donde n representa la posicion que
ocupa dicho elemento. Por ejemplo, en la sucesidn del Problema inicial, @, =3, @, =6, a, = 21, a, = 3n.
A cada elemento de una sucesidn se le llama término y al término que ocupa la n-ésima posicién (con n
un nimero natural) se le llama término general. Por ejemplo, @, = 3n es el término general del Problema
inicial.
Una sucesidn es finita si tiene una cantidad finita de elementos. Caso contrario, se dice que la sucesién es
infinita.
| ibi L, h d En algunas ocasiones no es posible
Al escribir una sucesion s.e a.ce fen orden, a,, az,. 513, e Qe encontrar el término general, en
donde los puntos suspensivos indican que la sucesidn sigue. una forma simple, que describa
una sucesién.
Ejemplo
Determina el término general de la siguiente sucesion y calcula los términos 20, 41y 101.
-1,2,-3,4,-5, ..

Observa que la sucesién va alternando signo en sus términos, y en cada posicién impar su signo es negativo
y en cada posicion par, su signo es positivo. Nota que esto puede escribirse como:

. 1 sinespar
(-1)"= oo
—1si n esimpar

&

/
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Ademds, los valores absolutos de los nimeros que componen la sucesion son todos consecutivos y coinciden
con su posicidén dentro de la sucesion, por lo tanto, el término general es a,, = (-1)" n.

Por lo tanto, los términos 20, 41y 101 son a,, = (-1)*°20 =20, @, =- 41y a,,, =— 101.

b

Problemas
1. Para cada sucesion, encuentra el término general y los términos que se piden.

a)2,4,6,8,... icudleseltérmino 42? b)1,3,5,7,9 11, ... icudles el término 21?
c)1,4,916,25,... éicudleseltérmino 11? d) 1, 8,27, 64,125,... icudleseltérmino 8?

e) 13 31T écudl es el término 9547 f)2,0,2,0,2,.. éicudleseltérmino 10?, ¢y el 557

2. Enlista los primeros cinco términos de la sucesion que tiene término general a,, en cada uno de los
siguientes casos:

a)a,=3n+1 b)a,=4n-2 ca,=-n+2 d)a,=n*-3

3. Observa el siguiente proceso: sea T el nimero de elementos de la Figura 5, en la siguiente sucesion:

([ ]
(] [ N
[ ] [N J [ N J
[ ] LN J L J L
[ ] LN J o000 o000 o000 0 -

Figural Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5

¢ Se reordenan los elementos ¢ Se duplica la figura. ¢ Se unen las dos figuras iguales forman-
de la figura 5. do un rectangulo de 5 x 6 elementos.

© : : : : ®  Por lo tanto,
27T, = 5(6).

Generaliza el proceso anterior para determinar el término general 7. de la sucesion.

Una de las sucesiones mas famosas es la conocida Sucesién de Fibonacci.

Fibonacci fue un matematico italiano que nacid en Pisa, alrededor de 1175. Su nombre verdadero era Leo-
nardo de Pisa pero comunmente se le conocia como Fibonacci, nombre que representa la version corta de
Filius Bonaccio, que significa hijo de Bonaccio.

La sucesién de Fibonacci es de la siguiente forma:

a;=1
a,=1
Qp = Qpg + Apy

Los primeros términos de la sucesién de Fibonaccison: 1,1, 2, 3,5, 8, ...; es decir, los términos de la sucesion
de Fibonacci pueden determinarse sumando los dos términos anteriores.

Esta sucesion tuvo su primera aparicion cuando se planted el problema que involucraba la reproduccion de
un par de conejos, con la hipdtesis que estos eran inmortales, se volvian adultos al cabo de un mes, y que de
cada pareja de conejos nacia una pareja de conejos (un macho y una hembra).

/
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Indicador de logro:

1.2 Determina el término general de una sucesion.

Se define una sucesion y la forma de representarla mediante una féormula. Se define ademas, el término de
una sucesion.

Propésito:

El Problema inicial tiene como objetivo identificar la regla general de una secuencia para luego definir el
término general y la forma de denotar una sucesion.

El Ejemplo tiene como objetivo utilizar la notacién definida en la Conclusién y calcular algunos términos
especificos de una sucesidn utilizando su término general.

Solucién de problemas:
En cada una de las soluciones, n representa un numero natural.
1a) Se observa que 2 = 2(1), 4 = 2(2), 6 = 2(3), 8 = 2(4), por tanto, a, = 2n. Luego, a,, = 2(42) = 84.

1b) Se observa que la sucesidon esta compuesta por todos los nimeros impares positivos. Todo nimero im-
par positivo puede escribirse como 2n — 1, que tiene el valor de 1 cuando n = 1. Entonces a, = 2n — 1.
Luego, a,, = 2(21) —1 = 41.

1c) La sucesidn esta compuesta por los cuadrados de los nimeros naturales: 1 =12, 4 =2%,9 =32, ... Por tanto,
a,=n’ Luego, a,, =11 =121.

1d) La sucesidn estd compuesta por los cubos de los nimeros naturales: 1 =13,8 =23,27 =33, 64 =43, ... Por
tanto, a, = n’. Luego, a, = 8°> = 512.

1e) Se puede observar que la sucesidn esta formada por fracciones, donde el numerador es siempre 1y los
. . 1 _1
denominadores son los numeros naturales. Por tanto, @, = —. Luego, @, = goz-

1f) Se observa que los términos de la sucesion son siempre 2 si la posicidon es impar, y siempre es 0 si la po-
sicidn es par. Hay dos formas de definir la sucesién: Entonces,

a, =

Forma 1. 2 sinesimpar Forma2.a,=1-(-1)"
0 sinespar

Luego, a,,=0VY a, = 2.
2a)a,=4,a,=7,a,=10,qa,=13,q, = 16. 2b)a,=2,a,=6,a,=10,a,=14, a, = 18.
zc) al = 1[ az = ol a3 = —1' a4 = —2' as = —3_ Zd) al = —2, aZ = 1, a3 = 6, a4 = 13, aS = 22.

3. Con los puntos de la Figura n, que tiene T, elementos, se puede formar, al reordenarlos, un triangulo
rectangulo cuyos catetos tienen n puntos cada uno.

Al duplicar el tridangulo, se tiene 27T, elementos. Al ubicar ambos tridngulos rectangulos se obtiene un
rectangulo cuyos lados estan formados por ny n + 1 puntos. Pero el numero de elementos del rectangulo
es n(n + 1), entonces, 27, = n(n + 1).

n(n+1)

Por lo tanto, T, = >
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1.3 Sucesiones aritméticas: definicion

Problema inicial

N
Observa la siguiente secuencia y responde:
Figura 1
Figura 2 -
Figura 3
Flgura 4
a) Enlista el nimero de elementos de los primeros 10 términos de la sucesion.
b) ¢Cual es la regla que se ha utilizado para generar la sucesion?
¢) Siaun término se le resta su término anterior, ¢ qué se puede observar si se hace en repetidas ocasiones?
L d) Si sumas los términos 1y 10, 2y 9, 3y 8 y asi sucesivamente, ¢qué sucede? )
Solucién
a) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.
Término a | 4 as a, | Qs Qs | G; | Qg | Qg | Gy
Ndmero de elementos | 3 5 7 9 11 | 13 | 15| 17 | 19 | 21
b) Si se observan las figuras, se han ido afiadiendo dos cuadrados respecto a la figura anterior.
P . a,—-a,=5-3=2
c¢) Al tomar un término y restarle su anterior se puede observar que el resultado G-a.=11-9=2
siempre es el mismo cuando se hace varias veces. En este caso resulta ser 2. 5T -
ay—as=19-17=2
d) Obsérvese que los términos 1y 10,2y 9,3y 8,4y 7,y 5y 6, a pares siempre estdn a una misma
distancia de los extremos. Puede observarse que al sumar términos que estan a igual distancia de los
extremos, el resultado es siempre el mismo: 24.
21
11 +13= 24
9+15=24
7+17=24
5+19=24
3+21=24
Definicion
A la sucesidn donde sus términos pueden obtenerse sumando un mismo nimero al término anterior se
llama sucesion aritmética.
Una sucesidn aritmética tiene la propiedad que al restarle a un término su anterior siempre se obtendra el
mismo resultado. A este resultado se le llama diferencia.
Un detalle importante que hay que re-
. L, L . saltar sobre las sucesiones aritméticas es
Otra de las propiedades de una sucesién aritmética finita es que que la diferencia puede ser un namero
al sumar términos que estan a una misma distancia de los cualquiera, esto es, puede ser un nime-
extremos el resultado es el mismo. ro entero, racional, decimal o irracional.
Problemas
Identifica si cada sucesidn es una sucesion aritmética. En caso de serlo, determina su diferencia.
a)5, 11,17, 23,29, 35, ... b)-3,0,3,6,9,12, 15
5.7
01,234,578,.. d 23354 2,5,7,
e)—4,-4,-4,—4,-4,-4, ... f)11,7,3,-1,-5,-9, ...

162

/
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Indicador de logro:

1.3 Determina si una sucesion es aritmética utilizando su definicion.

Se inicia la clase con el analisis de una secuencia de figuras y el nimero de elementos de cada una de ellas.
Se establece la definicidn de una sucesion aritmética y la diferencia de una sucesion de este tipo.

Solucion de problemas:

a) Se observaque 11-5=17-11=23-17=29-23=35-29=6. Como la diferencia obtenida es siempre
la misma, la sucesion es aritmética, donde su diferencia es 6.

b) Se observaque0—-(-3)=3-0=6-3=9-6=12-9=15-12 = 3. Como la diferencia obtenida es siempre
la misma, la sucesion es aritmética, donde su diferencia es 3.

c) Se observa que 2 — 1 =1, mientras que 7 — 5 = 2. Como ambas diferencias son distintas, la sucesion no es

aritmética.
5 5 7 7 9 9 11 1 . . .
d) Seobservaque=-2=3->-=--3=4--=>-4=5->-==-5 == Como la diferencia obtenida es
2 272 272 272 2
siempre la misma, la sucesion es aritmética, donde su diferencia es 5

e) Al hacer la diferencia de cualesquiera dos términos consecutivos, se tiene que —4 — (—-4) = 0. Por tanto, la
sucesion es aritmética con diferencia igual a 0.

f) Al realizar las restas se obtieneque 7-11=3-7=-1-3=-5—-(-1) =-9 — (-5) = —4. Por tanto, la sucesién
es aritmética, con diferencia igual a —4.
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1.4 Sucesiones aritméticas: término general*

Problema inicial
t Encuentra el término general de la sucesién aritmética del Problema inicial de la clase 1.3. }

Solucién
Obsérvese primero que si a,_, €s un término cualquiera, a, es el término que le sigue. Como cada figura se
obtiene sumando dos cuadrados a la figura anterior, se tiene que
5=3+2, 7=5+2, 9=7+2, .. Qu=Q,+2

—_—
a=a,+2 a;=a,+2 Q=az+2

Se tiene entonces que
a2=a1+21 a3=a2+21 a4=a3+21 a5=a4+21 e an—Zzan—3+21 an—lzan—2+2 ’ anzan—1+2

Se necesita encontrar una férmula en términos de la posicidon que ocupa en la sucesidén. Notese entonces

que,
a, =apq +2

=an—2+(2+2)
=q,3+(2+2+2)
=q,,+(2+2+2+2)

Si se continlia de ese modo a,,=a4+(2+2nu--+2)=(a3+2)+(2+27;+_‘-‘--+2)
=+ (2424 +2)=(Ay+2)+ (2424 +2 4=n-(n-4).
(2244 2) = (0,4 2+ (2424 0+ )

=a2+(2+2nt2-~-+2)=(a1+2)+(2+27:r_i-~+2)

=a;+(2+2+--+2)

n-1——

Se tiene entonces que a, es igual al primer término mas n — 1 veces 2, es decir, el término general de la
sucesiénes a, =a, +2(n —1).

Conclusién
En una sucesidn aritmética, si d es su diferencia, su término general esta dado por a,, = a, + d(n — 1).

Ejemplo
Calcula los términos 4, 12, 17 y 99 de la sucesion aritmética a, = — 2 + 6(n — 1) y determina cual es el tér-
mino a, y su diferencia.

Para calcular los términos que se piden, se sustituye la 7 por la posicién del término. Asi,

Q=-2+6(4-1)=-2+6(3)=—-2+18=16 ap=—2+6(12-1)=-2+6(11) =64
an,=—2+6(17-1)=-2+6(16) =94 Qoo =—2+6(99 — 1) =— 2 + 6(98) = 586

i . . En muchas ocasiones, el término general de una sucesion arit-
Ademads, a, = — 2y su diferencia es d = 6. mética se presenta en la forma a, = a, — d + dn. Por ejemplo,
a,=—2+6(n — 1) puede escribirse como a, =— 8 + 6n.

$
Problemas.
1. Establece el término general de las sucesiones aritméticas de los problemas de la Clase 1.3.

2. Determina los términos 1, 7, 11, 20 y 100 de cada una de las siguientes sucesiones aritméticas:

a)a,=5+4(n-1) b)a,=-1+7(n-1) ca,=2-3(n-1)
d)a,=-4-(n-1) e)a,=3-(n-1) fla,=5-3(n-1)
g) an=%+%(n—1) h)a,=—0.6+2(n—-1) i)a,=-0.4-0.7(n - 1)

®

/
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Indicador de logro:

1.4 Establece el término general de una sucesion aritmética y lo utiliza para calcular algunos términos de
esta.

En esta clase se deduce el término general de una sucesidn aritmética mediante un caso particular. Luego
se generaliza para una diferencia d cualquiera. Ademas, se calculan algunos términos de sucesiones arit-
méticas utilizando su término general.

El Ejemplo tiene como objetivo utilizar el término general de una sucesidn aritmética para calcular algu-
nos términos de esta.

Con respecto a la seccion de Problemas, el problema 1 es para establecer el término general de sucesio-
nes aritméticas, mientras que el problema 2 es para calcular términos especificos utilizando el término

J

general.
_
Solucién de problemas:
la)a,=5+6(n-1)=-1+6n 1b)a,=-3+3(n-1)=-6+3n 1c) No es sucesion aritmética
1d)an=2+%(n—1)=%+% le)a,=—4 1f)a,=11-4(n-1)=15-4n

za) Cln = 5 + 4(n - 1): Cll = 5, a7 = 29, all = 45, azo = 81, aloo = 401
Zb) an = _1 + 7(7’L - 1): Cll = _1, a7 = 41, all = 69, azo = 132, aloo = 692
ZC) an = 2 - 3(n - 1): a1 = 2, a7=_16, all =_28, a20=_55, a100=_295

Zd) an == 4 - (n - 1): a1 = _4, Cl7 = _10, (111 = _14, azo = _23, aloo = _103

1 1 11 19 37 197
2e)a,= 5= (n—1): U =75 A ==5, A =~ ==, Qo =~
f _ 1 X _ _ _5 _ 4 _
z)an—5_§(n_1)- a1—5107—3,(111—3'6120—_?,a100—_28

1.3 , 1 19 31 29 149
Zg)an—z*'z(n_l)- A1=7 Q=75 A =7 Qo =~ Quoo =5

Zh) an == 0.6 + 2(n - 1): a1 == 0.6, Cl7 = 11.4, Clll = 19.4, azo = 37.4, aloo = 197.4

Zi) Cln == 0.4 - 0.7(7’L - 1): Cll = _0.4, a7 = _4.6, Clll = _7.4, azo = _13.7, aloo = _69.7
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e a
1.5 Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 1*

Problema inicial ~
Resuelve cada literal.
a) ¢Cuantovalelasuma 1+ 2+ 3+ -+ 28+ 29 + 30? Busca una forma de calcularla sin sumar término a
término.
b) Si se tienen los numeros 1, 2, 3, ..., n—3, n—2y n—1, icuanto vale la suma de todos ellos?
c) ¢Cuanto vale la suma S, de los primeros n términos de la sucesién a, = a, + d(n — 1)?
d) En la sucesion aritmética a,, = 1 + 2n, {cuanto vale la suma de los primeros 10 términos?

Para el literal a, considera también
lasuma30+29+28+---+3+2+1.

Solucién

a) Si se realiza la suma
1)+(2)+(3)+ - +(28/+(29/+30

+30/+29+ 28 + - +(3 )+ 2)+(1
31+31+31+--+31+31+31 (1)

el resultado es el mismo. Enlasuma1+2+3+...+ 28 + 29 + 30 hay 30 términos, por lo que en la suma
(1) se estd sumando 30 veces el nimero 31, por lo tanto es igual a 31(30).

Por otra parte, la suma en (1) se obtuvo sumando 1 +2 + 3 + --- + 28 + 29 + 30 dos veces, por lo que la
) . 31(30) S ,
suma pedida es igual a - Al simplificar, se obtiene

15
31(30) _ 31(36) _ _
B 31(15) = 465.

Porlotanto,1+2+3+...+28+ 29+ 30 =465.

b) Si se utiliza la misma técnica utilizada en la parte a), se tendria

1 )+ 2 |+ 3 1+ +n-3+n-2)+n-1
+n-1+n-2+n-3 +--+ 3 |+ 2 + 1

n + n + n +:>4+ N + N o+ N e (2)

La suma en (2) tiene n — 1 términos, por lo que vale n(n — 1). Pero nuevamente, se ha sumado dos
veces1+2+3+-- +n—-3+n—-2+n-1, porloque

n(n-1
1+2+3+- +n—3+n—2+n—1=¥.
c) Se colocan los n términos en el nuevo orden
+d +d +d +d
7N 7N R
S,= Q + a, + a +--+ a,, t+ A T Q,
-d -d -d -d
7N 7N 7 N 7 TN
S,= Q, + a,, + a,, ++ Q; +  a, +

2S,= (@, + @) + (A + @) +(@p + @) + - + (a3 + Q) + (@, +a,) +(ar+a,)

En el dltimo renglén, todas las parejas tienen el mismo valor a, + a, porque en cada suma el primer
sumando va aumentando por d y el segundo por —d.

Como hay n parejas se tiene 2S, = n(a, + a,). Porlo tanto S, = % nla, +a,).

Si se sustituye a,, = a, + (n — 1)d, se tiene que S,, = % n[2a, + (n —1)d].
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d) Se quieren sumar 10 términos de la sucesién a, = 1 + 2n, entonces se calcula el primer y décimo tér-
mino
a,=1+2(1)=3,
a,=1+2(10)=21.

Asi, la suma de los 10 primeros términos es:
S, =7 n(a; +a,) =3(10)(3 +21) = 5(24) = 120.
Definicion

n
La notacion Z a; es una forma abreviada de escribir lasumaa, +a, +as; + -+ a,, + a,, + a, y se lee “la
=1
sumatoria de @; desde i igual 1 hasta i igual n”.

Bajo esta notacién, la suma de los n primeros términos de una sucesion aritmética esta dada por

n
S, = Zai = %n(a1 +a,) = %n[2a1+ d(n—-1)]; con d ladiferenciadelasucesion.
=1

A esta suma se le conoce como suma parcial de una sucesidn o serie, que en este caso se trata de una su-
cesién aritmética. t

El simbolo X es una letra griega que corresponde a la letra mayuscula sigma. Cuando se
utiliza para representar una suma se hace referencia a él como “el simbolo de sumatoria”.

Problemas

1. Para cada caso, calcula lo que se pide.
a) La suma de los primeros 21 términos de la sucesién a, = —6 + 6n.
b) La suma de los primeros 28 términos de la sucesién a,, = 11— (n —1).
¢) La suma de los primeros 77 términos de la sucesién a,, =—4 + 5(n —1).
d) La suma de los primeros 33 términos de la sucesion a,, = 0.5 + 2(n — 1).

2. Dos flechas se encuentran dentro de un tridngulo y un pentadgono de modo que apuntan a los vértices
de estos. A continuacion se muestran cuatro figuras de la secuencia en la que giran las flechas:

3 3 3 3
1 2 1 2 1 1 2
5 3 5 3 5 3 5 3
4 4 4 4
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Si las flechas siguen siempre el mismo movimiento, determina el nimero de figura en la cual las flechas
habran apuntado un mismo vértice por trigésima vez.

(2]
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Indicador de logro:

1.5 Calcula la suma parcial de una sucesion aritmética.

Luego de haber establecido el término general de una sucesion aritmética, se deduce la férmula para calcu-
lar la suma parcial de esta.

Primero se calcula la suma de Gauss para los primeros 30 enteros positivos en a) y luego la suma de los pri-
meros n — 1 enteros positivos en b), esto Ultimo para establecer la formula de la suma de Gauss.

Luego, en c) se calcula la suma de los primeros n términos de una sucesidn aritmética cualquiera, esta parte
para establecer la férmula de la suma parcial, y por ultimo se calcula la suma parcial para una sucesién en
particular, mediante el uso de la fdrmula establecida en c).

NS /

Solucion de problemas:

1a) Para a, =—6 + 6n, se tiene que a, = 0y a,; = 120. Entonces, Hay que motivar al estudiante a hacer
21 1 1 simplificaciones antes de realizar multipli-
S, = Zai = 5(21)(‘11 +0a,)= 5(21)(0 +120) = 21(60) = 1 260. caciones. Por otra parte, estos problemas

i=1 no requieren del uso de la calculadora.

1b) Paraa,=11—(n — 1) se tiene que a, = 11y a,3 = —16. Entonces,

Sas = iai = 2(28)(a; + az) = 3(28)(11 - 16) = 14(-5) = =70,
1c) Paraa,=-4+5(n—-1) selt_'ilene gue a, =—4y a,, = 376. Entonces,

S,, = ijai = 2(77)(@; + azy) = 3(77)(~4 + 376) = 3(77)(372) = 77(186) = 14322.
=
1d) Paraa,,=0.5 + 2(n — 1) se tiene que a, = 0.5 y a,; = 64.5. Entonces,
Sps = iai = 2(33)(as + as3) = 5(33)(0.5 + 64.5) = 7(33)(65) = 1072.5.

i=1

2. Se denota con un par ordenado los nimeros hacia los que apuntan ambas flechas, (a, b), donde a denota

el nimero al que apunta la flecha del triangulo y b denota el nimero al que apunta la flecha del pentago-
no. Se enlistan algunos elementos de la secuencia para identificar el patron.

Fig. 1. |(1,1)] | Fig.11: (3,1) Los elementos encerrados son los que cumplen que ambas flechas
Fig.2: (3,3) | Fig. 12: (2, 3) han apuntado al rjnismo vértice. En la Figura 9, las flechas han apun-
Fig.3: (2,5) | Fig. 13: (1,5) tado al mismo vértice en dos ocasiones; luego, de la Figura 10 a
.g. ' ! .g. o la 24 hay 15 figuras, y ademas las flechas han apuntado al mismo
Fig.4: (1,2) | Fig.14: (3,2) vértice en dos ocasiones. Luego, en la Figura @, = 9 + 15(n — 1), las
Fig.5: (3,4) | Fig.15: (2,4) flechas han apuntado 27 veces al mismo vértice.
Fig.6: (2,1) | Fig.16: [(1,1)
Fig. 7: (1,3) | Fig. 17: (3, 3) P‘or lo tanto, en la Figura‘ Qs Iaslﬂgchas habrf':'\n apuntf’:\do por trigé-
Fig.8: (3,5) | Fig. 18: (2,5) sima vez (30 veces) al mismo vértice. Es decir, en la Figura
. _ 9 +15(14) = 219.
Fig.9: |(2,2) | Fig.19: (1,2)
Fig. 10: (1, 4) | Fig.20: (3, 4)
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1.6 Sucesiones aritméticas: suma parcial, parte 2

Problema inicial
¢Cuantos términos de la sucesion a,, =5 + 2(n — 1) deben sumarse para obtener 1845? }

Solucién .
Como la suma de los primeros n términos de una sucesién aritmética esin[Za1 +d(n —1)] se tiene que

a, =5y %n[2a1+d(n—1)]=%n[2(5)+2(n—1)] =%n[10+2(n—1)]=5n+n(n—1)=n2+4n=1845.

Se ha obtenido una ecuacién de grado 2 donde la incdgnita es n. Como se desea saber cudntos términos
deben sumarse para obtener 1845, hay que determinar las soluciones de dicha ecuacidn.

Resolviendo,
n(n+4)=1845 = n*+4n-1845=0 = (n+45)(n—41)=0.

De aqui se tiene que n = —45 o n = 41. Pero por ser n una posicién de la sucesién, este no puede ser
negativo, por lo tanto, se deben sumar 41 términos de la sucesion a,, =5 + 2(n — 1) para obtener 1845.

Conclusién
Para determinar el nimero de términos que deben sumarse de una sucesidn aritmética para obtener un
resultado especifico, debe resolverse la ecuacion cuadratica que resulta de igualar la férmula de la suma
parcial con el total que se desea.

b d

Problemasv

1. Determina el nimero de términos que deben sumarse en cada sucesién aritmética para obtener el re-
sultado indicado.

a)a,=-1+(n—1); suma parcial 434 b) a, =3 + 4(n — 1); suma parcial 1081
c) a, =—3+ 3(n —1); suma parcial 270 d) a, =5-2(n — 1); suma parcial — 391

n
e) a, =—4—7(n - 1); suma parcial —129 f)Z[‘lOO +4(i-1)] =0 1081y 391 son
217 es multiplo de 7. = muiltiplos de 23.

2. ¢Cuantos términos de la sucesion aritmética 2, 8, 14, ... hay que sumar para obtener 1064?

Carl Friedrich Gauss fue un matematico, fisico, astrénomo y geodesta aleman, nacié el 30 de abril de 1777 y fallecié el
23 de febrero de 1855. Es considerado el principe de los matematicos y desde sus afios tempranos mostré extraordina-
rias pruebas de su habilidad mental. De nifio, después de haberle preguntado a varios miembros de su familia sobre la
pronunciacion de las letras del alfabeto, aprendid a leer por su cuenta.

Gauss ingreso a la escuela cuando alcanzé los 7 afios de edad, donde eventualmente se incorpord al curso de Aritmé-
tica, estudios en los cuales la mayoria de pupilos permanecian hasta los 15 afios, que era la edad en la que terminaban
sus estudios obligatorios. En dicho curso ocurrié un evento digno de mencionar, ya que fue de gran influencia para la
futura vida de Gauss: en una ocacidn Biittner, el director de la escuela, quien también era su maestro de Aritmética, dié
a la clase el ejercicio de escribir todos los numeros del 1 al 100 y sumarlos. El problema apenas habia sido asignado,
cuando Gauss puso la tableta donde escribia sobre la mesa y dijo: jAqui esta!, mientras los demas pupilos aun estaban
calculando, multiplicando y sumando; en ese momento Biittner vi6 la tableta de Gauss y encontré escrito un solo nu-
mero, que era la respuesta correcta.

Gauss estaba en posicidn de explicar al profesor cémo llegé a este resultado y dijo: “100+1=101, 99+2=101, 98+3=101,
etc., y asi tenemos tantos pares como hay en 100. Asi, la respuesta es 50 x 101, o 5050".

Dunnington, G. W., Gray, J., Fritz-Egbert Dohse. Carl Friedrich Gauss:
Titan of Science. The Mathemathical Association of America.
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Indicador de logro:

1.6 Calcula el numero de términos que deben sumarse de una sucesion aritmética si se conoce la suma
parcial.

Luego de haber calculado la suma parcial de sucesiones aritméticas se hace el proceso inverso: conocien-
do la suma parcial de una sucesion aritmética, se desea encontrar el nimero de términos que hay que
sumar para obtener dicha suma.

Solucién de problemas:
En este caso es preferible utilizar la formula S, = %n[Za1 +d(n -1)].
la) Paraa,=-1+(n —1) se tiene que a, = -1y d = 1. Entonces,
Inf2a,+d(n-1)]=3n[2(-1) +(n-1)] =3n(n-3) =434 = n’-3n-868=0 = (n—31)(n+28)=0.
Entonces, n =31 o n = — 28. Por lo tanto, hay que sumar 31 términos para obtener una suma de 434.
1b) Para a, = 3 + 4(n — 1) se tiene que a, = 3y d = 4. Entonces,
2n[2(3) +4(n - 1) =3n(4n +2)=1081 = 2n>+n-1081=0 = (2n +47)(n-23)=0.

Entonces, n = —% o n = 23. Por lo tanto, hay que sumar 23 términos para obtener una suma de 1081.

1c) Paraa,=-3+3(n —1) se tiene que a, =— 3 y d = 3. Entonces,
2n[2(-3) +3(n-1)]=3n(3n-9) =270 = n’~3n-180=0 = (n+12)(n-15)=0.
Entonces, n =—12 o n = 15. Por lo tanto, hay que sumar 15 términos para obtener una suma de 270.
1d) Paraa, =5-2(n — 1) se tiene que a, =5y d = -2. Entonces,
%n[Z(S) -2(n-1)]=n(-n+6)=-391 = n*-6n-391=0 = (n+17)(n—-23)=0.
Entonces, n =—17 o n = 23. Por lo tanto, hay que sumar 23 términos para obtener una suma de —391.

le) Paraa,=—-4-7(n —1) se tiene que a, = -4y d = -7. Entonces,

In[2(-4)-7(n-1)]=2n(-7n-1)=-129 = 7n’+n-258=0 = (7n+43)(n-6) =0.

Entonces, n = —% o n = 6. Por lo tanto, hay que sumar 6 términos para obtener una suma de —129.

1f) En este caso, la sucesion estd dada por a,, = —100 + 4(n — 1) se tiene que a, =—100y d = 4. Entonces,
21[2(~100) + 4(n - 1)] =3 1(~204 + 4n) =0 = 2n(n-51)=0.

Entonces, n =0 o n = 51. Por lo tanto, hay que sumar 51 términos para que la suma sea 0.

2. Se observa que la sucesion es aritmética, cuyo primer término es a, = 2 y su diferencia es d = 6. Entonces,
2n[2(2) +6(n - 1)] = n(3n— 1) = 1064 = 3n-n-1064=0 = (3n +56)(n—19) = 0.

Entonces, n = ~2%41=19. Por lo tanto, hay que sumar 19 términos para que la suma sea 1064.

3
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1.7 Sucesiones aritméticas: problemas

Problema inicial
Determina la diferencia de una sucesion aritmética cuyo tercer término es 27 y cuyo quinto término es 35.
Calcula el primer término y el término general de la sucesién.

Solucién
Si a,, es la sucesién aritmética con diferencia d entonces a,, = a, + d(n—1).

De los datos, se tiene que a; = 27 y a5 = 35. Pero
a;=a,+d(3-1)=a,+2d =27,
as=a,+d(5-1)=qa, +4d =35.

Luego,
as—a;=35-27=a,+4d-a,—2d =2d
= 8=2d
=>d=4

Sustituyendo d = 4 en la primera ecuacidn a, + 2(4) =27 = a,=27-8=19.
Entonces, el primer término y el término general de la sucesion son

a,=19ya,=19+4(n—-1)=15+4n.

Conclusién
En ocasiones se conocen algunos datos de una sucesidn aritmética, y para determinar el término general
de esta, se utiliza la definicién de sucesion aritmética y los datos conocidos.

Si se conocen dos términos de la sucesidn aritmética, para determinar el término general se resuelve el
sistema de ecuaciones lineales que resulta de aplicar la definicién del término general en cada término
conocido.

b

Problemas‘

1. El segundo término de una sucesién aritmética es 12 y el cuarto término es 22. Determina el término
general de la sucesién.

2. El quinto término de una sucesidn aritmética es —11 y el décimo término es —26. Calcula el séptimo
término.

3. De una sucesidn aritmética se sabe que a, =—5y que a,s = 31. Calcula a,,.

4. El octavo término de una sucesion aritmética es 8 y el vigésimo es 44. Determina el término general de
la sucesion.

5. Calcula la suma de los primeros 10 términos de la sucesién aritmética que tiene por séptimo término a
—25 y cuyo noveno término es —35.

6. Se tiene que as + Qg + A, + g + Qs + Ay = 219 y @, = 34. Determina el término general a,, de la sucesién
aritmética.

n
7. Dada la sucesion aritmética a, =43, a, = 37, ..., écudl es el primer entero n tal que Zai <0?
=1
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Indicador de logro:

1.7 Resuelve problemas sobre sucesiones aritméticas si se conocen algunos datos de estas.

La clase contiene una variedad de problemas que se resuelven mediante sucesiones aritméticas. El tipo de
problema mas habitual es el de calcular el término general si se conocen dos términos no consecutivos de
la sucesion.

Solucion de problemas:

1.

De los datos, se tiene que a, = 12 y a, = 22. Se
obtiene el sistema de ecuaciones mostrado.

d = 5. Por lo tanto,

Al resolverlo se tieneque a; =7y { a,+d=12
a,=7+5(n—-1)=5n+2.

a,+3d=22

. De los datos se obtiene el sistema de ecuaciones

mostrado; al resolverlo se tiene que a; =—53y
al + 8d = _5

d=6.
Luego, a,, =—-53 + 6(19) = 61.
2 a, + 14d = 31

. Basta con calcular el primer término y la diferencia. Con los datos del problema se tiene
el sistema de ecuaciones mostrado, que al resolverlo se obtiene que a, =5y d =-5.

Luego,

2. De los datos, se tiene que as =—-11y a,,=—26. Se

obtiene el sistema de ecuaciones mostrado.

y d = -3. Luego, el séptimo tér-

Al resolverlo se tiene que @, = 1 {01 +4d =-11
mino es a; = 1—3(6) =-17.

a,+9d =-26

. De los datos se tiene que az = 8 y a,, = 44. Se

obtiene el sistema de ecuaciones mostrado.

Al resolverlo se tiene que a, =-13 a,+7d=8
y d = 3. Por lo tanto, _
4, =-13+3(n-1)=3n—16 (G*19d=44
a,+8d=-35

Si0=3n[2a; +d(n - 1)] = 3 (10)[2(5) - 5(10 - 1)] = ~175.

También se puede calcular la diferencia de forma mas sencilla.

Del séptimo término al noveno hay una distancia de 2d. Asi,
2d =as—a, =-35+ 25 =-10.

Entonces, d = -5.

. Por la propiedad de las sucesiones aritméticas, se tiene que as + a5 = Qg + Q4 = @, + Q5. Entonces,

Qs+ Qg+ A, + Qg+ Qg+ A= 3(a,+ag) =219 = a,+ag,=73.
Pero a, = 34, por lo que ag =73 —a, =73 - 34 =39. Luego, d = a3 — a, = 39 — 34 = 5; ademss,
a7=a1+5(6) = al=34_30=4.

Por lo tanto, a,=4+5(n—1)= 5n —1.

n
. Primero se tiene que d = a, — a, = 37 — 43 = —6. Luego, Zai = n[2a,+(n-1)d] = %n(92 -6n)<0.

=1
Es decir, n(92 —6n) < 0. De aqui se tiene que n < 0 o bien 92 —6n < 0. Pero n es un entero positivo, por

lo que n < 0 no es posible. Por lo tanto, 92 — 6n < 0, es decir, n > 9—62 = ? =~ 15.3.
n
Por lo tanto, el primer entero que hace que Zai sea menor que cero es n = 16.

@
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Sucesiones geométricas

. N
2.1 Sucesiones geométricas: definicion*

Problema inicial N
a) Si el area del cuadrado en la Figura 1 es 1, determina el area sombreada si cada cuadrado se ha dividido
en cuatro cuadrados iguales.

.......... . I, . Ve
' '

0 L[

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) ¢Qué regla se puede establecer para encontrar el valor del area sombreada en cada figura?
c) De acuerdo al literal b), enlista los 7 primeros términos de la sucesion.
d) Si se divide un término entre su anterior, {qué se observa? Realiza este procedimiento al menos tres

L veces. y

Solucién
a) Si el area sombreada en la Figura 1 es 1, al haberse dividido en cuatro partes iguales, el area sombreada
en la Figura 2 representa la cuarta parte respecto al area sombreada del cuadrado de la Figura 1, es decir,
el area sombreada es igual a %.

De igual forma, el area sombreada en la Figura 3 es la cuarta parte del cuadrado que estd sombreado en
la Figura 2, por lo que el area sombreada es % +4= %.

Continuando con el mismo analisis, el area sombreada en la Figura 4 es la cuarta parte del cuadrado que
estd sombreado en la Figura 3, es decir que el area sombreada es % +4= 6i4.

b) Para encontrar el area sombreada en una figura se puede dividir entre 4 el valor del drea sombreada de
la figura anterior.

c) Se puede elaborar una tabla para enlistar los elementos que tiene cada figura.

Término a, | Q, | Q3 | Q4 | G5 | Qg | Qy
. 1] 1 |1 | 2| 1] 1
Valordeldrea | 1 | 7 | 96 | &4 | 756 | T024) 409

d) Al dividir un término entre su anterior se tiene

tq=tsq=1 tq et 1 _1 s =L .1 _1
Grum=y+1l=g 47~ Q6= 7096 ~ 1024~ 4 @s*0a=256 764 "2
Se puede observar entonces que siempre se obtiene el mismo resultado: %.

Conclusioén
Una sucesidén donde sus términos pueden obtenerse multiplicando por un mismo ndmero el término
anterior se llama sucesién geométrica.

Una sucesion geométrica tiene la propiedad que al dividir un término entre su anterior, el resultado siempre
es el mismo. A este resultado se le llama razén.

<
Problemasv
Determina si las siguientes sucesiones son geométricas. En caso de serlo, especifica la razén.

a)2,4,6,8,10,12, .. b)1,3,9, 27,81, ..
c)3,-6,12,-24, 48,96, ... d)-1,-2,-4,-6,-8,-10, ...
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Indicador de logro:

2.1 Determina si una sucesion es geométrica utilizando su definicidn.

Se inicia la clase con el analisis de una secuencia de figuras en las cuales se analiza el area sombreada de
cada una de ellas, relaciondandola con el drea de la figura anterior. La sucesién de las areas resulta ser una
sucesion geométrica. Se establece la definicién de una sucesidon geométrica y su razon.

Solucion de problemas:

3 , . ..
a) Se observaque4+2=2,pero6+4= 37 2. Como la razdn no es la misma en ambas, la sucesion no es
geométrica.

b) Se observaque3+1=9+3=27+9=81+27=3. Como la razdn es siempre la misma, la sucesion es
geométrica, con razon igual a 3.

c) Se observa que =6 + 3 =12 + (—6) =24 + 12 = 48 + (—24) = -96 + 48 = — 2. Como la razdn es siempre la
misma, la sucesion es geométrica, con razon igual a —2.

d) Se observa que —10 + (-8) = % -8+ (-6)= %. Como la razdn no es la misma, la sucesion no es geométrica.
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2.2 Sucesiones geométricas: término general*®

Problema inicial
Encuentra el término general de la sucesidn geométrica de la clase 2.1. ]

Solucién
Se sabe que si a,_, es el término n — 1, a,, es el siguiente término. Como cada término de la sucesién geomé-
trica se obtiene multiplicando por % el término anterior, se tiene que

l=l 1 _1_ 1 1 _1 1 _1
m 4><1, Ll_s_zle' ﬁ'Zqu""'a"_4xa"‘1
az=—1><ot1 a=Ltxa N

4 377 2 a4—4 as

Es decir,

1 1 1 1 1 1
Qa, = n XQy, QAs =Z XAy Q= Zx Az ooy Qpp = n XQpsz Ap1= n XQpp Q= n X Ay

Se desea encontrar una formula que describala sucesion en términos de la posicion que ocupa un elemento.
Nétese que,

=1 =(L1xl =(Lxlxl =il 1,1
an_4xan_l_(4x4)xan_z_(4x4x4)xan_3-(4x4x4x4)xan_4

Si se continta de ese modo,

0y = (Bxdxbxd)xag=(Frdudno xd)xay = (Frdubon xd)x = (bxdxdeoxxa,

47474 4 4747 4 4 47474 4 47474 4
— — — —
n—4 n-3 n-2 n-1

Entonces, a,, es igual al primer término multiplicado por el producto de n — 1 veces la razén %; es decir,

~1

que el término general de la sucesién geométrica es a,, = al(%) ,donde a, = 1.

Conclusién
En una sucesion geométrica, si r es su razon, su término general esta dado por a, = a,r" %

s

Problemas

1. Establece el término general de las sucesiones geométricas del problema de la clase 2.1.

2. Observa el siguiente proceso:

Paso 1.Se divide un cuadrado de lado 1 en 9 Paso 2.De cada cuadrado que queda, se di-
partes iguales y se quita el del centro. vide en 9 partes iguales y se quita el cuadra-
do del centro de cada uno de ellos.

Paso 3.Se realiza el mismo proceso
con los cuadrados que quedan, divi-
diéndolos en 9 partes iguales y qui-
tando el del medio.

Si se sigue de ese modo, determina el va-
lor del drea del cuadrado mas pequefio en
el que queda dividido el cuadrado inicial,
después de haber realizado el proceso n
veces. A esta figura se le conoce con el
nombre de Alfombra de Sierpinski.
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Indicador de logro:

2.2 Encuentra el término general de una sucesién geométrica.

En esta clase se deduce el término general de una sucesidon geométrica mediante un caso particular. Luego,
se establece el término general para una razén r cualquiera.

Propésito:

La idea es utilizar la definicidon de sucesion geométrica (observe el primer parrafo de la Solucidn), para luego
comenzar a hacer sustituciones sucesivas a partir del término n—ésimo hasta llegar a una relacién con el
término a, (observe el tercer y cuarto parrafo de la Solucion).

Solucion de problemas:
1a) No es sucesidn geométrica 1b) a, = 3"1

1c) 3(-2)*? 1d) No es sucesién geométrica

2. Se analiza el area de cada cuadrado en cada paso.

Paso 1. Como el cuadrado tiene lado 1, su area es 1. Entonces, al dividirlo en 9 partes iguales, se obtienen

, . . , 1
9 dreas iguales; es decir, el area de cada cuadrado es 3

Paso 2. Del paso 1, cada cuadrado tiene % de area. Entonces, al dividir uno de estos cuadrados en 9 partes
11

. . , 1 1
iguales se tiene que cada area vale 3+¥9=5%35= >

. 1 . -
Paso 3. Del paso 2, cada cuadrado tiene 5 de area. Entonces, al dividir uno de estos cuadrados en 9 par-
. . . 17, 1 _.1_1
tes iguales se tiene que cada area vale 5 ¥ 9= X5 5
Paso 4. Siguiendo la misma idea de los pasos anteriores, al dividir uno de los cuadrados del paso 3 en 9
. . . 1, 1 _.1_1
partes iguales se tiene que cada area vale 5> ¥ 9=Fxg5= 5>

. . 1 _(1y"
En este punto se puede observar una secuencia. El drea de cada cuadrado en cada paso es 5,7 = (—) , donde

) 9" \9
n es el numero de paso.
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2.3 Sucesiones geomeétricas: suma parcial, parte 1

Problema inicial
1.SeaS=1+4+r+r*+ri+..+r2+r2+ v Calcula el valor de S — rS y determina otra expresion para S.

2. Calcula la suma de los primeros n términos de la sucesion geométrica a,, = a,r" .
n-1
3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesion geométrica a,, = (%) .

Solucién
1.SetienequeS=1+r+r2+ri+..+r"3+r"2+r"!se multiplica por r toda la expresién y se obtiene
PS=r(l+7+7+r3+ 72+ ) =+ P A P L AT AT A T

S=1+y+rf+r+. .+ P+ +17!
rS = PP+ TR

Si se resta rS de S se obtiene

S—-rS=1 -rt
PorloqueS(1—-r)=1-r"Sir#1,sedespejaSy se tiene que S = % = %
Esdecir,sirz1, 1+r+r2+ri+.. +r3+rm2+prvl= rr__ll . Si r =1 la suma significa sumar n veces 1

por loque S=n.

2. Al enlistar los primeros n términos de la sucesion
Ay, Q= Ty, Q3=T7Qy, A= 1Ay, oy oy = 1770, Qg =770, @, =T
Y calcular lasuma
QG +ra +1ra +ra + . R P Pa Tt = (1A r A PP PR LA T 2 )

= al(rr__ll) sirz1l.

Sir =1, entonces la suma es na,.

3. Utilizando el resultado de 2, como se quiere calcular la suma de los primeros 5 términos, n = 5, ademas

a,=1lyr= %, entonces la suma buscada es La fraccién compleja se calcula
5 como
(1) 1 1023 o
4 1024 _ 1023 . 3 _ 341 D _a.c_a,d_ad
1 = = - =, —_b.d_bx = =
1y 3 1024 © 4~ 256 c ¢ be
- 7 d
4 4

Conclusion
La suma parcial de una sucesion geométrica a, = a,r"~*, escrita con el simbolo de sumatoria, estd dada por

al(’""_l) sirz1

n
S, = Z a.r"= r-1
=1 na, sir=1.
P >
roblemas Z
1. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesién a, = 15(2)* . Puede utilizarse la cal-
culadora cuando hay
2. Calcula la suma de los primeros 6 términos de la sucesion a,, = 3(-2)" . que efectuar potencias
grandes. También es
. _ L 4 4 4 :
3. Calcula la suma de los primeros 5 términos de la sucesién 4, —-=, =, ——, ... | recomendable dejar la
3’9" 27 respuesta expresada en

fraccion y no aproximar.

4. Calcula la suma 2 + (—%) +(%) + -+ hasta el término 5. Deja expresado con
exponentes.
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Indicador de logro:

2.3 Calcula la suma parcial de una sucesidon geométrica.

Luego de haber establecido el término general de una sucesidn geométrica, se deduce la formula para cal-
cular la suma parcial de esta.

Para deducir la formula de la suma parcial de una sucesion geométrica se calcula primero la suma de las

primeras n potencias de un niumero r. La técnica para calcular esta suma es la tradicional técnica de restarle

a la suma, la suma misma multiplicada por r; al realizar esta resta, se cancelan todos los términos excepto el

primero y el ultimo. Luego se calcula la suma parcial de una sucesidon geométrica con término a, cualquiera

utilizando el resultado anterior. Finalmente, en el ultimo numeral del Problema inicial se muestra la forma
\de utilizar la férmula deducida en el numeral 2. y

Solucién de problemas:

1. Comor # 1, entonces

6 6
S,= Y= al(r:_l)= 15(22_‘11)= 15(63) = 945.

2. Como r # 1, entonces

ny - . 1
3. La sucesion es geométrica con razon r = ey entonces,

.- o -2 o -1 3] ol 2+ ) of 2 2

., - . 1
4. La sucesién es geomeétrica con razon r = —g» entonces,

S PR I R R N R NI

Fe de errata: en la conclusion la suma se
debe expresar de la siguiente forma:

n
Sn = Z alri_l
=1
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2.4 Sucesiones geométricas: suma parcial, parte 2

Problema inicial
i ¢ Cuantos términos de la sucesién geométrica cuyo primer término es % y razén —4 deben sumarse para

obtener 102.5?

Solucién
n
Se sabe que Z a; = l((_4);1)= 102.5.
& 2\ —4-1
Entonces (—ap,
%(_(_Ll 4 )=1_10 [1-(-4)]=1025

= 1—(—4)"=102.5(10) = 1025
= (—4y=-1024 e (1)

Un primer andlisis que puede hacerse es que, se tiene la potencia de un nimero negativo y este resulta ser
negativo, por lo tanto, n debe ser impar. Como n es impar, (— 4)" = — 4", por lo que resolver (1) es equiva-
lente a resolver 4"=1024.

Se escribe 1024 como potencia de 4: 1024 = 4°. Al sustituir se obtiene 4" = 4°. Entonces n = 5.

Por lo tanto, deben sumarse los primeros 5 términos de la sucesién a,, = % (—4)™? para obtener 102.5.
Conclusién

Para determinar el nimero de términos que deben sumarse de una sucesiéon geométrica para obtener un

resultado especifico debe resolverse la ecuacidn exponencial que resulta de igualar la formula de la suma
parcial con el total que se desea.

Problemas 2
@ 1. Determina cuantos términos deben sumarse de cada sucesién para obtener el resultado indicado
a)l,2,4,8,16, ..., suma parcial 511 b) 2, 6, 18, 54, ..., suma parcial 2186
c) 4,-20, 100, — 500, ..., suma parcial -10416 d)a, =%(2”‘1), suma parcial %
n-1
2 v 1364 o[ 1 . 6303
e)a,= 3 (=3)"*, suma parcial 3 fla,= 3( 7) , suma parcial Sa01

2. Determina los posibles valores que pueden obtenerse al calcular una suma parcial de la sucesién 1, -1,
1,-1,1,..

3. A partir de un segmento de longitud 1 se construye la siguiente sucesion:

Paso 1. Se divide el segmento en tres partes iguales y se extrae el seg-
mento del medio. Se tienen dos segmentos de longitud 3

Paso 2. Luego se dividen los otros dos segmentos en tres partes iguales
y se extraen los segmentos del medio. Se tienen cuatro segmen-

. 1
tos de longitud 3

Si se continua este proceso, responde:
a) En el paso n, écuantos segmentos se han extraido?
b) ¢Cudl es la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen en el paso 10?
B c) ¢En qué paso la suma de las longitudes de los segmentos que se tienen es menor a 0.1?

/

@ Sugerencia metodoldgica



Indicador de logro:

2.4 Determina el numero de términos que deben sumarse de una sucesion geométrica para obtener una
suma especifica.

Luego de haber calculado la suma parcial de sucesiones geométricas se hace el proceso inverso: conociendo
la suma parcial de una sucesidn geométrica, se desea encontrar el nimero de términos que hay que sumar
para obtener dicha suma.

Solucion de problemas:

1a) La sucesidn es geométrica con razén r = 2 y a, = 1. Entonces,
n

2" —

.Z a; = 1( 72—
=1

Por lo tanto, hay que sumar 9 términos para obtener 511.

11)=511 = 2"-1=511 = 2"=512 = 2"=2°= n=9.

1b)2(3"‘1)=2186=> 37=2187= 3"=3"> n=7 1c)4(ﬂu)=—10416 = (-5)"=5 = n=6

3-1 —-5-1
Hay que sumar 7 términos para obtener 2 186. Hay que sumar 6 términos.
l 2"-1 —E n— n—=97 - E(_B);l—_ﬁ _2\n = 26 -
1d)3(2_1)— 7 2021282222 n=7 1e)3(_3_1 )_ % (3)y=3>n=6
Hay que sumar 7 términos. Hay que sumar 6 términos.
1Y ) e (cloq)oa((LL) Zq)(-8)=8303 (1) o200 08 (1) 1 __1
1f)3((_7) _1)7( 7 1)'3(( 7) 1)( 7)"2401 :>( 7) 1==%%01%7 :>( 7) T 16807 75
=>n=5

2. Al sumar algunos términos: 1-1+1—-1+1-1+---, Se van anulando los términos consecutivos, por lo que
la suma vale 0 si se suma un nimero par de términos y vale 1 si se suma un nimero impar de términos.

3a) Se busca relacionar el nUmero de pasos con el nimero de segmentos extraidos y el nimero de segmen-
tos obtenidos.

En el Paso 1 se ha extraido un segmento y quedan 2 segmentos después de extraerlo.

En el Paso 2 se extraen 2 segmentos; estos dos segmentos, mas el segmento extraido en el paso anterior,
se tienen 3 segmentos extraidos. Luego, por cada segmento que se tenia del paso anterior se obtienen
dos segmentos nuevos; por tanto, se tienen 2 x 2 = 4 segmentos en el Paso 2.

En el Paso 3, el nUmero de segmentos que se extraen es igual al nimero de segmentos que se tienen, es

decir, 4. Luego, el nimero de segmentos extraidos hasta este paso es 3 + 4 (segmentos extraidos en el
paso anterior mas los segmentos extraidos en el paso actual).
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Al construir una tabla con estos datos, se observa lo siguiente:

Paso Segmentos extraidos Segmentos obtenidos
1 |1=2° 2=2

2 |3=1+2'=1+2" 2x2=4=22

3 [7=3+4=1+2'+2 2x4=8=23

4 [15=7+8=1+2"+22+23 2x8=16=2*

5 [31=15+16=1+2"+22+23+2* |2x16=32=2°

Entonces, Ios segmentos extraidos en el Paso n esigual a1+ 21+ 22+ 23+ 2%+ .- + 2™, Esta suma es
igual a =— 2 — —2"

3b) Se sabe que los segmentos que se tienen en el Paso 1 tienen longitud de =. Luego, los segmentos del
Paso 2 tienen longitud de —==.EnelPaso 3, Ios segmentos tienen Iongltud de i + 3 =2 Por tanto, en

el Paso 10, los segmentos tlenen longitud de

En cada paso, todos los segmentos tienen la misma longitud, por lo que la suma de las longitudes del
Paso 10 es igual al nimero de segmentos que hay en dicho paso por la longitud de cada uno de ellos.

Es decir, 1 g . .
20 x — =Z=_ El estudiante puede calcular esta cantidad,

310 ~ 310° X X . .
sin embargo, es preferible dejarlo indicado.

3c) De acuerdo a 3b), la suma de las longitudes de los segmentos del Paso n es igual a % Entonces,

» 1 2\' 1 (3)”
?<0'1‘ 0 (3) <10~ ~ 10.
Para calcular el valor de n se utiliza la funcidn logaritmo base 10. f(x) = log x es creciente, por lo que
3 n

(5) >10 = Iog(%) > log10

= nlog( )> 1
S>n>1+ Iog(%) = 5.6788...

Es decir, n debe ser mayor que 5.6788... Por lo tanto, la suma de las longitudes de los segmentos serd
menor que 0.1 en el Paso 6.
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2.5 Sucesiones geométricas: problemas

Problema inicial
El tercer término de una sucesién geométrica es 20 y el octavo término es —640. Determina el término
general de la sucesidn.

Solucién
Si a,, es el término general de la sucesidén geométrica y r su razén entonces a, = a,r" .

Se sabe que a; =20y a, = —640. Pero a; = a,r* = 20 y a, = a,17 = —640. Si se divide g, entre a; se tiene

Qs _ a5 =640 _

Qs a.r? 20

-32.

De r® =—32 puede deducirse que r = -2, ya que (-2)° =—32.
Falta calcular el primer término de la sucesidn, y para ello se toma a; 0 a, y se utiliza el hecho que r =-2.
a;=a,(-2)*=4a,=20 = a,=5.
Por lo tanto, a,, = 5(-2)*.
Conclusién
En ocasiones se conocen algunos datos de una sucesion geométrica, y para determinar el término general
de esta, se utiliza la definicién de sucesién geométrica y los datos conocidos.
Si se conocen dos términos de la sucesidon geométrica, para determinar el término general se dividen am-

bos términos y se resuelve la ecuacidn que resulta. En este caso, la ecuacion es de la forma " = ¢, por lo que
hay que calcular un nimero r tal que al elevarlo a la potencia n resulte el nimero c.

Problemas

1. El cuarto término de una sucesién geométrica es 1y el séptimo término es 3 Determina el término ge-
neral y el quinto término.

. . . .. fals . . 4 . . .
2. El primer término de una sucesién geométrica es 3y el tercer término es 7. Determina el término general
y el cuarto término. Hay dos posibles soluciones.

3. En una sucesion geométrica, el quinto término es 48 y el octavo es 384. Determina el décimo segundo
término.

4. ¢Qué término de la sucesion geométrica 2, 6, 18, ... es 13122?

5. El segundo y quinto término de una sucesion geométrica son 10y 1250, respectivamente. ¢Es 31250 un
término de esta sucesidn? Si es asi, ¢qué término es?

6. Calcula la suma parcial de los primeros 6 términos de la sucesion geométrica cuyo tercer término es 28
Yy su sexto término es 224.

& /
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Indicador de logro:

2.5 Resuelve problemas sobre sucesiones geométricas si se conocen algunos datos de estas.

Solucion de problemas:

1

a a,ré
= +1 =% > r= % Luego, a,=a,r* = 1= al(—) = a, = 8. Entonces, a; = a,r*= 8(i) =

_r3

N~

8 16

[l
0|

a,  a.r?

1 n-1 1 n-4
Ademas, el término general es a,, = 8(5) = (—) .

2
= —i &— Z—i; —i - E
2.Comoa,=3ya; =3, entonces—*=r?=3+3 =5 Porlotanto, r=£3.
2 o2\ (2)3_8
* Sir=3, entonces a,, = 3(3) ya,=3(3) =3
n-1 3
eSir= —%, entonces a,, = 3(—%) ya,= 3(—%) = _%
3. Como a; = 48 y ag = 384, entonces % - y3-384+48=8.Porlo tanto, r = 2.

Qs

En el problema 3, también puede resolverse
calculando el término general primero y luego
calcular a;,.

Luego, como % =r* =16, entonces a,, = 16(384) = 6 144.
8
4. La sucesion es geométrica cuyo primer término es 2 y su razon es 3. Entonces,
a,=2(3)""'=13122 = 3"'=6561=3*=2>n-1=8 = n=9.

Por lo tanto, 13122 es el noveno término.

5. Como a, =10y as = 1250, entonces % = y3=1250+ 10 = 125. Por lo tanto, r=5.

a,

Por otra parte, a, = a,(5), es decir, 10 = 5a,, por lo que a, = 2. Entonces,
a,=2(5)""=31250 = (5)"'=15625=5=2n-1=6 = n="7.

Por lo tanto, 31250 es el séptimo término de la sucesion.

6. Como a; = 28 y a, = 224, entonces % =r*=224+28=8. Porlo tanto, r = 2. Ademas, a, = 28 = a,(2?), por
lo que @, = 7. Por lo tanto, :

S, = al(’:__ll)= 7(226_‘11)= 7(63) = 441.
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2.6 Practica lo aprendido ~

1. Determina el término general de la sucesion 1, 4, 7, 10, ...

2. Calcula el término 30 de la sucesion aritmética que tiene primer término 2 y diferencia 3.
3. ¢Cudl es el primer término de una sucesion aritmética a,, tal que a5, =29y d =-3?

4. Calcula la suma de los primeros 17 términos de a,, =2 + %(n -1).

5. Calcula la suma de los primeros 12 términos de a,, = —% + %n.

6. Calculalasuma5+9+ 13 + -+ 401.

7. iCudntos términos deben sumarse de la sucesién -9, —6, -3, ... para obtener 667

8. ¢Cuantos términos deben sumarse de la sucesién 26, 21, 16, ... para obtener 74?

9. Calcula el término 6 de la sucesion 3, 6, 12, 24, ...

10. El término 7 de una sucesion geométrica es 192 y su razén es 2. Calcula los primeros cuatro términos
de la sucesion.

11. En una sucesidn geométrica se tiene que az = 16, r = — 4. Determina el valor de a,,.
12. Calculalasuma3+6+ 12 +--- + 6144,

13. ¢Cudntos términos hay que sumar de la sucesion a,, = 3(—2)"* para obtener 20497

\_ 14. ¢ Cudntos términos hay que sumar de la sucesion del problema 11 para obtener—%? )

2.7 Problemas de la unidad ~

1. Los angulos internos de un tridngulo estan en sucesién aritmética con diferencia 10°. ¢ Cudnto mide cada
angulo?

2. El cuarto término de una sucesion aritmética es 10 y el sexto término es 16. Determina una expresion
para el término n-ésimo de la sucesion.

3. El quinto término de una sucesion aritmética es 17 y su diferencia es 2. Determina la suma de los prime-
ros 11 términos de la sucesion.

4. Si el término 6 de una sucesion aritmética es 8 y el término 11 es —2, écual es el primer término?, écuadl
es la diferencia?

5. ¢Cudntos términos de la sucesion 2, 8, 14, ... hay que sumar para obtener 2907?

6. Una deuda puede ser pagada en 32 semanas pagando $5 la primera semana, $8 la segunda semana, $11
la tercera, y asi sucesivamente. Hallar la cantidad de dinero que se debe.

7. Sean a y b las soluciones de la ecuacién x> —3x + A = 0, y sean ¢ y d las soluciones de la ecuacién
x?—12x+ B =0. Se sabe que q, b, ¢y d forman, en ese orden, una sucesion geométrica. Determina los
valores de Ay B.

\_ y J

/
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Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes a sucesiones aritméticas y geométricas.

Solucion de problemas:

1. Cada término puede obtenerse sumando 3 al término anterior. Entonces, la sucesion es aritmética con
diferencia 3 y primer término 1. Por lo tanto, a,=1+3(n—-1)=3n-2.

2. El término general es a,, = 2 + 3(n — 1). Entonces a;, = 2 + 3(29) = 89.

3. aso = Cll - 3(49) = 29 = Cll = 176.

4.0,=2yd= % Entonces,

Sy=3n[2a; +(n-1)d] = %(17)(4 + %(16)) = 17(6) = 102.

5.a,= % yd= % Entonces,

su=30203 + 300) = 6F) - 3

6. La serie es aritmética ya que sus términos pertenecen a una sucesidn aritmética de primer término 5y
diferencia 4. Para calcular la suma falta conocer cuantos elementos se estan sumando. Entonces,

5+4(n-1)=401 = n-1=99 = n = 100.
Por tanto, 5+ 9 + 13 + -+ + 401 = 2 (100)(5 + 401) = 50(406) = 20300,

7. La sucesion es aritmética, con diferencia d = 3 y primer término a, = —9. Entonces,
%n[Za1 +(n —1)d] =%n[—18+ 3(n-1)]=66=>n(n-7)=44=>n’-7n-44=0= (n—11)(n +4) = 0.

Entonces, n =11 o n = —4. Por lo tanto, se deben sumar 11 términos para obtener 66.

8.a,=26-5(n—1). Entonces,
%n[52 -5(n—-1)]=74=n(57-5n)=148=>5n*-57n+148=0= (5n—-37)(n—-4) = 0.

Entonces, n = % on=4.Pero % no es entero, por lo tanto, se deben sumar 4 términos para obtener 74.

9. La sucesién es geométrica con primer término 3y razén 2. Por lo tanto, a,, = 3(2"7). Luego, a, = 3(2°) = 96.

10. De los datos se tiene que a, = 192 = a,(2°); es decir, a, = 3. Portanto, @, =3,a,=3x%x2=6,a;=6x2=12
vya,=12x2 =24,

En el problema 10 se ha utilizado la propiedad de las

sucesiones geométricas: un término puede obtenerse

11
G _ r*=(-4)* = a;,=(—4)*ag = (-4)4(16) = 4096. multiplicando el término anterior por la razon.

A7

11, 22 -

Qg
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12. La suma es de la sucesion geométrica del problema 9. Calculando qué término es 6 144:

a,=3(2""1=6144=3x2" = n-1=11 = n=12.

Luego, S;, = al(rrn__ll) = 3(2212__11) =3(212-1).

Este resultado puede quedar expresado con el exponente, pero también puede calcularse utilizando
propiedades de diferencias de cuadrados:

3(212-1)=3(2°-1)(2°+1)=3(2*—1)(23+1)(2°+ 1) =3(8—1)(8 + 1)(64 + 1) = 3(7)(9)(65) = 12 285.

Por tanto, S;, = 3(2'2—1) =12285.

Motivar al estudiante a que calcule 2*? — 1 sin utilizar la calcu-
ladora y sin desarrollar 2*2.

13.5, = 3(%_%1) 22049 (<2)"—~1=-2049 > (-2)'=-2048 = (~2)'=-211> n = 11.

14. Hay que calcular a,:

__ 16 ___1
16384 1024

ag = al(_4)7 = 16 = al(_4)7 = al =

Ar-1__

Luego, 5, = 10124 ((_—i)n—_ll) = _icz)Z = 5 - 3277
> (-4)'-1=-16385
> (-4)=-16384
= (-4 =-4’
= n=7

Por lo tanto, hay que sumar 7 términos.
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Indicador de logro:

2.7 Resuelve problemas correspondientes a sucesiones aritméticas y geométricas.

Solucion de problemas:

1

.Sean a,, a, Y a; los tres angulos del triangulo. Entonces a, + a, + a; = 180°. Por otra parte, a,, @, y a; cum-

plen que a, = a, + 10°y a; = a, + 20°. Por lo tanto,
a,+a,+a;=180°= qa, + (a, + 10°) + (a, + 20°) = 180° = 3a, + 30° = 180° = 3qa, + 30° = 180° = 3q, = 150°.

Entonces, a, =50°, a, = 60°y a; = 70°.

.a,=10y as,=16.Comoas—a, =16 -10 =6 = 2d, entonces d = 3. Por otra parte, a, = a, + 3d, por lo que

a1:a4_3d=10_9=1.

Por lo tanto, a,=1+3(n—-1)=3n-2.

.Comoas=17yd =2, entonces a, = a;— 2(4) = 17 — 8 = 9. Entonces,

Su=gnl2a,+(n-1)d] = %(11)(18 + 2(10)) =11(19) = 209.

.Comoa,=8ya,, =—2,entonces a,;;—ag=—-2-8=-10=q, + 10d — (@, + 5d) = 5d, entonces d = —2.

Luego, ag=a,+5d = a,=a,—5d=8+10=18.
Por lo tanto, el primer término es 18 y la diferencia es —2.

. La sucesidn es aritmética, con primer término 2 y diferencia 6. Entonces,

S, = %n[Za1 +d(n-1)] = %n(4 +6(n - 1)) =n(3n-1) =290.

Es decir, 3n2—n—290 = (3n + 29)(n — 10) = 0. Entonces, n = —? o n = 10. Por lo tanto, hay que sumar 10
términos para obtener 290.

. La sucesidon 5, 8, 11, ... es una sucesion aritmética de diferencia 3. Para determinar el total de la deuda,

hay que calcular S;, paraa, =5+ 3(n—1).
S5, =5(32)(10 + 3(31)) = 16(103) = 1648.

Por tanto, la deuda es de 1,648 ddlares.

.Como ay b son soluciones de x> —3x + A =0, entonces, (x—a)(x—b)=x*—(a+ b)x+ab=x*-3x+A.Es

decir, a + b = 3 y ab = A. De igual forma se deduce para cy d: cumplen que ¢+ d = 12 y c¢d = B. Por otra
parte, a, b, ¢ y d forman una sucesion geométrica; suponiendo que la razéon de la sucesion es r, entonces,
b=ar,c=ar*yd-=ar.
Si se sustituye esto Ultimoena +b =3y c+ d =12 se obtiene lo siguiente:

a+b=3 > a+ar=3 = a(l+r)=3,

c+d=12 = ar*+ar’=12 = ar(1+r)=12.

De las ecuaciones se observa que a # 0y r # —1, se puede dividir la segunda ecuacion entre la primera y

se tiene que

ar’(l+r) 12 _ ) _ _
i ) -3 =4 > r‘=4 = r==%2.

eSir=2,entoncesde a(l+r)=3setienea=1.Entoncesb=ar=2,c=ar’=4yd=ar*=8.
Por lo tanto, A=ab=2yB=cd =32.

eSir=-2,entoncesde a(l+r)=3setienea=-3.Entoncesb=ar=6,c=ar’=-12yd = ar’ = 24.
Por lo tanto, A=ab=-18y B =cd =—-288.
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