Unidad 7. Métodos de conteo

Competencia de la unidad

Plantear estrategias para realizar conteos sobre diferentes situaciones del entorno, utilizando los
principios basicos de conteo, las permutaciones y combinaciones.

Relacion y desarrollo
Segundo aifo
de bachillerato

Unidad 7: Métodos de conteo

¢ Teoria de conjuntos

* Las permutaciones
e Las combinaciones

Unidad 8: Probabilidad

¢ Axiomas de Kolmogdrov
* Probabilidad condicional
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Plan de estudio de la unidad

1 1. Teoria de conjuntos
1 2. Operaciones con conjuntos
1. Teoria de conjuntos
1 3. Cardinalidad de conjuntos
1 4. Aplicaciones de la cardinalidad de conjuntos
1 1. Diagrama de arbol
1 2. Principio de la suma
1 3. Principio de la multiplicacion
1 4. Factorial de un numero
1 5. Permutaciones
1 6. Permutaciones y métodos de conteo
2. Las permutaciones
1 7. Permutaciones con repeticién
1 8. Permutaciones circulares
1 9. Configuraciones circulares
1 10. Permutaciones con objetos idénticos
1 11. Conteo por complemento
1 12. Practica lo aprendido
1 Prueba de las lecciones 1y 2
1 1. Combinaciones
3. Las combinaciones 1 2. Combinaciones y principios de conteo
1 3. Conteo de caminos
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1 4. Demostraciones utilizando conteo de caminos

1 5. Identidades combinatorias contando de 2 formas
1 6. Tridngulo de Pascal

1 7. Binomio de Newton

1 8. Técnica de los separadores

1 9. Practica lo aprendido

2 10. Problemas de la unidad

1 Prueba de la leccién 3

27 horas clase + prueba de las lecciones 1y 2 + prueba de la leccién 3.

Puntos esenciales de cada leccion
Leccidn 1: Teoria de conjuntos

Se establece una base tedrica no axiomatica de la teoria de conjuntos, en la cual se abordan algunas defi-
niciones y operaciones intuitivas acerca de los conjuntos y sus propiedades, enfocado principalmente a la
cardinalidad de conjuntos (que servira para el conteo de objetos), lo cual sera retomado en la unidad de
probabilidad, en donde se trabaja con conjuntos llamados eventos.

Leccidn 2: Las permutaciones

Luego que se establecen las primeras nociones para realizar conteo de objetos, se puede formalizar un poco
mas las estrategias mas efectivas de conteo, iniciando con los principios basicos de la suma y la multiplica-
cion, los cuales seran utilizados en buena parte de las clases siguientes, profundizando en especial el uso
de las permutaciones en diferentes condiciones, desde las permutaciones lineales, circulares, en donde se
permite repeticion, en donde hay objetos idénticos, etc.; esta leccion tendra mucha correspondencia con
la siguiente. Durante toda la leccién se dard énfasis al analisis, planteamiento y resolucién de problemas,
pudiendo evaluarse una respuesta indicada con permutaciones (sin realizar el calculo exacto) como correcta
siempre y cuando todo el andlisis y los argumentos sean correctos.

Leccidn 3: Las combinaciones

En esta leccion se definiran las combinaciones y se establecera su diferencia respecto de las permutaciones,
esta lecciéon abarcara contenidos un poco mas complejos, que llegan hasta la demostracién de identidades
combinatorias, justificacion del patrén del triangulo de Pascal y deduccion del binomio de Newton, etc.; por
esta razon en algunas clases serd necesario una mayor intervencidn por parte del docente. De igual manera
como en la leccidn 2, se puede valorar evaluar como correctas las respuestas indicadas con combinatorios,
puesto que lo esencial de esta unidad es el analisis y resolucién correctas de los problemas.
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Definicion
Un conjunto es una coleccidn de objetos que pueden ser nimeros, letras, personas, y practicamente cual-
quier tipo de cosas. Cada objeto del conjunto recibe el nombre de elemento. Si a es un elemento de A, se
denotapora €EAoA3aq,yselee “apertenece a A” o “A contiene al elemento @”. La cantidad de elementos
que tiene un conjunto se conoce como cardinalidad del conjunto y dado un conjunto A se denota la cardi-
nalidad de A por n(A) (o en ocasiones como|A|). Un conjunto se denota encerrando entre “llaves” todos
los elementos del conjunto. Si los elementos estan expresados en forma de lista, se dice que el conjunto
esta expresado por extensidn, por ejemplo: A=1{1, 2,3, a, b, c}.
Si los elementos estdn expresados por una regla o caracteristica de todos los elementos, se dice que el
conjunto esta expresado por comprensmn,, por eJem.Fro: El conjunto se lee: los x tal que x es
{x| x es un nimero positivo menor que 6}. | un nimero positivo menor que 6.
Se entiende como el conjunto formado por los “x” tal que (o de modo que) dicho “x” cumple ser un nime-
ro positivo menor que 6.
- . . , B
Para representar graficamente un conjunto a menudo se utiliza un évalo
en cuyo interior se ubican todos los elementos del conjunto, esta repre-
sentacién se conoce como diagrama de Venn, por ejemplo el conjunto
B ={1, 3, 6, 8} se puede representar en un diagrama de Venn asi:
Ejemplo 1
Determinala cardinalidad del conjunto A={2, 4,6, 8, 10}y si es posible, expresa el conjunto por comprension.
La cardinalidad de A es: n(A) = 5.
Se puede expresar por comprension como: A = {x| x es un numero positivo par no mayor que 10}.
También se puede expresar como A = {Los nimeros positivos pares no mayores que 10}.
Ejemplo 2
Expresa los siguientes conjuntos por extension (si es posible) y determina la cardinalidad del conjunto.
a) A = {Los niimeros positivos impares menores a 8} Para der)otar conjuntos Fuyos elementos sigyen
b) B = {x| x = 21, para n en los nimeros naturales} un patrén pero no terminan, se pueden utilizar
- =en,p puntos suspensivos, como en el literal b, y en
este caso la cardinalidad del conjunto se denota
a)A={1,3,5,7}yn(A)=4. por infinito, o.
b)A={2,4,6,8,10,12,..}y n(A) = co.
Definicion
Un conjunto B es subconjunto de un conjunto A si se cumple que todo ele-
mento de B es elemento de A (Sia € B entonces a € A), y se denota por
B C Ao A DB, que se lee “Bincluido en A” o “A incluye a B”.
Por ejemplo, siA={2,3,5,8,9}yB={2, 5}, entonces B C A.
El conjunto que no posee elementos se conoce como conjunto vacio, se denota por @, y se cumple que
n(@) = 0. Para todo conjunto A se cumple que @ C A.
El conjunto formado por todos los subconjuntos de un conjunto A se conoce como conjunto potencia de A.
SiA={a, b, c}, entonces el conjunto potencia de A es {@, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.
J
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Indicador de logro:

1.1 Define los conceptos sobre teoria de conjuntos y diagramas de Venn.

Secuencia:

En este punto los estudiantes ya cuentan con los
conceptos matematicos necesarios sobre nume-
ros, algebra, geometria, funciones, y estadistica
descriptiva; Unicamente hace falta desarrollar una
parte de estadistica inferencial, y para ello es ne-
cesario abordar la teoria de conjuntos que brinda
las herramientas necesarias para estudiar los mé-

En esta clase se proveen todas las definiciones
sobre conjuntos y subconjuntos, por ello se di-
viden, en la primera Definicién se profundiza el
concepto de conjunto y sus caracteristicas; luego
se ejemplifican otra Definicién donde se trabaja
lo correspondiente al concepto de subconjunto y
sus caracteristicas.

Ktodos de conteo y posteriormente la probabilidad.j Y )
En esta clase no hay problemas para resolver porque es muy conceptual (el objetivo es que comprendany
recuerden las definiciones), y por ello se priorizan las definiciones, sin embargo, si los estudiantes compren-
den todos los conceptos rapidamente se puede considerar que resuelvan los siguientes problemas:

1. Expresa los siguientes conjuntos por extension (si es posible) y determina la cardinalidad del conjunto.

a) A = {Los numeros positivos pares menores que 10}

b) B={x | 0<x <13 con x nUmero natural}

c)C= b | y es divisible por 3} Para ejemplificar los diagramas de
d)D={n|-5<n <7, connimparyn €7} Venn el docente puede retomar
algunos conjuntos de los planteados

en los problemas y representarlos con
diagramas de Venn.

2. Expresa los siguientes conjuntos por comprension.
a)A=1{5,7,9, 11,13}
b)B={-8,-4,0, 4, 8}
¢cCc={.,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}
db={273,5,7,11,13,17,19, 23, 29, ...}

3. Escribe c, D 0 = segun la relacién de inclusidon que se cumple.

a){3,7} __ {1,357 b){0,-4,7,-1} __ {4} JR__Q d{ _ 0 ef{ot_0
4. Determina el conjunto potencia de A = {2, 4, -3, 0}, luego encuentra su cardinalidad.
Solucién de problemas:

1a)A=1{2, 4,6,8}, n(A) =4
1c)C={...-9,-6,-3,0,3,6,9, ..}, n(C) = o

1b)B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}, n(B) = 12
1d) D={-3,-1, 1, 3,5}, n(D) =5

2b)B={y | -9<y <9,y esdivisible por 4}
2d) D ={p | p es un niumero primo}

2a)A={n | 4<n<14,connimparyn € Z}
2c)C={x|x€Z}=7

Para expresar un conjunto por comprensién, pueden existir muchas
alternativas, en este caso el docente debe verificar si las soluciones de los
estudiantes son correctas, aunque no sea la que se esta presentando.

{@} es el conjunto formado por
el conjunto vacio.

4. Potencia de A = {0, {2}, {4}, {-3}, {0}, {2, 4}, {2, -3}, {2, 0}, {4, -3}, {4, 0}, {-3, 0}, {2, 4, -3}, {2, 4,0}, {2, -3, 0},

{4, -3, 0}, A}; y su cardinalidad es 16.
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1.2 Operaciones con conjuntos

Problema inicial N
Considerando los conjuntos A={2,4,5,7}yB={1,3,4,5,9}.

a) Determina el conjunto de los elementos que estan en A o en B.

b) Determina el conjunto de los elementos que estan tanto en A como en B.

c) Determina el conjunto de los elementos que estan en A pero no estan en B.

d) Considerando U={1, 2,3, 4,5, 6, 7, 8,9, 10}. Determina el conjunto de los elementos que estan en U
pero no estan en A.

- J
S .. U
olucién
a) El conjuntoes: {1, 2, 3,4,5,7,9}. 6 A B g
b) El conjunto es: {4, 5}.
c) El conjunto es: {2, 7}.
d) El conjunto es: {1, 3, 6, 8,9, 10}. 10
Definicion
La operacién entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estan en A o en B se conoce como unién de conjuntos, se
denota AUB, y se lee “A unido B”.
La operacién entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estdn tanto en A como en B se conoce como interseccién
de conjuntos, se denota A(B, y se lee “A intersectado B”.
La operacién entre dos conjuntos A y B, que forma el conjunto de los A B
elementos que estan en A pero no estan en B se conoce como diferencia
de conjuntos, y se denota A —B.
La operacion entre dos conjuntos Ay U que cumplen que A c U y toma u
los elementos de U que no estan en A se conoce como complemento del A
conjunto A, y se denota A°. Al conjunto U a menudo se le conoce como
conjunto universo o simplemente universo.

Problemas;
1. Para cada literal, determina los conjuntos AUB, ANB,A—-ByB—A.

a)A={a,cdefg}B={bd,f h} b)A={-2,0,1,4,7},B={-2,1, 4}
c)A={a, b},B={a, b, c, d} d)A={2,3,4},B=1{5,6,7}

2. Para cada diagrama de Venn, determina los conjuntos A, B, AUB, ANB, A—B,B—A, Ay B°.
a) U b) U c) u d) u

A B A f B 6 A e B
6 ST 27
: : ae (2139)
4 9 C 4 e

179

& /
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Indicador de logro:

1.2 Determina la unién, interseccidn, diferencia y complemento de conjuntos.

Secuencia: Propésito:

Después que los estudiantes han asimilado la de- En el Problema inicial se espera que los estudian-
finicidn de conjunto, su notacién y algunas otras tes realicen las operaciones partiendo del uso de
definiciones en torno a los conjuntos, en esta cla- conectivos ldgicos intuitivos como el “y” y el “0”,
se los estudiantes aprenderan sobre las operacio- gue estan relacionados con las operaciones entre
Knes mas importantes sobre conjuntos. ) Kconjuntos gue se definen en esta clase. )

Solucién de problemas:
1a) AUB = {ar br c dr €, ff g, h}l AnB = {dr f}r A-B= {ar C e g}: B-A= {bl h}

1b) AUB={-2,0,1,4,7}=A; ANB={-2,1,4}=B;A-B={0, 7, B-A={}= Q.
1C)AUB={a,b,C,d}=B;AnB={a,b}=A;A—B={}=®;B—A={C,d}.

1d) AUB=1{2,3,4,5,6,7}=A; ANB={}=@0; A—B=1{2,3,4}=A; B—A={5,6, 7} = B.

2a)A={1,2,3,7},B={1,3,4,6,8},AUB={1,2,3,4,6,7,8}, ANB={1,3}, A-B={2,7},B—-A=1{4,6, 8},
A°=1{4,5,6,8,9}yB°={2,5,7,9}.

Zb)A={al b;clerg}lB={a1e/g}lAUB={a; blclelg}=AlAnB={alelg}= BIA_B={bIc}IB_A={}=®I
Ac={d, f}yB°={b, c, d, f}.

2c)A={3,57},B=12,3,4,57},AUB=1{2,3,4,57}=B,ANB=1{3,5,7}=A, A-B={}=0,B-A={2,4},
A°={1,2,4,6}yB ={1, 6}.

2d)A={a, d}l B={br C, f}l AUB:{ar bl C, dr f}: AnB:{}= @IA_B={af d}; B_A={bl C, f}; Ac={b’ c e fl g}
yB°={a, d e g}
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1.3 Cardinalidad de conjuntos

Problema inicial ~
Considerando los conjuntos A y B representados por el diagrama de Venn de la derecha, resuelve:
a) ¢Cuantos elementos tiene A? U
b) ¢ Cudntos elementos tiene B? A B
c) éCuantos elementos tiene ANB?
d) ¢ Cuantos elementos tiene AUB? > ‘QD .

e) éCuantos elementos tiene A°?
. J

Solucién
El conjunto universoes: U={1, 2, 3,4,5, 6, 7}.

a) Identificando el conjunto A = {1, 2, 3}, entonces el nimero de elementos de A sera: n(A) = 3.

b) Identificando el conjunto B = {1, 3, 4, 6}, entonces el nimero de elementos de B serd: n(B) = 4.

¢) Identificando el conjunto ANB = {1, 3}, entonces el nimero de elementos de AMNB sera: n(ANB) = 2.

d) Identificando el conjunto AUB ={1, 2, 3, 4, 6}, entonces el nimero de elementos de AUB sera:
n(AUB) = 5.

e) Identificando el conjunto A°= {4, 5, 6, 7}, entonces el nimero de elementos de A° sera: n(A°) = 4.

En general
Considerando los conjuntos A y B de modo que n(A) = a,
n(B) = by n(ANB) = ¢, entonces se cumple que
n(AUB) = (@ —c)+(b—c) +c A B
=a+b-c.

¢ elementos
1Y) A

Y esto es equivalente a tener:
_ 14
n(AUB) = n(A) + n(B) -~ n(ANB). (a — c) elementos (b —¢) elementos

De forma parecida analizando A° como los elementos de U U
que no estan en A se puede concluir que

n(A°) = n(U) — n(A).

En general, para los conjuntos U, Ay B se cumple que Ac
n(AUB) = n(A) + n(B) - n(ANB),
n(A°) = n(U) - n(A).

Problemas
1. Considerando el diagrama de Venn de la derecha, resuelve los literales.

a) n(AUB) b) n(U) c) n(A9) d) n(B°) Ul a B
) nl(AUB)]  fn(ANBY) ) nl(ANB)]  h) n(AUBY) °

Utilizando diagramas de Venn puedes comprobar que (AUB) = A°NBcy (ANB)° = A°UB*.
Estas propiedades se conocen como identidades de De Morgan.

2. Considerando los conjuntos U, A y B en los que se cumple que n(U)=60, n(A)=35, n(B)=21y
n(ANB) = 14, determina:

a) n(AUB) b) n(A°) c) n(B°) d) n[(AUB)] e) n[(ANB)] f) n(A-B) g) n(ANB°)

/
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Indicador de logro:

1.3 Calcula la cardinalidad de conjuntos y de sus operaciones.

Secuencia: Propésito:

Una vez teniendo las operaciones sobre conjun- El uso de la notacién n(A) tiene la intencion de
tos, es posible analizar resultados sobre la cardi- no confundir a los estudiantes con la notacion de
nalidad de conjuntos definida por las operaciones valor absoluto, el contenido de esta clase tiene re-
con conjuntos, en esta parte se da un énfasis es- lacion con la unidad de probabilidad, por lo cual
kpecial a la unién de conjuntos. y. kesta notacion serd retomada en esa unidad. y.

Solucién de problemas:

Para este problema es mejor que los estudiantes primero calculen n(A) = 4, n(B) = 4 y n(ANB) = 1, para
luego aplicar el resultado de la parte En general:

1a) n(AUB) = n(A) + n(B)— n(ANB)=4+4-1=7 1b) n(U) =8

Ic) n(A9) =n(U)—-n(A)=8-4=4 1d) n(B)=n(U)—n(B)=8-4=4
le) n[(AUB)] = n(U)-n(AUB)=8-7=1 1f) n(A°NB°) =1
1g) n[(ANB)] = n(U)-n(ANB)=8-1=7 1h) n(A°UB°) = n(A°) + n(B¢) —n(A°NB)=4+4-1=7

En este problema el docente debe invitar a los estudiantes a que
apliquen los resultados de la conclusidn, y no cuenten todos los
elementos de los conjuntos a partir del diagrama de Venn. Unicamente
el literal f es necesario hacerlo de esta manera.

2a) n(AUB) =n(A)+ n(B)— n(ANB)=35+21-14=42 2b) n(A°) = n(U) — n(A) =60—-35 =25
2¢) n(B) = n(U)—n(B) =60-21=39 2d) n[(AUB)] = n(U) - n(AUB) =60 —-42 = 18
2e) n[(ANB)] = n(U) - n(ANB) = 60 — 14 = 46 2f) n(A—-B) = n(A)— n(ANB) =35-14 =21

2g) Calculando n(AUB®) = n(B°) + n(ANB) =39 + 14 = 53,
luego n(ANB°) = n(A) + n(B%) — n(AUB¢) = 35 + 39 — 53 = 21.

Para las soluciones de 2f) y 2g) el docente puede recomendar hacer un diagrama de Venn y comprobar
por qué es necesario hacer el calculo de la manera planteada. Ademas, en 2g) se puede concluir que
n(ANB°) = n(A) + n(B%) — n(AUB°) = n(A) + n(B°) — [n(B°) + n(ANB)]= n(A) — n(ANB) =35 —14 = 21.

Si el docente considera conveniente puede mostrar mediante diagramas
de Venn las leyes de De Morgan:

(AUB): = AcNB¢ (ANB)c= AUB*

De lo cual se puede comprobar el hecho de que la solucion de 1e) sea
igual a la de 1f), y la solucion de 1g) sea igual a la de 1h).

@ Sugerencia metodoldgica



e N
1.4 Aplicaciones de la cardinalidad de conjuntos

Problema inicial
Considerando los nimeros naturales del 1 al 100, resuelve:

a) ¢Cuantos multiplos de 3 hay? b) ¢ Cudntos que no son multiplos de 3 hay?
c) ¢Cuantos multiplos tanto de 3 como de 5 hay? d) éCudntos multiplos de 3 o de 5 hay?
Solucién

Considerando U como el conjunto de los nimeros naturales del 1 al 100. Denotando como A al conjunto de
los nimeros en U que son multiplos de 3 y como B al conjunto de los multiplos de 5 que estan en U.

A ={3(1), 3(2), 3(3), ..., 3(31), 3(32), 3(33)}

B ={5(1), 5(2), 5(3), ..., 5(18), 5(19), 5(20)}

a) La cantidad de multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la cardinalidad del conjunto A, es decir, n(A) =33.
U

b) La cantidad de nimeros que no son multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la
cardinalidad del complemento de A, es decir:
n(A°) = n(U) —n(A) =100 -33 =67.

c) El conjunto formado por los multiplos de 3 y de 5 es el mismo conjunto que el U
de los multiplos de 15 que hay entre 1y 100. .
Los multiplos comunes de 3y 5 son]

ANB ={15(1), 15(2), 15(3), 15(4), 15(5), 15(6)}. | los multiplos del minimo comun
Entonces n(Aﬂ B) =6. multiplo de ellos, es decir, 15.

[

- &

d) El conjunto formado por los mdltiplos de 3 o de 5 esta dado por el conjunto AUB.
n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB) =33 + 20— 6 = 47.

Conclusion
La teoria de conjuntos puede resultar muy util para realizar conteo de situaciones que se modelan a partir
de conjuntos.

£l

Problemasu

1. Determina cuantos numeros del 1 al 100 no son multiplos de 3 ni de 5. Luego realiza el diagrama de Venn
gue representa dicha situacion.

2. Considerando los numeros naturales del 1 al 100, resuelve:

a) ¢Cuantos multiplos de 2 hay? b) ¢ Cudntos que no son multiplos de 3 hay?

¢) ¢Cudntos multiplos de 2 y de 3 hay? d) éCudntos multiplos de 2 o de 3 hay?

e) ¢Cuantos niumeros que no son multiplos de 2 ni de

3 hay?

3. La tabla muestra la cardinalidad de la interseccidon de los conjuntos A Ac Total

de la fila y de la columna. Considerando los conjuntos Ay B, llena

. . B 42 56
la tabla con la informacidn que falta:
B¢ 10
Total 76 100

s

& /
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Indicador de logro:

1.4 Resuelve problemas aplicando las propiedades de la cardinalidad de las operaciones con conjuntos.

Secuencia:

Para finalizar la leccion sobre teoria de conjuntos,
se pueden comenzar a introducir problemas de
conteo que se solucionen a partir de las propie-
dades de la cardinalidad de conjuntos.

\_ J

Solucién de problemas:

En el Problema inicial se espera que los estudian-
tes resuelvan utilizando conceptos de conjuntos,
en los Problemas se continda con la misma situa-
cién del Problema inicial, y siempre son dos nu-
kmeros primos para facilitar el calculo del mcm.

J

1. Utilizando los resultados del Problema inicial, y analizando que los
numeros del 1 al 100 que no son multiplos de 3 ni de 5 equivale a
determinar n[(AUB)] = n(U) — n(AUB) = 100 — 47 = 53.

2a) Considerando U como el conjunto de los nimeros naturales del 1 al 100. Denotando como A al conjunto
de los niumeros en U que son multiplos de 2 y como B al conjunto de los multiplos de 3 que estan en U.

A =1{2(1), 2(2), 2(3), ..., 2(48), 2(49), 2(50)}
B =1{3(1), 3(2), 3(3), ..., 3(31), 3(32), 3(33)}

La cantidad de multiplos de 2 entre 1y 100 es igual a la cardinalidad del conjunto A, es decir, n(A) = 50.

2b) La cantidad de nimeros que no son multiplos de 3 entre 1y 100 es igual a la cardinalidad del complemento

de B, es decir:

n(B) =n(U)-n(B) =100 -33 = 67.

2c) El conjunto formado por los multiplos de 2 y de 3 es el mismo conjunto que el de los multiplos de 6 que

hay entre 1y 100.
ANB ={6(1), 6(2), 6(3), ..., 6(14), 6(15), 6(16)}.
Entonces n(ANB) = 16.

Para determinar la cantidad de multiplos de un numero,
que hay entre 1 y 100, se puede dividir 100 por dicho
numero (del que se desea saber la cantidad de multiplos)
y la cantidad de multiplos sera el cociente de la divisidn
efectuada.

2d) El conjunto formado por los multiplos de 2 o de 3 esta dado por el conjunto AUB.

n(AUB) = n(A) + n(B) - n(ANB) =50 + 33 - 16 = 67.

2e) n[(AUB)] = n(U) - n(AUB) =100 - 67 = 33.

3. Para encontrar el valor de la casilla que estd en la segunda columna de
la primera fila, se calcula n(A°NB) = n(B) — n(ANB) =56 — 42 = 14.

Para encontrar el valor de la casilla que esta en la primera columna de
la segunda fila, se calcula n(ANB¢) = n(A) — n(ANB) = 76 — 42 = 34.

Para encontrar el valor de la casilla que esta en la tercera columna de la
segunda fila, se calcula n(B) = n(ANB¢) + n(A°NB) = 34 + 10 = 44.

Para encontrar el valor de la casilla que esta en la segunda columna de B¢ 34 10 44
la tercera fila, se calcula n(A°) = n(A°NB) + n(A°NB°) =14 + 10 = 24, o

©

bien, n(A°) = n(U) — n(A) = 100 — 76.

En el problema 3 se pretende que
los estudiantes conozcan y trabajen
con las tablas de doble entrada, lo
cual serd de utilidad en la siguiente
unidad; si los estudiantes no logran
llegar a este problema, solamente
habria que abordar este concepto
en la siguiente unidad durante la
clase de probabilidad condicional.

A A Total
B 42 14 56

Total 76 24 100
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Las permutaciones

2.1 Diagrama de arbol

Problema inicial
Hay 4 tarjetas numeradas de la siguiente manera , , , ; determina de cuantas formas se pueden
colocar tres de ellas en una fila.

Solucién
Analizando la posicién de las tarjetas como muestra el <
diagrama de la derecha. .

1 2
A partir de él se puede observar que cada camino que se <

pueda tomar es una forma en que se pueden colocar las !

tres cartas, y estas se pueden contar a partir de la ultima < .
columna de tarjetas numeradas. .

Por lo tanto hay 12 formas. . < . < .
!
5, i—g

— [
Definicion
El diagrama en donde se listan todas las posibilidades de un suceso por casos y se representa por lineas
rectas se conoce como diagrama de arbol, el diagrama de la solucién es un ejemplo de diagrama de arbol.

En los eventos sobre extraccidn de objetos, se dice que es con reemplazo cuando al extraer un objeto este
se devuelve al grupo de extraccidn, y sin reemplazo cuando el objeto no se devuelve.

Problemas
1. Utiliza un diagrama de arbol para determinar de cuantas formas se pueden extraer sin reemplazo 3 boli-
tas de color rojo, amarillo y verde (una de cada color) de una bolsa, si se extrae una bolita a la vez.

2. Utiliza un diagrama de arbol para calcular cudntas formas hay para repartir 4 dulces de diferente sabor
entre 4 personas, si ninguna puede quedar sin dulces.

3. Maria tiene 2 pantalones, 1 falda, 2 blusas y 3 pares de zapatos, todos diferentes. Utiliza diagrama de
arbol para determinar cudntas formas diferentes tiene Maria para vestirse.

4, Utiliza un diagrama de drbol para calcular el total de maneras que hay para extraer 2 cartas con reempla-
zo de entre 5 cartas diferentes.

5. Se lanzan tres dados diferentes. Determina el nimero de casos donde la suma sea 5.

En el primer dado solo puede caer 1, 2 0 3, sino
ya no podria sumar 5.

@ J
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Indicador de logro:

2.1 Utiliza el diagrama de arbol para resolver situaciones sobre conteo.

Secuencia:

\_

Habiendo estudiado los conceptos fundamenta- En esta clase se pretende iniciar con una herra-
les sobre teoria de conjuntos, y habiéndola utili- mienta intuitiva como el diagrama de arbol para
zado como una herramienta para resolver proble- la resolucidon de problemas de conteo, luego se
mas de conteo, en esta leccion se introducen las necesitara una herramienta mas eficiente para
herramientas basicas de conteo hasta el concepto problemas que impliquen nimeros mds grandes.
de permutaciones. En los Problemas, el criterio de dificultad es la for-

) \_maque tendra el diagrama de arbol en cada uno. )

Solucién de problemas:

1. En la primera extraccidon puede sacarse cualquiera de las 3 bolitas, luego R < —V
V

cualquiera de las 2 bolitas que quedaron y finalmente la bolita restante.
De modo que la extraccion se puede realizar de 6 formas diferentes.

RAV, RVA, ARV, AVR, VRA, VAR.
R —
Vv
<A —=
2. py < P3 — P4 3. 71 4. c1 5. 1—3
P4 — P3 31<zz 2 1<2_2
P2 — P4 Z3 C1§&- 3
P1( P3 -
P4 — P2 P1 71 ca 3—1
P2 — P3 B2 < 72 5 1—?2
P4
P3 — P2 73 c1 2<2_ 1
P3 — P4 yal c2
P1 —1—
—P3 B1 <zz c2<c3 3—1—1
z3 c4 .
P2 P3 <P4 _ P1 P2 71 c5 Ha\(c 6 fzrma;tdlfe—
B2 < Z72 C1 rentes de obtener
P4 <p3 — p1 73 c2 5 al tirar 3 dados.
pp o~ P2 — P4 71 C3 &~ (3
P4 — P2 B1 < 22 c4
P1 — P4 Z3 5
P3 (- P2
P4 — P1 F 71 c1
P4 1— P2 B2 < 72 C2
P2 — P1 z3 c4 &~ C3
P1 <P3 _ P2 Hay 18 formas diferentes Eg
en que puede vestirse c1
P4 - P2 .
<p3 — Pl Maria. c2
P1 C5 Cc3
P3
< P2 — P1 ca
5

Hay 24 formas diferentes de
repartir los dulces.

Hay 25 formas diferentes
de extraer las cartas.
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2.2 Principio de la suma

Problema inicial
¢De cudantas maneras se puede viajar de Santa Ana a La
Unidn, si pasando por San Salvador hay 5 caminos diferen-
tes y pasando por Chalatenango hay 3 formas diferentes?
Considera que ningln camino pasa por ambos lugares.

Solucién
Para viajar de Santa Ana a La Unidn hay 2 opciones: pasar por San Salvador o bien pasar por Chalatenango,
y ninguna ruta pasa por ambos lugares a la vez. De forma que para saber el total de maneras que hay para
ir de Santa Ana a La Uniénes5+3=8.

Conclusion
Si un evento o condicidn A puede ocurrir de @ maneras, un evento o condicion B puede ocurrir de b mane-
ras, y ambos eventos no ocurren al mismo tiempo, entonces el total de maneras en que puede ocurrir el
evento A o B (es decir uno de los dos) es a + b. Este resultado se conoce como principio de la suma.

Ejemplo
En una zapateria tienen 4 tipos de sandalias, 2 tipos de zapatillas y 3 tipos de botas, ¢ cuantos tipos de za-
patos diferentes ofrece la zapateria?

La zapateria ofrece 3 tipos de zapatos: sandalias, de las cuales hay 4 tipos diferentes; zapatillas, de las cuales
hay 2 tipos diferentes; y botas, de las cuales hay 3 tipos de botas diferentes.

Asi se cumple que la zapateria ofrece 4 + 2 + 3 = 9 tipos de zapatos diferentes.

P >
roblemas Z
1. En una zona de comedores hay 3 locales en donde se puede comprar, si el primero tiene 4 opciones de
comida, el segundo 5 y el tercero 7, determina de cuantas formas se puede comprar comida en alguno

de los locales.

2. Maria tiene 4 centros escolares para realizar sus horas sociales, en el primer centro escolar tiene 2 opcio-
nes, en el segundo tiene 3 opciones, en el tercero tiene 4 opciones y en el cuarto solamente una opcién
para realizar las horas sociales. Determina cudntas opciones tiene en total Maria para realizar sus horas
sociales.

3. Si se lanzan 2 dados al mismo tiempo, de cuantas maneras la suma de los puntos es 7 0 4.

4. En la situacion del problema 3, determina cuantas maneras hay para que la diferencia de los puntos sea
203.
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Indicador de logro:

2.2 Aplica el principio de la suma para resolver problemas sobre conteo.

Luego de haber introducido el diagrama de arbol
como otra herramienta para resolver problemas
de conteo, se estudiard uno de los principios ba-
sicos de conteo, conocido como principio de la
suma. D

Propésito:

En el Ejemplo y en los Problemas se espera que el
estudiante identifique facilmente las condiciones
para aplicar el principio de la suma, ademas en los
problemas 3 y 4 es necesario que los estudiantes
apliguen lo aprendido sobre el diagrama de érboI.J

Solucién de problemas:

1.

Puesto que no puede comprar comida en dos locales, los eventos pueden ser, comprar en el local 1 (4
opciones), comprar en el local 2 (hay 5 opciones) o comprar en el local 3 (hay 7 opciones), por lo tanto,
aplicando el principio de la suma, el total de formas en que se puede comprar comida en alguno de los
localeses: 4+ 5+ 7 =16.

. De manera analoga al problema anterior, Maria no puede hacer las horas sociales en dos centros escola-

res a la vez, por lo tanto, aplicando el principio de la suma, el total de formas que tiene Maria para realizar
sus horas socialeses: 2+3+4+1=10.

. Puesto que al lanzar 2 dados al mismo tiempo no puede caer 7 y 4 a la misma vez, se pueden identificar

los eventos: cae 7 o cae 4; y analizando cada caso:

Para que caiga 7 Para que caiga 4

Dadol  Dado?2 Dadol  Dado?2 Entonces, hay 6 opciones para que caiga 7,y 3
1 6 1 3 para que caiga 4, por lo tanto, por el principio
2 5 2 2 de la suma, el total de maneras para que al
3 4 3 1 lanzar 2 dados caiga 704 es: 6 +3 =9.
4 3
5 2
6 1

. Puesto que al lanzar 2 dados la diferencia no puede ser 2 y 3 al mismo tiempo, se pueden identificar los

eventos, la diferencia es 2 o la diferencia es 3; y analizando cada caso:

Diferencia 2 Diferencia 3
Dado 1 Dado 2 Dado 1 Dado 2 Entonces, hay 8 opciones para que la diferen-
1 3 1 4 cia sea 2, y 6 para que la diferencia sea 3, por
2 4 ) 5 lo tanto, por el principio de la suma, el total
1 de maneras para que al lanzar 2 la diferencia
3
<52> 3 6 sea203es:8+6=14,
4 1
4 — ¢ : )
5 3
6 4 6 3
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2.3 Principio de la multiplicacion

Problema inicial

¢De cudntas maneras se puede viajar de Ahuachapan a San
Miguel pasando por Cuscatlan, si para llegar de Ahuachapan
a Cuscatlan hay 3 formas diferentes de llegar a, by c, y para
llegar de Cuscatlan a San Miguel hay 4 formas diferentes
parallegard, e, fy g?

Ahuachapan  Cuscatlan a

Solucién p :
a Cuscatldn San Miguel

Para salir de Ahuachapan a Cuscatldn existen 3 formas dife-
rentes, y por cada una de ellas al llegar a Cuscatlan hay 4 for-
mas diferentes de llegar a San Miguel, entonces el total de
maneras para llegar de Ahuachapan a San Miguel pasando por
Cuscatladn es 3 x 4 = 12 maneras diferentes.

A

(o
M—+hM Q. 0Q—hM Q M—hMd Q

b

Las 12 maneras son: ad, ae, af, ag, bd, be, bf, bg, cd, ce, cfy cg.

c
Conclusién
Si un evento o condicién A puede ocurrir de @ maneras, y para cada una de estas maneras un evento o
condicién B puede ocurrir de b maneras, entonces el total de formas en que puede ocurrir el evento Ay el
evento B (es decir los dos) es ab. Este resultado se conoce como principio de la multiplicacién.

Es posible que para resolver algunos problemas sea necesario aplicar tanto el principio de la suma como el
principio de la multiplicacién.

Ejemplo
José quiere repartir una manzana, una pera y una naranja a sus Manzana Pera Naranja
dos hermanos. Determina de cuantas maneras puede repartir hi
las frutas si incluso puede darse el caso que le dé a un hermano h1< h2
todo y al otro nada. h1 <

Tomando como referencia la fruta, para cada una de estas, la

manzana tiene 2 posibilidades: que se dé al hermano 1 o al her- h1< hl
mano 2; luego, la pera también tiene 2 posibilidades, y la naranja h2 < h2
igualmente tiene 2 posibilidades, entonces José puede repartir h2< h1
la fruta de 2 x 2 x 2 = 8 maneras diferentes. h2

<
Problemasw

1. Determina de cuantas maneras se puede formar una pareja de un nifio y una nifia de entre 4 nifios y 3
nifias.

2. En un comedor hay 3 tipos de platos fuertes, 2 tipos de arroz y 3 tipos de ensalada. Determina de cuantas
maneras se puede formar un almuerzo escogiendo entre un plato fuerte, un tipo de arroz y una ensalada.

3. Determina de cuantas maneras se pueden repartir una pera y un mango entre 3 personas diferentes.
Considera que no se pueden dar ambas frutas a una sola persona.

4. Maria tiene 4 calzonetas y 3 camisetas para baloncesto, y tiene 5 calzonetas y 4 camisetas para futbol.
¢De cuantas maneras puede vestirse Maria para jugar baloncesto o futbol?

/
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Indicador de logro:

2.3 Aplica el principio de la multiplicacidn para resolver problemas sobre conteo.

Secuencia: Propésito:

Otro contenido bdasico para resolver problemas En el Ejemplo se presenta el diagrama de arbol
sobre conteo es el principio de la multiplicacién, para que sirva de apoyo para los estudiantes, sin
el cual se puede abordar directamente a partir del embargo, en la resolucién de los Problemas no
diagrama de arbol. es necesario que los estudiantes realicen dicho

diagrama, es suficiente con que identifiquen las
condiciones y apliquen el principio de la multipli-

\_ ) kcauon directamente. )

Solucién de problemas:

1. El evento “ser nifio” puede ocurrir de 4 maneras, y por cada uno de ellos hay 3 nifias con las que se puede

hacer la pareja, por lo tanto, por el principio de la multiplicacidn, el total de maneras de formar una pareja
con estas condiciones es: 4 x 3 =12.

2. Puesto que hay 3 tipos de platos fuertes, y por cada uno de ellos se puede escoger entre 2 tipos de arroz, lo
cual, por el principio de la multiplicacién, se puede calcular que hay 3 x 2 = 6 posibles maneras de escoger
un plato fuerte y un tipo de arroz; luego por cada posible combinacién de plato fuerte y arroz hay 3 tipos
de ensalada, por lo tanto, por el principio de la multiplicacion, el total de maneras en que se puede formar
un almuerzo escogiendo entre un plato fuerte, un tipo de arroz y una ensalada es 6 x 3 = 18.

Para este problema también pueden considerarse vélidas las soluciones en donde se multiplican de una sola
vez las tres cantidades: 3 x 2 x 3 =18.

Se presenta la otra forma porque formalmente en la clase el principio de la multiplicacidon esta definido
Unicamente para 2 eventos, sin embargo, los estudiantes pueden analizar inductivamente que dicho resultado
se cumple para n eventos, con 7 finito.

3. Considerando que se reparte primero la pera, esta tendra 3 posibilidades (cualquiera de las 3 personas),
luego, por cada una de ellas, el mango tendrd 2 posibilidades (las 2 personas a las que no se les da la pera),

por lo tanto, por el principio de la multiplicacidn, el total de maneras para repartir una pera y un mango
entre 3 personas es: 3 x 2 = 6.

4. Primero hay que notar que Maria no puede ir vestida para jugar baloncesto y futbol al mismo tiempo,

entonces se tiene los casos: “vestida para jugar baloncesto” y “vestida para jugar futbol”, luego analizando
cada caso:

Vestida para jugar baloncesto Vestida para jugar futbol

Tiene 4 calzonetas para baloncestoy por cada una Tiene 5 calzonetas para futbol y por cada una de
de ellas puede usar cualquiera de las 3 camisetas ellas puede usar cualquiera de las 4 camisetas para
para baloncesto que tiene, entonces, aplicando futbol que tiene, entonces, aplicando el principio de
el principio de la multiplicacién, puede vestirse la multiplicacién, puede vestirse de 5 x 4 maneras
de 4 x 3 maneras para jugar baloncesto. para jugar futbol.

Por lo tanto, aplicando el principio de la suma a estos casos, se tiene que el total de maneras en que se
puede vestir Maria para jugar baloncesto o futbol es: (4 x 3) + (5 x4) =12 + 20 = 32.
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2.4 Factorial de un numero

Problema inicial
Determina de cudntas maneras es posible ordenar 4 personas en una fila. }
SO|UCIOI‘I- L, . X Puestol Puesto2 Puesto3 Puesto4
En la primera posicién de la fila puede colocarse cualquiera de pa
las 4 personas, entonces hay 4 posibilidades. P2 < P4 —— P3
P2 —— P2
-~ - : P1 R —
Luego, en la segunda posicidn de la fila ya solo se tienen 3 per- pa —_ P2 —_— Pg
—P

sonas (porque en la primera posicion ya quedd una) entonces

—— P4
hay 3 posibilidades. PL——F3 P4 — p3
P2 pP3—_Fl — P4

Andlogamente, para la tercera posicién solo hay 2 posibilidades P4 —_ P1 —P3
y para la dltima posicidn solo habrd 1 posibilidad. Elll
P1——pj P4 — P2

Por lo tanto, por principio de la multiplicacién, el total de mane- P3 p2——P1 P Eéll
ras de arreglar 4 personas en una fila es: p4g——_ P1L ——P2
4x3x2x1=24, PZ—E%

PL=——p3 —p2

Hay 24 maneras diferentes para ordenar 4 personas en una fila. P4 P2 —— II;% —_— II;%
Pl —— P2

P3——p3 b1

Deﬁnicién
Para un ndmero natural n, se define el factorial de n como el producto de los nimeros consecutivos desde
1 hasta n. Se denota el factorial de n por n!, y se lee “n factorial”. Entonces:

nl=nx(n-1)x(n—-2)x--x3x2x1. (Observaquen!:nx(n—l)!)
Ejemplo
Calcula o simplifica el resultado de las operaciones con factorial. >o18!
a) 3! b) 6! + 4 c) 4l - d) 555
| = 6! _6x5x4 1—31= 1) —3I
31=3x2x1 4w 4 3'_(34|(>;3_')1) 3! 2018! _ 2018 x2017!
=6 -30 : 6(3) 2018 2018
=2017!
=18
Problemas; Primero calcula lo que estd entre
1. Calcula el resultado de las operaciones con factorial. parentesis.
a) 4! b) 5! c)(5-3)! d)e! -
e) (2 +3)! f) 4! +3! g) 4! x 3! h) (2 x 3)!

2. Calcula o simplifica las siguientes expresiones con factoriales.

51 6 41 2019! 71 9l
a) 3y b) (E)! A% 2019 &) F=2)i =2 2|(7 2)I 8) 2iEnan

3. Determina el valor de x.
a) x! =110(x —2)! b) 12x! + 5(x + 1) = (x + 2)!

4. Determina de cudntas maneras se pueden arreglar las letras de la palabra ARBOL.
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Indicador de logro:

2.4 Calcula el resultado de expresiones con factoriales.

Secuencia:

Luego de tener las herramientas basicas para resolver problemas de conteo, se tomara un poco de tiempo
para introducir la notacion y definicién del factorial de un nimero, el cual serd retomado posteriormente
para expresar las permutaciones y combinaciones.

En esta clase se espera que los estudiantes practiquen la parte operativa de los factoriales (para evitar al
maximo el uso de la calculadora) y puedan realizar algunas simplificaciones utilizando la definicidn del fac-
torial de un numero. Las expresiones del problema 2 estan relacionadas con diferentes tipos de permutacio-
nes y combinaciones, para que en las clases correspondientes, se profundice mas en el analisis y resolucién
de los problemas que en el calculo del resultado final.

/

N J
Solucidn de problemas:
la) 4! =4x3x2x1=24 1b)5!=5x 41 =5x24 =120 1c)(5-3)1=21=2x1=2
1d) 6! — 4! =720-24 = 696 le) (2+3)!=5!=120 1) 41 +31=24+6=30
1g) 41 x31=24x6 =144 1h) (2 x 3)! = 6! = 720

Se recomienda que los estudiantes no utilicen calculadora para estos problemas. La intencidon es que analicen que en
general no se cumple que la suma, resta y multiplicacion de factoriales da como resultado el factorial de la suma, resta
y multiplicacién.

5_!_5><4x3’f_ (E)I: | = 4_!_4xele_
2a) T =20 2b) 3) 21=2 2¢) i — =4
2019! _ 2819 x2018! _ 7! 7! 7 x 6 x50 7! 72 @
2 = —2 1 ! = - - — —_—_— e = — =
d) 2019 2019 018 2e) (7-2)! 5! 51 42 26) 27-2)! 2187, 2 21
2g) 9! - 9x§x7x$x5xﬂ1’ = 1260 El docente debe orientar a los estudiantes a utilizar la
g 21(31)(41) 2(8)(41) definicion del factorial para simplificar y facilitar los cdlculos
11 1

en cada problema, para el literal g), no es necesario
calculadora, solamente deben hacerse las multiplicaciones
en un orden adecuado, primero 4 x5 =20, luego9x7 =63y
finalmente 63 x 20 = 1260.

3a) x! = 110(x = 2)! = x(x — 1)(x—=72)! = 110(x=2)! = x> -x-110=0=> (x - 11)(x +10)=0=>x=110x
= -10, pero para que la definicidon de la clase tenga sentido, x debe ser positivo, por lo tanto, la Unica
solucidon de la ecuaciéon es x = 11.

3b) 12x! +5(x + 1)l =(x +2)! => 122t +5(x + 1) = (x + 2)(x + 1)a1 = 12+ 5x+5=x*+3x + 2 =
x*—2x—-15=0= (x—5)(x+3)=0=x=50x=-3, pero para que la definicion de la clase tenga sentido,
x debe ser positivo, por lo tanto, la Unica solucién de la ecuacion es x = 5.

4. Puesto que las letras de la palabra ARBOL son todas diferentes entre si, de manera analoga al Problema
inicial, el primer puesto tendra 5 opciones, el segundo puesto tendrd 4 (quitando la que quedé en el
primer puesto), y asi sucesivamente se tendrd que hay 5! = 120 maneras de arreglar las letras de la

palabra ARBOL.
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2.5 Permutaciones

Problema inicial

Determina la cantidad de maneras en que se puede colocar 3 vocales diferentes en una fila.

Solucién
Se pueden considerar los 3 puestos de la siguiente manera.

Primero Segundo Tercero
Para elegir la vocal que estara en el primer puesto hay 5 posibilidades (cualquiera de las 5 vocales, 3, €, i, 0, u).

5

Primero Segundo Tercero
Luego para el segundo y tercer puesto quedaran Unicamente 4 y 3 posibilidades respectivamente.

5 . 4 . 3

Primero Segundo Tercero

Por lo tanto, por el principio de la multiplicacidn, el total de maneras de colocar 3 de las 5 vocales en una fila
es:5x4x3=60.

Conclusién
Una secuencia ordenada de objetos donde el orden importa se conoce como permutacion.

El total de permutaciones que se pueden realizar tomando r de n (0 < r < n) estd dado por:

nl

(n —.r)!

nx(n-1)x(n-2)x..x(n-(r-1)) = [ObservaquenP0=f!O)!=1. ]

(n

Este total se denota por nPr, y se lee “n permuto ”, es decir

n!
(n-r)"

nPr:ﬁX(n—l)X(n—Z)x“'x(n_(r_]i)z

r factores

El total de maneras de ordenar n objetos diferentes es n!, por otro lado, con la férmula de permutaciones se tiene
n!

que nPn = m

=g—:, y esto debe ser n!, por lo tanto se cumple que 0! = 1.

Ejem plo
¢Cuantos numeros de 3 cifras se pueden formar con los digitos del 1 al 9, si no se repite
ningun digito?
Al tomar 3 cifras, es importante el orden entre ellas (forman numeros diferentes),
entonces considerando la permutacidon tomando 3 de 9 objetos, 9P3 =9 x 8 x 7 = 504. QR3=9x 8x7
Por lo tanto, se pueden formar 504 ndmeros. 3 factores

<
Problemas.

1. ¢Cuantos numeros de 2 cifras sin repetir se pueden formar con los digitos del 1 al 5?

2. ¢De cudntas maneras se pueden repartir 3 caramelos de diferente sabor para 6 estudiantes, consideran-
do que ningun estudiante recibe mas de un caramelo?

3. Calcula la cantidad de maneras en que se puede elegir un presidente, un vicepresidente y un tesorero de
un grupo de 6 personas.

4. Determina la cantidad de maneras que hay para sentar 5 personas en 3 asientos.

5. ¢De cuantas maneras se pueden arreglar 5 personas en una fila, si una persona especifica de ellas debe
estar al inicio?

/
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Indicador de logro:

2.5 Utiliza las permutaciones para resolver problemas sobre conteo.

Luego que ya se han visto las herramientas y estrategias basicas para resolver problemas sobre conteo, se
introduce la definiciéon formal de permutacion, el énfasis principal de esta clase no debe ser el cdlculo, sino
la comprensién, modelacidn y solucién de los problemas utilizando las permutaciones.

En algunos libros de matematica, normalmente se hace la diferencia entre permutaciones y variaciones, las
primeras como ordenamientos de todos los objetos de los que se dispone y las segundas como ordenamien-
tos de una parte de estos objetos, sin embargo, en el libro de texto no se hace la diferencia para no introducir
demasiadas definiciones que puedan confundir al estudiante, ademads de que no genera ningun problema
definir las permutaciones como se hace en el libro de texto; esto se hace con el objetivo de enfatizar la reso-
lucién de los problemas, y que la notacién o el calculo no sean una dificultad extra para ello. .

\_

Solucion de problemas:

1. Se pueden considerar los dos puestos como se hizo en la Solucién del
Problema inicial, es una permutacién tomando 2 de 5 objetos, el primero S , 4

tendra 5 opciones (cualquiera de los 5 digitos) y el segundo 4 (puesto que Primero Segundo

no se pueden repetir). Por lo tanto, se pueden formar 5P2 = 20 nimeros de
2 cifras sin repetir con los digitos del 1 al 5.

2. En este problema hay que tener cuidado entre cuales son los espacios en blanco y cudles son los objetos
gue se colocaran, si se consideran los estudiantes como los espacios y se quieren colocar los caramelos
como objetos, se vuelve un problema un poco mas complicado que si se consideran los caramelos como
los espacios y los estudiantes como los objetos, es una permutacién tomando 3 de 6 objetos, para
este Ultimo caso el primer caramelo tendria 6 opciones (ser dado a cualquiera de los 6 estudiantes), el
segundo caramelo tendria 5 opciones (puesto que ningun estudiante recibe mas de un caramelo, se saca
el estudiante que recibe el primero), y finalmente el tercer caramelo tendria 4 opciones, por lo tanto, el

total de maneras de repartir los 3 caramelos entre los 6 estudiantes es 6P3 = 120.

w

Dado que los 3 puestos son diferentes, es una permutacién tomando 3 de 6 objetos, para el presidente se
tienen 6 opciones, para el vicepresidente 5 y para el tesorero se tienen 4, por lo tanto, el total de maneras

en que se pueden elegir los puestos de un grupo de 6 personas es 6P3 = 120.

4. Considerando los asientos como los espacios en blanco, es una permutacién
tomando 3 de 5 objetos, en el primer asiento puede ir cualquiera de las S x 4 3
5 personas, luego el otro espacio tendrd 4 opciones, y el Ultimo espacio Asiento 1 Asiento 2 Asiento 3
tendra 3 opciones, por lo tanto, la cantidad de maneras que hay para sentar

a 5 personas en 3 asientos es 5P3 = 60.

b

Dado que hay una persona especifica que debe estar al inicio, se coloca dicha persona y luego se arreglan
las demads, lo cual se puede hacer de 4!, por lo tanto, las 5 personas bajo estas condiciones se pueden
arreglar de 4! = 24,

1 4 3 2 1

- X X X X
Lugarl Lugar2 Lugar3 Lugar4 Lugar5
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2.6 Permutaciones y métodos de conteo

Problema inicial
Determina cudntas formas hay para ordenar 3 nifios y 4 nifias en fila, si todos los nifios deben estar juntos.

)

Solucién
Se puede considerar los nifios como un solo bloque y luego arreglar tinicamente 5 objetos en fila (las 4 nifias
y el bloque de nifios).

Nifia Nifia Nifia - Nifia
Nifios
Se pueden ordenar los 5 elementos (las 4 nifias y el bloque de los nifios) de 5! maneras, y luego, se puede
ordenar el bloque de los nifios de 3! maneras.

5 4 3 2 1
2

1 Nifia

Nifia Nifia Nifia 3

Y aplicando el principio de la multiplicacidn, se tiene que el total de maneras que hay para ordenar 3 nifios
y 4 nifias de modo que los 3 nifios estén juntos es 5! x 31 = 720.

Conclusion
En permutaciones es comun utilizar la estrategia de considerar un conjunto de elementos que deben ir
juntos como un solo objeto, y ordenar tanto los elementos del bloque como todos los objetos, aplicando
el principio de la multiplicacién.

Ejemplo
Determina de cudntas maneras se pueden ordenar 3 hombres y 4 mujeres en fila, de tal manera que los
hombres no estén a la par (uno a la par de otro).

Las maneras de colocar las 4 mujeres en una fila se puede hacer de 4! maneras. Entonces los hombres
pueden estar en cualquiera de los espacios que se marcan en la figura de abajo.

Mujer Mujer Mujer Mujer

Entonces los hombre se pueden arreglar separados de 5P3 maneras. Aplicando el principio de la multipli-
cacion, el total de formas para arreglar 3 hombres y 4 mujeres de modo que los hombres no estan uno a la
par de otro es 4! x 5P3 = 24 x 60 = 1440.

h J
Problemas,

1. Determina cuantas formas hay para ordenar 4 hombres y 3 mujeres, silos 4 hombres deben estar juntos

siempre.
B 2. se tiene 9 libros de historia y 6 de matematica (todos distintos), écudntas formas hay para ordenar 5

libros en un estante si se debe cumplir que estos 5 libros son de una misma materia?

3. ¢Cuantas cadenas de 6 letras diferentes se pueden formar si las primeras 2 deben ser vocales y las ulti-
mas 4 consonantes utilizando las letras de la “a” a la “j”?

4. iDe cuantas maneras se pueden ordenar en una fila 4 hombres y 4 mujeres, si estos deben ir intercala-
dos?

5. ¢De cudntas maneras se pueden sentar 4 estudiantes en 6 sillas colocadas en una fila, si dos especificos
de ellos siempre se sientan juntos (sin dejar sillas vacias de por medio)?

157
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Indicador de logro:

2.6 Integra las permutaciones con los principios de la suma y la multiplicacién para resolver problemas
sobre conteo.

Secuencia: Propésito:

Luego de utilizar el concepto de permutacion para En los Problemas se utilizara la estrategia de con-
resolver problemas sobre conteo, en esta clase se siderar un conjunto de objetos como un solo ele-
resolveran problemas en los que se tengan que mento de otro conjunto, y se contaran las permu-
idear estrategias para modelar situaciones mas taciones tanto en el conjunto mas pequefio como
complejas, ademas en algunos problemas serd en el mas grande, para ello serd necesario aplicar
necesario aplicar los principios de la suma y mul- el principio de la multiplicacidn, en otros proble-
ktiplicacién. )\ _mas también se aplicara el principio de la suma. )

Solucidn de problemas:

1. Analizando de manera andloga a como se resolvié el Problema inicial, considerando los 4 hombres juntos
se pueden ordenar de 4! maneras, y luego considerando el conjunto de los 4 hombres como un solo ele-
mento y agregando las 3 mujeres, esto se puede ordenar de (1 + 3)! = 4] maneras; por lo tanto, aplicando
el principio de la multiplicacidn, el total de formas para ordenar 4 hombres y 3 mujeres, si los 4 hombres
deben estar juntos siempre es 4! x 4! = 24 x 24 = 576.

4 3 2 1 En algunos problemas el cédlculo exacto requiere calcula-
X X X q . .
Mujer Mujer 4x3x2x1 Mujer dora,' pgro puede consn'derarse correcto 5|.el estudiante
deja indicados los factoriales y las permutaciones.
Hombres
2. Para este problema se pueden dar dos casos que no pueden suceder al mismo tiempo, pueden ser libros
de historia o de matematica; si se colocaran 5 de los 9 libros de historia en el estante, esto se puede hacer
de 9P5 = 15120 maneras diferentes, por otro lado, si se colocaran 5 de los 6 libros de matematica en el
estante, esto se puede hacer de 6P5 = 720 maneras diferentes; por lo tanto, aplicando el principio de la
suma, el total de formas que hay para ordenar 5 libros en el estante bajo las condiciones del problemas es
9P5 + 6P5 = 15120 + 720 = 15 840.
3. Para las primeras dos posiciones se tienen 3 vocales entre la “a” y la “j”, es decir hay 3P2 = 6 formas de

ou_n

ordenar la dos vocales que se requieren; ademas entre la “a” y la “j” hay 7 consonantes, entonces hay 7P4
=840 maneras de ordenar las ultimas cuatro posiciones; por lo tanto, aplicando el principio de la multipli-

cacidn, el total de cadenas que se pueden formar es 3P2 x 7P4 = 6 x 840 = 5040.

4. Para cumplir las condiciones del problema se pueden dar dos casos, la fila puede comenzar con un hombre
0 con una mujer, para el primer caso los hombres se pueden ordenar de 4! maneras y las mujeres de 4!
maneras, luego por el principio de la multiplicacion se tiene que el primer caso tiene 4! x 4! maneras de
suceder; y el segundo caso se analiza de manera analoga y puede darse también de 4! x 4! maneras; por lo
tanto por el principio de la suma el total de maneras para ordenar intercaladamente 4 hombre y 4 mujeres
es (41 x 41) + (41 x 41) = 2(4! x 41) = 2(24 x 24) = 1152.

Este problema es parecido al Problema inicial, y se pueden considerar los dos estudiantes que desean es-
tar juntos como una sola persona, entre ellos se pueden ordenar de 2! maneras, y ahora habria que sentar
(2 + 1) estudiantes, pero también hay que quitar una silla, porque se esta considerando dos estudiantes
como uno solo, luego el problema se reduce a sentar 3 estudiantes en 5 sillas, y esto puede suceder de

b

5P3 maneras, finalmente por el principio de la multiplicacién el total de maneras para sentar los 4 estu-
diantes en las 6 sillas bajo las condiciones del problema es 2! x 5P3 =2 x 60 = 120.
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2.7 Permutaciones con repeticion

Problema inicial
¢Cuantos nimeros de 5 cifras se pueden formar con los digitos 2, 4 y 5, si en el nimero se admiten digitos

repetidos?

Solucién
Considerando los 5 espacios de las cifras del nimero:

DM UM C D U

Entonces comenzando con las unidades, habran 3 opciones (cualquiera de los nimeros 2, 4 0 5).
3
DM UM C D U

Luego, para las decenas también habrdn 3 opciones (dado que en el nimero se admiten digitos repetidos).
3 x 3
DM UM C D U
Y andlogamente para centenas, unidades y decenas de millar también habran 3 opciones para cada uno.
3 3 3 3 3
X X X X

DM UM C D U
Por lo tanto, se pueden formar 3° = 241 ndmeros de 5 cifras con los digitos 2, 4 y 5 admitiendo repeticion.

Conclusién
El total de formas que hay para formar cadenas de longitud r con n elementos que se pueden repetir en la
cadenaes: n'.

Ejemplo
¢Cuantos subconjuntos se pueden formar de un conjunto con n elementos?

Tomando cada elemento del conjunto y considerando que para formar un subconjunto dicho elemento
solo tiene dos opciones: estar en el subconjunto o no estar. Asi para cada elemento de los n del conjunto

se cumple que
Este resultado significa que la cardi-
2 X 2 X ... X 2 X 2 nalidad del conjunto potencia de un

Elemento1l Elemento 2 Elementonn—1 Elementon | conjunto de cardinalidad n es 2.

Por lo tanto, el total de subconjuntos que se pueden formar de un conjunto con n elementos es 2"

*

Problemasv

1. Determina cuantas formas hay para colocar 3 letras en una fila utilizando a, b, c y d; considera que las
letras se pueden repetir.

2. El cédigo binario es una forma de representacién numérica alternativa al sistema decimal, y es muy
utilizado en el ambiente computacional porque solo utiliza dos digitos o caracteres, el 0y el 1 que se
conocen como bits y resultan faciles de almacenar en una computadora. Determina cudntos nimeros de
7 cifras se pueden representar en cddigo binario.

3. Determina cudntos subconjuntos de A = {a, b, ¢, d, e, f} se pueden formar.

& 4. El nimero de la placa de un vehiculo esta conformada por 2 letras, que ocupan las primeras 2 posiciones,
y 4 nimeros. Si en una placa se pueden repetir tanto letras como nimeros, y se pueden usar las letras A,
B, C, D, Ey los numeros del 1 al 9, determina cudantas placas se pueden elaborar con estas condiciones.
188
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Indicador de logro:

2.7 Resuelve problemas sobre conteo aplicando permutaciones con repeticion.

Secuencia: Propésito:

Luego de haber combinado algunas herramientas En las soluciones a los Problemas, los estudian-
como los principios de la suma y de la multiplica- tes deben modelar una situacién a partir de los
cién y las permutaciones, ahora se puede intro- conceptos sobre permutaciones, para resolverlos
ducir otro tipo de permutaciones, en las cuales se matematicamente y luego interpretar la respues-
permite luego de haber colocado un objeto vol- ta obtenida para dar solucién al problema origi-
verlo a colocar de nuevo. ) KnaI. )

Solucidn de problemas:

1. Puesto que las letras se pueden repetir es una permutacion con repeticion, y se colocan 3 de 4 objetos,
para la primera posicién se tendrdn 4 opciones, para la segunda posicidon también habran 4 opciones y
para la tercera de igual manera 4 opciones, por lo tanto el total de formas que hay para colocar 3 de las 4
letras en una fila es 4° = 64.

4 4 4

X X
Posicion 1  Posicion 2 Posicidon 3

2. Para el numero que ira en la primera cifra solamente habran 2 opciones (0 y 1 por estar en binario), la
segunda cifra de manera analoga tendra 2 opciones, y asi sucesivamente hasta llegar a la séptima cifra,
la cual también tendra 2 opciones, por lo tanto, es una permutacién con repeticion, y se colocan 7 de 2
objetos, el total de nimeros de 7 cifras que se pueden representar en cédigo binario es 27 = 128.

2 2 2 2 2 2 2
X X X X X X
Cifral Cifra2 Cifra3 Cifra4d Cifra5 Cifra6 Cifra7

3. Para este problema se puede utilizar el resultado visto en el Ejemplo, o bien analizar de la misma manera,
gue cada elemento de este conjunto tiene dos opciones al formar un subconjunto (estar o no estar), y
puesto que son 6 elementos, el total de subconjuntos del conjunto A es 2° = 64.

4. Considerando que el problema menciona que las letras y los nimeros se pueden repetir, para los espa-
cios de las 2 letras hay 5 opciones, esto se puede hacer de 5> maneras; ademads para los espacios de los 4
numeros se tienen 9 opciones (los nimeros del 1 al 9), y esto se puede hacer de 9* maneras; por lo tanto,
utilizando el principio de la multiplicacion se tiene que el total de placas que se pueden elaborar con las
condiciones del problema son 52 x 9% =25 x 6561 = 164 025.

5 5 9 9 9 9

X X - X . X - X -
Letra Letra Numero Numero Numero Numero

En el dltimo problema el calculo exacto requiere uso de
calculadora, pero puede considerarse correcto si el estu-
diante deja indicadas las potencias.
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2.8 Permutaciones circulares

Problema inicial

Determina de cuantas maneras se pueden sentar 4 personas en una mesa redonda. Se considera el mismo
arreglo cuando al girar un arreglo coincide con otro.

Solucién
En este caso, considerando un arreglo particular, por ejemplo:

P2 P1 P1 P4 P4 P3 P3 P2

P3 P4 P2 P3 P1 P2 P4 P1

Dado que la mesa es redonda, los cuatro arreglos de arriba son equivalentes, es decir, solo cuentan por 1.

Entonces el mismo arreglo se puede rotar 4 veces (una vez por cada silla), entonces si consideramos arreglar
a todas las personas como si fuera una fila, esto se puede hacer de 4! maneras, pero haciendo esto se
estaria contando 4 veces cada ordenamiento, entonces el total de maneras en que se pueden sentar 4
personas en una mesa redonda es: 47! =3l =6 maneras.

En general
El total de permutaciones que se pueden realizar orgenando r de n objetos de manera circular esta dado
por: LI

r

En particular, el total de permutaciones de n objetos de manera circular esta dado por:

2= (n-1)!

Ejemplo
Determina de cuantas formas se pueden ordenar 4 de 6 personas en una mesa redonda.

El total de formas en que se pueden ordenar 4 de 6 personas en una fila es 6P4.

Dado que es un arreglo en una mesa redonda, en el total anterior se estaria contando 4 veces cada arreglo,
por lo tanto, el total de formas que hay para ordenar 4 de 6 personas en una mesa redonda es GTP4 =90.

P *
roblemas.
1. ¢ De cuantas maneras se pueden subir 7 nifios a un carrusel con 7 caballitos todos idénticos?

2. En una mesa redonda hay 5 sillas y 7 personas (2 quedan paradas), determina de cuantas maneras se
pueden sentar.

3. Cinco amigos juegan en una mesa redonda, determina de cudntas maneras se pueden ubicar, si 2 de ellos
siempre quieren estar a la par.

Puedes utilizar el método visto en la clase 2.6.

4. Cuatro bailarines y cuatro bailarinas interpretan una danza en donde forman un circulo y se toman todos

por las manos. ¢ De cuantas formas pueden ubicarse los bailarines si en la danza deben aparecer alterna-
damente un hombre y una mujer?

5. Determina de cuantas formas pueden sentarse 4 parejas de novios si la pareja de cada persona debe
estar justo en la posicién de enfrente de la que se ubique.

/
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Indicador de logro:

2.8 Usa las permutaciones circulares para resolver problemas sobre conteo.

Propésito:

Una vez abordados los problemas de conteo
correspondientes a ordenar objetos de mane-
ra lineal, se puede hacer el abordaje de las per-
mutaciones circulares, teniendo como punto de
partida las clases anteriores.

Para analizar los problemas sobre permutaciones
circulares, el procedimiento mas eficiente es or-
denar de manera lineal y descontar los ordena-
mientos que estarian repetidos al ordenar de ma-
nera circular.

Solucién de problemas:

1. Es una permutacion circular. Ordenandolos en fila habrian 7! maneras de hacerlo, y al considerar el arreglo
de manera circular, cada arreglo circular se estaria contando 7 veces mas en el arreglo en fila, por lo tanto,
. o . 7! |
el total de maneras en que se pueden subir los 7 nifos al carrusel de 7 asientos es - = 6!=720.

Se recomienda que en la solucién analicen el problema como se hizo en la Solucién del Problema inicial, y que no
solo apliquen la férmula, en especial si no se recuerdan de la férmula.

2. Considerando el caso de sentar las personas en 5 sillas en fila, la primera silla tendria 7 opciones, la

segunda 6, y asi sucesivamente, se tiene que las personas se podrian sentar de 7P5 maneras, luego al

colocar en forma circular se estaria contando cada arreglo 5 veces mas, por lo tanto, el total de maneras

en que se pueden sentar 7 personas en una mesa redonda con 5 sillas quedando dos paradas es 7Ps ,
1 5

que se puede calcular 7"6"‘;"4"3 =504,
1

3. Si estuvieran en fila se podrian ordenar de 4! x 2! (la pista remite al problema que se resolvid consideran-
do las personas que querian estar juntas como una sola persona), Unicamente hay que tener cuidado al
considerar los arreglos circulares, puesto que para la resolucién se ha trabajado como si fueran 4 perso-
nas, entonces se estaria contando 4 veces cada arreglo, por lo tanto, los amigos se pueden ubicar en la
mesa redonda de 4!:—2!= 3Ix2=6x2=12.

En este problema seria un error dividir por 5 (porque inicialmente eran 5 personas), puesto que al ser contado como una
sola persona se estan quitando esas rotaciones, puede mencionarse que se analice el diagrama hecho en la clase 2.6 en
el caso de ser circular.

P

Si se considera ordenar en fila, es un problema equivalente a colocar intercalados 4 hombres y 4 mujeres
en una fila, el cual fue resuelto en el problema 4 de la clase 2.6, y cuya respuesta es 2(4! x 41), luego al
colocarlos en forma circular se estarian contando 8 veces cada arreglo, por lo tanto, el total de formas en
gue se pueden ubicar los bailarines es 2(4!8—"4!) =3Ix41=6x24=144,

b

Si se arreglaran en una fila, significa que basta ordenar 4 personas (una de cada pareja) y los demas
puestos quedaran determinados, luego estas 4 personas se pueden ordenar de 4! maneras, y conside-
rando que cada una de las 4 se pueden alternar con su parejas, el total de manera de ubicar las perso-
nas en fila seria 4! x 21 x 21 x 21 x 21, y al ubicarlo de manera circular, se estaria contando 8 veces cada

arreglo, por lo tanto, el total de formas en que pueden sentarse las 4 parejas en la mesa circular es

41x2IxZI x 21 x
8

=41x 2! =48.
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2.9 Configuraciones circulares™®

Problema inicial
Determina de cuantas maneras se pueden sentar 7 personas en una mesa redonda, si una persona se sienta
en el centro y las otras 6 alrededor.

Solucién
Considerando el siguiente esquema de la situacion.

En este caso dependiendo de la persona que esté en el centro se considerara un arreglo (o caso) diferente,
y luego por cada persona que esté en el centro se ubican 6 personas en forma circular, es decir, el total de
maneras para sentar 7 personas con esta condicidn es: 7 x (6 —1)! =7 x 51 =7 x 120 = 840.

Conclusién
Para contar las maneras en que se pueden ordenar objetos de forma circular puedes considerar 2 estrate-
gias:
1) Ordenar los objetos en fila y determinar cuantas rotaciones se estarian contando de mas.

2) Colocar un elemento que sirva de referencia y arreglar los demas en torno a él.

<
Problemasv

B 1. Para discutir sobre “La mejora de los aprendizajes de matemética en El Salvador” se retinen 12 personas
en una mesa redonda, 3 japoneses, el Ministro de Educaciéon de El Salvador y el Director Nacional de
Educacion Media, el resto son especialistas en Educacién matematica. Determina de cudntas maneras
se pueden sentar si:

a) No importa el orden.
b) Los 3 japoneses siempre estan juntos, y el Director Nacional siempre esta a la izquierda del Ministro.

2. ¢De cuantas maneras se pueden sentar 6 personas en 9 sillas de una mesa redonda?

3. Se coloca una familia de 6 personas en una mesa redonda, determina de cudntas formas se pueden sen-
tar si el padre y la madre se sientan frente a frente.

B 4. En un congreso sobre “Educacion y prevencion de enfermedades de transmision .
sexual en adolescentes”, asisten 8 personas que se sientan en dos ruedas, de 4
asientos cada una como lo muestra la figura. Determina de cudntas maneras se
pueden sentar las 8 personas en los 8 asientos.

5. Determina de cudntas formas se puede colorear un cubo con 6 colores diferentes. Si se considera que si
al rotar el cubo los colores coinciden con otra coloracidn, entonces la coloracion es la misma.

/
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Indicador de logro:

2.9 Establece una estrategia para resolver problemas sobre configuraciones circulares.

Secuencia: Propésito:

Después de introducir las estrategias para hacer Esta clase se ha titulado como configuraciones
conteos en arreglos circulares, ahora se presenta circulares, porque son problemas (sobre variacio-
una clase en donde es necesario plantear estrate- nes) que requieren el uso de estrategias un poco
gias mas complejas para contar los arreglos circu- mas creativas respecto de los problemas de la cla-
lares, esta clase tiene asterisco, por lo que necesi- se anterior.

Kta mayor apoyo por parte del docente. D AN )

Solucién de problemas:
1a) Puesto que son 12 personas en total, las personas se pueden ubicar de (12 —1)! = 11! =39916 800.

1b) Al ordenar en fila, equivale a considerar a los japoneses como una sola persona, entre ellos se pueden
ordenar de 3! maneras, y también considerar al Ministro de Educacion de El Salvador y al Director Nacio-
nal de Educacién Media como una sola persona, pero entre ellos no pueden cambiar de lugar puesto que
el Director Nacional siempre esta a la izquierda del Ministro, luego el total de maneras en que se podrian
sentar si estuvieran en fila seria 9! x 3!; ahora considerando el arreglo circular se estaria contando cada
orden 9 veces (recordar el problema 3 de la clase 2.8), por lo tanto, el total de maneras en que se pueden
sentar las 12 personas es 213l _8Ix31=40320 x 6 = 241920.

2. Si fueran 9 sillas en fila, las 6 personas se pueden sentar de 9P6 maneras, luego puesto que en forma cir-
cular se estaria contando 9 veces cada arreglo, por lo tanto, el total de maneras en que se pueden sentar

las 6 personas es 99ﬁ =8P5=6720.

3. Este problema es similar a cuando dos personas quieren estar juntas, es decir, en ese caso la posicidn de
la otra persona esta determinada por la posicidn de la primera, en este problema es similar, la diferencia
es que la posicion que determina es 2 puestos después de la posicidn de la primera persona, y se puede
analizar de manera andloga, por lo cual, si se considera una fila se podria ordenar de 5! x 21 maneras, y
en los arreglos circulares se estarian contando 5 veces mas cada arreglo, por lo tanto, el total de formas
en que se puede sentar la familia es SI;—Z' =41x21=48.

4. Considerando sentar las 8 personas en una fila, esto se puede hacer de 8! maneras, luego en el arreglo
circular interior (o exterior, depende cual se tome de referencia) se estaria contando cada arreglo 4 ve-
ces, y el total de formas en que se pueden ubicar las demds personas no seria una permutacion circular,
puesto que ya tendrian una referencia respecto las personas que estan sentadas al interior, por lo que es
equivalente a sentarse en una fila, por lo tanto, las 8 personas se pueden sentar de %! =2 x7!=10080.

5. En este problema se puede comenzar contando las formas en que se pueden colorear las caras laterales
del cubo, puesto que son 4 y se tienen 6 colores, esto se puede hacer de 64ﬁ maneras, ahora falta ana-
lizar qué sucede con las caras y los colores restantes, y hay que notar que no es relevante cémo colorear
las caras restantes, puesto que al rotar y dejar la cara de abajo y arriba en las laterales se estarian con-
tando dichas coloraciones, por lo tanto, el total de maneras en que se puede colorear el cubo es 64ﬂ.
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2.10 Permutaciones con objetos idénticos*

Problema inicial
En el juego de boliche las bolas salen en fila y todas tienen el mismo tamafio y el mismo peso, determina
todas las posibilidades de orden en que pueden salir 7 bolas de boliche si 2 son azules, 3 verdes y el resto
negras.

Solucién

Se puede considerar que el total de formas de ordenar las bolas es x.
Si las bolas fueran diferentes, el total de maneras en que se pueden ordenar 7 bolas diferentes es 7!
Ademas, cada caso en que podrian salir AAVVVNN, \
las bolas tendria 2!3!2! formas diferentes 0000000 AAV VNN,
de ordenarse (si fueran diferentes), como AAVVVNN AAVV VNN, L 513171
lo muestra la figura de la derecha. :
A2A1V3V2V1N2N1
Entonces se cumple que 7! = x(213121) . } 71
A1V1A2V2V3N1N2
Por lo tanto, el total de formas (x) para 0000000 AV AVV.NN,
ordenar 2 bolas azules, 3 verdes y 2 AVAVVNN A1V2/-\2V1V3N1N2 L 213121
negras es: . :
¥ = s - 210 v A2V3A1V2V1N2N1 )
" X casos :
En general
El total de permutaciones que se pueden realizar con n objetos si 7, son de un tipo (todos idénticos), r, de
otro tipo (todos idénticos también), hasta r, de otro tipo, y cumplen que r, + r, +--- + r, = n esta dado por:
—n Este resultado se conoce como multicombinatorio, por-
rirl..r! - L
102 k que se puede demostrar utilizando combinaciones.
Ejemplo
En el juego de ajedrez hay 16 piezas de color negro y 16 piezas de color blanco. Para cada color hay 2 torres,
2 caballos, 2 alfiles, 1 rey, 1 reina y 8 peones. Determina de cuantas maneras se pueden ordenar en fila 2
torres, 2 caballos, 2 alfiles, el rey y la reina de color blanco. . . ) L
Considera que las piezas del mismo tipo tienen
forma idéntica.
En total hay 8 piezas, y hay 2 torres idénticas, 2 caballos idénticos, 2 alfiles idénticos, entonces el total de
formas que hay para ordenar estas piezas en fila es:
8!
N ————— =71=5040.
Problemas 212121
1. ¢De cuantas maneras se pueden arreglar las letras de la palabra PATRIA?
2. Un barco manda sefiales utilizando banderas de colores. Si el barco tiene 3 banderas amarillas, 2 blancas
y se colocan todas las banderas en fila para realizar una sefial, ¢cuantas sefiales diferentes se pueden
hacer?

[ 3. Para formar una comisién de jovenes que participara en un evento organizado por el Centro de Capa-
citacidon y Promocion de la Democracia (CECADE) se deben elegir 1 jefe representante, 2 suplentes y 4
delegados acompafiantes. Determina de cudntas maneras se puede escoger la comisién de un grupo de
10 jovenes.

[ 4. Determina de cuantas maneras se pueden arreglar las 16 piezas negras del ajedrez, si se ubican de ma-
nera circular.

J
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Indicador de logro:

2.10 Determina la solucidn de problemas sobre conteo donde se involucren objetos repetidos.

Secuencia: Propésito:

\_

El ultimo tipo de permutaciones que falta analizar El énfasis de las permutaciones es ordenar los
son las permutaciones con objetos repetidos, se objetos que estan repetidos, por el contrario en
han dejado por ultimo dada su complejidad y por- combinaciones el énfasis es escoger los espacios
qué el analisis que se lleva para resolver este tipo en donde irdn los objetos repetidos, esta clase
de problemas es muy semejante al razonamiento tiene asterisco porque se considera que la forma
de las combinaciones de la préxima leccién. mas comprensible de solucionar el Problema ini-

cial es por medio de ecuaciones, y es probable

ue necesite mayor apoyo por parte del docente.
Y. Kq y poyo por p Y.

Solucién de problemas:

1. Puesto que en total son 6 elementos y se repite 2 veces la letra A, el total de maneras en que se puede

arreglar la palabra PATRIA es % =6x5x4x3=360.

2. El barco tiene en total 5 banderas, y hay 3 amarillas repetidas y 2 blancas repetidas, por lo tanto, el total de

~ . |
sefiales diferentes que se pueden hacer es ;7 =10.

3. Si fueran 7 puestos diferentes, la comision se podria escoger de 10P7 maneras, sin embargo, hay 2 suplen-

tes repetidos, y 4 delegados repetidos, por lo tanto el total de maneras en que se puede formar la comision
es 10P7 - 17600,
2141

4. Silas piezas se ubicaran en fila, serian 16 piezas en total 1 rey, 1 reinay habrian 2 torres repetidas, 2 caballos

. . . . , 6!
repetidos, 2 alfiles repetidos y 8 peones repetidos, entonces se podrian ordenar de 51212781 Maneras,y

considerando que estan en un arreglo circular, se tendria que dividir por 16 (la cantidad de veces que se
esta contando de mas cada arreglo debido a la rotacién), por lo tanto, el total de maneras de ubicar las 16
16!

piezas negras del ajedrez de manera circular es =4054050.

16 x 21 x 21 x 21 x 8l

En el problema 4 se divide por 16 debido a que existe al menos una pieza que es Unica (el rey o la reina).

En los ultimos 2 problemas el célculo exacto requiere calculadora, pero puede considerarse correcto si el estudiante deja
indicado, es preferible enfatizar en el analisis de la situacion que en el resultado numérico especifico de cada situacion.
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Problema inicial
En una fabrica se cuenta con 6 ventiladores; debido a que siempre se necesita que el lugar se mantenga
fresco, al menos un ventilador se mantiene encendido. Determina cuantas formas hay para satisfacer esta
condicién.

Solucién
Todos los posibles casos que se pueden dar son, que solo un ventilador esté encendido, que 2 de los 6
ventiladores estén encendidos, y asi sucesivamente hasta el caso que los 6 ventiladores estén encendidos.

Para contar todas las formas posibles en que estara al menos un ventilador encendido, se pueden contar
todas las maneras en que se pueden encontrar los ventiladores, es decir, como cada ventilador tiene 2
opciones (estar apagado o encendido), todas las posibles maneras en que se pueden encontrar los venti-
ladores son 2°.

Y el Unico caso que no cumple es cuando todos los ventiladores estan apagados, es decir 1 caso. Por lo tan-
to, el total de maneras en que al menos un ventilador esta encendido es: 2°—1 = 63.

Conclusién
En ocasiones, la cantidad de casos que se pueden dar para que un evento o condicién A suceda son dema-
siados y se vuelve dificil contarlos. Sin embargo, en ocasiones puede ser mas facil contar lo que no se pide,
es decir, el complemento de lo que se quiere, y restarselo al total de maneras de ordenar todos los objetos
sin condiciones. Denotando el conjunto de todos los casos posibles por U se tiene que
A c Uy n(U) es finito, entonces n(A) = n(U) — n(A°)

Ejemplo

Determina cuantas formas hay para ordenar 3 nifias y 3 nifios si no pueden estar las 3 nifias juntas.
Contando los casos en que las 3 nifias estdan siempre juntas, esto se puede hacer de 4! x 3! maneras.
Y los 3 nifios y 3 nifias (6 en total) se pueden ordenar de 6! maneras.

Entonces, restandole al total de maneras de ordenar los 6 nifios las formas en que las 3 nifias siempre estan
juntas da como resultado 6! —3! x 41 =41(30-3!) = (4 x 3 x 2 x 1)(30 — 6) = 576. Por lo tanto, se pueden
ordenar de 576 formas diferentes.

b

e

1. Determina cuantos numeros de 7 cifras se pueden formar en cédigo binario (utilizando los digitos 0y 1)
de modo que la multiplicacién de todos los digitos del nimero sea cero.

2. Se colocan 4 cifras del 1 al 4 en una fila, permitiendo repetir las cifras. Determina el nimero de filas que
tienen al menos dos cifras iguales.

3. Hay 4 niflas y 2 nifios, determina de cudntas maneras se pueden colocar los 6 en una fila, de modo que
los nifios no estén juntos.

B 4. En el juego de ajedrez la torre puede atacar a otra pieza que se encuentra
en linea recta en un tablero de 8 x 8, como lo muestra la figura. Determina
de cudntas maneras se pueden ubicar 2 torres para que no se ataquen si:

a) Una torre es negray la otra blanca.  Parael literal b considera que las torres
b) Ambas torres son del mismo color.  del mismo color si se pueden atacar.

/
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Indicador de logro:

2.11 Aplica el conteo por el complemento para resolver problemas sobre conteo.

Propésito:

Una vez establecidos los diferentes tipos de per-
mutaciones que pueden haber, se analizard una
estrategia muy util para hacer conteos, como lo
es el conteo por el complemento, lo cual también
sera util en la unidad de probabilidad. )

A lo largo de todas las clases anteriores el estu-
diante ha estado habituado a contar directamen-
te lo que pide el problema, sin embargo en esta
clase la intencién es que el estudiante cuente lo
gue no se le pide y se lo reste al total. )

Solucién de problemas:

1. Para que la multiplicacidn de todos los digitos sea 0, pueden darse muchos casos, que sea uno, dos, tres,
cuatro, cinco, seis o siete ceros, sin embargo, para que la multiplicacion no sea cero solamente hay un
caso (que sean todos unos), entonces, si al total de cadenas de 7 cifras binarias se le resta la cadena cuya
multiplicacidn de los digitos es diferente de cero, por lo tanto, el total de nimeros de 7 cifras en cddigo
binario cuya multiplicacion da ceroes 2’ —-1=128 -1 =127.

La cantidad de cadenas de 7 cifras que se pueden formar en codi-
go binario fue calculada en el problema 2 de la clase 2.7.

2. Puesto que el total de filas de 4 cifras con las condiciones del problema seria 4%, si a este total se le resta
el nimero de filas que no tienen cifras iguales, lo cual se puede lograr de 4! maneras, se tendrd que, por
lo tanto, el total de filas de 4 cifras formadas con los digitos del 1 al 4 y tienen al menos dos cifras iguales
es 4*—4!=256-24=232.

3. El total de formas de ordenar las 4 nifias y los 2 nifios es 6!, si a este total se le resta el nUmero de formas
en que los ninos estan todos juntos, dard como resultado el total de maneras en que se puede colocar los
6 en una fila de modo que los nifios no estan juntos, y puesto que hay 5! x 2! maneras en que los nifios
aparecen juntos en la fila (utilizando la estrategia de ver el conjunto de los nifios como una sola persona),
se tiene que el total de maneras de colocarlos en la fila con las condiciones del problema es 6! —= 5! x 2! =
720-240 = 480.

43) Puesto que es un tablero de 8 x 8, si se considera que la primera torre tiene 64 lugares en donde se
puede poner, y la segunda tendra 63, el total de maneras en que se puede colocar dos torres diferentes

en el tablero es 64P2, ahora si a este total se resta la cantidad de formas que hay para que las torres se
ataquen, da como resultado la cantidad de formas que hay para que no se ataquen, pero para que am-
bas se ataquen la primera torre tendra 64 opciones, sin embargo la segunda torre, independientemente
de donde se coloque la primera, siempre tendrd 14 opciones (utilizar la ilustracion), entonces hay 64 x
14 maneras de ubicar las torres para que se ataquen, por lo tanto el total de maneras de ubicar 2 torres

diferentes para que no se ataquen es 64P2 — 64 x 14 = 3136, o bien considerar los 64 lugares para poner
la primera y (64 — 15) lugares para poner la segunda, que es 64(64 — 15) = 3136.

4b) En a), puesto que las torres son diferentes, se contarian dos casos
cuando se toman dos casillas para las torres (intercambiando posicio-
nes), sin embargo, puesto que para este literal las torres se consideran
idénticas, se estaria contando dos veces cada caso, por lo tanto, si las

torres son idénticas el total es 64P2 "264 x14 _ 3136 _ q5gg,
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2.12 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando estrategias de conteo de permutaciones.

1. En un congreso sobre “Oportunidades para jévenes con discapacidad” participan 10 personas que
hablan espafiol, 15 que hablan inglés, 14 que hablan francés, y entre ellas 5 hablan espafiol e inglés,
7 hablan inglés y francés, 4 hablan espafiol y francés, y hay 2 personas que hablan los tres idiomas.
Determina cudntas personas asistieron al congreso.

A
2. En la figura se muestra un hexagono regular cuyo lado mide 1 cm. Deter-
mina de cudntas maneras se puede unir el punto A con el punto B usando
3 segmentos de longitud 1 cm.
B

3. En una competencia de atletismo participan 3 personas. ¢ De cuantas maneras diferentes pueden lle-
gar los atletas, si pueden haber incluso empates triples?

4. Determina el valor de x en la ecuacion x! = 72(x — 2)!

5. Hay 4 nifios y 5 nifias, y se colocan 4 de ellos en una fila de modo que en cada extremo hay un nifio
y en las posiciones centrales hay nifias. Determina de cuantas maneras se puede formar Ia fila de 4
personas.

6. Hay 7 tarjetas numeradas del 0 al 6, de ellas se sacan 4 y se colocan en fila, determina cuantos nime-
ros multiplos de 5 se pueden formar al tomar las tarjetas como digitos del nimero, considerando que
el primer digito de izquierda a derecha no puede ser cero. o =

el valor de las unidades debe ser 0 o0 5.

7. Determina cuantas formas hay para repartir 10 dulces de diferente sabor entre 3 nifios, si puede darse
el caso que se den todos los dulces a un solo nifio.

8. En una clase hay 4 grupos formados por 3 nifios y 2 nifias cada uno, determina cuantas maneras hay
para ubicar cada grupo en filas de asientos diferentes si ademas tanto los nifios como las nifias de cada
grupo deben estar siempre juntos.

9. ¢De cudntas formas se pueden ubicar en un estante 3 libros de 7° grado (iguales), 6 libros de 8° (igua-
les) y 4 de 9° (iguales), si los de 8° deben estar todos juntos?

10. Determina de cuantas formas se pueden ubicar circularmente 7 personas si:

a) Dos de ellas estan juntas.
b) Dos de ellas no estan a la par.

192
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Indicador de logro:

2.12 Resuelve problemas correspondientes a las permutaciones.

Solucién de problemas:

1. Considerando los conjuntos A = {p | p es una persona que habla espafiol}, B = {p | p es una persona que
habla inglés}, C = {p | p es una persona que habla francés}, para resolver este problema seria necesario
calcular la cardinalidad de la union de los conjunto A, By C, y para ello se puede utilizar un diagrama de
Venn como el que se muestra en la figura.

n(AUBUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(ANB) — n(BNC) — n(CNA) + n(ANBNC). A B
Y del problema se puede extraer la siguiente informacion:

n(A) = 10, n(B) = 15, n(C) = 14, n(ANB) =5, n(BNC) =7, n(CNA) =4y

n(ANBNC) = 2, luego:

n(AUBUC) =10+ 15 +14—5-7 -4 + 2 = 25, C
Por lo tanto, al evento asistieron 25 personas en total.

2. Dado que es un hexagono regular, los tridngulos que se forman son equilateros. Ahora, A

estando en el punto A hay 3 opciones, luego llegando a cualquiera de los puntos anaran- C E
jados (C, Dy E), se tienen 2 opciones en cada punto (puesto que del centro del hexagono D

no se puede ir directo al punto B, porque deben ser 3 segmentos de longitud 1) y final-
mente solamente hay una opcidn, por lo tanto el total de maneras para unir el punto A
y el B usando 3 segmentoses3x2x1=6. B

3. Caso 1: Llegan todos juntos, lo cual puede suceder de 1 manera.
Caso 2: LLegan dos en primer lugar y uno en segundo, lo cual puede suceder de %: maneras.

. ! .
Caso 3: LLega uno en primer lugar y dos en segundo, lo cual puede suceder de % maneras también.

Caso 4: Los 3 llegan en puestos diferentes, lo cual puede suceder de 3! maneras.

Por lo tanto, aplicando el principio de la suma, el total de maneras diferentes en que pueden llegar los

atletasesl+%+%+3!:1+3+3+6=13.

4.x!=72(x-2)! > x(x—1)(x~2N=72(x 21 > x*—x-72=0=> (x—9)(x +8)=0=>x = 9.
5. Los nifios de los extremos se pueden colocar de 4P2 maneras, y las nifias en las posiciones centrales de

5P2 maneras, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién el total de maneras es 4P2 x 5P2 = 240.

6. El Ultimo digito tiene 2 opciones (0 0 5), si es 0, los restantes 3 se pueden ordenar de 6P3 maneras, y si es
5, los restantes 3 se pueden ordenar de 5 x 5P2, por lo tanto el total es 6P3 + 5 x 5P2 = 220.

7. Cada dulce tiene 3 opciones (cualquiera de los 3 nifios), por lo tanto el total de formas es 3% = 59049.

8. Los estudiantes de cada fila se pueden ordenar de 3! x 2! x 2! maneras, y los grupos se puede ordenar de
4! maneras, por lo tanto, el total de maneras es 4! x (3! x 2! x 21) = 24 x 24 = 576.

9. Sifueran todos diferentes y considerando los de 8° como un solo objeto, se podrian ordenar de 8! maneras,
|
puesto que hay objetos repetidos el total es ﬁ =280.
10a) Si se ordenaran en fila se podria hacer de 2! x 6!, pero se estaria contando 6 veces cada caso, por lo

tanto, el total de formas es % =2x 120 = 240.

10b) Utilizando el complemento, se sabe que las 7 personas se pueden sentar de (7 — 1)! maneras, si a esto
se le resta lo calculado en el literal anterior resulta que el total es 6! —2 x 51 =4 x 5! = 480.
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Las combinaciones

3.1 Combinaciones

Problema inicial
Determina de cuantas formas se pueden seleccionar 3 letras del siguiente conjunto {a, b, c, d, e}.

Solucién ;
Tomando x como el total de formas de seleccionar 3 letras del ath)
conjunto {a, b, ¢, d, e}. gc
ac
{a, b, c} bca + 31
Dado que en una seleccién de 3 letras no importa en que orden Cab
se haga, entonces cada selecciéon multiplicada por 3! dard como : E ay p
resultado todas las formas de ordenar 3 de las 5 letras, es decir, bgi } 5F3
x(31) = 5P3. cbe | 3
{bl C, e} C%b r 3!
: ebc
Por lo tanto, el total de formas que hay para seleccionar 3 letras : ecb
; . X €asos
del conjunto {a, b, c, d, e} es: X = 5;3 - 10. )

Conclusién
Una seleccion de objetos donde el orden no importa se conoce como combinacion.

Una combinacion a menudo esta relacionada con la forma de escoger un grupo de objetos, porque en este
sentido no importa el orden, sino el conjunto final de objetos que se elija.

El nimero total de combinaciones que se pueden realizar escogiendo r objetos entre un conjunto de n
objetos, con0<r<n esta dado por: nPr

rt
Este nimero total de combinaciones se denota por nCr, y se lee “n combino r”, es decir:

nPr _nn-1)--(n-r+1) _ n! __n  _
nCr = e | EET s i T Observa que nCo ol - -

=nCr y es equivalente de n objetos]

_ n!
Observa que nC(n—-r) = T
distintos escoger  que se sacan o escoger n — r que se dejan.

Ejemplo
En una bolsa hay 3 pelotas rojas (iguales) y 4 pelotas verdes (iguales), determina de cuantas formas se pue-
den ordenar en una fila las 7 pelotas.

Se puede considerar que se tienen 7 espacios en la fila, entonces serd suficiente escoger en cudles espacios
iran las bolas rojas (las bolas azules irdn en los espacios restantes), y esto se puede hacer de 7C3:

7x6x5
= = 3 factores
703 = 5557 =35 2 octor
Por lo tanto, las 7 pelotas se pueden ordenar de 35 formas diferentes. 3@—3&&3;5

LEste problema se puede resolver utilizando permutaciones o combinaciones, I

dependiendo si se toma de referencia los objetos o los espacios de los objetos.

b3

Problemasv

1. ¢ Cudntos licuados diferentes se pueden hacer combinando 2 frutas que pueden ser fresa, meldn, zapote,
guayaba, papaya y mango? ¢Cuantos con 3 frutas?

2. Se tienen 5 puntos en el plano cartesiano de modo que no hay 3 de ellos alineados. Determina cuantos
segmentos de recta que unan 2 de dichos puntos se pueden trazar.

3. Se tiene el conjunto {1, 2, 3, 4, 5}. ¢Cudntos de sus subconjuntos tienen solo un nimero? ¢ Cudntos dos
nameros? ¢ Cuantos tres nimeros? ¢ Cuantos cuatro nimeros? ¢ Cinco nimeros? ¢Y ningiin nimero?

©
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Indicador de logro:

3.1 Utiliza las combinaciones para resolver problemas sobre conteo.

Secuencia:

En esta clase se da la definiciéon de las combina-
ciones, partiendo de la idea de escoger elementos
de un conjunto dado, el abordaje que se conside-
ra mas comprensible es por medio de ecuaciones.
Esta clase tiene asterisco, debido a la complejidad
de la Solucién, por lo cual requiere mayor apoyo
kdeI docente.

J

Solucién de problemas:

Posibles dificultades:

Siempre causa dificultad que los estudiantes lo-
gren identificar la diferencia entre combinaciones
y permutaciones, se recomienda que siempre se
aclare que la idea principal de las permutaciones
es ordenar y la de las combinaciones es escoger,
por lo que en las permutaciones el orden es im-
kportante y en las combinaciones no.

Se recomienda que los estudiantes prioricen el andlisis de los problemas que el calculo de los combinatorios, la solucion
de un problema puede considerarse correcta si se dejan indicados los combinatorios, si el tiempo es suficiente se puede
pedir que apliquen la formula para calcular el valor numérico.

1. Puesto que hay 6 frutas diferentes de las cuales hay que escoger 2, se puede hacer de 6C2 = gii =15
maneras. Y combinando 3 frutas se pueden hacer 6C3 = % =20.

. Para trazar una linea es necesario al menos 2 puntos, y puesto que no existen 3 puntos alineados, basta

con combinar 2 de los 5 puntos del plano, por lo tanto, el total de segmentos de recta que se pueden tra-

5x4
zares 5C2 = 1 = 10.

. El conjunto tiene 5 elementos, y formar subconjuntos de un solo nimero equivale al total de maneras

que hay para tomar 1 elemento de los 5 del conjunto, por lo tanto, hay 5C1 = 5 subconjuntos con un solo
nimero.

Analogamente para subconjuntos de dos niumeros, equivale al total de maneras que hay para tomar 2
elementos de los 5, es decir 5C2 = 10 subconjuntos con dos nimeros.

De igual modo para subconjuntos con tres, cuatro y cinco nimeros seran 5C3 =10, 5C4 =5y 5C5 = 1 sub-
conjuntos con tres, cuatro y cinco nimeros respectivamente. Y para los subconjuntos con ningin nimero

(subconjunto vacio) equivale a escoger 0 de los 5 elementos, es decir, 5C0 = 1.

El problema 3y el Ejemplo de la clase 2.8 ayudaran a realizar la demostracién de la identidad

combinatoria nC0 + nC1 + nC2 + -+ nC(n -2) + nC(n - 1) + nCn = 27,
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3.2 Combinaciones y principios de conteo

Problema inicial

Se dispone de un grupo de 5 mujeres y 3 hombres, resuelve:
a) ¢Cuantas formas hay para escoger 2 personas, si ambas tienen que ser del mismo sexo?
b) ¢ Cudntas formas hay para escoger 4 personas, de modo que sean 2 hombres y 2 mujeres?

Solucién
a) Para esta situacién se pueden dar 2 casos:
sexo es: 5C2+3C2=10+3=13.
3C2 maneras para escoger los hombres.

y 2 de otro sexo) es: 5C2 x 3C2 =10 x 3 = 30.

Conclusién

se ordenaran para luego ordenarlos.

Ejemplo

Caso 1: pueden ser 2 mujeres, estas se pueden elegir de 5C2 maneras diferentes.
Caso 2: pueden ser 2 hombre, estos se pueden elegir de 3C2 maneras diferentes.
Por lo tanto, por el principio de la suma, el total de formas para escoger 2 personas, ambas del mismo

b) Primero se pueden elegir las mujeres de 5C2 maneras. Luego por cada forma de escoger las mujeres hay

Por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de formas para escoger 4 personas (2 de un sexo

En algunas situaciones sera necesario aplicar los principios de suma y multiplicacién a las combinaciones
para contar todos los casos. Ademas, en las permutaciones puede analizarse como escoger los objetos que

la nifiez y la adolescencia en un estante.

Problemas

Se tienen 7 libros de matematica (todos diferentes) y 5 sobre derechos de la nifiez y la adolescencia (todos
diferentes). Determina de cudntas formas se pueden ordenar 3 libros de matematica y 2 sobre derechos de

Se pueden elegir primero los 3 libros de matematica, esto se puede hacer de 7C3 formas, y luego se eligen
los 2 libros sobre derechos de la nifiez y la adolescencia, esto se puede hacer de 5C2 formas.

Finalmente los libros se pueden ordenar de 5! formas. Por lo tanto, aplicando el principio de la multiplica-
cién, el total de maneras para ordenar todos los libros es: 7C3x5C2 x5! =35 x 10 x 120 = 42 000.

nifos y 4 nifas.

tas comisiones distintas se pueden formar si:

a) No hay restricciones.
c) Debe haber dos hombres y una mujer.

1. Determina cuantas formas hay para ubicar 2 nifios y 3 nifias en una fila, escogienddlos de un grupo de 3

2. De un grupo de 6 hombres y 4 mujeres se desea formar una comision de tres personas, determina cuan-

b) Debe haber solo hombres o solo mujeres.
d) Debe haber al menos una mujer.
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Indicador de logro:

3.2 Integra las combinaciones con los principios de la suma y la multiplicacién para resolver problemas
sobre conteo.

Luego de utilizar el concepto de combinacion para Para esta clase puede haber diversidad de proble-
resolver problemas sobre conteo, en esta clase se mas, por ello se propone un Ejemplo en donde se
resolveran problemas en los que se tengan que presente otra forma de razonar de manera combi-
idear estrategias para modelar situaciones mas natoria, los Problemas tienen mucha correspon-
complejas, en las que sera necesario aplicar los dencia con los resueltos durante la clase.

Kprincipios de la suma y multiplicacion.

NG J

Solucién de problemas:

1. De manera parecida al Ejemplo de los libros, para seleccionar 2 de los 3 nifios se puede hacer de 3C2
maneras, y para seleccionar 3 de las 4 nifias se puede hacer de 4C3 maneras, luego una vez seleccionados
se deben ordenar los 5 nifos, y esto se puede hacer de 5! maneras, por lo tanto, aplicando el principio de
la multiplicacion, el total de formas en que se pueden ubicar los 2 nifios y 3 nifias con las condiciones del
problema es 3C2 x 4C3 x 51 = 3 x 4 x 120 = 1440.

2a) Puesto que son 10 personas en total, basta con seleccionar 3 de estas 10 personas, por lo tanto, si no hay
restricciones, la comision se puede formar de 10C3 = 120 maneras.

2b) Hay dos casos, para que sean solo hombres basta con seleccionar los 3 integrantes de entre los 6 hombre,
es decir, 6C3; y para que sean solo mujeres es necesario solamente seleccionar las 3 integrantes de entre
las 4 mujeres, es decir, 4C3, por lo tanto, como los dos casos no pueden ocurrir al mismo tiempo, por el
principio de la suma se tiene que el total de maneras de formar la comisién es 6C3 + 4C3 =20+ 4 = 24.

2c) Los dos hombres se pueden seleccionar de 6C2 manerasy la mujer se puede seleccionar de 4C1 maneras,

por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de maneras para formar la comision es 6C2 x
4C1=15x4=60.

2d) Para este literal se puede utilizar el conteo por el complemento, pues para que haya el menos una
mujer hay 3 casos (que haya 1, 2 o 3 mujeres) pero si se tiene el total de maneras que hay para formar
la comision (calculado en el literal a de este problema) y se le resta cuando la comisidn esta conformada
solo por hombres (calculado en el literal c de este problema), se tendra lo deseado, por lo tanto, el total
de maneras para formar la comisién es 10C3 — 6C3 = 120 — 20 = 100.

También se podria considerar valido contar los tres casos y aplicar el principio de la suma, y
el resultado es exactamente el mismo (4C1 x 6C2 + 4C2 x 6C1 + 4C3 = 60 + 36 + 4 = 100).
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3.3 Conteo de caminos

Problema inicial

La cuadricula de la derecha representa las calles de Sonsonate por B
las que se puede conducir, determina de cuantas formas puede ir
una persona desde el punto A al punto B por el camino mas corto.
A
Solucién
Para que un camino sea de longitud minima debe moverse Unica- B

mente hacia la derecha y hacia arriba (sino se estaria regresando),

entonces el problema se resume a hacer una cadena de 6 + 4 = 10

pasos, de los cuales 4 son verticales y 6 son horizontales. A

Conclusién

Para ello, basta con escoger donde irdn los 6 pasos hacia la derecha, y esto se puede hacer de 10C6 formas.

Por lo tanto, el total de caminos mds cortos para llegar del punto A al punto B es: 10C6 = 210.

En una cuadricula de n x r celdas, para determinar el total

de caminos mds cortos que van del punto A al punto B se

pueden usar combinaciones, y el total sera igual a: (n + r)Cr-.

Esta construccién por caminos puede ser muy util para la

—u

demostracion de algunas identidades combinatorias. A r

Ejemplo
Determina de cudntas formas se puede ir desde el punto A hasta el

punto B por el camino mas corto si se debe pasar por el punto C.

Para llegar de A a C se tienen que dar 4 pasos horizontales y 3 ver-

ticales, entonces hay un total de 7C4 caminos de longitud minima.

Luego para llegar de C a B hay 6C4 caminos de longitud minima. A

A hacia B pasando por C son 7C4 x 6C4 = 35 x 15 = 525,

Por lo tanto, aplicando el principio de la multiplicacién, el total de caminos de longitud minima que van de

*
Problemasm
B Para la siguiente cuadricula, determina cuantos caminos de longitud minima hay que

a) Llevande A a B.

b) Llevan de A a B pasando por M.

c) Llevan de A a B pasando por N.

d) Llevan de A a B pasando por My N.

e) Llevan de A a B pasando por M o N.

f) Llevan de A a By no pasan por M ni por N. A

g) Llevan de A a B pasando por P.

/
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Indicador de logro:

3.3 Determina la cantidad de caminos de longitud minima para ir de un punto A a un punto B dentro de
una cuadricula.

Ahora que ya se conoce el concepto de combina- En esta clase se pretende afianzar el concepto de
cién, se pueden comenzar a introducir algunas combinacidn, y el uso de los principios de suma y
aplicaciones de las combinaciones a diferentes multiplicacidn en un contexto un poco mas grafi-
contextos, uno de ellos es el conteo de caminos co y que puede ser un modelamiento de las calles
de longitud minima en una cuadricula. y avenidas de una pais, las cuales idealmente de-
\_ ) Kben constituirse en forma de cuadricula. )

Solucién de problemas:

a) Puesto que se deben hacer 7 pasos horizontales y 5 verticales, en total se deben hacer 12 pasos, y

seleccionando en cuéles de los 12 pasos se haran los horizontales, se tiene que hay 12C7 = 792 caminos
que llevan de A a B.

b) Para llegar de A a M hay (3 + 2)C3 maneras, y por cada una de ellas hay (4 + 3)C4 maneras para llegar de

M a B, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de caminos que llevan de A a B pasando
por M es 5C3 x 7C4 = 10 x 35 = 350.

c) Para llegar de A a N hay (5 + 3)C5 maneras, y por cada una de ellas hay (2 + 2)C2 maneras para llegar de

N a B, por lo tanto por el principio de la multiplicacién, el total de caminos que llevan de A a B pasando
por N es 8C5 x 4C2 = 56 x 6 = 336.

d) Para llegar de A a M hay (3 + 2)C3 maneras, y por cada una de ellas hay (2 + 1)C2 maneras de llegar de
M a N, y por cada una de ellas hay (2 + 2)C2 maneras de llegar de N a B, por lo tanto, por el principio

de la multiplicacién, el total de caminos que llevan de A a B pasando por M y N a la misma vez es
5C3x3C2x4C2=10x3x6=180.

e) Del literal b se sabe cuantos caminos de A a B pasan por M y del literal ¢ se tienen los que pasan
por N, sin embargo se estaria contando dos veces los que pasan por My N a la misma vez (una
cuando se cuentan los caminos de M a B en el literal b y otra cuando se cuentan los caminos
de A a N en el literal c), por lo tanto, el total de caminos que llevan de A a B y pasan por M o N es
(5C3 x 7C4) + (8C5 x 4C2) — (5C3 x 3C2 x 4C2) = 350 + 336 — 180 = 506.

El analisis de este literal es analogo al resultado que se tiene para conjuntos n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB),
y también se puede resolver utilizando conjuntos.

f) Puesto que ya se tiene el total de caminos de A a B del literal a, y se tiene también el total de caminos
de A a B que pasan por M o N, se puede utilizar el conteo por el complemento, por lo tanto, el total de
caminos de A a B que no pasan ni por M ni por N es 12C7 — 506 = 792 — 506 = 286.

g) Para asegurar pasar por P, es necesario llegar al punto X y luego partir B
del punto Y, puesto que para llegar de A a X hay (4 + 2)C4 caminos Y
y para llegar de Y a B hay (3 + 2)C3 caminos, por el principio de la P
multiplicacion se tendra que el total de caminos de A a B pasando por X
Pes6Cax5C3=15x 10 = 150. A

@ Sugerencia metodoldgica



3.4 Demostraciones utilizando conteo de caminos*

Problema inicial
Demuestra utilizando un argumento por caminos, la propiedad recursiva de Pascal:
(n+1)Cr+1)=nCr+nC(r+1)connzr

Solucién
Considerando una cuadricula de dimensién (n —r) x (r + 1), y considerando que para llegar del punto A al
punto B solo hay dos casos, pasando por el punto D o pasando por el punto E.

El total de maneras para llegar de A hasta B es (n + 1)C(r + 1), debidoa que (n—7) + (r+ 1) =n + 1.

Ademas, para llegar al punto D hay nCr maneras,

debidoaque (n—-r)+r=n. D B |

Elz

Y para llegar al punto E hay nC(r + 1) maneras, debi- : L

doaque(n—-r—-1)+(r+1)=n. ]’
A I

Por lo tanto, (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1).

Conclusién
Para demostrar algunas identidades combinatorias se puede utilizar el conteo de caminos, para ello hay
que crear una cuadricula que se adecue a la situacidn y luego contar los caminos de dos maneras diferentes.

Ejemplo
Demuestra la identidad utilizando un argumento por caminos:
(nCo)2 + (nC1)2 + -+ + [nC(n - 1)]2 + (nCn)? = 2nCn

Considerando una cuadricula de n x n, entonces el total de caminos de p,

longitud minima que hay para llegar de A hasta B es 2nCn. p |~ B
]

Y también se pueden contar estos caminos en casos, un caso (que pase por - n

el punto p,) seria que en los primeros n pasos no hay pasos horizontales, P

entonces en los siguientes n pasos no hay pasos verticales, esto se puede

hacer de (nC0)(nC0) maneras. A o P,

Otro caso (que pase por el punto p,) es dar un paso horizontal en los primeros n y entonces solo se podria
dar un paso vertical en los Ultimos n pasos, esto se puede hacer de (nC1)(nC1) maneras. Asi sucesivamente
hasta llegar al caso (que pase por el punto p, ) que en los primero n pasos todos sean horizontales y los
Gltimos n pasos sean todos verticales, esto se puede hacer de (nCn)(nCn) maneras.

Por lo tanto, (nC0)? + (nC1)2 + --- + [nC(n - 1)]2 + (nCn)? = (2n)Cn.

Problemas
Demuestra la siguiente identidad utilizando un argumento por caminos en la figura de abajo:

nCr=2Co[(n-2)Cr] +2C1[(n-2)C(r-1)] + 2C2[(n - 2)C(r-2)]. - B ‘

.pu . . : . I a— r
T }
P.
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Indicador de logro:

3.4 Demuestra identidades combinatorias utilizando conteo de caminos.

Secuencia:

Luego de utilizar las combinaciones para realizar
el conteo de caminos de longitud minima en una
cuadricula, se utilizarad este recurso para realizar
algunas demostraciones de identidades combina-

torias.

J

Solucién de problemas:

Posibles dificultades:

Identificar las dimensiones de la cuadricula ade-
cuada para cada identidad es lo que resulta mas
dificil, es por ello que esta clase tiene asterisco,
porque puede ser necesario que el docente deba
dar mayor apoyo a sus estudiantes en ese sentido.

La cuadricula tiene r columnas y (n —r) filas, entonces se tendra que el total de caminos de A a B utilizando

este andlisis es (r + n —)Cr = nCr.

Por otro lado, para ir de A a B hay 3 opciones, pasar por p, por p, 0 por p,
y no ocurre simultdneamente dos de estos 3 casos; para el primer caso hay
2C0 x (n - 2)Cr caminos para ir de A a B pasando por p,, para el segundo caso

os)
- 1

hay 2C1 x (n — 2)C(r — 1) caminos para ir de A a B pasando por p,, y finalmente S T S 1/ St 4
para el tercer caso hay 2C2 x (n — 2)C(r — 2) caminos de A a B pasando por P, P, | .. ]
entonces, aplicando el principio de la suma se tiene que el total de caminos para A P,

ir de Aa B es 2Co(n - 2)Cr + 2C1[(n - 2)C(r - 1)] + 2C2[(n - 2)C(r - 2)!. 7 '

Por lo tanto, puesto que se ha contado lo mismo de dos maneras diferentes, se ha demostrado la identidad
del problema: nCr = 2Co(n - 2)Cr + 2C1[(n - 2)C(r - 1)] + 2C2[(n - 2)C(r - 2)].

En este problema hay que evaluar principalmente la forma de redactar los argumentos por parte de los

estudiantes.
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Problema inicial
Utiliza un argumento por conjuntos para demostrar la siguiente identidad combinatoria.

3.5 Identidades combinatorias contando de 2 formas*

nCo+nC1+nC2+--+nCn-2)+nCn-1)+nCn=2"

Problemas
Demuestra las siguientes identidades utilizando un argumento por conjuntos.
a) nCr=nC(n-r).
b) (n +1)C(r+1)=nCr+nC(r+1), conn=r+1.
c) nCr=2Co(n-2)Cr+2C1[(n-2)C(r-1)] +2C2[(n -2)C(r-2)], conn =r+2,r = 2.
d) (n + m)Cr = nCo(mCr) + nC1[mC(r-1)] + --- + nC(r - 1)(mC1) + nCr(mCo0), con (m = r) y (n = r).

Contando la cantidad de subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de n elementos. Contando
de 2 maneras distintas.

Forma 1: Contando las posibilidades que tiene cada elemento.

Cada elemento tiene 2 posibilidades, estar o no estar en el subconjunto; por lo tanto el total de
subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de cardinalidad n es: 2.

2 2 2 2

X X e X X
Elemento1l Elemento 2 Elementon—-1 Elementon

Forma 2: Contando las posibilidades que tiene cada subconjunto.

La cantidad de subconjuntos con cero elementos son: nCO.

La cantidad de subconjuntos con un elemento son: nC1.

La cantidad de subconjuntos con dos elementos son: nC2.

Y asi sucesivamente hasta llegar a la cantidad de subconjuntos que tienen n elementos.

Por lo tanto el total de subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de cardinalidad 7 es:

nCo+nC1+nC2+ - +nCn-2)+nCn-1)+nCn

Y como se contd lo mismo, se debe cumplir que: nC0O + nC1+nC2 +--- + nC(n —2) + nC(n —1) + nCn = 2~.

Conclusién

Para demostrar identidades combinatorias se puede contar alguna situacién de dos formas distintas, este
método se conoce como comparacion.

Para b), considerar un conjunto A con n + 1 elementos del cual se sacan r + 1 elementos, y
que para un elemento particular de A hay dos opciones: estar o no estar en la extraccion.

Para c), considerar un conjunto A con n elementos que se puede dividir en dos conjuntos,
uno con 2 elementos y otro con n — 2 elementos, y se sacan r elementos de A.

Para d), razonar de manera similar al literal anterior.

/

@ Sugerencia metodoldgica




Indicador de logro:

3.5 Realiza demostraciones sobre identidades combinatorias planteando dos formas de contar una si-

tuacion especifica.

-

Posibles dificultades:

El contenido sobre teoria de conjuntos visto en la En esta clase lo complicado es identificar la si-
leccion 1 de esta unidad, es otra herramienta que tuacion en la que hay que involucrar los conjun-
se puede utilizar para realizar demostraciones de tos, puede ser formar subconjuntos, encontrar el
identidades combinatorias. complemento, etc., por esta razon la clase tiene

asterisco, y puede requerir mayor apoyo por par-
te del docente.

NG

Solucién de problemas:

a) Teniendo un conjunto con n elementos, para formar un subconjuto de r elementos hay nCr maneras

diferentes de escoger los elementos que estardn en el subconjunto; y por otro lado también hay
nC(n — r) maneras de escoger los elementos que no estaran en el subconjunto, y tanto uno como otro
caso representan la misma situacion, se puede concluir que nCr = nC(n - r).

b) Teniendo un conjunto con n + 1 elementos, para formar un subconjuto de r + 1 elementos hay (n + 1)

C(r + 1) maneras diferentes de escoger los elementos que estaran en el subconjunto; y por otro lado
también considerando un elemento particular, al formar el subconjunto hay dos casos que no ocurren
simultdneamente: si dicho elemento esta en el subconjunto, solamente falta escoger r elementos de un
total de n elementos, y esto se puede hacer de nCr maneras; y el otro caso es si el elemento particular
no estd en el subconjunto, habria que escoger r + 1 elementos de un total de n elementos, y esto se
puede hacer de nC(r + 1) maneras, entonces por el principio de la suma se tiene que el total de maneras
para formar el subconjunto es nCr + nC(r + 1). Por lo tanto, dado que se estaba contando lo mismo se
cumple que (n +1)C(r+ 1) =nCr + nC(r+1), connr +1.

c) Se analiza de manera parecida al literal anterior, solamente que ahora se consideran 2 elementos (no

solo uno), entonces para formar un subconjunto de r elementos de un conjunto con n elementos se

puede hacer de nCr maneras; por otro lado considerando los dos elementos, se tienen 3 casos que no
ocurren simultdneamente, que los dos no sean parte del subconjunto y el total de elementos del sub-

conjunto se tomen de los restantes (n — 2) elementos del conjunto, esto se puede hacer de 2C0 x (n - 2)
Cr; que uno de los dos sea parte del conjunto y los demas elementos del subconjunto se tomen de los
restantes (n — 2) elementos del conjunto, esto se puede hacer de 2C1 x [(rn - 2)C(r — 1)]; finalmente el
ultimo caso es que ambos elementos sean parte del subconjunto, y los demas se tomen de los restantes
(n —2) elementos del conjunto, esto se puede hacer de 2C2 x [(n - 2)C(r — 2)]; luego por el principio de
la suma, se tiene que el total de subconjuntos es 2C0[(n — 2)Cr] + 2C1[(n - 2)C(r - 1)] + 2C2[(n - 2)
C(r = 2)]. Por lo tanto, dado que se estaba contando lo mismo nCr = 2Co[(n - 2)Cr] + 2C1[(n - 2)C(r
-1)]1+2C2[(n-2)C(r-2)].

d) Este es el caso mas general, dividir el conjunto en dos partes, una con n elementos y otra con

m elementos, y para formar un subconjunto con r elementos se pueden tomar 0 elementos
de entre los n y r de entre los m, 1 de entre los n y r — 1 de entre los m, y asi sucesivamente
hasta considerar r de entre los n y 0 de entre los m, y de igual manera se puede concluir que

(n + m)Cr = nCo(mCr) + nC1[mC(r-1)] + --- + nC(r — 1)(mC1) + nCr(mCo).
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e B\
3.6 Triangulo de Pascal

Problema inicial ~
Realiza las siguientes actividades:
a) Elabora una tabla y coloca en las filas valores de n desde 0 hasta 5, y en las columnas valores de r
desde 0 hasta 5 también. En cada celda (que sea posible) calcula el valor del combinatorio nCr.
b) Ordena los valores de los combinatorios en forma triangular, desde el valor de n = 0 hasta n = 5.
c) Determina el patrén que sigue una fila a partir de la que le antecede y a partir de él deduce los valores
de la sexta fila del tridngulo sin calcular directamente los combinatorios.

J
Solucién
a) En la primera fila solo se puede calcular un combinatorio, 0C0 = 1; rTol11213]4a]s
en la segunda fila solo se pueden calcular 2 combinatorios, 1C0 y n
1C1; en la tercera fila solo se pueden calcular 3 combinatorios, 2Co, 01
2C1y 2C2. Asi sucesivamente se calculan los valores de la tabla. 11111
b) Ordenando los combinatorios de la tabla en forma triangular: 211121
n=0 1 31113[3/1
n=1 11 414641
n=2 12 1
n=3 13 3 1 5/1(5]|10{10({5 ]| 1
n=4 1 46 41
n=5 1 51010 5 1
¢) Analizando el triangulo formado, los costados siempre seran unos, n=0 1
puesto que alli queda el valor de nC0 (=1) y nCn (= 1), y al parecerel n=1 @+D
numero que queda por debajo y en medio de dos nimeros, eslasuma 5 =2 1@ 1
de los dos numeros que estan por encima de él. Por ejemplo, 2 estd 5 =3 1 3 3 1
por debajode 1y 1,y se cumple que 1+ 1=2; de maneraandlogal0 pn =4 1 4 @+@ 1
estd debajo de 6y 4, yse cumple que 6 + 4 = 10. Siguiendo este patrén, =5 1 5 10 1
los valores de la fila6 serian:1,1+5,5+10,10+10,10+5,5+1y1l. n=6 1 6 152015 6 1

Conclusién

El tridngulo construido por los combinatorios se llama oCo

triangulo de Pascal. El patron deducido en el Problema 1Co 1C1

inicial puede ser probado matematicamente utilizando la 2Co 2C1 2C2

propiedad recursiva de Pascal que se demostrd en la clase 3Co 3C1 3C2 3C3

anterior, (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1). 4Co 4C1 4C2 4C3 4Ca

5Co s5C1 5C2 s5C3 5C4 s5Cs
6Co 6C1 6C2 6C3 6C4 6C5 6Co

Problemas

1. Determina los valores de la séptima y octava fila del tridngulo de Pascal sin calcular los combinatorios.

2. Ala derecha se muestran dos filas del triangulo de Pascal. 1 5 10 10 /5 1
Justifica el calculo que genera el segundo renglén apli- N AT TOTATE
cando que (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1). 1 61520156 1
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Indicador de logro:

3.6 Establece la relacion que existe entre los combinatorios en el tridngulo de Pascal.

Secuencia: Propésito:

Luego de haber visto las aplicaciones de las com- En la clase se pretende identificar y establecer
binaciones para demostrar identidades, ahora se el patrén del triangulo de Pascal a partir del Pro-
puede analizar el patrén que determinan las com- blema inicial, y en los Problemas se espera poder
binaciones en el tridngulo de Pascal. justificar correctamente dicho patrdn, a partir del
uso de la identidad de Pascal demostrada en la

L y Kclase 3.5. .

Solucién de problemas:

1. Siguiendo el patrén del tridngulo, del Problema inicial que se tiene hasta la fila 6, luego a partir de ella se

puede calcular las filas 7 y 8:

1
1+1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6+44 1
1 51010 5 1

D ®©7192045® @
) 2)2135852D 7) )
@ ®28Ge706628 ®

S IS|ISISS|IS|IS(S|S
1
0NN |(R(WN|RLIO

2. Identificando que el valor de n en el combinatorio nCr, representa la fila correspondiente en el tridangulo

de Pascal, entonces la identidad (n + 1)C(r + 1) = nCr + nC(r + 1) se puede interpretar como si el
elemento en la fila siguiente (la cual seria nn + 1) en la posicién r contando de izquierda a derecha es igual
a la suma de los elementos r y r + 1 de la fila anterior, los cuales son los que quedan arriba del elemento
(n + 1)C(r + 1), con lo que se justifica por qué en la construccién del tridngulo de Pascal, es suficiente
sumar los elementos contiguos de la fila anterior de manera recursiva para conocer la siguiente fila.
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3.7 Binomio de Newton*

Considerando el desarrollo del producto (x + y)®, determina el coeficiente que acompaiia a la parte literal
X%y,

Problema inicial }

Solucién
El desarrollo de la expresidn (x + y)° se puede expresar a partir de (x + y)° = (x + y)(x + ¥)(x + y)(x + y)(x + ¥).

Para desarrollar (x + y)(x + y)(x + y)(x + y)(x + ) se toma x 0 y de cada paréntesis y se multiplican, luego se
simplifican términos semejantes. El coeficiente de x?y?® es igual al nimero de casos en que se toman tres y
de entre los 5 paréntesis, es decir 5C3 = 10.

Por lo tanto, el coeficiente que acompaiia la parte literal x*y® en el desarrollo del producto (x + y)* es:
5C3 =10.

Teorema
En general considerando el desarrollo de (x + y)", el coeficiente que acompaiia a la parte literal x*~"y", con
osr<nes:nCr.

Por lo tanto, se cumple el siguiente resultado para desarrollar (x + y)™
(x +y)" = (nCo)x" + (nC1)x" 1y + (nC2)x"~2y? + -+ + [nC(n — 2)1x2y" 2 + [nC(n — 1)]xy"~* + (nCn)y".

Y se puede expresar utilizando sumatorio de la siguiente manera:

n

(x+y)y= Z (nCr)x""y’.

r=0

Este resultado se conoce como binomio de Newton, y ademds puede ser utilizado para demostrar algunas
propiedades o identidades de los combinatorios que no son tan obvias utilizando conteo.

Ejemplo
Demuestra la siguiente identidad combinatoria: nC0 + nC1+ nC2 + -+ + nC(n - 2) + nC(n — 1) + nCn = 2n.

Utilizando el binomio de Newton y dandole los valores numéricos parax=1yy=1.
(1+1)" = (nCo)1" + (nC1)17-11 + (nC2)17 212 + - + [nC(n - 2)]121" 2 + [nC(n - 1)]1'1" - + (nCn)1"

n=nCo+nC1+nC2+ - +nCn-2)+nCn-1)+nCn.

P *
roblemas £
1. Determina el coeficiente de x’ en el desarrollo del binomio (1 — x)*.

2. Determina el coeficiente de x2y® en el desarrollo del binomio (x + 3)%)%.

9
3. Determina el coeficiente del término que no contiene x en el desarrollo del binomio (xz + ;) .

4. Demuestra: > 3"(nCr) = 4.
r=0 A ., P
Puedes aplicar un método similar al del
ejemplo.

N E J
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Indicador de logro:

3.7 Aplica el binomio de Newton para determinar el coeficiente de un término en el desarrollo de un bino-

mio.

Secuencia: Propésito:

El desarrollo de las potencias de un binomio ha La deduccién de la férmula del binomio de New-
sido desarrollado en los contenidos sobre alge- ton puede conllevar un analisis complejo, por lo
bra, en su momento hasta potencias al cubo, sin gue la clase tiene asterisco, lo cual significa que
embargo, las combinaciones representan una he- podria necesitar mdas apoyo por parte del docen-
rramienta muy Util para el desarrollo de las po- te, la aplicacién de dicha férmula puede ir desde
tencias n-ésimas de un binomio, resultado cono- binomios sencillos hasta algunos mas complejos.

Kcido como binomio de Newton.

AN j

Solucién de problemas:
1. Del problema se sabe que n = 10, y calculando el valor de r:
a’ =117 x" = x7, por lo tanto r = 7, entonces el coeficiente es 10C7 x 107 x (-1)7 = —120.
2. Del problema se sabe que n =4, y calculando el valor de r:
x2y6 = x*~7(y3)" = x*~"y¥, por lo tanto r = 2, entonces el coeficiente es 4C2 x 14-2x (3)2= 6 x 9 = 54.
3. Del problema se sabe que n =9, y calculando el valor de r:
1 r

x0 = (x2)9""(7) = x18-27%" = x18-37 por |o tanto r = 6, entonces el coeficiente es 9C6 x 1°-¢ x 1° = 84.

Si los estudiantes no saben como iniciar este problema, se puede dar la pista de que el término que no con-
tiene x se da cuando su exponente es 0.

4. Considerando la expresidon del binomio de Newton, y sustituyendox=1yy=3:
(1+3)"=(nCo)1" + (nC1)17-23 + (nC2)1-232 + --- + [nC(n - 2)]1123" 2 + [nC(n - 1)]123" 1 + (nCn)3"
n=nCo+ (nC1x3)+(nC2x3)+-+(nCn-2)x3"2) +(nCn-1)x 3" + (nCn x 37

Por lo tanto, i3’"(nCr) =4n,
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N
3.8 Técnica de los separadores*
Problema inicial
José quiere comprar 5 dulces en la tienda y le dan a escoger 3 sabores diferentes, fresa, mango y uva. ¢De
cuantas formas puede escoger José los 5 dulces que desea comprar, si incluso podria comprarlos todos de
un mismo sabor?
Solucién
Se pueden escoger los sabores en orden, fresa, mango y uva, y se pone una | (separador) entre los grupos
de diferente sabor. Por ejemplo:
ST NNV |
\ A \ \
ooy 600001  §OIgTY
\ \ ) \
Entonces una fila de 5 bolitas (O) y 2 separadores (|), corresponde a una Unica combinacion de sabores
de dulces, por lo tanto, el problema se reduce a contar el total de maneras que hay de ordenar 5 bolitas
idénticas y 2 separadores idénticos. Y esto se puede hacer escogiendo los 2 lugares de entre los 7 que pue-
den ocupar los separadores, es decir de 7C2 maneras (o bien escogiendo los lugares de las bolitas de 7C5
maneras).
El total de formas en que se pueden escoger 5 dulces de entre 3 sabores es 7C2 = 21.
En general
El total de formas para escoger r objetos de n tipos diferentes entre si, si los objetos de un tipo son idénticos
entre si, se puede hacer agregando n — 1 separadores y el total estaria dado por:
(n+r-1)Cr.
Problemas
1. Determina cuantas formas hay para pedir 6 pupusas escogiendo entre queso, frijol con queso, revueltas
y queso con loroco, si:
a) No hay restricciones.
b) Debe pedirse al menos 1 de cada clase. Puedes asegurar una de cada clase y luego
¢) Se deben pedir al menos 3 revueltas. IAED GHEHe ORI I AC R,
d) Deben pedirse 2 de queso y a lo sumo 2 revueltas.
2. Determina todas las soluciones de la ecuacion X, +x, +x,+x,=8,si
a) Son enteros no negativos.
b) Son enteros positivos.
Puedes analizar de manera parecida al
problema 1 literal b.
207
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Indicador de logro:

3.8 Utiliza separadores para resolver problemas de conteo que requieran escoger grupos de objetos idén-

ticos.

Secuencia: Propésito:

La ultima clase de esta leccidn es en la aplicacién El Problema inicial puede resolverse de manera
de las combinaciones en el modelamiento de una analitica, sin embargo conlleva una gran dificul-
técnica llamada separadores, la cual es util para tad, poder plantear la Solucién utilizando separa-
determinar las posibles particiones de un total, dores facilita su comprensién, pero para alcanzar
en donde cada particién tiene objetos idénticos. esta idea puede ser necesaria la intervencion del

L Kdocente, por ello esta clase tiene asterisco.

Solucién de problemas:

1a) Puesto que son 6 objetos y hay 4 clases diferentes, entonces se pueden colocar (4 — 1) separadores, y
por lo tanto, el total de formas que hay para pedir las 6 pupusas es (6 + 3)Cé6 = 9Cé6 = 84.

1b) Quitando 4 pupusas (una de cada tipo) de las 6 que habria que pedir, faltaria escoger 2 pupusas de entre
las 4 clases diferentes, y colocando 3 separadores se tiene que el total de formas de pedir las pupusas
es (2 +3)C2=5C2=10.

1c) Quitando 3 pupusas (asegurando las 3 revueltas) de las 6 que habria que pedir, faltaria escoger 3 pupusas
de entre las 4 clases diferentes, y colocando 3 separadores se tiene que el total de formas de pedir las
pupusas es (3 +3)C2 = 6C2 =15.

1d) Primero se debe calcular el total de maneras de pedir las pupusas asegurando 2 de queso, entonces
se tendrian que quitar 2 pupusas del total, y ademas hay que quitar un separador, puesto que ya no se
podrian pedir mas pupusas de queso, por lo que el total de maneras de pedir 2 pupusas de queso y otras
4 de otro tipo es (4 + 2)C4 = 6C4 maneras; por otro lado, si a este total se le resta cuando se compran
al menos 3 revueltas, lo cual se puede calcular quitando 5 pupusas (2 de queso y 3 revueltas) del total,
y se tendria que se puede hacer de (1 + 2)C1 = 3C1 maneras. Finalmente, utilizando el conteo por el
complemento, si al total de maneras de pedir 2 pupusas de queso se le resta el de pedir 2 pupusas de
gueso y al menos 3 revueltas, da como resultado el total de maneras de pedir 2 pupusas de quesoy a lo
sumo 2 revueltas, se tiene que el total es 6C4-3C1=15-3=12.

2a) Si los objetos se consideran unos, y los separadores determinan cudntos unos le corresponde a cada
variable (x,, x,, x,, x,), entonces se puede considerar 8 objetos (8 unos), y (4 — 1) separadores (4 variables
o clases diferentes de objetos), por lo tanto, el total de soluciones de la ecuacion con enteros no negativos
(el valor de las variables puede ser cero, que sucede cuando los separadores quedan juntos) es (8 + 3)
C8=11C8 = 165.

2b) En este caso solo es necesario asegurar un objeto (un uno) de cada clase (a cada variable), entonces,

quitando 4 objetos, quedan 4 objetos y agregando 3 separadores, se tiene que por lo tanto, el total de
soluciones de la ecuacion es (4 + 3)C4 = 7C4 = 35.
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3.9 Practica lo aprendido

Resuelve los siguientes problemas, utilizando estrategias de conteo de combinaciones.

1. Se tienen 3 cartas iguales, y se dispone de 5 sobres de diferente color. Determina de cuadntas formas se
pueden colocar las cartas en los sobres.

2. Determina cudntos triangulos se pueden formar uniendo tres vértices de un hexdgono.
3. ¢Cudntas cadenas binarias (de ceros y unos) de longitud 8 tienen como maximo 3 unos?

4. Se tiene 6 nifias y 3 nifios, determina de cudntas formas se pueden ordenar si los 3 nifios no pueden estar
uno a la par de otro (siempre tienen que estar separados por al menos una nifia).

5. Determina cudntos caminos de longitud minima hay para llegar de A hasta B en la siguiente figura.

A

===

6. Resuelve:

n

a) En el binomio de Newton (x + y)" = Z (nCr)x"=ry", sustituye x = 1y y = =1, para demostrar la relacién
r=0

i (-1)'nCr=o0.
r=0

2020

b) Encuentra el valor de Y, (~1)'(2020Cr) utilizando la relacién del literal a.
r=2

@7. Un grupo de 7 amigos quiere comprar paletas en una heladeria, si en la heladeria hay 7 sabores dife-
rentes de paletas, determina de cudntas formas se puede comprar una paleta para cada integrante del
grupo de amigos.

@ /
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Indicador de logro:

3.9 Resuelve problemas correspondientes a las combinaciones.

Solucién de problemas:

1. Es suficiente determinar el total de maneras de escoger los 3 sobres en donde se van a colocar las cartas,
y para ello se cuenta con 5 sobres de los cuales se van a escoger 3, por lo tanto, el total de formas es
5C3 = 10.

2. Puesto que en un hexagono nunca hay 3 vértices alineados (ya no seria hexagono), es suficiente con esco-
ger 3 puntos de entre los 6 vértices, por lo tanto, esto se puede hacer de 6C3 = 20 maneras.

3. Para este problema se pueden dar 4 casos, haber 0, 1, 2 0 3 unos, y para ello basta identificar en cuales
de las 8 posiciones iran los unos; para el caso de 0 unos hay 8C0 maneras; para el caso de 1 uno hay 8C1
maneras; para el caso de 2 unos hay 8C2 maneras y finalmente para el caso de 3 unos hay 8C3 maneras.
Por lo tanto, por el principio de la suma, se tiene que el total de cadenas binarias con las condiciones del
problema es 8C0+8C1+8C2+8C3=1+8+28+56=093.

4. Ordenando primero las nifias, pues ellas no tienen ninguna restriccion, esto se puede hacer de 6! mane-
ras, luego una vez colocadas 6 nifas, los nifios tiene 7 opciones al principio, al final, o entre los espacios
que se forman entre nifia y nifia, luego para que estén separados, basta colocar 3 nifios en esos 7 puestos,
y esto se puede hacer de 7P3 maneras, por lo tanto, por el principio de la multiplicacién, el total de for-
mas para ordenar los nifios con las condiciones del problema es 6! x 7P3 = 720 x 210 = 151 200.

Nifa Nifia Nifa Nifa Nifia Nifa
Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4 Lugar 5 Lugar 6 Lugar 7

5. Es suficiente calcular la cantidad de caminos que hay de A a C,
luego de C a D y finalmente de D a B. Entonces el total de caminos A
de AaCes(2+3)C2, el total de caminosde CaDes (3+3)C3yel
total de caminos de D a B es (4 + 2)C4, por lo tanto, por el principio C
de la multiplicacidn, el total de caminos de longitud minima para ir
de AaBes5C2x6C3x6C4 =10 x 20 x 15 = 3000. I

6a) Considerando la expresion del binomio de Newton, y sustituyendox=1yy=-1:
(1+-1)"=(nC0)1" + (nC1)1"~Y(-1) + (nC2)1"~2(-1)? + -+ + [nC(n - 1)]11(-1)*~* + (nCn)(-1)"
0=nCo+[nC1x(-1)]+(nC2x1)+-+[nC(n-1)x(-1)""1 + [nCn x (-1)"]
Por lo tanto, Z(—l)rnCr =0.
6b) Considerando n = 2020 en la férmula de 6a), se tiene que:
3(-1)2020Cr = (-1)°2020C0 + (-1)'2020C1 + fﬁi(—l)’(z 020Cr)=0
Por lo tanto, Ti(—l)r(Z 020Cr) =2020-1=20109.

7. Puesto que se van a comprar 7 objetos y pueden ser de 7 clases diferentes, se pueden agregar (7 — 1)
separadores, entonces el total de formas para comprar las paletas es (7 + 6)C7 = 13C7 = 1716.
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3.10 Problemas de la unidad ~

Resuelve los siguientes problemas, utilizando la estrategia de conteo que consideres mas adecuada.

1. Determina cuantos paralelogramos hay en la figura de la /
derecha. Las lineas horizontales y oblicuas son paralelas / /
respectivamente. / /

/ /

2. Considerando el siguiente arreglo de puntos sobre el tablero de la figura.

Determina el nimero de formas en que se pueden seleccionar 3 puntos de modo que sean los vértices
de un triangulo rectangulo cuyos catetos sean paralelos a los lados de la cuadricula.

3. De un grupo de 8 estudiantes se haran 4 grupos de 2 estudiantes. Determina cuantos grupos se pueden
formar si:

a) Cada grupo hablara sobre un tema distinto que puede ser: equidad de género, democracia, medio
ambiente o educacidn integral de la sexualidad.

b) Todos los grupos deben discutir sobre la inclusividad.

4. Determina de cuantas maneras se pueden agrupar 9 personas en 3 grupos, cuando el nimero de perso-
nas de cada grupo es:

a)2,3ya. b)3,3y3. €)2,2y5.

. n! . . P
5. Demuestra la férmula 7 Vista en la clase 2.10 aplicando combinaciones.
)

lrl
rar,t..

n(n—-1)

—_ —_ H 4 = !
S =1) [(n - 2)C(r - 2)] aplicando la férmula pCq —L(p_q)!q! .

6. Demuestra la igualdad nCr =

203

& /

@ Sugerencia metodolégica




Indicador de logro:

3.10 Resuelve problemas correspondientes a los métodos de conteo.

Solucion de problemas:

1. Para formar un paralelogramo se necesitan 2 lineas paralelas en posicién oblicua, y 2 lineas paralelas en
posicion horizontal, es decir, equivale a seleccionar 2 de las 4 lineas oblicuas y 2 de las 3 lineas horizon-
tales, y esto se puede hacer de 4C2 y 3C2 maneras respectivamente, por lo tanto, por el principio de la
multiplicacién, el total de paralelogramos que se pueden formar es 4C2 x3C2 =6 x3=18.

2. Puesto que a partir de un rectangulo se pueden formar 4 tridngulos rectangulos, entonces se puede contar
primero el total de rectangulos que se pueden formar con los puntos, que es 5C2 x 5C2 (se necesitan 2
de los 5 puntos verticales, y 2 de los 5 puntos horizontales), por lo tanto, el total de tridngulos rectangulos
que se pueden formar con la cuadricula es 5C2 x 5C2 x 4 = 400.

3a) La cantidad de maneras que hay para distribuir los estudiantes en los grupos es 8C2 para el primer tema,
luego 6C2 para el segundo, 4C2 para el terceroy 2C2 para el cuarto, luego, el total de maneras de repar-
tir los temas es 8C2 x 6C2 x 4C2x 2C2 =28 x 15 x 6 x 1 = 2520.

3b) Esta situacidn es equivalente a solamente formar los grupos sin ordenarlos, puesto que no hay diferencia
en distribuir los temas, cada arreglo del literal anterior se estaria contando 4! veces, por lo tanto, si el
tema es sobre inclusividad, el total de grupos que se pueden formar para hablar sobre la inclusividad es
8C2x6C2x4C2x2C2+41=28x15x6x1+24=105.

4a) De entre las 9 personas se escogen las que integraran el grupo de 2 de 9C2 maneras, y quedan 7 per-
sonas, de entre ellas se escogen las que integraran el grupo de 3 de 7C3 maneras, y quedan 4 personas
que son las que integraran el ultimo grupo, por lo tanto, por el principio de la multiplicacidn, el total de
maneras de formar los grupos es 9C2 x 7C3 x 4C4 = 36 x 35 x 1 = 1260.

4b) De manera analoga a 4a), hay 9C3 x 6C3 x 3C3 = 84 x 20 x 1 = 1680 grupos, sin embargo, en este caso
los 3 grupos son similares (puesto que estdn integrados de 3 personas cada uno), entonces se estaria
contando 3! veces cada arreglo, por lo tanto, hay 1680 + 3! = 280 maneras de formar los grupos.

4c) Utilizando un razonamiento similar al literal anterior, para este caso, el total de maneras de formar los
grupos es 9C2 x 7C2 x 5C5 + 21=36 x 21 x 1 + 2 = 378.

5. Considerando que los n espacios estan vacios, para los primeros r, objetos idénticos se tienen nCr1 mane-
ras de escoger los lugares en los que iran, luego para los siguientes r, objetos idénticos se tienen (n
- rl)Cr2 maneras de escoger los lugares en los que irdn, y asi sucesivamente hasta llegar al ultimo grupo
de objetos idénticos; luego aplicando el principio de la multiplicacion se tendra el total de maneras de

ordenar los objetos es nCr, x (n —r,)Cr,x ... x(n=r,—r,—...—1,_,)Cr, = %
e
_ n! _ n(n —1)! _n (n-1)! _n _ _
6.nCr = T = =TS 7 X e o= o= - e DCr =1
n-1

Ahora aplicando el resultado anterior a [(n —1)C(r—1)] = [(n—1)C(r-1)], luego

nCr = %[(n -1)C(r-1)] = M[(n -2)C(r-2)1.

r(r-1)
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3.11 Problemas de la unidad ~

Resuelve los siguientes problemas utilizando la estrategia de conteo que consideres mds adecuada.

a) Sin restriccion

aeropuertos de dicho pais. Si se sa
puertos diferentes en cada vuelo),

4. Una rana se ubica en el escalén 10
hacia abajo). ¢ Cuantas formas exis

las condiciones siguientes:
a) De A a B pasando por P.
b) De A a B pasando por Q.

c)De AaB.

1. Se pintan los 5 cuadrados de la figura con los colores rojo, verde
y azul; de modo que dos contiguos (a la par uno del otro) tengan
diferentes colores, y no se requiere utilizar todos los colores. De-
termina de cudntas formas se pueden pintar en cada caso:

2. Determina el numero de filas compuestas por las cifras: 1, 2, 3, 4 y 5 no repetidas y de modo que en los
dos extremos hay nimeros impares.

3. En un pais que tiene varios aeropuertos, una aerolinea ofrece vuelos que conectan cualesquiera dos

gue el viaje que conecta un aeropuerto A con un aeropuerto B se considera diferente al viaje que conec-
ta al aeropuerto B con el aeropuerto A.

5. Determina de cuantas formas se puede ir por la ruta mas corta en Q

6. Demuestra que 15C0 + 16C1 + 17C2 + 18C3 = 19C3.

b) Simétricamente c) Solo verde y azul

be que la aerolinea realiza 42 vuelos diferentes (que conectan 2 aero-
determina cudntos aeropuertos tiene dicho pais tomando en cuenta

de unas gradas, la rana se mueve un escaldn por salto (hacia arriba o
ten para que la rana en su décimo salto quede en el escaldn 14?

Puedes sustituir el primer término 15C0 (= 1) por 16C0 (= 1), y luego
aplicar la formula pCq + pC(g + 1) = (p + 1)C(g + 1) repetidamente.

/
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Indicador de logro:

3.11 Resuelve problemas correspondientes a los métodos de conteo.

Solucién de problemas:

1a) A la primera casilla se le puede dar cualquiera de los tres colores, luego a la segunda, puesto que
debe ser de un color diferente a la primera, se le puede dar cualquiera de los 2 colores restantes, para
la tercera no se le puede dar el color de la segunda pero ya se puede volver a utilizar el de la prime-
ra, por lo que también tendrd 2 opciones, y asi en las casillas sucesivas habran siempre 2 opciones
para los colores, por lo tanto, por el principio de la multiplicacion, el total de maneras para pintarlo es
3x2x2x2x2=48.

1b) De manera analoga al literal 1a, la primera casilla tendra 3 opciones, pero la ultima casilla queda de-
terminada por dicho color, la segunda casilla tendrd 2 opciones y determina el color de la cuarta casilla
también, y la tercera casilla tendrd 2 opciones, por lo tanto, el total de maneras de pintarlo simétrica-
mentees3x2x2=12.

1c) Tomando solo dos colores, la primera casilla tendra 2 opciones, la segunda solamente el color alter-
nativo, la tercera tendra el color alternativo a la segunda, y asi sucesivamente, solamente habran dos
opciones 2x1x1=2,

1a) 1b) 1c)
312122 2 3122|111 21111111

2. Se cuenta con 3 numeros impares, entonces el primer extremo tendrd
3 opciones y el otro tendra 2 opciones, luego para las posiciones cen- 3 3 2 1 2
trales habran 3, 2 y 1 opcidn respectivamente, por lo tanto utilizando el
principio de la multiplicacién, el total de filas es 3P2 x 3! = 36.

3. Tomando como 7 la cantidad de aeropuertos, el total de viajes que se pueden hacer con n aeropuer-
tos es nP2 (para iniciar el viaje hay n opciones, y para completarlo n — 1 hay opciones), y esto debe
ser igual a 42, luego trabajando la expresion nP2 = #'2), = nn-1=42=>n*-n-42=0

= (n—-7)(n+6)=0= n =7, porlo tanto, la ciudad tiene 7 aeropuertos.

4. La rana debe subir 4 escalones, si da x saltos hacia arriba y y saltos hacia abajo, se debe cumplir el siste-
ma de ecuaciones:

x+y=10 De donde se puede determinar que x =7, y = 3, entonces se dan 7 saltos hacia arribay 3
x-y=4 hacia abajo, por lo tanto, el total de formas en que puede llegar la rana hasta el escalén

14 es 10C3 = 120.

5a) El total de caminos de Aa P es (4 + 4)C4, y para llegar de P a B hay (2 + 1)C2 caminos, por lo tanto, por
el principio de la multiplicacién, se tendra que el total de caminos es 8C4 x 3C2 = 70 x 3 = 210.

5b) De manera analoga al literal 5a, se tendra que el total de caminos es 8C3 x 3C3 =56 x 1 = 56.

5c) Para llegar de A a B solo hay dos casos, pasando por P o pasando por Q, y ambos casos no curren simul-
taneamente, por lo tanto, por el principio de la suma, se tiene que el total de caminos es la suma de los
resultados de los literales 5a y 5b, es decir, 210 + 56 = 266.

6.15C0+16C1+17C2+18C3=16C0+16C1+17C2+18C3=17C1+17C2+18C3=18C2 +18C3=19C3

@ Sugerencia metodoldgica












