Ecuaciones

El trabajo con ecuaciones se ha realizado desde culturas antiguas. Detallar su origen es
complicado, pero junto con las ecuaciones estudiadas en grados anteriores, historica-
mente, se ha llevado el estudio de ecuaciones con particularidades, tal es el caso de las
ecuaciones cuarticas (de grado 4) que tienen estructura de ecuacion cuadratica, de ecua-
ciones expresadas con radicales, de ecuaciones racionales que se reducen a ecuaciones
de primer grado, entre otras, que utilizan y cumplen las mismas propiedades de las igual-
dades vy de los sistemas de ecuaciones.

En el modelamiento de situaciones de la naturale-
za existen fendmenos que son complicados de mo-
delar con ecuaciones de primer grado o ecuaciones
cuadraticas, por lo que se hace necesario resolver
otros tipos de expresiones. Para ello deben aplicarse
los conocimientos adquiridos en la solucion de las
ecuaciones basicas (primer grado, cuadraticas y sis-
temas de ecuaciones de primer grado) a otros tipos
de ecuaciones.

Imagen de las cénicas de Apolonio. La deduccion
de las ecuaciones de estas figuras necesita la
resolucion de ecuaciones con radicales.

Se comenzara abordando los contenidos de ecuacion bicuadratica, como aplicacion de
lo aprendido en ecuacién cuadratica, y luego se pasard a resolver ecuaciones expresadas
con signo de radical, para finalmente abordar las ecuaciones racionales, partiendo del
concepto de minimo comun multiplo para polinomios.



1.1 Ecuaciones bicuadraticas, parte 1

Problema inicial

Resuelve la ecuacidon x* — 25x% + 144 = 0, haciendo los siguientes pasos:
1. Realiza el cambio de variable y = x2.
2. Resuelve la ecuacién de grado dos que resulta en 1.
3. Encuentra las soluciones de la ecuacion original.

Solucién
1. Si se observa la ecuacion, puede escribirse como (x?)? — 25(x?) + 144 = 0, por lo que al hacer el cambio de
variable y = x? se tiene
(x?)?—25(x?) + 144 = y* - 25y + 144 = 0.

2. Se puede resolver esta ecuacion cuadratica factorizando, por lo que se buscan dos nimeros que multi-
plicados den 144 y sumados den -25,
y2—25y + 144 = (y — 16)(y —9) = 0.
De aqui se tiene que y —16 =0 0 bien y—9 = 0. Es decir, y = 16 o bien y = 9.

3. De 1 se tiene que y = x? y de 2 se sabe que y =16 o y = 9. Entonces
x*=16 = x=t4o0bienx’=9 = x=13.
Por lo tanto, las soluciones de x* — 25x%* + 144 =0son x =—4, - 3, 3, 4.

Definicion
Las ecuaciones de laforma Ax* + Bx? + C =0, donde A es distinto de cero, se llaman ecuaciones bicuadraticas.
Las ecuaciones bicuadraticas pueden resolverse haciendo el cambio de variable y = x? y resolviendo la

ecuacidn cuadratica que resulta. Las ecuaciones bicuadraticas tienen cuatro soluciones, ya sean todas
reales, todas imaginarias o dos reales y dos imaginarias.

Ejemplo

Determina todas las soluciones complejas de la ecuacion x*—24x*— 25 =0.

Al hacer el cambio de variable y = x?, la ecuacidn resultante es y?> — 24y — 25 = 0. Al factorizar se tiene

224y —-25=(y-25)(y+1)=0.
Y o (y )(y ) DelaUnidad 2 dePrimer

Luego,y—25=00 bieny+ 1=0. afio de bachillerato se
*Siy—25=0entoncesy=25 = x?=25 = x=+5. sabeque
eSiy+1=0entoncesy=—1= x*=-1=> x=+1. NE

Por lo tanto, las soluciones de x*—24x?-25=0sonx=-5,5, i, —L.

*
Problemasu

Resuelve:
a)x*-5x?+4=0 b) x*-13x>+36=0
c) x*—29x*+100=0 d) x*-8x*-9=0
e)x*+5x°+4=0 flx*+4x>+3=0



1.2 Ecuaciones bicuadraticas, parte 2

Problema inicial
Resuelve la ecuacidon 2x*— 15x% + 27 =0.

Solucic’)n

Al hacer el cambio de variable y = x? resulta 2y*— 15y + 27 = 0. Al resolver la ecuacién por factorizacién, se
obtiene con el método de la tijera que 2y>— 15y +27 =(2y—-9)(y—-3) = 0.

De aqui resulta

o o 2y2 =15y +27
*2y-9=0 = y=3.Esdecir, xzzi 2y><—9—>—9y
> x=t g2 y 36y
2y? 27 -15y

ey—-3=0 = y=3.Esdecir,x*=3
:>x=i\/§
Por lo tanto, las soluciones de 2x*—15x?>+ 27 =0son x =— 37\5, 37\5, - 1B, \B.
Conclusién

Una expresion de la forma Ax* + Bx? + C puede factorizarse en la forma (ax? + b)(cx? + d) mediante el mé-

todo de la tijera. Con este recurso puede evitarse el cambio de variable y = x? para resolver las ecuaciones
bicuadraticas.

Ejemplo
Resuelve la ecuacidon 2x* + 33x2+ 16 = 0.

Al factorizar 2x* + 33x? + 16 con el método de la tijera se obtiene
2x*+33x?+ 16 = (2x* + 1)(x*> + 16) = 0.
De aqui resulta

*2x’+1=0 > x2=—%. Es decir,

1
I+

X

I}
I+

IS Sl

e x>+16 = x?=-16. Esdecir, x =t 41

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion 2x* + 33x>+ 16 =0sonx =— \Ei, \/7', —41, 43.

2Vt
Problemas ./
Resuelve:
a)4x*—5x>+1=0 b)36x*—13x*+1=0
c)9x*—40x>+16=0 d)9x*+5x*—4=0
e)8x*—x*—7=0 f)3x*+4x*+1=0



1.3 Ecuaciones radicales, parte 1

Problema inicial
Resuelve la ecuacionx —3 = 5.

Solucién
Para resolver una ecuacion de esta forma, donde aparecen radicales, se despeja el radical para luego elevar
al cuadrado.

\Jx-3=5
\Jx=5+3 sedespeja el radical,
Wx) =8  seeleva al cuadrado,

X = 64.

Al comprobar la solucién, se tiene que 164 —3 = 8 — 3 = 5. Luego, x = 64 satisface la ecuacién original, por
lo tanto, x = 64 es la solucidn.

Definicién
Una ecuacidn radical es aquella donde la incdgnita o incognitas aparecen bajo el signo radical.

Una ecuacion radical puede convertirse a una ecuacion donde no aparezcan radicales, despejando el radi-
cal y elevando al cuadrado.

Al haber resuelto la ecuacion radical, hay que comprobar que los valores encontrados satisfacen la ecua-
cion, sustituyéndolos en la ecuacidn original y comprobando la igualdad.

No se considerardn como soluciones aquellos valores que al comprobarlos en la ecuacion original resulten
numeros complejos.

Ejemplo
Resuelve 24/2x+1-6=0.

Al despejar el radical y elevar al cuadrado se obtiene

2\V2x+1-6=0
2V2x+1=6

V2x+1=3 sedespeja el radical,
2x+1=9 se obtiene una ecuacion lineal la cual hay que resolver,
2x=8

x=4.

Al comprobar la solucién se tiene: 2v/2(4)+ 1 -6=2V9-6=2(3)-6=6—-6=0. Por lo tanto, x =4 es la
solucion de la ecuacion.

Problemas
Resuelve las ecuaciones radicales.
a)Vx+3=4 b) vx-8=2
c)5-+3x+1=0 d) 5+3x=8
e)7-Vx+2=3 f) Vx+3=+5x-1
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1.4 Ecuaciones radicales, parte 2

Problema inicial
t Resuelve las siguientes ecuaciones

a) Vax?—15-2x=-1 b) Va2 + 6x —\2x =x
Solucién
a) De la misma forma que en la clase anterior, se despeja el radical y luego se eleva al cuadrado.
\4x?—-15-2x=-1
Va4x*—15=2x-1

4x>—15=4x*-4x+1 elevandoal cuadradoy desarrollando,
462 - 15 =42 - 4x + 1
dx =16
x=4.
Se comprueba que 4 sea solucidn de la ecuacidn sustituyendo en la ecuacion original

\V4(4)2-15-2(4)=V64-15-8=~49-8=7-8=-1

Por lo tanto, x = 4 es solucidn de la ecuacionV4x?>—15-2x=—1.

b) Esta ecuacidn tiene dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos.
N2+ 6x—2x=x
(Wa? + 6x)2: (2 +\2x )2
x?+6x=x>+2xV2x + 2x desarrollando el binomio al cuadrado,
X+ 6x —2x = X7+ 2x\2x
2
(4x)? = (ZX\/Z_X) Es recomendable no dividir
16x?% = 4x%(2x) entre 4x? ya que no se sabe
1622 — 4x%(2x) = 0 si puede ser cero.
4x*(4 - 2x) = 0.

De aqui se tiene que 4x*=0 = x=0,0bien4-2x=0 = x=2. Comprobando ambos valores en la
ecuacioén original,
x=0: J0?+ 6(0) - \2(0)£0 = 0=0 «/ x=2: 27+ 6(2)-\202) €2
- \a+12-3¢2
= 4-292

= 2=2+/

Luego, x =0y x =2 son las soluciones de la ecuacion Vx> + 6x —V2x = x.

Conclusién
Al resolver ecuaciones radicales pueden resultar ecuaciones de grado mayor a 1 que pueden resolverse
mediante factorizacién o mediante la formula general, cuando la ecuacién resultante es una cuadratica que

no pueda resolverse por factorizacion.

b
Problemasm

Resuelve las ecuaciones radicales.

a)x+2=Nx*+1 b)3v2x—-1=3x
c)V3x+1—-+4x+5=-1 dVx+7+yx—-1-24x+2=0

e)V3x—11++/3x=V12x - 23 f)\vo9x—-8—-VaAx+1=x-3



1.5 Ecuaciones con radicales, parte 3

Problema inicial

Resuelve x +V4x +1=5.

Solucién
Se despeja el radical y se eleva al cuadrado
x+\Vdx+1 =5
V4x+1=5-x

(Nax+1) = (5 )
4x +1 =25-10x + x?
x*—14x+24 =0 seresuelve la ecuacion cuadrética resultante,
(x—2)(x—-12)=0.

Entonces, x—2=00x—12=0. Asi, x =2 o x = 12. Al comprobar las soluciones en la ecuacién original se

tiene: q ] ) )
La razon por la cual las soluciones de la ecuacién

x=2:2+\4(2)+1=2+Vv8+1=2+3=5 \/ obtenida al elevar al cuadrado no necesariamen-
x=12:12 +VA{12) +1=12 + m =12+7=19#5 x te son las soluciones de la ecuacién original es

porque si A> = B? no significa que A = B.
Por lo tanto, x = 2 es la solucion de x + V4x+ 1 =5.

L Por ejemplo, 32 = (-3)% pero 3 # 3.

Conclusién

No hay una forma de determinar el nimero de soluciones de una ecuacién radical, por lo que cada valor
encontrado al resolver la ecuacion debe comprobarse sustituyéndolo en la ecuacién original.

Ejemplo

Resuelve \2x? — 1 =+x.
En esta ocasidn hay dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos de la
ecuacion. R ,

N2 =1 = )

2x’-1=x

2x*-x-1=0

Esta ecuacion puede resolverse por factorizacion y puede comprobarse que
2x2—x—-1=(2x+1)(x—-1)=0.

Entonces, o bienx =1 o bien x = —%. Lo primero que puede observarse es que x no puede ser—%, ya que
el radical \x no seria un nimero real.

Comprobando para x =1, se tiene V2(1)7—1=v2-1=+1=1./

Por lo tanto, x = 1 es la solucién de \2x?* — 1 = /x.

b
Problemasm

Resuelve cada ecuacioén radical.

a)3x+\Vx—-1=2x+7 b)V5x+1—-\2x+1=2
c)2-vV2x+3=2x-1 dx=2vx+2+1
e)\V3x+10=5-3+x+3 f)y3x+7+y2x+6=+13-3x
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1.6 Minimo comun multiplo de polinomios*

Problema inicial

Calcula el minimo comun multiplo en cada caso.
a)4, 6,15 b) 6x,3x+1, 6x+2 c)2m+3,2m-3,4m?>-9

Factorizar polinomios es andlogo a descomponer nimeros en sus

. factores primos.
Solucién

a) Para calcular el minimo comun multiplo de 4, 6 y 15, se descompone cada nimero en sus factores pri-
mos.
4 =22 6 =2(3), 15 = 3(5).
Luego, el minimo comun multiplo de 4, 6 y 15 es 2%(3)(5) = 4(3)(5) = 60.

b) Para calcular el minimo comun multiplo se hace de manera analoga que con numeros. Primero se facto-
riza cada expresion.
6x = 2(3)x, 3x + 1 ya no puede factorizarse, 6x+2=2(3x+1).
Luego, el minimo comun multiplo de 6x, 3x + 1y 6x + 2 es 2(3)(x)(3x+1) = 6(3x* + x) = 18x2 + 6x.

c) De igual manera que en b), se factoriza cada expresion y el minimo comin multiplo serd el producto de
cada factor comun y no comun que aparece en cada factorizacion, con la mayor potencia que aparezca
entre las tres expresiones.

2m + 3y 2m - 3 no pueden factorizarse y 4m? -9 = (2m — 3)(2m + 3), por diferencia de cuadrados.
Por lo tanto, el minimo comdn multiplode 2m + 3,2m -3 y4m?-9es (2m —3)(2m + 3).

Conclusién
El minimo comun multiplo de dos o0 mds nimeros es el menor nimero entre sus multiplos comunes, y se
denota por mcm.

Para calcular el minimo comun multiplo de dos 0 mas nimeros, se descompone cada nimero en sus facto-
res primos y se toma el producto de cada factor comun y no comun, con la mayor potencia a la que aparece.

También puede calcularse el mcm de expresiones algebraicas de manera analoga: se factoriza completa-
mente cada expresion y el mem sera el producto de todos los factores, comin y no comun, con la mayor
potencia a la que aparece.

Ejemplo

Calcula el mem de x +y, 22 + 2xy + y? y x% — y2.

x+y, X2 +2xy+y* = (x+)?% x°=y* = (x +))(x-))

Se factoriza cada una de las expresiones anteriores:
desarrollar (x + y)*(x — y).

Observacion: No es necesario]

Por lo tanto, el mcmde x +y, x> + 2xy + Y2 y x> = y? es (x + y)*(x — ).

b
Problemasm

Calcula el mecm para cada caso.

a) X%, y%, xy b)x+5,x*—25,x-5
c)3a+6,a’-4 d)2,x-3,2x-6
elm-1,m*-1, m+1 f) 3x + 15, x*— 25, 6x, x—5



1.7 Ecuaciones racionales

Problema inicial

Resuelve cada ecuacidn.

a) x+1 =4 b) 1 __3 _ 5
x—2 x+3 2x-1 2x*+5x-3
Solucién

a) Cuando se tienen ecuaciones de esta forma, lo primero que hay que hacer es restringir los valores que
puede tomar x, ya que pueden resultar divisiones entre cero, que no estdn definidas. Por lo tanto, en

este caso, x no puede ser 2 ya que x — 2 se vuelve cero. Luego, hay que eliminar el denominador, y para
ello se multiplica toda la ecuaciéon por x—2,

(x-2) () =4(x-2)

x_
(2-2) (2 = a(x-2)
x+1=4x-8 seresuelve la ecuacion lineal,

3x=9
x=3.

Six =3 eldenominadorx—2 noseanula:3-2=1.

Por lo tanto, x = 3 es la solucidn de la ecuacidn.

b) De nuevo, el objetivo es eliminar los denominadores. En este caso, como los tres denominadores son
distintos, se debe multiplicar la ecuacion por el mcm de estos.

Las expresiones x + 3y 2x — 1 no pueden factorizarse y 2x* + 5x —3 = (2x — 1)(x + 3), por lo que el mcm

de los tres denominadores es (2x — 1)(x + 3). Ademas, x no puede ser -3y % ya que en ese caso algun
denominador se vuelve cero. Entonces,

x-1)x+3) (s - 2] = (2x- D+ 3) (52—

x+3 2x-1 2x?+5x-3

(- 1+3) =5 - o=+ 3)52) = Re=br+3) (=)

2x—1-3(x+3)=5
2x—1-3x-9-5=0
-x—-15=0

x=-15

Si x =15, ninglin denominador se anula al evaluar —15 en cada uno de ellos. Por lo tanto, x = —15 es
la solucién de la ecuacidn.

Definicién
Una ecuacion que contiene fracciones y tal que la incégnita aparece en algin denominador se llama ecua-

cion racional. Como en una ecuacidn racional la incognita aparece en el denominador, se deben considerar
valores de la incdgnita que no hagan cero a algiin denominador.

Para resolver una ecuacioén racional, primero debe analizarse qué valores de la incégnita hacen cero a algin
denominador. Luego se multiplica toda la ecuacidn por el mcm de ellos y luego se resuelve la ecuacidn re-

sultante. Se descartan aquellos valores de la incégnita que hagan cero a algin denominador en la ecuacion
original.



Ejemplo
4 3 X

Resuelve la ecuacion = + .
x—-1 «x*-x x-1

En este caso, x no puede tomar los valores de 0y 1. Ademas, el mcm de x — 1y x> — x es x(x — 1), entonces,

)+x(x— 1)(L)

x—1

x(x — 1)(ﬁ) = x(x— 1)(

xX*—x

) () = e () e ES)

4x =3+ x?
x2—4x+3=0
(x-3)(x-1)=0

Entonces, x=3 o0 x=1. Pero x # 1, por lo que esa solucién queda descartada.

Por lo tanto, x = 3 es la solucién de la ecuacion 7= +
X

No es necesario comprobar que la solucion es x = 3 sus-
tituyendo en la ecuacién original, porquesixz1yx #0,
entonces multiplicar por x(x — 1) es una operacion rever-

sible.
4 - 3 4+ X
x-1 x*—x x—1
x x(x—1) +x(x—1)
4x=3+x2
N\ J
P *
roblemas Z
Resuelve cada ecuacién racional.
1 3 1
a) == b) ===
) 3 ) X 2
4 1
c)—-3=0 -
) 5x ) 2x+1
2 —_ —
2x—1 x—1 x+1
2 __3 0 h) 1,3 _ 1

g) x—1 x+3 2x  5x  «x?



1.8 Sistemas de ecuaciones

Problema inicial

Determina todas las soluciones xX+y=2
del sistema de ecuaciones

X¥*-3x-y+2=0

Solucién

Se despeja una de las incdgnitas de una de las ecuaciones y luego se sustituye en la otra ecuacion.

En este caso, resulta mas facil si se despeja y de la ecuacion lineal,
y=2—-% = e (1)

Luego, al sustituir y en la otra ecuacidn se tiene
X*-3x-y+2=x*-3x-(2-x)+2=x>-3x-2+x+2=x>-2x=x(x—-2)=0.
De aqui se tieneque x =00 x = 2.

Para determinar el valor de y se sustituye el valor de x en (1). Asi, cuandox =0, y=2ycuandox=2,y=0.
Por lo tanto, las soluciones del sistemasonx=0,y=2yx=2,y=0.

Conclusién

Ejemplo

<
Problemasm

®

Para resolver un sistema de ecuaciones, donde una de ellas es lineal y la otra es de grado 2, se despeja una
de las variables en una de las ecuaciones y se sustituye en la otra, para luego resolver la ecuacion en una
variable resultante.

Es recomendable despejar en la ecuacion lineal aquella variable que tiene menor grado en la ecuacion de
grado 2.

Resuelve el sistema de ecuaciones:
xX—y=2
{xz +x+y-1=0
Despejando y de la ecuacion lineal se tiene que y = x — 2. Sustituyendo en la otra ecuacion
X+x+y-1=02+x+(x—-2)-1=x*+x+x-2-1=x>+2x-3=0.
Al resolver por factorizacion se tiene que (x —1)(x+3) =0, porloque x =10 x =-3.

Para x = 1 se tiene que y =1y para x = -3 se tiene que y = =5. Por lo tanto, las soluciones del sistema son
x=1,y=-1lyx=-3,y=-5.

Resuelve cada sistema de ecuaciones.

) x—y=0 b) x—y=3
Cry=2 x+2x—y=3
) 50¢+y-3=0 d) 2x—y=-14
c
X*-7x-y+3=0 X*+5x+y=4
e) 3x+y=-5 ) 2x—y=7
2x’-x+y=1 -’ +4x+2y=1



1.9 Practica lo aprendido

1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.

a)x*—10x2+9=0
c)x*-11x*+30=0
e)x*+2x*-3=0
g)ax*—17x*+4=0

i) 3x* + 64 = 52x?

a)\bx +9=2x+3
C)V2x+16=2x+4
e)Vx+\x+7=7

a) 32=4->
3-x
3 -2

dx—7 - x—16

e)
12x+3 3x+5

0 6bx-y-12=0
X*+2x—-y=8

e) 8x—-y—-20=0
3x?—-7x—-y=2

2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

g)\V3x+12-1=+5x+9

3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

b) x*-9x*=0
d)x*-16=0
f)x*+3x?-10=0
h) 2x*+9 = 11x?

j2xt—x2-1=0

b) V2x+1=x-1
d) Vx +x=3x + 22
f) Ve +16 - Vx =2

h) V2x =3 +Vx—-1=+3x-2

b) 2-=2

x+1 x

) 2x+3 - 6x+4
5x—-1 15x+2

f) 2 + 3 =3

x—3 x-2

4. Determina todas las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones.

+y=3
a) vy
xX*+x-y+3=0

-y+3=0
b){ "7
xX*-x-y-5=0

d) 2x+y=-8
X+2x+y=-7

f){3ac—y=4

20 +x+y=6




1.10 Problemas de la unidad

1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones bicuadraticas.

a)x*—5x*-36=0 b)x*+2x*+1=0
c)x*+3x2-10=0 d)—x*+7x*-12=0
e)x*-3x*+2=0 f) 8x*— 15 =x*
g)3x*—26x*-9=0 h) 12x*-5x*-3=0

i) 2x*-9x>+68=0 j) 4x*=13x*-9

k) 4x* = 5 — 1942 1) 4x* + 91x2 — 225 = 0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

a) V7-5x=8 b) x +\5x+ 19 =-1
¢) 2Vx —\x=3=\5+x d) Y1+ =vx+1
e) 3\2x-3+2\7-x=11 f) N7 -2x—\5+x=\4+3x
g)V2x +15-2=+6x+1 h)Vx+1++V3x+4=+5x+9

3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

5x+1+x—1=2 b)_zx +_3x =X

a =
) x+2 X x+6 x+4

4. Determina todas las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones.

6x—-y+2=0 b 2x+2y =9

2x*+5x—y+1=0 4x*—12x—-y+9=0
0 3x-y—-8=0 d) 3x+y=4

x*—-4x+7y=0 2x*=2x-y—-1=0

5. En un mismo plano cartesiano:
a) Grafica las ecuaciones y =2x—2yy=x-2x+1.
b) Encuentra los valores x y v que satisfacen ambas ecuaciones mostradas en a).
¢) Ubica en el mismo plano cartesiano los pares ordenados (x, ), donde x y ¥ son los calculados en b).
d) ¢Qué sucede con los puntos ubicados en c) y las graficas de las ecuaciones en a)?
e) ¢Qué se puede concluir sobre resolver sistemas de ecuaciones donde una es una ecuacion lineal y la
otra es una ecuacidén cuadratica?

J




