Secciones conicas

Las secciones cénicas ha sido un tema que se ha estu-
diado desde la antigua Grecia, fueron descubiertas por
el matematico griego Menecmo hacia el afio 350 a.C.
aproximadamente. Este trabajo fue retomado y amplia-
do por el matematico turco Apolonio de Perge, quién
clasificd las conicas segun el tipo de corte que se hace
en el cono de doble hoja, y cuyo aporte mas importante
se encuentra en el descubrimiento de las propiedades
reflectivas que tienen; a partir de lo cual la fisica reto-
ma estos aportes para el disefio de sélidos geométricos
cuyas propiedades se aplican en optica, disefio de rada-
res, antenas, sistemas de navegacion, sefiales, etc.

Unidad

) 4 1

El telescopio Maksutov - Cassegrain tiene
como principio el uso de lentes con forma
parabdlica e hiperbdlica.

Por otra parte, la aplicacion de las secciones coni-
cas resultdo mucho mas interesante conforme el es-
tudio del universo retomo auge, hasta el punto en
que el astronomo aleman Johannes Kepler, descu-
bre que la trayectoria de los planetas en el sistema
solar describe una curva eliptica y cuyo resultado

fue generalizado por el matematico vy fisico inglés

Las trayectorias de cuerpos celestes pueden

describir elipses (como el sistema solar),
pardbolas o hipérbolas (como los cometas). de un cuerpo celeste (cometa, planeta, estrella,

etc.) alrededor de una fuerza gravitatoria es una
curva conica.

Isaac Newton, quien demostrd que la trayectoria

En la unidad se abordan los contenidos de parabola, circunferencia, elipse e hipérbola,
vistos desde la geometria analitica. Ademas se incluyen las clases sobre aplicaciones de
las secciones cdnicas, en las cuales se utilizan las propiedades reflectivas de estas en la
elaboracion de instrumentos cientificos y tecnoldgicos. Posteriormente se trabajan algu-
nas practicas en GeoGebra para consolidar los contenidos abordados.



1.1 Lugar geométrico de una ecuacion

Problema inicial
Grafica en el plano cartesiano el conjunto de puntos que satisfacen las ecuaciones:

a)y=2x+1 b)y=x?-1
Solucién
a) La ecuacion es una funcion lineal y su grafica en b) La ecuacion es una funcidn cuadratica y su gra-
el plano es: fica en el plano es:
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Por lo tanto, el conjunto de puntos que satis- Por lo tanto, el conjunto de puntos que satisfa-
facen la ecuacién y = 2x + 1 es una linea recta. cen la ecuacion y = x> — 1 es una parabola.
Definicion

El lugar geométrico determinado por una ecuacién es el conjunto de puntos que satisfacen dicha ecuacidn;
en casos particulares pueden ser figuras conocidas como un punto, una linea recta, una circunferencia, una
parabola, etc.

<
Problemasm

1. Grafica en el plano cartesiano el lugar geométrico determinado por cada ecuacién.

a)y=x-4 b)y=-3x+2 c)y=x*-3
2. Determina las ecuaciones cuyo lugar geométrico corresponda a cada grafica.
a) b)
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1.2 Ecuacidon de un lugar geométrico*

Problema inicial
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A (0, 2) es igual
a la distancia al punto B(4, 0).

Solucién y

Se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano. .

En particular un punto que cumple es el punto medio del segmento AB. 3
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y utilizando 2 A Pl 3)

la distancia entre dos puntos: ) )

d(A, P) = d(P, B) L .3

V(x=0)2+(y=2)2 = V(x—4)*+(y—0)? elevando al cuadrado, +0

+yP—4y+4=x"-8x+16+y* simplificando la ecuacién, -

8x—4y-12=0. ‘2

=N

Por lo tanto, la ecuacién que determina el lugar geométricoes 2x -y —-3=0,y
graficamente es la recta perpendicular al segmento AB que pasa por su punto [PUEdes Compfc’bar_ que 'BS]
medio (mediatriz del segmento AB). rectas son perpendiculares.

Conclusién
Para deducir la ecuacién que determina un lugar geométrico con condiciones especificas, se plantea la

ecuacion que cumple las condiciones requeridas, aplicando conceptos de distancia entre puntos, entre
punto y recta, etc.

Ejemplo

Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje x es siempre igual
a la distancia al punto A(0, 2).

En particular un punto que cumple es el punto medio de la distancia
entre el punto Ay el eje x.

Planteando la ecuacidn para P(x, y) que cumple las condiciones:
d(P, Q) = d(A, P)
ly] = V(x—0)2+(y—2)? elevando al cuadrado,

Y=x*+y'—4y+4 simplificando la ecuacidn,
x*—4y+4=0. -1
Y se puede expresar como: y = %xz +1. v

Por lo tanto, la ecuacién que determina el lugar geométrico es x> — 4y + 4 =0, y es una parabola.

<
Problemasu

1. Deduce la ecuacidn que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A(2, —3) es
igual a la distancia al punto B(0, —1).

2. Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y = -1 es
siempre igual a la distancia al punto A(O, 1).

3. Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos que estan a 2 unidades de distancia
del eje y.

4. Deduce la ecuacidn que determina el lugar geométrico de los puntos que estan a igual distancia del eje
x como del eje y.

@



1.3 Actividad introductoria

Materiales

N30

- Hoja de papel vegetal

- Plumén é
- Regla
Actividad

1. Dibuja una recta paralela al lado mas 2. Dibuja un punto arriba de la recta, y
angosto de la pagina, cercana al final en medio de la pagina.
de la misma.

3. Tomando el inicio de la recta, dobla la 4. Realiza el mismo proceso con puntos
pagina hasta hacer coincidir el inicio cercanos en la linea recta hasta llegar al
de esta con el punto dibujado. final de esta. Analiza la figura formada.

E\\‘_._,,
RS L [
= N
Definicion

La figura que queda marcada por los cortes de los dobleces es una parabola. Observa que cada punto de
ella cumple la condicidon de estar a igual distancia del punto dibujado como de la recta dibujada.

Preguntas

1. {Qué pasaria con la parabola si el punto se separa mas de la recta dibujada?

2. ¢Qué pasaria si el punto se dibujara por debajo de la linea?

3. ¢Qué pasaria si la recta se dibujara vertical y con el punto a la derecha o izquierda de ella?

4. Analiza por qué se cumple que los puntos que determinan la pardbola estan a igual distancia del punto
como de la recta.

@




1.4 La parabola*

Problema inicial

Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y = —p es igual

t a la distancia al punto F(0, p).

Solucién
Se toman en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidn y se utiliza

la distancia de un punto a una recta y la distancia de dos puntos. J

Como la recta y =—p es horizontal, d(P, Q) =|y — (-p)|.
Expresando la igualdad d(P, Q) = d(P, F):

ly = (-p)| = V(x=0)*+(y—-p)*> elevando al cuadrado,

|y +p|?=x*+(y—p)? desarrollando los cuadrados,
yz +2yp +p2 =x2+ yz -2yp +p2 simpliﬁcando, yE—D = Al T )
4yp = x> despejando y, | 7P
_ lxz
Y=
. . 1
Por lo tanto, el lugar geométrico es una parabola de la forma y = ax?, donde a = e
Definicion

La ecuacidn que determina el espacio geométrico de una parabola esta dada por: y = %}xz.
En esta ecuacion, el vértice de la pardbola siempre estara en el origen (0, 0). (. . i )

) i Si el parametro p es negativo, la ecua-
El valor de p recibe el nombre de parametro. cién determina una pardbola abierta

hacia abajo.
El punto F(0, p) es conocido como el foco de la parabola, la recta y = —p

es conocida como la directriz de la parabola. La recta perpendicular a la | Si1a directriz es una recta vertical de
la forma x = —p, la pardbola seria ho-

rizontal y su ecuacion seria:

directriz que pasa por el foco de la parabola se conoce como eje.

=Ly
Ejemplo 1 x=5
Determina la ecuacién de la pardbola con foco F(0, —3) y directriz y = 3.
El valor de p = -3, entonces la ecuacion de la parabola es ¥ =ﬁ13)x2, simplificando queda: y = —1—12x2.

., 1 . . . .
Por lo tanto, la ecuacidén es y = —Exz, y es una parabola abierta hacia abajo.

Ejemplo 2

Determina el foco, la directriz y el vértice de la parabola y = sz, luego localiza
cada uno en el plano cartesiano y grafica la parabola.

F
. 1 1 . 3
Se tiene que == —, es decir, p = 1.
4 4p
Foco: F(0, 1) Directriz: y =-1 Vértice: V(0, 0) )
Problemas ¥
1. Deduce la ecuacidn y grafica la pardbola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

1

AF0,2,y=-2  bBIFO-1,y=1 oF(0i)y=-2 aF0-%)y=L eF@0),x=-2

2. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacién de la directriz, luego localizalos en el plano

cartesiano y grafica la parabola.
a)y = 2x? b) y = —x? c)y=%x2 d)y=—%x2

e) x = 2y?
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1.5 Desplazamientos paralelos

Problema inicial
Aplica desplazamientos verticales y horizontales para graficar el lugar geométrico que determina la ecua-
ciony = (x—2)? + 1 en el plano cartesiano. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacion de

la directriz. La grafica de la funcién flx — h) + k, es la gra-

fica de la funcidn f{x) desplazada A unidades
Solucién a la derecha y k unidades hacia arriba.
La gréfica de la funcion y = (x — 2)? + 1, es la gréfica de la funcion
y = x* desplazada 2 unidades hacia la derecha y 1 unidad hacia

arriba.
Determinandop dey=x* 1= %} , solucionando, p = %. Y
Ademas las coordenadas del vértice, el foco y la ecuacién de la iy
directriz se desplazan de igual manera. 3
2
Ecuacion = x2 =(x-2)*+1 k
y 1 y=| 1 ) 5 #ﬁ‘t‘
Foco F(O’ Z) F(O + 2’Z+ 1) - F(Z, Z) £ S
Vértice V(0, 0) V(0+2,0+1)=V(2,1) -1
1 3 +
Directriz y= -7 y= 7

En general
Para desplazar una gréfica horizontalmente A unidades, se cambia la variable x por la expresion x — h; y
para desplazar una grafica verticalmente k unidades se cambia la variable y por la expresiéon y — k.

Entonces la ecuacién de una parabola de la forma y=‘%)x2 desplazada A unidades horizontalmente y k

unidades verticalmente es: y —k = %)(x —h)?.
[QUEZ V(h, k) F(h, p +k) Directrizz y=—p +k

En una pardbola desplazada con ecuacién y — k =%(x— h)? se cumple}

Ejemplo
a) Determina la ecuacion que resulta al desplazar la parabola y = 2x?, -3 Yy
unidades horizontalmente y 1 unidad verticalmente.

Sustituyendo x por la expresién x — (—3), y por la expresion y — 1:
y—1=2(x+3)’ obieny=2(x+3)°+1

b) Grafica la parabola determinada por la ecuacién y + 2 = =2(x + 1)%

Es la ecuacion de la pardbola y = —2x? desplazada —1 unidad horizontal-
mente y —2 unidades verticalmente, como muestra la figura.

b
Problemasm
1. Determina la ecuacion de la parabola desplazada A unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,

en cada literal.
a)y=x’h=3,k=2 b)y=3x*h=-1,k=3 c)y=-x,h=1k=-1

dy=-2x, h=-2,k=-1 e)y=2x>,h=0k=3 f)ly=-3x,h=-2,k=0

2. Grafica en el plano cartesiano la parabola determinada por las siguientes ecuaciones. Luego determina
las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacidon de la directriz de cada una.

a)y—-1=(x-4)? b)y+2=2(x-3)? c)y-3=—(x+1) dy+1==-2(x+1)?
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1.6 Procedimiento para completar cuadrados perfectos

Problema inicial

L Escribe el polinomio x? + 4x en la forma a(x — h)? + k.

Solucién
Para completar el cuadrado perfecto en la expresion se sumay Enel desla"°"° del cuadrado de un binomio
. . .7 se cumple que:
resta la misma cantidad para no alterar la expresion: peaque: )
5 R (x+a)=x*+2ax+a
24 = o+ Ay + (i) (i) El término a? puede obtenerse al dividir el
x r=x * 2 2 coeficiente que acompafia a “x” entre 2 y

elevarlo al cuadrado.

22
)= qg?
()=

=(x?+4x +2%) -4
=(x+2)°-4
Por lo tanto, x? + 4x = (x+ 2)?> — 4.

Conclusién

El método en el cual se suma y resta una cantidad adecuada para que una expresion se convierta en cuadra-
do perfecto se conoce como completar cuadrados perfectos, y es una estrategia muy util para la resoluciéon
de problemas en matematica.

Ejemplo
Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.
a) x?—8x b)x?—4x +2 c)2x?+12x + 10 d)-3x?+12x-13
a)x’—8x=(x*-8x+4%)—-4? b)x*—4x +2=(x*—4x +2%)-22+2
=(x—4)’-16 =(x-2)2-4+2
=(x-2)-2

c)2x?+12x + 10 = 2(x* + 6x) + 10 d)—-3x?+12x —13 =-3(x>—4x) - 13
=2(x*+6x+32-3%)+10 =-3(x*—4x +22-2?)-13
=2[(x+3)*-9]+10 =-3[(x-2)?-4]-13
=2(x+3)?-18+10 =-3(x-2)*+12-13
=2(x+3)’-8 =-3(x-2)*-1

b ]
Problemasw

1. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.

a)x?+2x b) x* + 6x c) x? + 8x d) x> —4x e) x*+ 10x + 15
flar—2x-1 g)2x*+8x+6 h) 3x?-6x -2 i)—x?—4x -4 j)—2x?+8x +3
/’x\\
2. Utilizando la figura de la derecha: \‘d
2

a) Determina cuanto es el drea de la figura mostrada.

=
/

. 7 Ve J

b) Determina el area del rectdngulo que debe agregarse para formar un %
\

cuadrado. =




1.7 Ecuacion general de la parabola

Problema inicial

L Grafica el lugar geométrico determinado por la ecuacion —x* + 4x —3 +y =0.

Solucién
Despejando y y completando cuadrados perfectos para x.
y=x’—4x+3
y=(x?—4x+2%)-2%+3
y=(x-2)-4+3
y=(x-2)0°-1

Expresando de otra manera: Y —(=1) = (x—2)%

Por lo tanto la ecuacion y — x* + 4x — 3 = 0 es la gréfica de la pardbola
y = x* desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo.

Conclusién

S
7

T~

V.

Una pardbola puede serrepresentada desarrollando los cuadrados perfectos de la ecuaciony —k = %)(x - h)?

y dejando la ecuacion igualada a 0.

En general, para determinar los desplazamientos verticales y horizontales en una ecuacién de la forma

1
ax® + bx + cy + d = 0, se completan cuadrados perfectos y se expresa en la forma y —k = 5(96 —h):. Ala
ecuacion de la forma ax? + bx + cy + d = 0 se le llama ecuaciéon general de la parabola.

Ejemplo

Grafica la pardbola determinada por la ecuacion 2x* + 8x + 7 +y = 0.

Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz.

Despejando y y completando cuadrados perfectos para x.
y=-2x"-8x—-7
y=-2(x*+4x) -7
y==2(x*+4x+2?-2%)-7
y=-2(x+2)>+8-7
y==2(x+2)*+1

Vv y
/‘\ ES
: »X
P 4 2 MW oo

R 2

Por lo tanto, es la parabola y = —2x? desplazada 2 unidades hacia la izquierda y 1 unidad hacia arriba.

. 1 .
Determinandop: -2= ap’ solucionando, p = -1

g
Entonces:
Ecuacién y ==2x2 y=-2(x+2)2+1
1 o L
Foco F( '_§) F( 2, 8)
Vértice V (0, 0) V(-2,1)
. . _1 _9
Directriz Y=3 Y=13

*
Problemasm

Para cada literal determina el vértice y grafica la parabola correspondiente.

a)x*+2x+2-y=0 b)x*-4x+3-y=0

e)-2x*-12x-20+y =0 f)2x*-8x+5+y=0
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c)x*+4x+5+y=0

g)3x’—6x+5+y=0

d-x*+2x+1-y=0

h)3x>+6x+y+6=0



1.8 Lineas rectas y parabolas

Problema inicial

Determina las coordenadas de los puntos de interseccion entre la parabolay = x?y larectay =x + 6.

Solucién
Siun punto estd enlainterseccion de las dos graficas, dicho punto
debe cumplir tanto la ecuacion de la recta como la ecuacion de

la pardbola. Asi, determinar los puntos de interseccidn equivale ~
a encontrar las soluciones del sistema de ecuaciones: 10
9
yEE e (1)
Y=X+6 e (2) 8
A
Utilizando el método de sustitucién y solucionando: 6
x*=x+ 6 igualando a cero, 5
x’-x—6=0 factorizando, 4
(x=3)x+2)=0 solucionando la ecuacidn cuadratica, 3
x=3o0x=-2.
2
u
Determinando el valor de y para cada valor de x:
. = 2 o o 1 2 3 %
Six=3,entonces: y=3+6=09. l

Six=-2,entonces: y=-2+6=4.
Por lo tanto, los puntos de interseccion son (3, 9) y (-2, 4).

Conclusién
Las coordenadas de los puntos de interseccion entre una parabola y una linea recta, corresponden a las

soluciones del sistema formado por sus ecuaciones.
Al resolver el sistema pueden tenerse 3 casos:
1. La recta corta a la parabola en 2 puntos diferentes (es secante).

2. La recta corta a la parabola en 1 punto (es tangente o vertical).
3. La recta no corta a la parabola.

b ]
Problemasu

Determina los puntos de interseccién entre la pardbola y la linea recta de cada literal. Realiza la grafica en
el plano cartesiano.

a) [y=x? b) [y =ux? ) [y=x-1 d) [y=o+2x
y=3x y=2x+3 y=x+1 y=—x-2

e) y:x2+2 f) y:_’x;2 g) y:_’x;2 h) y:x2
y=5x-4 y=1 y=2x-1 y=x-1



1.9 Determinacion de parametros

Problema inicial
Determina el valor de m en la recta y = 4x + m, para que esta sea tangente a la parabola y = x°.

Solucién
Para determinar los puntos de interseccion se resuelve el sistema de ecuaciones:
— a2
y=x (1) Para que x? + 2ax + b sea cuadrado
y=4x+m - (2) perfecto se debe cumplir:
2
2a\ _
. (7)=¢
Resolviendo: Porque: (x+ @)’ =x’+ 2ax + @
2 —
x*=4x+m O bien en el discriminante de
x*—4x-m =0 ax’+bx +c: b*—4ac=0.

Para que la recta toque en un punto a la parabola, la ecuacion cuadratica x> — 4x — m = 0 deberia tener
solamente una solucidn, para ello, la expresion x> — 4x — m deberia ser un cuadrado perfecto.

Forma 1 Forma 2 J
Utilizando la forma del cua- Analizando el discriminante .
drado perfecto: de la ecuacién cuadratica:
3
2 —-—
—m=(i) b’-4ac=0 5
2 (~4) - 4(1)(-m) = 0 X
m=-4 16 = —-4m I ]
>
-2 - 0 1 2
m=-4

Por lo tanto, el valor de m para que la recta y = 4x + m sea tangente a la
pardbolay = x> es m = —4.

Conclusién
La constante cuyo valor se desconoce, y se adecua para que la figura cumpla ciertas condiciones se conoce

como parametro.
Para determinar el parametro en una ecuacién de recta para que esta sea tangente a una parabola, es ne-

cesario aplicar el analisis del discriminante o bien la forma del desarrollo de un cuadrado perfecto, de modo
que la ecuacién cuadratica tenga una sola solucion.

b 3
Problemasm

Determina el valor (o valores) del parametro p en cada ecuacidn, para que la recta sea tangente a la para-
bola respectiva.

a) [y=ua? b) [y=a?-2x+1 c) [y=—x?-3x d [y=-x-3x-5
y=6x—-p y=2x+p y==x-p y=3x+p

e) ‘)/:4;)(;2 f) y=—3x2+2x—3 g) y=x2 h) y=_x2
y=4x-p y=—10x+p y=px—4 y=px+16
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1.10 Practica lo aprendido ~

1. Deduce la ecuacion y grafica la parabola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

1 1
a) F(0,-2),y=2 b)F(OrE),y=‘E

2. Determina la ecuacidn de la parabola desplazada A unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,
en cada literal.

a)y=4x2,h=—21k=4 b)y=—2x2,h=—3,k=—3

3. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.

a) x*—10x b) x*—4x -9 c)-3x>+6x-2

4. Grafica las siguientes parabolas en el plano cartesiano.

a) y = -2x b)y—1=—(x+2)° ¢) 2%+ 4x -y =0

5. Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz de cada parabola.

a)y=%x2 b) y +3 =2(x + 5)? c)3x*-12x+7-y=0

6. Determina los puntos de interseccion entre la parabola y la recta de cada literal. Grafica en el plano car-

tesiano.
a) [y=—x?+2 b) [y=a?+2x+1 c) [y=-x?
y=4x-3 y=-3x-3 x=-2

7. Determina el valor (o valores) del parametro p en cada ecuacion, para que la recta sea tangente a la pa-
rabola respectiva.

a) [y=x>—4x+5 b) [y=-9x2—6x-2 c) [y=4x?
y=2x+p y=6x+p y=px-—1

8. Determina la ecuacidn que corresponde a la grafica de cada literal.

a) y b) y
N "N
& 6
5 5
4 V¢
3 3
2 2
1 1
V ya
ST 1 2z 3 & 5 ¥ T 1 2z 3 & 35 X
- -1
_ ! v D,




1.11 Aplicaciones de la parabola*

Problema inicial

Unaantena parabdlica de un canal de televisidn
de cultura de El Salvador tiene 160 centimetros
de didmetro y una altura de 20 centimetros, si
se desea reparar el foco de la antena que se
dafié con la lluvia, éa qué distancia del centro
del disco debe colocarse el nuevo foco de la
antena parabdlica?

-

Una forma parabdlica es un cuerpo
geomeétrico, y resulta de girar una
parabola alrededor de su eje.

&

Solucién
Modelando la situacidn en el plano cartesiano, por conveniencia se pue-
de utilizar una parabola de la forma y = %}xz.

Entonces, como la pardbola tiene ancho de 160 cm, se puede considerar

la distancia desde el punto —80 hasta el punto 80 sobre el eje x. w

(80, 20)

e

Y dado que la altura es 20 cm, se puede considerar la distancia desde el
punto 0 hasta el punto 20 sobre el eje y.

Entonces, la ecuacién de la pardbola es de la forma y = %}xz y pasa por los puntos (—80, 20) y (80, 20).

Para determinar p, se puede sustituir el punto (80, 20) en la ecuacién, asi:

20 =$ 80%? Resolviendo la ecuacidn.

_80% _
p—80-80

Luego, las coordenadas del foco son F(0, 80).

N

2

Por lo tanto, el nuevo foco de la antena parabdlica debe estar a 80 cm de distancia del vértice.

Conclusién
En una parabola, el foco cumple una propiedad reflectora impor-
tante: tomando cualquier linea desde el foco, esta sera reflejada en
una misma direccion, y también al recibir una linea paralela al eje,
esta sera reflejada hacia el foco. Esto vuelve a la parabola muy util
para su aplicacion a objetos de la vida cotidiana, como la antena
parabdlica.

<
Problemasm

7

1. Una antena parabdlica que emite sefial de internet tiene desperfectos, su foco
no irradia correctamente la sefial, al cambiarlo es necesario saber a qué distancia
del centro del disco estaba. Determina dicha distancia si se sabe que el diametro
del disco es de 1 metro y su altura es de 0.5 metros.

2. Un espejo para un telescopio reflector tiene la forma parabdlica de 12 cm de
diametro y 3 cm de profundidad, ¢a qué distancia del centro del espejo se con-
centrard la luz entrante?

12

cm




1.12 Practica lo aprendido

1. En la escuela de Maria hay un problema de iluminacidon por las no- |
ches, y para mejorar la situacion, Maria planea construir una lam-
para parabdlica mdvil para el vigilante. Para ello cuenta con un reci-
piente parabdlico de 60 centimetros de didmetro y 75 centimetros
de altura. ¢ A qué distancia del centro del disco debe colocar Maria
el foco para que refleje la luz en una sola direccién?

3. En la comunidad de Antonio se quiere instalar un sistema de alarmas, en
caso de cualquier emergencia. Antonio debe construir algunos parlantes
parabdlicos, si el recipiente parabdlico tiene 24 cm de diametroy 9 cm de
profundidad, ¢donde debe ser colocada la bocina para que emita el sonido
en la misma direccion?

4. José va de viaje de campo con su familia al Parque Nacional Monte-
cristo, ya que no desea contaminar, evita utilizar lefia para cocinar, en
cambio, lleva un recipiente parabdlico de metal, de modo que refleje
los rayos solares en un punto fijo (el foco). Determina a qué distancia
del vértice del recipiente debe colocar José la parrilla para cocinar, si
este tiene 1 metro de diametro y 0.25 metros de altura.

parabdlico para que el plato receptor de sonido funcione idébneamente?

60 cm

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de parabola. Modela cada situacion en el plano cartesiano.

cm

2. El reflector de un proyector tiene forma parabdlica, con la fuente de luz en el foco. Si el reflector mide 12
centimetros de diametro y 8 centimetros de profundidad, ¢a qué distancia del vértice esta el foco?

5. Un plato receptor de sonido, que se emplea en eventos sobre la equidad de género, esta construido en
forma parabdlica con su foco a 12 cm del vértice, si en uno de estos eventos se dafié el plato y en los re-
puestos tienen de todas alturas pero de anchura solo hay de 8 cm, ¢de qué altura debe ser el recipiente

~

J
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2.1 La circunferencia

Problema inicial
t Deduce la ecuacidon que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al origen O(0, 0) es

igual a 3.
Solucién y
Se identifican en particular los puntos A(3, 0), B(0, 3) que cumplen la T
condicién. .
. B
Tomando en general los puntos P(x, ) que cumplen la condicién y
utilizando la distancia entre dos puntos. 2 P
3
d(P,0)=3 4
L A |
V(x—=0)2+ (y—0)2 =3 elevando al cuadrado, T2 i

X’ +y*=9.

Por lo tanto, la ecuacién que determina el lugar geométrico es:
X2+ y? =32,

Definicion
El lugar geométrico de los puntos cuya distancia r a un punto fijo lamado centro se mantiene constante se
conoce como circunferencia.

La ecuacidn que determina la grafica de una circunferencia con centro en el origen del plano cartesiano y
con radio r esta dada por: x* + y> = r2.

Ejemplo 1
Determina la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y de radio 4.

La ecuacion es, x2 + y? = 420 bien, expresado de otra manera, x2 + y? = 16.

Ejemplo 2
Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinada Y
por la ecuacion x? + y* = 4.

Expresando la ecuacion x? + y* = 4 como x° + y* = 22, es una circunferen- 1\
cia con centro en el origen y radio 2. 3

N

b d
Problemasm
1. Deduce la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen con el radio dado en cada literal.

a)r=1 b)r=6 c)r=§ d)r=% e)r=+5

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

@

a)x*+y*=25 b) x* + y*> =100 c)x2+y2=% d)x*+y°=3



2.2. Desplazamientos paralelos de la circunferencia*®

Problema inicial
L Deduce la ecuacién de una circunferencia con centro en el punto C(2, 3) y radio 1. ]

Solucién 1
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidn y utilizando la distancia entre un punto P

y el punto C(2, 3). d(P,C)=1

V(x—2)>+(y—3)? =1 elevando al cuadrado,
(x=2)2+(y-3)*=1.

Solucién 2
Tomando la ecuacion de la circunferencia de radio 1, con centro en Y
el origen, x* + y? = 1.

S
7

. . . C
Entonces, la circunferencia de radio 1 y centro C(2, 3) resulta de 3
desplazar la circunferencia con centro en el origen, 2 unidades a 5
la derecha y 3 unidades hacia arriba (como lo muestra la figura). .
La ecuacion de la circunferencia desplazada 2 unidades a la dere- RN N R S

chaes: (x—2)*+y*=1. >t

Ahora, la ecuacién de la circunferencia desplazada 3 unidades ha-
ciaarribaes: (x —2)’+(y—-3)*=1.

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia con centro en el pun-
toC(2,3)yradioles: (x —2)*+(y—-3)*=1.

Conclusién
La ecuacién que determina la grafica de una circunferencia con centro C(h, k) y radio r esta dada por:
(x—h)?+(y-k?=r

Ejemplo 1
Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C(2, —1) y radio 2.
La ecuacion es, (x —2)% + [y — (—1)]? = 2%0 bien, expresado de otra manera, (x —2)>+ (y + 1)> = 4.

Ejemplo 2
Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinado por
la ecuacién: (x + 1)+ (y—1)*=4

Expresando la ecuacion (x + 1)+ (y —1)>=4 como [x — (-1)]> + (y — 1)* = 2%,
es una circunferencia con centro C(-1, 1) y radio 2.

b
Problemasm
1. Para cada literal deduce la ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto Cy radio r.

a)C(4,1),7=3 b) C(-2,5), r=2 ) C(3,-4), r= % d) C(=2,-2), r=6

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

a)(x-30+(y-1)%=9 b)(x—-4)+(y+3)*=25 c)(x+3)2+(y—4)2=% d) (x+1)*+(y+1)?=5

@



2.3 Ecuacion general de la circunferencia

Problema inicial

L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuaciéon x* + y> + 4x -2y +1=0.

Solucién

Completando cuadrados para expresar la ecuacion en la forma (x — A)* + (y —k)? = r*:

X +y*+4x—-2y+1=0

(x> +4x)+(y* —=2y)+1=0
(®+4x+4)-4+(y> -2y+1)-1+1=0
(x+2)—4+(y-1)*-1+1=0
(x+2)2+(y —1)’=4

reordenando y agrupando,
completando cuadrados,
simplificando,
transponiendo,

expresado de otra manera,

N

?

(k= (2P +(y —1P=22
Por lo tanto la figura determinada por la ecuacion x>+ y>+4x -2y +1=0

es una circunferencia con centro C(-2, 1) y radio 2.

Conclusién

Una circunferencia puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacion (x — h)? + (y —k)?> =12
y dejando la ecuacion igualada a 0.

En general, para determinar el centro y el radio de una circunferencia con ecuacion x> + y>+cx+dy +e =0,

se completan cuadrados perfectos en xy y, se expresa en la forma (x — h)* + (y — k)? = r2. A la ecuacion de
la forma x? + > + cx + dy + e = 0 se le llama ecuacién general de la circunferencia.

Ejemplo

Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion 4x? + 4y — 16x + 8y + 19 = 0.

4x* + 4y’ - 16x+8y+19=0 dividiendo por 4 cada miembro, y

9~

XP—4x+y*+2y+ 179 =0 completando cuadrados, P

(x-27=4+(y+1)-1+2=0

simplificando y transponiendo,

N
o

W

=

-2 -
(x—=22+(y +1)*= % expresado de otra manera, 4

=27+ (y - (-02= (). b

Es una circunferencia con centro C(2, —1) y radio %

N~

b g
Problemasm

En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano car-
tesiano la figura que corresponde a cada ecuacion.

a)x*+y’—4x—-4y-8=0 b) x>+ y*+2x-2y-2=0 C)x*+y’—6x+8y+16=0

d)x*+y*+6x+4y+4=0 e)x’+y*—10y+9=0 fla*+y*+6x+8=0

g)4x?+4y>-32x—-16y+71=0 h) 9x? + 9y? + 54x + 18y + 74 =0

@



2.4 Recta tangente a una circunferencia*®

Problema inicial
Demuestra que la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x* + y? = r? en el punto P(x,, y,) estd dada

por:x,x+7y,y=r2.

Solucién er A e,
El punto P(x,, y,) satisface la ecuacion x>+ y,> = r r e
Six,=0, entonces y,=r oy,=-r. Larectatangentees:y=roy=-ry o
se cumple que: y,y =12 =7 Y
Por lo tanto, la ecuacidn de la recta tangente estd dada por: xx +y,y = r’. — y=-r
Siy,=0, se procede andlogamente.
— y
Six,#0vyy,# 0, el radio OP es perpendicular a la tangente en el punto
P, ademds la pendiente de OP es %, por lo tanto, la pendiente de la recta r P,y
tangente es: m = — 2. ' / o
X1 0 x
-r
Aplicando la ecuacidn punto-pendiente con m vy P: kjr
Y-y, = —%(x— x,) multiplicando por y, y simplificando: xx + v,y = x, ¥y, £ r’. -
1

Por lo tanto, la recta tangente a la circunferencia x* + y> = r? en el punto P(x,, ,) esta dada por la ecuacidn:
XX+ yy=r?

Conclusién
La ecuacion de la tangente en el punto (x,, ,) de la circunferencia x* + y> = r* es x,x + v,y = r% Por ejemplo,
para determinar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia x* + y?> = 2 en el punto P(—1, 1), se puede

hacer de la siguiente manera:

-1x+1y=2,0bienx-y+2=0.

Ejemplo

Determina la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia (x —4)% + (v + 3)> =5 en el punto P(2, —4).

La circunferencia (x — 4)> + (y + 3)*=5 es la circunferencia x* + y> = 5 desplazada 9/\

4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo, entonces se puede calcular la recta

tangente a la circunferencia x* + y> =5 pero en el punto P desplazado 4 unidades

a la izquierda y 3 hacia arriba, es decir, en el punto P’(2 -4, -4 + 3) = P’(-2, -1). m

Ahora aplicando el resultado del Problema inicial, la recta tangente m sera: € > X
-2x+(-1)y=5,0bien2x+y+5=0. ~

Y desplazando la recta 4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo: p
2(x—4)+(y+3)+5=0,0bien2x+y=0. d l

Por lo tanto, la recta tangente [ a la circunferencia (x — 4)? + (y + 3)>=5 en el punto P(2, —4) es: 2x + y = 0.

P >
roblemas £
Para cada literal determina la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia en el punto P.

a) x? +y2 =25, P(-3, 4) b) x*+y?=5,P(1, 2) c) x? +y2 =13, P(2,-3)
d) x> + y*=10, P(3, -1) e)x*+y*=1,P(-1,0) f) x>+ y*=9, P(0, -3)
g) x>+ (y—4)*=2,P(-1, 3) h) (x +3)*+ (y +1)?=4, P(-1, -1) i) (x—2)2+(y+3)2=17,P(3,1)

@



2.5 Rectas secantes a una circunferencia

Problema inicial
L Determina los puntos de interseccidn de la circunferencia x* + y>=5 con larecta 3x + y+5=0.

Solucién
La interseccion es un punto que estd en la recta y también en la
circunferencia, entonces encontrar los puntos de interseccidon entre
una circunferencia y una recta equivale a resolver el sistema de
ecuaciones:

X2 +y?=5 e (1)
3x+y+5=0 - (2)

Utilizando el método de sustitucion, despejando y en la ecuacién (2).
y=-3x-5

Sustituyendo en la ecuacidén (1) y resolviendo: f
x?+(-3x—-5)2=5
x> +9x°+30x+25-5=0
10x?+30x+20=0
xX*+3x+2=0
(x+1)(x+2)=0

x=-10x=-2

Entonces las coordenadas en x de los puntos donde se intersecan la recta y + 3x + 5 =0y la circunferencia
x*’+y*=5sonx=-1y x=-2,ylacoordenada en y puede determinarse sustituyendo cada valor de x en
la ecuacion (2):

Six=-1, entoncesy =-3(-1)-5=3-5=-2

Six=-2,entoncesy =-3(-2)-5=6-5=1

Por lo tanto, los puntos de interseccién son: (-1, -2) y (-2, 1).

Conclusién
Para determinar los puntos de interseccion entre una recta y una circunferencia, se resuelve el sistema de

ecuaciones, una lineal y otra cuadratica, utilizando el método de sustitucion.
Si el sistema tiene dos soluciones reales, significa que la recta es secante a la circunferencia.
Si el sistema tiene una solucion real, la recta es tangente a la circunferencia.

Si el sistema no tiene solucién real, significa que la recta no corta a la circunferencia.

El valor de y de los puntos (o punto) de interseccidn se determinan sustituyendo en alguna ecuacién los
valores de las soluciones al sistema de ecuaciones que se resuelve.

b 3
Problemasm

Determina los puntos de interseccion de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x’+y’=1Lx+y=0 b) x> +y*=25;x+y-1=0 C)x2+y*=5—x+y+1=0
d)x’>+y*=13;x+5y-13=0 e)x’+y*=10;x-2y-5=0 f)x2+y?=17;3x+5y—-17=0

@



2.6 Practica lo aprendido ~

1. Para cada literal deduce la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y el radio indicado.

a)r=2 b) r =7
2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.
2 2 - 2 2_ 25
a)x’+y*=16 b) x> +y*= 7

3. Deduce la ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto Cy el radio r de cada literal.

I

a)C(3,-2),r=10 b) C(4,-3), 7= 3

4. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

a)(x+2)+(y-3)=9 b)(x+1)2+(y+2)2=%

5. En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano
cartesiano la figura que corresponde a cada ecuacion.

a)x2+y2—10x+6y +18=0 b) 4x? + 4y* + 24x + 16y +27 =0

6. Determina la ecuacidn de la recta tangente a la circunferencia en el punto P de cada literal.

a)x*+y*=10,P(-3,1) b) (x —2)*+ (y +3)*=5, P(0, —4)

7. Determina los puntos de interseccion de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x’+y*=8x-y=0 b) x> +y2=20;3x -y —10=0

8. Determina la ecuacion de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x* + y? = 10 cuya pendiente es —3.

9. Determina la ecuacion de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x? + y* = 2 que pasan por el punto
P(2, 0).

Puedes graficar para comprender mejor la
situacion.

10. Demuestra que la tangente en el punto P(x,, y,) de la circunferencia (x — h)? + (y — k)= r? es:
(x, = h)(x—=h)+(y,—k)(y —k) =1~




2.7 Aplicaciones de la circunferencia*

Problema inicial
El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque Bi-
centenario de esta ciudad; el terremoto afectd a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si la ciudad de
Antiguo Cuscatldn se ubica a 1 km hacia el oriente y 2 km hacia el sur del epicentro, entonces ¢fue afectada
por dicho terremoto?

Solucién
Representando la situacion en el plano cartesiano y ubicando el epi- Y
centro en el origen del plano cartesiano. 10

Dado que el terremoto tuvo un alcance de 10 km a la redonda, se
puede modelar con la ecuacion de la circunferencia con centro en el
origen (epicentro) y radio 10, asi:

x? + y? = 100 k Epicentro )
10 10| X
of
Ubicando Antiguo Cuscatlan en el punto P(1, -2).
Con el grafico se puede observar que si el punto esta dentro de la
circunferencia entonces es afectado por el terremoto, y si esta fuera no. oL

Analizando en la ecuacidn, si se sustituye el valor de x y de y del punto P se tiene:
12+ (-2)’=1+4=5

El resultado es menor que 100 (5 < 100), si el punto fuera igual a 100 estaria en la circunferencia, y si fuera
mayor que 100 entonces estaria fuera de la circunferencia.

Por lo tanto, Antiguo Cuscatlan si fue afectado por el terremoto con epicentro en el parque Bicentenario.

Conclusién
Es posible resolver algunos problemas de la vida cotidiana utilizando ecuaciones de circunferencias, para

ello es necesario modelar la situacion en el plano cartesiano, a partir de ello se puede interpretar la infor-
macién y dar solucion a la situacion.

b 3
Problemas.

1. El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque
Bicentenario de esta ciudad; el terremoto afectd a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si el volcan del
Boquerdn se ubica a 7 km hacia el poniente y 8 km hacia el norte del epicentro, entonces éfue afectado
por dicho terremoto?

2. Una avioneta de fumigacidn vuela en circulos, y alcanza a fumigar hasta 13 m a la redonda, considerando
como centro la casa de un campesino. El terreno tiene 30 metros de largo por 20 metros de ancho, y la
casa del campesino se encuentra justo al centro del terreno. Determina si las plantaciones de frijol ubi-
cadas a 11 metros al poniente de la casa y 5 metros al sur, llegan a ser fumigadas por la avioneta.

3. En las fiestas patronales de San Salvador se coloca el juego mecanico conocido como “la voladora”. Si
esta rueda apagada cubre un radio de 2 metros y los asientos cuelgan de cadenas de 1 metro de longi-
tud, determina si al ubicar la caseta de control a un metro al oriente y 3 metros al sur del centro de “la
voladora”, dicha caseta no serd impactada por la maquina al encenderse.



3.1 Actividad introductoria

N
.
Materiales /@ *
- 2 tachuelas - Hoja de papel vegetal
- Trozo de cuerda - Compas
- Lapicero - Plumén N
'

N
Actividad 1 2. Toma la cuerda con la punta del lapicero hasta
tensarla, desliza el lapicero manteniendo Ia
1. Asegura los extremos de la cuerda cuerda tensada hasta llegar al punto donde
con lastachuelas sobre una superficie iniciaste. o
adecuada.
Actividad 2
1. Dibuja una circunferencia lo mas 2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
grande posible sobre el papel vege- quede exactamente sobre un punto de la circun-
tal. Y coloca un punto adentro de di- ferencia.

cha circunferencia.

. . VA V/
3. Realiza el mismo proceso con puntos / \
cercanos en la circunferencia hasta / \\
llegar al punto donde se inici6. Ana- \\ /I
liza la figura formada. N /
& AN

Definicion
La figura que queda marcada en ambas actividades es una elipse. Observa que cada punto de ella cumple
la condicidn de que la suma de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene constante.

Preguntas
1. (¢ Cuanto mide la suma de las distancias de un punto de la figura dibujada a cada tachuela?
2.éComo es la suma de la distancia de un punto a las dos tachuelas respecto de la longitud de la cuerda?
3. ¢Qué sucede si en la Actividad 2 el punto esta sobre la circunferencia?
4. ¢Qué sucede si en la Actividad 2 el punto es el centro de la circunferencia?

_

@



3.2 La elipse*

Problema inicial

sumada con la distancia a otro punto fijo F,(c, 0) es siempre igual
a2a,donde0<c<a.

&

Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los Recuerda que el lugar geométrico que
puntos que cumplen que su distancia a un punto fijo F,(-c, 0) cumple esta condicion es una elipse.

Solucién
Tomando en general los puntos P(x, v) que cumplen la condicion y
utilizando la distancia entre dos puntos.

d(P,F,) +d(P,F)) = 2a 07%
. 5 %

Vix+c)P+(y-0)2 +\(x—c)’+(y—0) =2a < 4
Vix=c)+y7 =2a - {x+cf+y*
elevando al cuadrado:  (x—c)?+y? =4a?-4aN(x+c)*+y* +(x+c)*+y?
simplificando: av(x+c)?+y? =a’+cx,

elevando al cuadrado: a?[(x + ¢)? + y?] = a* + 2a%cx + cx?,
simplificando: (@ - c?)x? + a*y? = a*(a® - c?).

Vv

Dado que 0 < ¢ < a, se cumple que a*>—c*> 0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b? = a? - ¢?,

donde b > 0. Sustituyendo en la Gltima igualdad:
b2 + a*y? = ab?

Dividiendo por a*b? ambos miembros de la igualdad se puede expresar como: = + y =1.

Deﬁnlaon

La ecuacion que determina el lugar geométrico de una elipse esta dada por X -+ L i 1.

Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de la elipse, y tienen coordenadas.

F.(—Va? -7, 0) y F,(Va? - b7, 0).

Y la suma de las distancias de un punto de la elipse a cada uno de los focos es 2a.

Ejemplo

bZ

elipse.
-

q
En la ecuacion de la elipse,

si @ = b, el resultado es
una circunferencia. Por lo
tanto la circunferencia es
un caso particular de la

Deduce la ecuacion de la elipse cuyos focos son F,(=3, 0) y F,(3, 0), y cumple que a = 5.

De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =3y a =5 por hipoétesis, para calcular b se tiene que:

a?—c?=b? entonces, b>=52-32=25-9=16 =42
Por lo tanto, la ecuacion de la elipse es: 52 - ZZ =1, o bien, < E + L y =1.

b g
Problemasm

1. Deduce la ecuacion de las elipses de cada literal.

a) F]_(_4I O)I F2(4l O)I a=5 b) F]_(_zl 0)/ F2(21 O)I a=3 C) Fl(_ll O)I F2(11 O)I a=2

2. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.

a)—+y=1 b)xf+y§=1 c)ﬁz+y—=1

52

@



3.3 Elementos y propiedades de la elipse

Problema inicial ¥ N
2 2
En la grédfica de la ecuacion de la elipse % + % =1, determina las N
coordenadas de los puntos A, A, B,y B.. KBZ“
pa ° > N X
A A, F, 0 F A,
B,
N \/y )
Solucién
Dado que A, y A, estan sobre el eje x, se puede evaluar la ecuacion de la elipse en y = 0.

x2 02 X2 .
Sty s 1, entonces, pri 1 y resolviendo.

x? = a?
x=z*a
Analogamente, como B, y B, estdn sobre el eje y, se puede
evaluar la ecuacién de la elipse en x = 0 y se tiene que:
y=1tb
Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son:
Al(_al O)I Az(al O)I Bl(or _b) y Bz(ol b)

N

Conclusién
Los puntos extremos de la elipse que se encuentran sobre el eje x y sobre el eje y se llaman vértices, y
tienen coordenadas A (—a, 0), A,(a, 0), B,(0, =b) y B,(0, ). El punto medio de los vértices horizontales (o

verticales) se llama centro de la elipse. - 9:
Vértice
El segmento de recta que pasa por los focos de la elipse y cuyos 3 8
;g q a L= Vérti
extremos son vértices de la misma, se llama eje mayor de la Vem\fﬁ}im e
o o o pa 5N X
elipse, y su longitud mide 2a. < A. FfO r A
Eje mayor|<=Eje me

El segmento de recta cuyos extremos son vértices de la misma y 5

1
es perpendicular al eje mayor se llama eje menor de la elipse, y Vértice 'y
=L Iongltud mide 2. Para graficar la elipse, coloca los vértices A, A,,

B, y B,; o0 bien traza los ejes mayor y menor.

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, longitudes del eje mayor y el eje menor de la elipse

% + %2 = 1. Luego graficala en el plano cartesiano. y

Determinando los valoresde a, byc:a=5,b=3yc=V52-32=16=4. ZB
vertces {41073 610/3) Longitud del e mener <206 Sd P go e
Focos F.(—4,0), F,(4,0)

P >

roblemas £
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y el eje menor de cada
elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

2 2 2 2 2 2 >
S +L=1 b) 5 + %=1 )ty =1 d) g +y2=1



3.4 Desplazamientos paralelos de la elipse

Problema inicial

L Lap

7 1.

. . . . L, (x=3)
Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién ( 5 )
Solucién PR
Considerando la ecuacion de la elipse 5 + yj =1 y desplazandola

3 unidades hacia la derecha y 4 unidades hacia abajo, se obtiene |

la ecuacion:
(x=3)?

9

(y +4) _
= 1.
xZ

Por lo tanto, la grafica es la elipse 5

2
+ y? =1 con centro (3, —4).

Conclusién

La ecuacion de una elipse desplazada A unidades horizontalmente y k
(x=h) =K’ _4
@ Ttw b

Para graficarla, se puede ubicar el centro y graficarla como si este fuese el

unidades verticalmente esta dada por:

Recuerda que para desplazar una gra-
fica A unidades horizontalmente, y k
unidades verticalmente se cambia la
variable x por la expresién x — h; y la

origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla.  Vvariable y por la expresion y — k.

Ejemplo 1

xZ

=t g 1 desplazada —3 unidades horizontalmente y 2 unidades

Determina la ecuacién de la elipse 5

verticalmente.

Tomando la ecuacién original y reemplazando x por [x —(-3)], y ¥ por (y — 2): er3), =2F 1.

25 9
Ejemplo 2
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor de la elipse
2 +1)? , .
(x2+_52) (y1_6) = 1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

2 2
Esta elipse es equivalente a la elipse % +% =1 desplazada -2 unidades horizontalmente y —1 unidad
verticalmente. Nota que los vértices y los focos se desplazan de la misma manera.

Ecuacion ;C—S + i)—G =1 (_x;52)2+(_y IGl) =1
, . Al(_SI O)I Az(sl 0) Al(_7l _1)1 A2(3I _1)
vertices B,(0, —4), B,(0, 4) | B,(~2,-5), B,(-2, 3)
Focos F.(=3,0), F,(3,0) | F,(-5,-1), F,(1,-1)
Longitudes deleje |, _ 15 5 -8 | 20=10,2b=8
mayor y eje menor

b 3
Problemasm

1. Para cada literal determina la ecuacidn de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

a)ﬁz+y—z=1,h=—1,k=2

xtg 1L,h=-2k=-2

N -
b) 5+ =1,h=3,k=-1
2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y eje menor. Luego gra-

fica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.

(x=3)7 (v=3) _ x+2) (y-1) _
9+4'1 b)16+4_1

(x +1)
25

y+1)

2 1

+

c)

a)

@



3.5 Ecuacion general de la elipse

Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion 9x? + 25y* — 18x— 100y — 116 = 0.

—_ 2 — 1\
Expresa la ecuacion en la forma (xa—zh) +M =4,

Solucién r
Completando cuadrados para x y para y: y
9x2 + 25)2 — 18x — 100y — 116 = 0 B
9(x?—-2x) +25(y*—4y)-116=0  ordenando y agrupando, N
9(x—1)>+25(y—2)>-9-100-116=0 completando cuadrados, Ay El 2 g fz A,
9(’;2_51)2 + 25(2y2_52)2 =1 sumandoeigualandoal, :WS s
(x2—_51)2+(y;_2)2 =1  simplificando. il B

Por lo tanto, la grafica es la elipse con centro (1, 2) y vértices A,(—4, 2), A,(6, 2), B,(1,-1) y B,(1, 5).

Conclusion
— 2 AV
Una elipse puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacién I azh) + ) bzk)
do la ecuacion igualada a 0.

=1 y dejan-

En general para determinar el centro y los vértices (eje mayor y menor) de una elipse cuya ecuacién sea de
la forma dx? + ey? + fx + gy + h = 0, se completan cuadrados perfectos en xy y, para expresarla en la forma
x — h)? —k)? s s

¥+ % = 1. A la ecuacion de la forma dx? + ey? + fx + gy + h = 0 se le llama ecuacién general de

a .
la elipse.

Ejemplo

Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de la elipse:
4x?* + 25y% + 16x — 50y — 59 = 0 y graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

4x? +25y?+ 16x—-50y—-59=0
4(x+2)>+25(y—-1)*-16-25-59=0
4(x + 2)? + 25(y —1)?

100 00 1
(x+2)* (y=1)2 _
%x g - 1
Entonces el centro de la elipse es el ., Xy (x+2)?  (y=-1)°_
punto C(-2, 1). Ecuacion A ! » & C !
Vértices Al(_5l 0)1 AZ(SI O)f Al(_71 1)1 A2(3; 1);
Esta elipse es equivalente a la elipse B,(0, -2), B,(0, 2) | B,(=2, -1), B,(-2, 3)
L ;
%5 + 7 -1 desplazada‘—z unldgdes focos F1(‘“/_21r 0), F,(-2 —21, 1),
:]orlztontalmente y 1 unidad vertical- F,(V21, 0) F,(-2 +v21, 1)
ente.
Longitudes de los ejes 2a=10,2b=4 2a=10,2b=4

<
Problemasu

Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de cada elipse.

Luego graficala en el plano cartesiano.

a)4x*+9y>+8x+18y—-23=0 b)3x*+4y*—12x+16y+16=0 c)8x*+9y*—16x—18y—-55=0
d) 7x>+ 16y’ + 14x—-64y—-41=0 e)4x’>+9y*-36y=0 flx*+4y’+4x=0

®



3.6 Practica lo aprendido ~

1. Deduce la ecuacién de las elipses de cada literal.

a)F,(-2,0),F,(2,0),a=3 b) F,(—\7, 0), F,(7, 0), A,(~4, 0), A,(4, 0)

2. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.

2 2 2 2
a)H+3=1 b) - +y2=1 ) =+L=1

3. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, las longitudes del eje mayor y el eje menor de cada
elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

xz yz xZ yz
—_— 4 = = — 4 = =
afgtg =1 b) T+ =1

4. Para cada literal determina la ecuacion de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

2Ly =2 k=— X Y1 h=3 k=
a)25+16 1,h=-2,k==2 b) *35 1,h=3k==2

5. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor. Luego
grafica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.
(x+2? (=1 _ (x+3), +3)° _
a) =g =1 b) S5+ =1

6. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y el eje menor de
cada elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

a)4x?+9y*—16x+36y +16=0 b) 4x* +9y*+24x =0

7. Encuentra la ecuacién que determina cada una de las siguientes elipses.

a) y b) Yy




3.7 Aplicaciones de la elipse*

Problema inicial e - N
Se disefia una ldmpara con forma semi-eliptica (la Fz: 7] Una forma eliptica es un cuerpo
mitad de una forma eliptica) de 13 cm de altura de i geométrico que resulta de girar
modo que proyecta la luz emanada desde un foco R umnailoil'pse alrededor de su eje
hacia el otro que estd a 25 cm de distancia del vér- —| J ’
tice de la ldmpara. Determina de cuanto deberia ser 53
el diametro de la lampara para que funcione correc- 3

L tamente. A1 )

Solucién y
Considerando una elipse con centro en el origen, en- it

tonces uno de los vértices tendra coordenadas (13, 0),
y uno de los focos (12, 0), por lo tanto a = 13, ¢ = 12,

entonces:
b*=132-122=169-144=25=5? /
a? =132

Y la ecuacion de dicha elipse sera: 132+ roq N\

Entonces el didmetro estard dado por la medida del
eje menor de la elipse, es decir, 2b = 2(5) = 5
Por lo tanto, el diametro de la lampara debe ser 10 cm. d

|/\

oJlawielp
4

Conclusién
En una elipse, los focos cumplen una propiedad reflectora im-

portante: una linea tomada desde un foco de la elipse, sera re-
flejada por esta exactamente sobre el otro foco.

Esta propiedad reflectora parecida a la de la parabola hace que

la elipse o las formas elipticas posean gran aplicacidon en ambi-
tos cientificos, arquitectdnicos, acusticos o artisticos.

Problemasm

1. Una ingeniera eléctrica disefia un reflector de luz semi-eliptico para un teatro, dicho reflector tiene 13
centimetros de altura y 10 centimetros de diametro. Determina a qué distancia del vértice del reflector
concentrara la luz dicho reflector.

2. Un puente cuya abertura tiene forma semi-eliptica sobre un rio tiene 28 metros de largo y una altura de
12 metros sobre el nivel del rio. Determina la altura maxima que debe tener un barco de 14 metros de
ancho para que pase con total seguridad bajo el puente.

Asume que el barco es si-
métrico respecto el eje ver-
tical, y que pasa justo en
medio del puente. Ademas
piensa que el barco tiene
la misma altura en todo
punto.

Lw Z'[_l




Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de elipse. Modela cada situacion en el plano cartesiano.

B 1. Un paso a desnivel construido en forma semi-eliptica tiene 12 metros de largo y una altura maxima de 3
metros a partir del centro. Determina la altura maxima que debe tener un camidn para pasar por debajo
del paso a desnivel, si la anchura de este camidn es de 3 metros del centro de la calle hacia cada lado.

E2. Una arquitecta y un ingeniero trabajan en el disefio de un puente con forma semi-eliptica para un rio de
30 metros de ancho. El puente debe ser tal que un barco de a lo sumo 20 metros de ancho y 3 metros
de alto pueda cruzar debajo de este con total seguridad. Determina la altura que debe tener el puente.

3. La Tierra cumple con recorrer una orbita eliptica en exactamente un afio, dicha elipse tiene como uno de
sus focos el Sol. El instante en el que la Tierra se ubica mas cerca del Sol se conoce como perihelio y son
aproximadamente 147 millones de kildmetros de distancia; mientras que el instante en el que esta mas
alejada del Sol se conoce como afelio y se ubica a una distancia aproximada de 153 millones de kildme-
tros. Determina la ecuacidn de la drbita de la Tierra.

El astronomo y matematico aleman Johannes
Kepler, estudié y descubrié las tres leyes del
movimiento de los planetas, la primera de las
cuales se enuncia: “Los planetas tienen movi-
mientos elipticos alrededor del Sol, estando este
situado en uno de los dos focos que contiene la
elipse”.

15m

4. Una estructura arquitecténica fue disefiada para poder enviar se-
cretos a otra persona sin que los demas los escuchen. La forma de
su disefio es semi-eliptico (aprovechando las propiedades focales
de la elipse), la altura de dicha estructura en el punto mas alto
es de 15 metros y la distancia entre los vértices del salén es de  Si dos personas estan sobre los
34 metros. Determina la ubicacion que deben tener dos personas ~ focos de la elipse, las ondas de

sonido que salgan de un foco seran
para que uno pueda escuchar al otro aunque se hablen por susu- ! . ;

reflejadas directamente hacia el
rros.

otro foco.

< | . >

5. Para curar los calculos renales en una persona, en ocasiones se
utiliza un procedimiento conocido como litotripcia. Este procedi-
miento utiliza una cubierta semi-eliptica, y se fundamenta en la
propiedad de los focos de una elipse: se localiza un aparato ge-
nerador de ondas de choque en el foco de la elipse y estas ten-
dran efecto sobre el otro foco, lugar donde se encuentra el cilculo
renal. Si el aparato tiene 13 ¢cm de altura y 10 cm de didmetro,
determina a qué distancia podria estar el cdlculo para poder pul-
verizarlo utilizando este aparato.




4.1 Actividad introductoria

Materiales

- Hoja de papel vegetal

- Compas
- Plumédn
- Regla

Actividad

1. Dibuja una circunferencia no demasia-
do grande sobre el papel vegetal, colo-
ca un punto en su centro y otro afuera
un poco lejos de dicha circunferencia y
alineados verticalmente.

O

3. Realiza el mismo proceso con puntos
cercanos en la circunferencia hasta vol-
ver al punto con el que se inicid. Analiza

la figura formada.

N

Definicion
La figura de las dos ramas que queda marcada en la actividad es una hipérbola. Observa que cada punto
de ella cumple la condicién de que la diferencia de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene
constante.

Preguntas
¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia esta mas lejos de ella?

1.
2.
3.

(2

2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
guede exactamente sobre un punto de la cir-
cunferencia.

()

4. La figura que se forma tiene dos ramas vy el
centro de la circunferencia estd dentro de una
rama y el punto dibujado fuera de la circunfe-
rencia esta dentro de la otra.

¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia esta muy cerca de la circunferencia?

¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia no esta alineado verticalmente con su

centro?

4. i Cuanto es la diferencia de un punto de la hipérbola hacia los dos puntos fijos dibujados?

constante.

. Explica por qué se cumple que la diferencia de un punto de la hipérbola a dos puntos fijos se mantiene




4.2 La hipérbola*

Problema inicial Recuerda que el lugar geométrico que
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de cumple esta condicion es una hipérbola.
los puntos que cumplen que la diferencia de sus distancias \ /

a dos puntos fijos F,(—c, 0) y F,(c, 0) es siempre igual a 2a,

donde0<a<ec.

Solucién
Si el punto P estd en la rama izquierda: d(P, F,) - d(P, F,) = 2a.

Si el punto P estd en la rama derecha: d(P, F,) - d(P, F,) = 2a.

Tomando en general los puntos P(x, ) que cumplen la condicion y
utilizando la distancia entre dos puntos.
d(P,F,)—d(P, F) =+2a
V(ix—c)*+(y—0) —=(x+c)*+(y—-0)? =+2a
V(x—c)?+y* =+2a+(x+c)*+y*> transponiendo,

(x=c)*+y* =4a’ tdaVN(x+c)*+y* +(x+c)*+y*> elevando al cuadrado,

taV(x+c)+y? =a’+cx simplificando,
a’[(x +c)? +y?] =a*+2a%cx + c*x? elevando al cuadrado,
(c*—a*)x?*—a*y? =a?*(c*—a?) simplificando.

Dado que 0 < a < ¢, se cumple que ¢>—a?> 0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b2 = c? - a?,
donde b > 0. Sustituyendo en la Ultima igualdad: b%x* — a’*y* = a®b?.

Esta igualdad se puede expresar como: ﬁz _Y 1, dividiendo por a?b? ambos miembros.
a? b?

Definicion R
La ecuacion que determina el lugar geométrico de una hipérbola esta dada por: % - =1,
a? b?
Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de |a hipérbola y tienen coordenadas:

F.(=va?+ b% 0) y F,(\Na? + b, 0).

La diferencia de las distancias de un punto de la hipérbola a cada uno de los focos siempre es 2a.

Ejemplo

Deduce la ecuacion de la hipérbola con focos F (=5, 0) y F,(5,0) y a = 3.

De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =5y a = 3 por hipdtesis, para calcular b se tiene que:

¢*—a’=b? entonces, b?=52-32=25-9=16 = 42,

Ny . R . X2y
Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola es: el 1, o bien, T 1.
Problemas;

1. Deduce la ecuacion de la hipérbola de cada literal.

a) F]_(_SI 0): F2(5; O)I a=4 b) F]_(_3I O)r F2(3I O)I a=2 C) F1(_4I 0)1 F2(4r O)f a=3
2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.

X _y X2 _y_ 2y
a)4z 32_1 b)5 4 " C)S 8_1

@



4.3 Elementos y propiedades de la hipérbola

Problema inicial N

2 2
Utilizando la gréfica de la ecuacién de la hipérbola = — 2 = 1:
a’ b

a) Determina las coordenadas de los puntos A, y A,.

X
b) Determina la ecuacidn de las diagonales del rectangulo que
muestra la figura, si B,(0, —=b) y B,(0, b).
\ J
Solucién
a) Dado que A, y A, estdn sobre el eje x, y pertenecen a la hipérbola, se puede evaluar la ecuacion de la
. _ 2 2
hipérbola en y = 0. % - % =1 y resolviendo: % =1
X’ =a?
x=ta

Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son: A,(-a, 0), A,(a, 0).

b) Para la recta /, dado que pasa por los puntos (a, b) y (0, 0):

Utilizando la ecuacidén dos puntos: y = %x.

N

Para la recta m, dado que pasa por los puntos (-a, b) y (0, 0):

Utilizando la ecuacion dos puntos: y = —%x.

Conclusién
Los puntos A, y A, de la hipérbola se llaman vértices, y tienen coordenadas A,(—a, 0) y A,(a, 0). Ademas, el
punto medio del segmento A A, se conoce como centro de |a hipérbola.

. . b b , ) )
Las rectas que tienen ecuaciones ¥ =X yy = =X se llaman asintotas A:?tota /y Asmga
de la hipérbola, y cumplen que sus graficas se aproximan a la hipérbola
pero nunca la tocan.

El segmento de recta cuyos extremos son los vértices de la
hipérbola se conoce como eje transverso, y el segmento de recta
cuyos extremos son los puntos (0, —b) y (0, b) se conoce como eje
conjugado. [

N

Para graficar la hipérbola, primero traza las
asintotas y los vértices.

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las

2 2
asintotas dela hlperbola = - 1—6 = 1. Luego graficala en el plano cartesiano.

Determinando los vanres dea,b,c: a=3,b=4,c=\3?+4? =25 =
Vértices: Al(—3 0),A,(3,0) Focos: F,(-5,0), F,(5, 0)

4
Asintotas: y— x y——

Al rectangulo formado entre los puntos A, A, By B, en ocasiones se le
llama rectangulo asintoético, y puede utilizarse para trazar las asintotas de la
hipérbola a partir de las diagonales de dicho rectangulo.

Problemas
Determina las coordenadas de los vértices, ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego

graficala en el plano cartesiano.
ﬁz___ x_y_ x_y_ 2_ a2
a) 1 b)4 9—1 c) 4—1 d) x*-y*=1

42 16 @




4.4 Desplazamientos paralelos de la hipérbola

Problema inicial

2 —_ 2
Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién (’CJ'TZ) - Tl)= 1
. s Y
Solucién o T
Considerando la ecuacion de la hipérbola & — £ =1 y desplazandola 2 4
unidades hacia laizquierday 1 unidad hacia arriba, se obtiene la ecuacion: i
(@22 (-1, <l
9 4 ¢ f: >
: 5 —7——5-4—3—2—1(1 1 3 4
Por lo tanto, la grafica es la hipérbola % - yT =1 con centro (-2, 1). 5
=3
Conclusién ¥
La ecuacién de una hipérbola desplazada A u}:\izdades hkozrizontalmente Y Recuerda que para desplazar una
k unidades verticalmente estd dada por: (x ;2 L_U ;2 F_q. grafica A unidades horizontalmente,

Para graficarla, se puede ubicar el centro y graficarla como si este fuese el
origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla.

Ejemplo 1

y k unidades verticalmente se cambia
la variable x por la expresion x — h;
y la variable y por la expresion y — k.

xZ

Determina la ecuacion de la hipérbola T

verticalmente.

Tomando la ecuacién original y reemplazando x por [x —(-4)], y ¥ por [y —

%2 =1 desplazada —4 unidades horizontalmente y —3 unidades

(=3)1.

(x+4)  (y+3)? -1
16 9
Ejemplo 2
Petg)rzmina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola
X +

9 16

yZ

Esta hipérbola es equivalente a BT
verticalmente, es decir, tiene centro C(-2, —1).

) 2y (x+20 (y+1F _
Ecuacién s -1 5 o -1
Vértices | A,(-3,0),A,(3,0) A(-5,-1), A(1,-1)
Focos | F,(-5,0), F,(5,0) F.(=7,-1), F,(3,-1)
4 5
A yHl=a(x+2) > y=3x+3,
Asintotas |Y=3% Y="7%
4 _ 411
y+1=—?(x+2):>y-—?x—?

b 3
Problemasm

2 ’ .
VA 1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

=1 desplazada -2 unidades horizontalmente y —1 unidad

1. Para cada literal determina la ecuacidn de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades

verticalmente.
xZ yZ

b)4 5

1,h=2,k=-4

xZ

)3

Y o1 h=-3k=-
7 =Lh=-3k==2

2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.

Luego grafica en el plano cartesiano.
a) (-1 (=2 _4

i

4

b) (x—3)? _

7 —+2)=1

@

c) (x+2) —(y+1)?=1



4.5 Ecuacion general de la hipérbola

Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion 9x? — 4y? — 18x + 16y — 43 = 0.

Solucién
Completando cuadrados para x y para y:
9x?—4y>—18x+16y—43=0

9(x*—2x)—4(y*—4y)—43 =0 ordenandoy agrupando,

9(x—-1)?-4(y-2)*-9+16-43=0 completando cuadrados, Fie

ox—1) _ 4ly-2)* _,

1
T % sumando e igualando a 1, '_4_/_17/0101 ZK\S 2 X
(x—_1)2_(y—_2)2=1 aé Bl

simplificando.
4 9

Por lo tanto, la grafica es una hipérbola con centro (1, 2), vértices A,(-1, 2), A,(3, 2) y asintotas

_3 Pyt y—2=— 3 (xo ir, y=—2x+ =
y—z_?(x—l),esdecmy-zx*'2'y 2= 2(x 1), es decir, ¥ SX+ S

A12

Conclusién

AV _1\2
Una hipérbola puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacion (r azh) b bzk) =4l

y dejandola igualada a 0.
En general, para determinar el centro, los vértices y asintotas de una hipérbola cuya ecuacidn sea de la
forma dx? — ey? + fx + gy + h = 0, se completan cuadrados perfectos en x y y, para expresar en la forma

(x—h)? _ y=k? _
a b? =

Ejemplo

Determina las coordenadas de los vértices, los focos y asintotas de la hipérbola x> — y> - 2x -4y -4 =0,
luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

x—-y?—2x—-4y—-4=0 y
(x—1)-(y+2))-1+4-4=0
(x—-1)-(y+2)2=1

Esta hipérbola es equivalente a x> — y* = 1 desplazada 1 unidad horizontal- <=5 —
mente y —2 unidades verticalmente, es decir, tiene centro C(1, -2).

Ecuacion x*—-y?=1 (x=1)-(y+2)P=1
Vértices A,(-1,0),A,(1,0) A,(0,-2), A,(2,-2)
Focos  |F,(-V2,0),F,(¥2,0)| F(—V2+1,-2),F,(N2+1,-2)

Asintotas y=X, y=—X y=x-3, y=—-x—-1

<
Problemasu

Determina las coordenadas de los vértices, las ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola.
Luego graficala en el plano cartesiano.
a)4x*—-9y*—16x+18y—-29=0 b) 25x> - 4y>-100x—16y—-16=0 c)x*—4y*+2x+8y—-7=0
d) 16x° -9y +32x—-54y—-209=0 e)x’-y*-4y-8=0 f) 4x*-9y*—-8x—-32=0

@



4.6 Practica lo aprendido

1. Deduce la ecuacion de la hipérbola de cada literal.

a) F(-5,0),F,(5,0),a=3 b) F,(=3, 0), F,(3, 0), y vértices A,(-2, 0), A,(2, 0).

2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.
XY X_y._ X2 _y_
a) =1 b)5 4-1 c)9 4-1

3. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.
Luego graficala en el plano cartesiano.

X2y 2_ Y
A 71 b) ¥*~<-=1

4. Para cada literal determina la ecuacién de la hipérbola desplazada A unidades horizontalmente y k
unidades verticalmente.

a) L -L=1,h=2k=3 b) X L =1, h=-3k=-1

9

5. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

(x=2) (y+2)* _ =2 _
a) 5 =1 b)(x+1)2—T_1

6. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

a)x’—4y2+2x—8y-19=0 b) 9x?* - y*+6y—18=0

7. Encuentra la ecuacién que determina cada una de las siguientes graficas.

a) y b) J J
]
7/ \ /
) ; A\ /
o)
\\‘ 5 // 5 BZ
S < L~
1 82 4
AN T 1 | x 3 Fl‘ I’-\\] 72 W Fz
-5 -4 "lqg,aqn\ﬂ 12 & 5
B
= S S~ 1 / B N
- =2 1
= -3 T~ 2 10 //. 45 6 7 s\>\1o T~
j/ N
//~ \\




4.7 Aplicaciones de la hipérbola*

Problema inicial
Un barco envia sefiales hacia dos torres ubicadas sobre
la costa a 10 km una de la otra, si al recibir la sefal se
calcula que la ubicacidn del barco a una de las torres es
6 km mas lejana que la distancia a la otra torre. Deter-
mina la posible posicion del barco si este navega a 4 km
de distancia de la costa.

&

Solucién N Y Y
2 2 ~
Considerando la situacién como una hipérbola % —% =1 cu- :
yos focos son las torres, entonces dado que la diferencia de las %\ 4 =, ame
distancias a las dos torres en ese instante es 6 km, se puede '\ _ /' \
determinar el valor de @, y como también se conoce la distan- i \ T~/
cia entre las dos torres (focos), es posible conocer el valor de K, 3 A
¢, asi: S4-3 210 1 2 § 4 ¢ X
|d,-d,| =2a =6, entonces a = 3, / - \
2¢ =10, entonces c =5, / -

b*=c?-a*=52-32=42,

2

2
Por lo tanto, la ecuacidn de la hipérbola que modela la situacién es: 2 — £ =1

32 42
f 1
Para localizar el barco bastara encontrar la coordenada en x cuando y = 4: | g] sistema de navegacion ruso CHA-
X2 42 . 5. YKA y el sistema LORAN utilizan este
3T T 1 despejando x™ principio para la localizacién de na-
R R vios, sin embargo poco a poco este
x*=2(3?) tipo de sistemas esta siendo reem-
lazado por la localizacién GPS.
x=+3v2. P P

. J

Conclusién
En una hipérbola los focos cumplen una propiedad reflectora
importante: si se toma una linea desde un foco esta, sera refle-
jada por la hipérbola exactamente sobre el otro foco.

Esta propiedad reflectora parecida a la de la elipse y la pardbo-
la; hace de las formas hiperbdlicas herramientas de aplicacion
en diversos ambitos cientificos.

b d
Problemasm
1. Las sefales de un barco recibidas por un sistema CHAYKA cuyas torres estan ubicadas sobre la costa a 26
km una de la otra, si al recibir la sefal se calcula que la ubicacidon del barco a una de las torres es 10 km

mas lejana que la distancia a la otra torre. Determina la posible posicion del barco si este navega a 12 km
de distancia de la costa.

. . . . Espejo 2
2. Un telescopio Maksutov-Cassegrain funciona de modo que recibe las parabélico ¥7
sefiales de luz, y son reflejadas por un espejo parabdlico (cortado) ha- Espejo | .
cia el foco, el cual es foco de otro espejo, pero este es hiperbdlico como hiperbslico =
lo muestra la figura. Determina la funcidn del espejo hiperbdlico y ex- Espejo N\
. . . . . parabdlico
plica el funcionamiento del telescopio Maksutov-Cassegrain. E—



4.8 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de hipérbola. Modela cada situacidn en el plano cartesiano.

1. En el universo las trayectorias de un cometa pueden tener diversas
formas, como elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas, siempre teniendo
al Sol como foco de dichas figuras. Tomando un cometa cuya tra-
yectoria es hiperbdlica (solo sera visto una vez en la historia), cuya
ecuacion esta dada por:

Donde los numeros 20 y 21 representan cuatrillones de metros. De-
termina la distancia minima en que pasara el cometa con dicha tra-
yectoria del sol.

2. Las torres de enfriamiento de las plantas nucleares de energia se disefian con forma de hiperboloide
de una hoja, si el didmetro de la parte mas alta es 3.75 m y se ubica a 9 m de altura, y el didmetro mas
pequefio es de 3 my se ubica a 6 m de altura, determina aproximadamente el diametro de la base de la
torre.

f 1
Una forma de hiperboloide es un cuerpo geométrico

que resulta de girar una hipérbola alrededor de algu-
no de sus ejes. Si se gira alrededor del eje transverso
se conoce como hiperboloide de 2 hojas vy si se gira
alrededor del eje conjugado se conoce como hiper-
boloide de 1 hoja.

Hiperboloide de 2 hojas  Hiperboloide de 1 hoja

3. La torre de Polibino fue la primera estructura disefiada con forma
de hiperboloide. Si el diametro de la parte mas alta de una torre hi- | spgjoy, v la construccion de to-

perboloide es 4v5 m y se ubica a 32 m de altura, y el didmetro mas rres hiperboloides fue patentada
pequefio es de 4 my se ubica a 16 m de altura, determina el diametro por el mismo Shujov en el afio

4 N\
La torre de Polibino fue construi-

da por el ingeniero ruso Vladimir

de la base de la torre. \1896.

4. Una avioneta vuela sobre la ciudad de San Vicente y describe una
trayectoria hiperbdlica dada por la ecuacion 4y? — x* = 2 500.

Determina cual es la menor distancia sobre el nivel del suelo a la
que estara dicha avioneta.




4.9 Problemas de la unidad ~

Piensa como seria la ecuacién de

. , . . . n rabola horizontal.
1. Grafica la parabola determinada por cada ecuacién en el plano cartesiano. " P? cleell) e

a) x = 2y? b) x = -3y? c)x+1=(y-2) d)x+2=—y+1)

Piensa como seria la ecuacién de

2. Grafica la elipse determinada por cada ecuacion en el plano cartesiano. una elipse vertical.
x LY L (c-27 (=10 (x+1)? (y+1)
=+ = — + == —_—t = CAARNE? I LT M
)ty =1 b) 3 +55=1 ST 5 1 d) =7=+*5—=1

Piensa como seria la ecuacién
3. Grafica la hipérbola determinada por cada ecuacidn en el plano cartesiano.  de una hipérbola vertical.

a)y__£=1 b)%_f_e=1 C)(ygl)z—(x;2)2=1 d)(y:lz)_(x_l_l)zzl

4. Clasifica las siguientes ecuaciones segun el tipo de figura que determinan en el plano cartesiano, parabola,
circunferencia, elipse o hipérbola.

a)§+%—2=1,a¢b b)y—k:%)(x_h)Z c)x2+y2=r2 d) (x;zh)z_(yl;k)z=1
2 2 _hz _kz
e)(x—hP+(y-kp=r2 fz-5=1 8y =g h) Bl Doy g b

5. Determina qué tipo de figura (parabola, circunferencia, elipse o hipérbola) corresponde a cada ecuacién.

a) 9x* +25y*—54x—-144=0 b)x*+y*+4y+3=0 C)y*+x+4y+4=0

d)4x*—y*+8x-2y+7=0 e)2x’-4x—-y+4=0 f)x?+y?+2x-8=0

g) 9x? +4y*—16y-20=0 h) 9x? - 9y?—18x+54=0 x?+y*—2x—-2y-2=0

j)9x*—16y*—18x—-32y—-151=0 k)y*+x+2y+3=0 [) 25x% +9y?>—50x + 18y —191=0
En resumen

Las cuatro figuras estudiadas (parabola, circunferencia, elipse e hipérbola) reciben el nombre de cénicas, y
estan dadas por los siguientes tipos de ecuaciones:

xZ yZ =1

1.5
=—x X2 4 Y2 =2 A A 22 2
y 4p y a? b2 ? _ % =1
Parabola Circunferencia Elipse Hipérbola

Estas figuras pueden tener variantes, como estar en posicidon horizontal o vertical, desplazadas o expre-
sadas con todas las operaciones desarrolladas e igualadas a cero. En general, las ecuaciones presentadas
arriba se conocen como: ecuaciones candnicas de dichas figuras.

N »

55




4.10 Problemas de la unidad ~

1. La base de un triangulo tiene longitud fija y sus vértices se ubican en
los puntos (—4, 0) y (4, 0), determina el lugar geométrico que descri-
be el otro vértice si se cumple que el producto de las pendientes de ¢ /\
los lados variables siempre es igual a 4.

AN
7

)

v

2. Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacién x? + y?> = 16 y reducir
las coordenadas en y de cada punto de ella a % .

\y ( . .. 7
En este ejercicio se puede

observar como una elipse

4
puede ser vista como una
« circunferencia  reducida

7z X respecto a una direccién a
una razoén constante.

/1
—4
WV
3. Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mueve

sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento AB
que cumplen estar a una proporcién 3:2.

ANY
N Puedes asumir las coordenadas de A(a, 0) y
B(O, b) e\ las de B(0, b), utiliza el Teorema de Pitagoras
’\ para establecer una ecuacién. Luego puedes
")\ calcular las coordenadas de un punto sobre
i N un segmento dividido a una razén dada.
< 72X
A(a, 0)
N4

4. |dentifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a la recta y + 2 = 0 y a la circunferencia x*> + y* = 16. Asumiendo que dicha
circunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

ANY

4
Determina la relacion que existe entre las

distancias del centro de la circunferencia
variable a larectay al centro de la circunferencia

//4 > X fija.
-

y

yad EIRN

N
A
L]

[

En resumen
Todas las figuras conicas son llamadas de esta manera porque
todas se pueden obtener de realizar cortes por un plano sobre

un cono de doble hoja como lo muestra la figura. Parabola
Circunferencia

Puedes encontrar informacion acerca de las c6- Hipérbola
nicas en el video oficial del Ministerio de Educa-

cion de El Salvador (MINED) titulado “Cdnicas”,

en la direccidn https://goo.ql/Lg3dGW.

Elipse




5.1 Practica en GeoGebra: construccion de secciones conicas

N

En esta practica se construiran graficas de secciones cdnicas a partir del uso de variables, de modo que,
al dar valores diferentes del centro, parametro, longitudes de los ejes, etc., se puedan construir secciones
conicas de la misma familia (parabolas, circunferencias, elipses o hipérbolas). Sigue los pasos indicados en
la parte de “Practica” para construir la cdnica. Luego trabaja en GeoGebra la parte “Actividades” que esta

al final de esta practica.

Practica
Construccion de una parabola de pardmetro p y vértice (A, k).

1. Ingresa en la barra de entrada la variable p con valor de 2
digitando p = 2.
7

Entrada: p=2
) Y . .  Vista Algebraica X
2. Presiona “enter” para obtener en la Vista Algebraica (panel = Nimeio
izquierdo) la expresion de la derecha. —> . p=2
3. De la misma manera introduce las variables A y k, con valor » Vista Algebraica X1
de 5 para ambas variables, en la Vista Algebraica se tendra un N“:‘fg
resultado como el que muestra la imagen de la derecha. k=5
p=2

4. Grafica el foco, digitando en la barra de entrada F = (h, k + p), el
punto F (foco) aparecera en la vista grafica.

5. Grafica la directriz, digitando en la barra de entraday =k —p, la
recta directriz aparecera en la vista grafica.

Entrada: F = (h, k+ pb

Enlrada:iy= k - p|

|

6. En el botdn de conicas, selecciona la opcion Parabola.

7. A continuacidn selecciona el punto F (ya sea en la Vista Grafica o
en la Algebraica) y luego selecciona la recta directriz. Se obtendra
la grafica que se muestra abajo. —-\V

Archivo Edita Vista Optiones Herramientas Vertana Ayuda

Entrada

8. Puedes cambiar los valores de las variables p, A, k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica para
corroborar las respuestas de los problemas de la leccion 1. También puedes ver las formas de la ecuacion
de la parabola dando clic derecho sobre la ecuacidn de la cénica en la Vista Algebraica para expandir

J

todas las opciones.

]

AL <l N2l <]
> Vista Agebraica X -

L[> Vista |i79) Ejpse
Namero |

h=5 WL Hiperbola

k=5 .

p=2 ‘ ~2- Pardbola
Punto

Recta
® fiy=3

® F=(57) & Conica por cinco puntos

@



(

Construccion de una elipse conocidos los valores de a, ¢ y centro (A, k).

l+l » Vista Algebraica X
1. Ingresa las variables a, ¢, i y k desde la barra de entrada con | _Nﬂ?irg
valores de 5, 3, 1y 2 respectivamente. En la Vista Algebraica e
se obtendra un resultado como el que muestra la figura de —— |y
la derecha.
2. Grafica los focos y un vértice, digitando las coordenadas de EW//\ vgzaise\ =
los puntos F,, F, y A, de la forma F1 = (h-c, k), F2 = (h + ¢, k) ) Nt i
y Al=(h - a, k). Los puntos aparecerdn en la vista grafica. e el

Punto & Conica por cinco purtos

3. En el botdn de cdnicas, selecciona la opcion Elipse.

4. A continuacion selecciona el punto F1 luego selecciona el punto F2 y finalmente el punto Al (vértice). Se
obtendra la grafica que se muestra abajo.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NREN N csrRAN=EE
» Vista Algebraica X |» Vista Grafica
Cénica
® d: 16x* +25y7 - 32x -
Nimero

® F2=(4,2)

Entrada:

5. Puedes cambiar los valores de las variables a, ¢, 2 y k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica
para corroborar las respuestas de los problemas de la leccidon 3. También puedes ver las formas de
la ecuacion de la elipse dando clic derecho sobre la ecuacién de la cénica en la Vista Algebraica para
expandir todas las opciones.

Actividades

1. Construye una circunferencia con los valores del centro (A, k) y el radio r.

2. Construye una hipérbola con valores de a, c y centro (A, k).

3. Verifica las respuestas de los problemas que resolviste durante las clases de toda la unidad y corrobora
que estan correctos.

4. Contruye una parabola horizontal.

. Contruye una elipse vertical.

6. Contruye una hipérbola vertical.

9]




5.2 Practica en GeoGebra: grafica de la ecuacion general de conicas

En esta practica se utilizara la Hoja de Calculo de GeoGebra para graficar conicas dada una ecuacién en for-
ma general, asi serd mas sencillo identificar el tipo de cénica que esta expresada, e incluso se puede utilizar
la Vista Algebraica para obtener la ecuacién en forma candnica. Para ello sigue los pasos indicados en la
parte de “Practica” y construye la ecuacion general para graficar la conica correspondiente. Luego trabaja
en GeoGebra la parte “Actividades” que esta al final de esta practica.

Practica
Grafica de la cdnica dada por su ecuacion general.

(2 Opciones Heramientas Vertana Ayida Abrir sesidn.

1. Abre el menu Vista y seleccio-
na la opcion Hoja de Calculo.

2

z

*

T

@ 2

Eg

w@°
[

2
I
FESE
&
z3

Sl
[clol el Flaln :

o
>0

Ctt-Mayis+L
CuisMayis+P

s Vistas (impia rastros) Cif+F-
Recilculo de todos los objelos  CUeR.

aaaaa

, . l .. ~ Hoja de Calculo
2. Ubicate en la fila 1 y digita los valores 4, -1, 8, =2, 7, uno AN ClEE O @~
en cada columna, como lo muestra la figura de la derecha. Al 8 [ c | o [IEN F |
1 4 -1 8 -2 i
2

3. Ahora digita en la barra de entrada la ecuacién general, tomando como coeficiente de x?, y?, x, yy la
constante, los valores de la celda A1, B1, C1, D1y E1 respectivamente, de la siguiente manera: A1*x"2 +
B1*y~2 + C1*x+ D1*y + E1=0.

Entrada: A1"XA2 + B1"yA2 + C1"x + D1y + E1=0

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

4. Al introducir la T 0T :
ecuacion se mues- Ui ") Vgt Sy cE e

tra la grafica de T B s s s
una hipérbola en

la Vista Grafica,
como lo muestra
la imagen de aba-
jo.

EREE R R R R R
,‘w‘g“‘ m‘m‘a‘w‘m A\o‘w‘m‘q a‘m‘s‘w‘u A‘o‘w‘m N‘Q‘U“h‘w m“

Entrada:




-~

\_

5. Cambiando el valor de las celdas A1y B1 a 1, se obtiene la grafica de una circunferencia.

6. Cambiando el valor de la celda B1 a 0, se obtiene una parabola.

Archivo Edita Vista Opei amientas Ventana Ayuda Abrir sesion.
Ll A B oo 4l N =] 4]
* Vista Aigebraica X |+ Vista Grafica X | ~ Hoja de Cdlculo
Conica LINCIEEE =~ By
o ecraxayna , Al s NG o[ e[ ¢ o[ nl [
1 1 0 8 2 7
|
‘ N
5
=]
6
. 7]
o
0
o
]
: 12
13
1 |
15
16|

Entrada:

7. Cambia la ecuacion a la forma candnica, dando clic T Vita Algebraca | Visa Grfica

Conica

derecho sobre la ecuacién y seleccionandola. Como R e e 0 |

3 Ecuacion (x- np=r
muestra la figura. TR
>_| Mostrar el objeto —
A Mostrar etiqueta
# Rastro

[/ Renombra
/. Borra

. Propiedades

Actividades | /

Identifica qué tipo de cdnica es cada una de las siguientes ecuaciones, verifica si tu respuesta del problema
5 de la clase 4.9 es correcta, si no, determina cual fue el error.

a)9x*+ 25y’ -54x—-144=0 b)x?+y*+4y+3=0 c)y*+x+4y+4=0
d)4x>-y*+8x—-2y+7=0 e)2x’-4x-y+4=0 f)a’+y*+2x-8=0

g) 9x*+4y>-16y—-20=0 h) 9x*—9y*—18x+54=0 )’ +y>—2x—-2y—-2=0

j) 9x*— 16y —18x —32y—-151=0 k)y*+x+2y+3=0 [) 25x% +9y?—50x + 18y —191=0
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5.3 Practica en GeoGebra: propiedades de las secciones cdnicas

En esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para verificar las propiedades de los focos de las sec-
ciones conicas (pardbola, elipse e hipérbola) que se utilizaron en las aplicaciones de estos contenidos. Para
ello sigue los pasos indicados en la parte de “Practica” y construye la propiedad. Luego trabaja en GeoGebra
la parte “Actividades” que esta al final de esta practica.

Practica Cualquier linea desde el foco sera reflejada
en una misma direccion paralela al eje, y tam-
bién al recibir una linea paralela al eje, esta
sera reflejada hacia el foco.

Verificacidn de la propiedad del foco de una parabola.

1. Utilizando el archivo creado en la practica 5.1, gra-

fica una pardbola con vértice (0, 0) y parametro
p = 4. s [BElLAREe]]

2. En el botén Punto, selecciona la opcién Punto so-~ Ca .
bre objeto y localiza un punto en la parabola, de tal X st
modo que pueda moverse alrededor de toda la pa- R it
rabola. o et

£ Races

3. Dibuja un segmento e
de recta que vaya des-
de el foco (F) hasta el
punto localizado en la
parabola, tal como lo
muestra la figura de

abajo.
4. Grafica una recta tangente a la parabola en el punto dibujado en el nume- NV B 3 1Sl sl A
ral 2, utilizando el botén de Rectas, opcion Tangentes, y seleccionando el ? Mo MOsbiecs 3 Recta pependcur
, i@ c:x2-16y=| *_ Recta paralela
punto y luego la parabola. [ e ’ o Med,aiq
::2 £ Bisectiz
5. Dibuja una recta paralela al eje vy que pasa por el punto dibujado en el nu- ; E“g};;sﬁm /0] Tangertes
meral 2, utilizando el botdn Rectas, opcidn Recta paralela, seleccionando i LSESREE
) . . . ) ® i:16.64x-8y +%° Ajuste lineal
el punto y el eje y. Se obtiene la siguiente figura: oo Ei e
: “Jw Lugar geométrico
\_ W,




-

6. Coloca los puntos B y C sobre la recta tangente, y el punto D sobre la recta paralela al eje y, tal como lo
muestra la figura.

» Vista Grafica

2 4 s/n 10 12 14 |16 18 20 2 2 2 28 3

7. Mide los angulos DAB y FAC, utilizando el botdn de dngulos, opcién Angulo, tal como lo muestra la figura.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

DREY R RNER

» Vista Algebraica X vista Grafic| & [Anguio . - - o o o o x
Conica = i
® c:x-16y=0 %, Angulo dada su amplitud £l
Namero

:fg . Distancia o Longitud =
p=4 T4 Area el
Punto e

® A=(15.8,14.98) A Pendiente 2
® B=(2091,2547)
® C=(10.04,4.46) 0.2 Lista -
® D=(15.48,29.81)
® F=(0,4) alp Relacion B
Recta ==

e fy=4 &/ Analizador e funciones
® i:15.48x -8y =119.8° T\ T T N
® j:x=1548

Segmento
® g=1898
Angulo

® a=27.33°
® p=27.33

pE2733

= E s/s T T T - TR TR | TR
B

Entrada:

8. Con el cursor puedes mover el punto sobre la parabola y verificar que el angulo con que se refleja la recta
emitida por el foco se mantiene constante respecto de la recta paralela al eje de la pardbola. También
puedes dar clic derecho sobre el punto y marcar la opcidn animacion para recorrer todos los puntos de
la parabola de manera automatica.

Actividades
1. Realiza una contruccidn para verificar la propiedad de los focos de una elipse que se utilizé en las aplica-

ciones sobre la elipse.

2. Realiza una construccidn para verificar la propiedad de los focos de una hipérbola que se utilizé en las
aplicaciones sobre la hipérbola.

J

\
52



5.4 Practica en GeoGebra:

problemas sobre el lugar geométrico de las cdnicas

En esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para verificar las respuestas de los problemas sobre
lugar geométrico de secciones conicas que se resolvieron en la clase 4.10. Para ello sigue los pasos indica-
dos en la parte de “Practica” y construye los lugares geométricos correspondientes. Luego trabaja en Geo-
Gebra la parte “Actividades” que esta al final de esta practica.

Practica
Retomando el problema 4 de la clase 4.10:

Identifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a la recta’y + 2 = 0y a la circunferencia x? + y?> = 16. Asumiendo que dicha cir-
cunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

1. Utiliza la barra de entrada para graficarlarectay+2=0y .. ;
la circunferencia x* + y* = 16.

2. Inserta un deslizador con la variable a, seleccionando el
botdn deslizador y dando un clic sobre la Vista Grafica
en el lugar que se quiere colocar, usar el valor minimo e
de —3.46 y maximo de 3.46 y presionar “enter”. , B ==

@Nimero Nomore

Ohogi 2
OEntero () Aeatorio

Intervalo. Desizador Anmacion

3. Para comprobar la respuesta del problema, la cual
es“y= _T+ 17, mgresa en la barra de Entrada el

punto C = (x, — T + 1), escribiendo: ;

C=(a,(-an2/4)+1) »> Entrada: “C = (2, (-2*2 1 4) + 1)"

nrada

HOONLlN=l e
» Vista Grafi é Angulo ——

%, Angulo dada su ampitud

4. En el botén de Angulo selecciona la opcién Distancia
o Longitud, selecciona el punto C graficado en el paso
3,ylarectay+2=0.Después de ello aparecera en la > I

Vista Gréfica una etiqueta que muestra la distancia del B frea

punto C a la recta, y en la Vista Algebraica aparecera L] periee

. . . {12} Lista
una variable con nombre “distanciaCf”, la cual almace- 3 ;f ki
na el valor numérico de la distancia medida. 7/ vaizagor deunciones

5. Ahora construye una circunferencia, utilizando la opciéon de centro y radio, luego selecciona como centro
el punto C, construido en el paso 3, y en la entrada del radio escribe la variable que almacena la distancia,
es decir, “distanciaCf”. Se puede observar el resultado obtenido, en la figura de abajo.

Ao Edta

i Anda

LS

¥ Circunferencia (centro, radio)
Radio
distanciaCf

._ OK | Cancela




\_

6. Observa que la circunferencia graficada en el paso 5 es tangente tanto a la recta y + 2 =0 como a la
circunferencia x* + y? = 16. Puedes mover el deslizador horizontalmente y ver como se mueve dicha cir-
cunferencia.

» Vista Grafica

a=-028

7. Haz clic derecho sobre el punto C y selecciona la opcidn rastro (se puede cambiar el color del punto, si se
desea), ahora mueve el deslizador de nuevo y observa como se marca el lugar geométrico con el rastro.

» Vista Grafica

8. Finalmente puedes dar clic derecho sobre el deslizador y seleccionar la opcién animacién para correr
automaticamente el lugar geométrico y comprobar que la respuesta es correcta.

Actividades

1. Cambia el rango entre el valor minimo y el maximo del deslizador, observa el resultado y escribe la
conclusion de este resultado, enfocandote en la tangencia de la circunferencia conlarectay+2=0yla
circunferencia x? + y* = 16.

2. Realiza una construccion para verificar la respuesta al problema 2 y 3 de los problemas de la unidad de
la clase 4.10:
a) Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacién x* + y> = 16 y re-
ducir las coordenadas en y de cada punto de ella a %.
b) Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mue-
ve sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento
AB que cumplen estar a una proporcion 3:2. )
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