Funciones
Trascendentales Il

A principios del siglo XVII, los matematicos ingleses John Napier y Henry Briggs introdujeron
y perfeccionaron el logaritmo, un concepto de gran importancia practica y tedrica por su
propiedad de simplificar operaciones tediosas como la multiplicacion, la divisién y la extrac-
cion de raices. La motivacion de Napier era facilitar los calculos en trigonometria esférica
utilizados en astronomia. Briggs sugirid el 10 como base y cred tablas de logaritmos para
nUmeros cercanos.

Red ortogonal de espirales
logaritmicas

Mosaico decorativo en
Corinto siglo 11 d.C.

Actualmente los logaritmos tienen aplicaciones
en muchas ramas de la ciencia: permiten medir
la intensidad del sonido, el nivel de acidez de una
sustancia conocido como pH, la intensidad de los
sismos a través de la escala Richter, los grados de
tonalidad de escala cromatica en la musica, entre

otras. El sismdgrafo permite medir la intensidad y
duracion de los sismos.

En esta unidad se exploran algunas propiedades de las funciones como la inyectividad,
la sobreyectividad y la biyectividad. Conoceras la composicion de funciones que permi-
tira definir la funcion inversa como un caso especial de la composicién y luego definir la
funcion logaritmica y estudiar sus propiedades.



1.1 Funciones inyectivas

Problema inicial
Responde las siguientes preguntas:
a) Sea f(x) = x + 1, se sabe que f(3) = 4, éexiste otro valor x en R tal que f(x) = 4?
b) En el caso de la funcion f(x) = x?, se cumple que f(2) = 4, éocurre lo mismo que el caso anterior?

Solucién
a) Se elabora la grafica de flx) =x + 1. b) Se elabora la grafica de f(x) = x2.
y
_______ | B No ocurre lo mis-
5 mo, ya que existen
3 :
, dos valores de x que
2 cumplen f(x) = 4:
. 1 x=2yx=-2.
T X <= o 1 2 3 %

El Gnico valor de x tal que f(x) =4 es x = 3.
Definicion
Una funcidén f: A— B es inyectiva en A, si a valores diferentes del conjunto A le corresponden valores dife-
rentes del conjunto B. Simbdlicamente: si a, b son elementos de A con a # b entonces f(a) # f(b).

También se puede definir de la siguiente manera: f : A — B es inyectiva en A, si a cada imagen en B le co-
rresponde una Unica preimagen de A.

Para determinar graficamente la inyectividad de una funcién se trazan rectas horizontales sobre la gréfica,
si una recta interseca a la grafica en dos o mas puntos, entonces la funcién no es inyectiva.

Ejemplo

Determina si las siguientes funciones son inyectivas:
a)flx)=x+1 b) f(x) = x>

1 {1 ]

3 / ; ’ ;
Y H 2 E

a

) 1 E
— L > X — ' y X
/{ 0 1 2[ 3 4 2 1 o 1 2 3
Toda recta horizontal interseca en un solo punto La recta horizontal que pasa por el punto (2, 4)
alafuncidn. Por lo tanto, f(x) = x + 1 es inyectiva. también pasa por el punto (-2, 4). Por lo tanto,

flx) = x? no es inyectiva. En este caso 2 # -2 pero
. f12) = fi=2) pues f(2) = 4y f(-2) = 4.
Problemasm

Determina si las siguientes funciones son inyectivas en su dominio:
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a) flx) =2x-6 b) flx) = —x*-2x -6 c) flx) = 24° d)f(X)=% e) flx) =x



1.2 Funciones sobreyectivas

Problema inicial N
Una funcién de A en B que tiene como ecuacién y = f(x) se puede representar de las siguientes formas:

1.f:A—B 2.f:A—B;x— flx) Esta representacion significa “la funcion de A en B tal que x
x — flx) toma valores en Ay f(x) en B”.

a) Dada la funcion f: R — R; x — x?, éexiste un valor x en el conjunto de partida que cumple f(x) =-1?
b) Considera la funcién f: R— R; x — x3. Si y es un niumero real, determina el valor de x tal que f(x) =y

siy=1,y=8. )
Solucién
a) Se elabora la gréfica de f(x) = x. b) Se elabora la grafica de f(x) = &°.

El valor de x tal que
flx)=1,esx=1.
fl1)=13=1.

No hay valores de x
tal que f(x) = -1.

El valor de x tal que
flx)=8,esx=2.
fl2)=23=8.

Conclusién
Una funcidén f: A— B es sobreyectiva, si cada nimero en B es imagen de, al menos, un nimero en A.
1. Para decir que una funcién no es sobreyectiva se debe encontrar un
. Recuerda que el rango es el con-
valor y en B que no tenga preimagen en A. junto de valores que puede to-
2. Una funcién f: A — B, donde el conjunto B es igual al rango de la mar la funcion Ry = {f(x) | x € A}.

funcién Ry es una funcion sobreyectiva.

Ejemplo
a) La funcion f: R— R ; x — x?, no es sobreyectiva  b) La funcién /: R — R ; x — x*® es sobreyectiva pues
pues no existe un numero real x tal que x* =—1. un numero y en R es imagen del nimero 3\@ Al

evaluar se tiene: fl\[y) = (Ay)* = y.
El rango de f(x) = x* no es R sino Ry =[0, o] .
El rango de f(x) =x*es Ry = R.

*
Problemasm

Identifica si cada una de las siguientes funciones es sobreyectiva.

a)fR—R b)fR— R ofR—R El conjunto ]- o, a[ U ]a, o[ se puede
X—X x—3x—2 x—x*-1 escribir en la forma R - {a}, que repre-
A NS A N . - senta el conjunto de los nimeros reales
d)f. ]I:i ]xc;o, 0] ef. H}i sz . fr1o, oan E% il exceptuando al nimero a.
—_— — —_— — —\x
g)fR-{0}—R hffR-{1}—=R-{0} i)R—R
x— 1 x— x— |x| fix) = | x]es la funcién valor absoluto.
—x



1.3 Funciones biyectivas*

Definicion
Una funcién f: A— B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.
¢ Si una funcién no es inyectiva se puede restringir el dominio para que sea inyectiva, en algunos casos se
puede hacer de varias maneras.
¢ Para que la funcion f sea sobreyectiva basta encontrar el rango Ry y hacer B = Ry.
Se llama restriccion de la funcién f a la que se obtiene como resultado de los pasos anteriores.

Ejemplo
1. Verifica que la funcién f: R — [0, o[ ; x — &% no es biyectiva.
2. Haz una restriccidn del dominio para que la funcién f sea biyectiva.

y
T =1
&
\ ] 1. Las rectas horizontales cortan en dos puntos a la grafica, asi la funcion
\ 2 / no es inyectiva, por lo que tampoco es biyectiva.
2 1 0 1 2 1
y
y=/,(x)

2. Eliminando los puntos con primera coordenada negativa, se obtiene la 4
gréafica de una funcién inyectiva, a la que se denomina f,. Su dominio es 3

[0, o[ y su rango es [0, oo|. /
1/

Por lo tanto, la funcién f,: [0, oo[ — [0, oo[; x — x* es biyectiva pues ! /
> X
1

N

es inyectiva y sobreyectiva.

2 1 0 2 3
y
= fl(x)
4 Otra restriccion de f se obtiene eliminando los puntos con primera
\ 3 coordenada positiva.
‘\ 2
: Por lo tanto, la funcién f,: [-o0, O] — [0, o[; x — x? es biyectiva pues
\ es inyectiva y sobreyectiva.
1 q 1 3 3 ¥

*
Problemasm

Determina si cada funcidn es biyectiva, si no lo es, haz una restriccion de f para que lo sea.

a)fR—R b)fR—R c) f: [0, 10] — [0, o[
X—Xx x—x-1 x — x?
dfiR—R e)f:R-{0}—R-{0} f) f: R— [0, o]
x—x*—-2x +3 x_,% x— |x|
g)fR-{1}—R h)fR—R )fR—R
x—>1+ﬁ x— 2" x—2%1+1

@



1.4 Composicion de funciones

Problema inicial N
f En el departamento de Morazan el beneficio promedio, en délares, que obtiene un productor de dulce de
atado esta dado por f(x) = 0.53x, donde x representa la inversion realizada por el productor. Se sabe que

la inversidn realizada por un productor esta dada por la funcion g(x) = 69.19x, donde x es el nimero de
toneladas de cafia de azucar utilizadas. A partir de lo anterior contesta: oy T, A 7 pA A

1. ¢{Cudl es la inversion realizada por el productor si utiliza 2 toneladas?

2. ¢Cual es el beneficio obtenido por el productor si utiliza 2 toneladas?

3. Determina una funcién que proporcione el beneficio obtenido a partir
de una cantidad x de toneladas de cafia de azlcar utilizadas.

&

Solucién

1. Utilizando la funcidn de inversidn g, se tiene g(2) = 69.19(2) = 138.38. 8,
Por lo tanto, la inversidn realizada es de $138.38.

2. La inversion realizada al utilizar 2 toneladas es g(2) = $138.38. Toneladas inversion
Utilizando la funcién de beneficio f se tiene que f,

flg(2)) = f(138.38) = 0.53(138.38) = 73.3414.

Por lo tanto, el beneficio es de § 73.3414. Inversién Beneficios

3. Al utilizar x toneladas se tiene una inversion de g(x) = 69.19x.
Al utilizar unainversion g(x) se tiene un beneficio de f{g(x)) = 0.53(g(x)). @ R /,
Por lo tanto, el beneficio a partir de la cantidad x de toneladas es
f(g(x)) - 0.53(69.1936‘) =36.6707x. Toneladas Inversion Beneficios

Definicion
Dadas dos funciones f{x) y g(x), la composicién de [ y g se denota por (fog)(x) y se define como:
(fog)(x) = flg(x))
La composicion de f y g es una funcién que resulta de evaluar la funcidn g(x) en la funcién f(x).
La expresion fog se lee f compuesta con g. La expresion f(g(x)) se lee f de g de x.

Ejemplo
Efectla las composiciones fogy gof, con las funciones f(x) = 2x + 1y g(x) = x — 3.
(fog)(x) = flg(x))
=2(g(x)) +1 seevalta la funcién g(x) en f(x),
=2(x-3)+1 Observa que, en general, (fog)(x) no es
=2x-6+1 igual a (gof)(x):
Por lo tanto, (fog)(x) = 2x — 5.

~N

Si flx) =2x+ 1y g(x) =x—3 se tiene que

(goN(x) = g(flx)) (fog)(x) = 2x 5y (gof)(x) = 2x — 2.
=flx)-3 se evalua la funcidn f(x) en g(x),
=(2x+1)-3 En este caso (fog)(x) # (gof)(x).
=2x-2 h g

Por lo tanto, (gof)(x) = 2x — 2.

b3
Problemasu
Efectia la composicion fog de las siguientes funciones:

a) fla) = 4x, g(x) = 3x b) fla) =~ +2, gla)=x+5 O fix)=Vx+ 1, glx) = x4
d) fln) ==, glx) =2+ 1 &) flx) =x+1, glx) = f) flx) = 3% glx) = x + 2
g) flo) = x + 1, gla) = 2° h) fl) =<, glx) = 5° i) fla) =V, glx) = 4°

&



1.5 Dominio de la funcion composicion*

Problema inicial N
Se tiene la gréfica de las funciones f: [0, o[ = [0, [; x —={x y & R—R;x —x—1.
Yy y
2 2
Df=[0,oo[ ¥ = f(x) D.=R y=g(x)/
R= [0, oof ' Re=R !

‘—F0123'x ‘To/lzs'x

_1 V
La composicidn esta definida como (fog)(x) = f(g(x)), es decir g(x) se evalta en f(x). A partir de esto, realiza
lo siguiente:

a) Determina el intervalo de los valores que puede tomar g(x) para que f(g(x)) esté definida.

b) ¢Cual es el intervalo de valores que debe tomar x para que g(x) esté en el intervalo del literal anterior?

A\ J

Solucién
a) Los valores que g(x) puede tomar deben estar en el domino de f{x).
Por lo que el intervalo que se pide es [0, o|.

b) Se determina el intervalo a partir de la grafica.
y y En la funcién g(x) los valores del in-

T T tervalo [0, o[ se obtienen al evaluar
2y =f(x) o —y=gx) los valores del intervalo [1, oo].

L ] L | Por lo tanto, x debe tomar valores
3 X 3 > .

‘F ot 2 3 ‘F 0 / 23 Y enelintervalo [1, oo[ para que g(x)
V esté en el intervalo [0, ool.

-
u

Definicion
El dominio de la composicién de f y g esta dado por el conjunto: Dy, = {x € Dg | g(x) € Dj}.

El dominio de la composicidn de funciones (fog)(x) son los valores que pertenecen a D, (el dominio de g(x))
tal que g(x) pertenece a Dy (el dominio de f(x)).

Ejemplo
Utilizando las funciones: f(x) = vx — 9, con dominio Dy = [9, o], y g(x) = 3x, con dominio D, = R, encuentra
el dominio de la funcién compuesta (fog)(x) = flg(x)) =V3x - 9.

Se tienen los dominios Dy = [9, o[ y Dg = R. Para determinar Dy, = {x € D, | g(x) € Df} se tiene que g(x) es
un valor de D;={x € R|x > 9} si se cumple que g(x) > 9, sustituyendo se obtiene 3x>9, por lo
que x = 3 entonces Dz = {x € Dy | x = 3}. Por lo tanto, Dy, = [3, oo].

b
Problemasm

Determina el domino de la composicion de funciones (fog)(x):

2) f R—R b) £ [3, 0o — [1, o0] O f [-1, o[ — [, d)f:[0, 00[ — [0, oo
x—3x+1 x —x*—12x+35 x—x?—1 x —\x
gR—R g: 10,00 — [0, o] gR-(0—~R-00}  &R-(0}—R-[)
x—2x+4 x —\x x—= x—=

124



1.6 Funcion inversa

Problema inicial

Dadas las funciones f(x) = 2x + 2 y g(x) = %x— 1, efecttia las composiciones:

a) (fog)(x) b) (go/)(x)
Solucién
a) (fog)(x) b) (gof)(x)
(feg)x) = flg(x)) (goN(x) = g(f(x))
= 2(g(x)) + 2 = H2x+2)-1
=2(%x—1)+2 —x+1-1
=x—2+2 =X
- x Por lo tanto, (gof)(x) = x.
Por lo tanto, (fog)(x) = x.
Definicion
Sea f: A— B una funcién, si una funcion g: B— A cumple las condiciones:
1. (fog)(x) = x, para todo valor x en B. 2. (gof)(x) = x, para todo valor x en A.

Entonces a g se le llama la funcién inversa de fy se denota por .

La funcidn inversa f = cumple (f o f2)(x) = f(f 7(x)) = x, asi para encontrar la ecuacion de la funcion inversa
se despeja y de la ecuacion f(y) = x, donde y = f (x).

Ejemplo
Obtén la funcidn inversa de f(x) = 2x + 2.

. .7z 4 N\
Escribe la ecuacion = f(y) =% A la funcién A(x) = x se le denomina funcién identidad.
evalUa y en f(x) = 2x + 2 > 2y+2=x, Para una funcién I: A— B, la funcién identidad cumple

. las siguientes condiciones:
al despejar y se obtiene: = y=5x-1.
1.Si h: B— B; x — x entonces (hol)(x) = I(x).
Por lo tanto, f *(x) = lx_ 1 2.Sih: A— A; x — x entonces (loh)(x) = I(x).
] 2 M _ J

b 3
Problemasm

1. Determina la ecuacidn de la funcidn inversa de las siguientes funciones.

a)f R—R b)f R—R c)fR—[1, o dfR-{0}—R-{0}
x—>5x-1 x = x—(x-2)°+1 x—>%
e)fR-{1}—=R-{1} f)f:[0,00[— [0, oo g) f:[0, co[ = [1, o] h) f: [1, o[ — [0, oo[
ﬁ’;ii x—\x x—xl+1 x—(x-1)

2. Comprueba con la composicién de funciones, que la funcién encontrada en cada literal del problema

anterior es la funcidn inversa. R Ge (A e e =

&



1.7 Existencia, dominio y rango de la funcidn inversa

Problema inicial

a) Grafica las funciones f(x) = 2x + 2 y [ (x) = %x — 1 en un mismo plano Los puntos (a, b) y (b, @)
cartesiano y observa que si (a, b) es un punto de la gréfica de fentonces |S°“ simétricos respecto a
arectay=ux.

(b, a) es un punto de la grafica de f .

b) Sea (a, b) un punto de la grafica de f, demuestra que si f posee funcidn inversa f 2, entonces (b, a) es un
punto de la grafica de /.

c) Grafica la funcién f(x) = &%, luego para cada punto (a, b) de f(x) gréfica el punto (b, a) y dibuja la curva
que une estos puntos.

d) La curva que obtuviste en c), ¢corresponde a la grafica de una funcién?
\

Solucién
a) Se observa que las gréficas de fy f = son simétricas respecto a la recta y = x. Por
lo tanto, si (a,b) es un punto de la grafica de f entonces (b, a) es un punto de f .

b) (a, b) es un punto de la gréfica de fsiy solo si f (a) = b.
Al aplicar la funcién inversa a la ecuacion anterior se tiene f(f (a)) = f X(b).
Asi, por la definicién de funcidn inversa se tiene: a = f (b).
Por lo tanto, si (@, b) es un punto de la grafica de f entonces (b, a) es un punto de
la gréfica de f .

yo
c) Se grafican algunos puntos (b,a): (0, 0), (1, 1), (1, -1), (4, 2), (4, -2). 2 |
Se traza la curva que une estos puntos. !
o131 3 2"
d) La curva que se obtuvo no corresponde a la grafica de una funcién pues hay rec- -1 \‘\\
tas verticales que cortan en dos puntos a la curva. ‘ZV
Definicion
Unafuncién f: A— B posee funcion inversa si y solo si es biyectiva. ~
De acuerdo a la clase 1.3, una funcién puede restringirse para | Lagraficade/fes _ (a,b)
que sea biyectiva y asi tener funcién inversa. simétrica a la de f,
con eje de sime- (b, a)
tria y = x. f
Si (a, b) es un punto de la grafica de f(x) entonces (b, a) es un x
punto de la gréfica de f(x). El punto (a, b) es
simétrico al punto
El dominio de la funcién inversa es el Dy f Ry L (b, a). / )
rango de la funcidn inicial y el rango de -
la funcién inversa es el dominio de la @ — @
funcion inicial: R r Dy-

Df-=Rf y Ry~ =Dr.

<
Problemasu

En los siguientes literales determina la funcidn inversa, su dominio y su rango. Ademas grafica la funciény
su inversa en el mismo plano cartesiano. En el literal d) realiza una restriccion de la funcion.

a)fR—R b) £ R—{-1} =R —-{0} c)f:]-c0, 0] — [0, oof d)f:R—R
! x—x° x—(x+1)*-4

x—3x—2 x—
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1.8 Practica lo aprendido

N\

1. En los siguientes literales determina la ecuacidn de las composiciones (fog)(x) y (gof)(x):

a)flx)=—x+5, glx) =—x-2 b) fix)=x>+4, glx)=—x+1
) fle) =V—x + 1, 8(x) =4 -« d) flx) = 2%, g(x) =x?—x
2. Encuentra el dominio de las siguientes funciones:
a) flx) =vV1- 2 b) fl) = —+—— o) flx) = \/1 Escribe cada funcion
x*—2x-3 x COMO una composi-
- 1 — % _avx ciéon de funciones.
d) flx) = | A= e) flx) =3 -9 ) flx) =3
3. Se tienen las graficas de las siguientes funciones:
f,(x) =~9 — &2 f,(x) =2x? -2 fa(x)=1/2—x7
"~ N ‘I)Z
4 2

N
N w
\
y
x

a

Para cada una:

a) Determina el dominio como el conjunto de los valores donde la funcién esta definida.

b) Restringe el dominio de la funcién para que sea inyectiva.

c¢) Con el dominio encontrado en b) determina el rango de modo que la funcién sea sobreyectiva.
d) Traza la grafica de la funcidn con el dominio y el rango restringidos en b) y c).

4. A partir de las funciones redefinidas en el problema 3 realiza lo siguiente:
a) Para cada funcién determina la ecuacién de la funcion inversa.
b) Determina el domino y rango de la funcién inversa.
c) Grafica en el mismo plano cartesiano fy f .

5. Considerando los puntos P(a, b), Q(b, a) y la recta [: y = x demuestra que d(P, [) = d(Q, ).

6. Se tienen las siguientes funciones y sus inversas:
f,: [0, 00[ = [0, oo[; x — x? £ [0, 00[ = [0, oo[; x —~x
fi[F1,0[—[0,00[;x —x +1 £, [0, 00[ = [-1,00[; x —x -1

Realiza lo siguiente:

a) Determina la ecuacién de la funcién g, (x) = (f,of,)(x).

b) Determina la ecuacién de la funcion g,(x) = (f,*of,7)(x).

c) Efectua las composiciones (g,0g,)(x) y (g,°g,)(x).

d) En este caso, ¢cudl es la funcién inversa de g (x) = (f,of,)(x)?

e) Sean f, y f, dos funciones cualesquiera, tal que las funciones /7, f,7, f,of,y f,™of, estén definidas.
Demuestra que f,'of ™" es la funcién inversa de f of,.




2.1 Definicion de logaritmo

Problema inicial
¢Qué valor debe tomar el exponente x para que se cumplan las siguientes igualdades?

a)2v=8 b) 3% =5
Solucién .
a)2:=8 b) 37 =5
2*=2% se escribe 8 como potencia de 2 3v =271
x=3. 3*=(3%)" Se escribe como potencias de la
misma base
Por lo tanto, x = 3. 3r =33
x=-3.

Por lo tanto, x =— 3.
Definicion
Sean a, b y x nimeros reales tal que b >0, a >0y a # 1, se define el
logaritmo base a de un nimero b como sigue:

logb=xea*=b

Significa que el logaritmo es el exponente al que se debe elevar el nime-
ro a, llamado base, para obtener el nimero b.

Ejemplo
En el Problema inicial se tiene que
a) 2°=8 ©log,8 =3y se lee el logaritmo base 2 de 8 es igual a 3. argumento
% logaritmo
5_ 1 1 __ ; 1 : _
b)33= 57 & Iog327 = -3 yse lee el logaritmo de > base 3 esigual a —3. base
bl
Problemasm
1. Escribe como un logaritmo cada una de las siguientes potencias.
2 — 4 — -1 — l -2 - i
a)2°=4 b) 34=81 c) 10 = d) 4 =1
1 3
)22 =2 f) 25! =125 g) 25 =32 hy23=_L
32
2. Escribe cada logaritmo como una potencia.
a) log,64 =6 b) log,25 =2 c) Iog% =-1 d) Iog3% =-3
_2 _1 3 1 1
e) Iog432 =3 f) Iog34\/§ =7 g) |og4\/§ = 7 h) |og2Tz =— 3
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2.2 Logaritmo de un numero

Problema inicial
1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:

a) log,16 b) Iog%

2. Demuestraque log a°=c,cona>0ya#1.

Solucién
1. a) log,16 b) Iog%
Sea x = log,16 Seax= Iog%
x=log,16 & 2*=16 se aplica la definicién de x= Iog% o 3 :% se aplica la definicién de
logaritmo, logaritmo,
& 2*=2% seresuelve la ecuacion, o 3 =% se escribe 9 como potencia
de 3,
< x=4. .
& 3* =37 se reescribe con exponente
negativo,
S x=-2.

2. Se tiene que x = log a° < a* = a“. Por lo tanto, x = c.

Conclusién
Calcular el valor de un logaritmo x = Iogab es encontrar el valor del exponente x que cumple a* = b.

De manera general para encontrar el valor de un logaritmo se realizan los siguientes pasos:
1. Se escribe como potencia Iogab =x S a*=b.
2. Se resuelve la ecuacion a* = b. {

a'=aeloga=1
a’=1elog1=0

Si b = a‘ entonces Iogab =¢; porloque, log a°=ccon a>0ya#1.

Ejemplo

Encuentra el valor del logaritmo log,64.

Solucién 1
Sea x = log,64 entonces x = log,64 © 4°=64 © 2*=2°©2x=6& x=3.

Solucién 2
Utilizando la propiedad log a‘ = c: log,64 = log,4° = 3.

*
Problemasm

Determina el valor de los siguientes logaritmos:

a) log, 10 b) log,1 c) log,2'® d) log,32
e) log 81 f) Iog%% g) log 4 h) log, 125

. 1
i) log, 5 k) Iog& 1) 1og19

Sl

i) log1



2.3 Propiedades de los logaritmos*

Problema inicial
1. Compara el resultado de la operacion y el logaritmo para cada uno de los siguientes literales.
a) log,4 +log 8y log 32 b)log,8 —log,4ylog,2 c)3log4ylog4® d)log8ylog4’

2. Demuestra las siguientes propiedades.

a) log M +log N = log MN b) log M —log N = Iogaﬂ—]\/‘][
c) blog M = log M" d)log M =log N & M=N
\
Solucién
1. a) log,4 + log,8 = log,2* + log,2° y log 32 = log,2° b) log,8 —log,4 = log,2* —log,2*y log,2 = 1
=2+3 =5 =3-2
= 5 = 1
Por lo tanto, el resultado es el mismo. Por lo tanto, el resultado es el mismo.

Se observa que log 4 +log,8 = log (4 x 8) = log,32.  Se observa que log,8 —log,4 = IogZ% = log,2.

c) 3 log,4 = 3log,2’ y log,4° = log,(2%)° d) log,8”=log,2° y log,4* = log,2°
=3(2) = log,2° =6 =6
=6 =6
Por lo tanto, el resultado es el mismo. Por lo tanto, el resultado es el mismo.
Se observa que 3log,4 = log,4> = 6. Se observa que 82 = 43,

2.Seanx=log My y=log N, por definicién se tiene M = a*y N = .

a) Se tiene el producto MN = a* @’ = a**” b) Se tiene el cociente A—]\/}[ = Z—; =q*Y
Al escribir como logaritmo: log MN =x +y Por definicion de logaritmo Ioga% =x-y
Por lo tanto, log MN =log M + log N. Por lo tanto, Ioga% =log M —log N.
c) Se tiene la potencia M = (a*)® = a** d) En este caso x =log My x = log N
Se reescribe como logaritmo bx = log M° Entonces M =a*y N = a*
Por lo tanto, blog M = log M". Por lo tanto, M = N.
Conclusién

Sean a, My N numeros positivos con a # 1, los logaritmos cumplen las siguientes propiedades:

_ _ M Observa:
1.log M +log N = log MN 2. log M —log N = IogaN (log,4) = 2° = 8 y log 4° = 3log,4 = 3(2) =6.
Se tiene que (log,4)® # log,4°.
3. blog M = |0ga]W’ 4.log M =log N M=N | Porloque, engeneral, (log M)’ # log M
Problemas
Efectua las siguientes operaciones.

a) log,2 +log,8 b) log,12 + log,18 c) log,96 — log 3 d) log,6 —log,24

12 El 11 2 5 oo 2 3 e 12
e) log, %+ Iog23 f) log,7 + log, 23 g) log.= Iog321 h) log, 75— o8, 5
i) 3log,3 + log,243 j) 5log,8 + 3log,32 k) 2log,54 - 3log,18 1) 2l0g212 - 2l0g218
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2.4 Cambio de base de un logaritmo*

Problema inicial

& ¢ Como calcularias el valor de log,5 utilizando el logaritmo La mayoria de calculadoras cientificas solo permi-
base 10? ten encontrar el valor de logaritmos de base 10y e.

L El niUmero neperiano: e = 2.718281828459045...

Solucién
Sea x = log,5. Entonces:

2*=5 por la definicion de logaritmo,
log2*=1log5 se aplica logaritmo a ambos lados de la igualdad,

xlog2=log5 utilizando propiedades de logaritmo,
_ log5
X = m.

Se utiliza la calculadora para determinar el cociente:

El logaritmo base 10,
usualmente, se denota
sinla base: log, a=loga.

[ log ] [ - N log ] e - Pantalla de la calculadora

Por lo tanto, log,5 = 2.321928095... [IDE 5+ los 2 J
2321928095
Definicion
Sean a, b y ¢ niUmeros positivos tales que a # 1y ¢ # 1. Se denomina cambio de base a la igualdad:
log,b
log b = og.

Ejemplo

1. Demuestra la propiedad del cambio de base para 2. Calcula el valor de log,8.

En este caso no es

c=10. necesario utilizar la
» calculadora.
Se tiene que x=log b & a*=b. Se utilizac = 2.
log 8 = log8 log,2° 3
Se aplica logaritmo base 10: log a* = log b. 08,° = log,4 ~log,2” ~ 2°
3
) ) ) Por lo tanto, log,8 == .
Se aplica la propiedad del logaritmo de una poten-
ciaxloga=logb. Se puede utilizar cualquier base.
log.8 log,2®> 3log,2 3
. . _log b log 8 = 3 = i = i =2
Se despeja x: x = o5 @’ loga #0vyaquea#l. 84° = Tog 4 ~Tog,2? ~2log,2 2"

g b
ga’

|
Por lo tanto, se tiene que log b = |2

b
Problemasu

1. Simplifica los siguientes logaritmos con la propiedad de cambio de base.

1
a) log,32 b) log, 3 c) log\3 d) log, 75
e) log127 f)log13 g) log1'8 h) Iogéﬁ

i 2. Calcula el valor de los siguientes logaritmos.

a) log 24 b) Iog% c) log15 d) log1+2

Observa que el argumento del
logaritmo y la base son poten-
cias de una misma base.

Utiliza ¢ = 10.



2.5 Definicion de la funcidn logaritmica y su grafica

Problema inicial
1.a) Utiliza la siguiente tabla para graficar la funcion

flx) = log x.
101
X Z ? 1 2 4
Y

b) Determinasila funcién f(x) = log,x es creciente
o decreciente.

&

2. a) Utiliza la siguiente tabla para graficar la funcién

flx) = logx.
1 1
X Z ? 1 2 4
y

b) éLa funcion f(x) = log1ix es creciente o
decreciente?

N

Solucién . ) X
. 1 . 1 1 B
Six= ? se tiene f(i) = IQgZ? = |0g22 1_ -1

Six=1setiene f{1)=log,1=10g,2°=0
Six=2setiene f(2)=log,2=1

Six =4 se tiene f(4)=log,4 =log,2>=2

1|1
x| 7|3 1121 4
y|=2|-1l0]|1]2
Se traza una curva sobre los puntos obtenidos.
Y
Iogzb2

+
log,a
e

<

0

-1

—~2

N

b) Si0 < a < b, entonces log,a < log,b.
Por lo tanto, f{x) = log,x es creciente.

Deﬁnicién

La funcién logaritmica se define como sigue f: ]0, o[ — R
x—log x

donde a es un numero positivoy a # 1.

La monotonia de la funcion f(x) = log, x se describe a continuacion:
2. flx) = Es decreciente si 0 < a < 1.

1. Es creciente sia > 1.

b
Problemasm

2.a)Six= L e tiene f(%)= Iog%% = Iog%(%)2 =2

4

. 1 1 1 1
Six =3 se tiene f(i) = Iog%3 = Iog%i =1

. . 1\o
Six=1setiene f(1)=logil= Iog%(z) =0
Six=2setiene f(2) =logi2 = Iog%(%)_l =-1
Six =4 se tiene f(4) =log14 = Iog%(%)_z ==2

101
X737 1121 4
yl2l1]0]-1]=2

Se traza una curva sobre los puntos obtenidos.

y=log.x

b) Si 0 < a < b, entonces logia > log:b.
Por lo tanto, f(x) = logix es decreciente.

Un logaritmo esta bien definido si el
argumento es positivo.

La gréfica de f(x) = log, x pasa por
los puntos (1, 0) y (a, 1).

Grafica las siguientes funciones logaritmicas.
a) fix) = log,x b) fix) = logx

c) flx) = log1x d) flx) = log1x



2.6 Relacion entre las funciones exponencial y logaritmica

Problema inicial
1. Grafica en un mismo plano cartesiano las funciones f(x) = log,x y g(x) = 2* y observa que si (a, b) es un
punto de f entonces (b, a) es un punto de g.
2. Efectua las composiciones:

a) flg(x)) b) g(f(x))
Solucién
1. La funcién f(x) = log,x se graficé en la clase anterior y la funcién g(x) = 2* se graficé en la clase 2.1 de la
unidad 4.
o flx)=logx | glx)=2
4 ..
3 (41 2) (2, 4)
(1,2 y = flx)
? (4,2) (2,1) (1,2)
) > X (1’ 0) (Or 1)
1 1
1) (13
1 1
(z-2) (23)
2. Efectua las composiciones:
a) flg(x)) i{(zx) i b) g(f(x)) igl(oLclgzx) Por la definicion de
= log,2 = 2% logaritmo a'°8* = x.
=X =x

Conclusién
1. Las funciones y = log x y y = a® son simétricas respecto a la recta y = x,
dondea>0vya #1.

2. Para dos numeros realesa y b cona >0y a # 1 se tiene que
log,.a’=bya"=b(con b >0).

3. La funcién logaritmica es la funcién inversa de la funcién exponencial. ¢ wh > X
f:R —]0, oof f10,00[ = R y=x
x —a” x — logx

4. y = a* tiene como asintota horizontal la recta y = 0, haciendo uso de la simetria se obtiene que
y = log x tiene como asintota vertical la recta x = 0.

5. El dominio de la funcién logaritmo es el rango de la funcién exponencial: ]0, oo|.
El rango de la funcidn logaritmo es el dominio de la funcién exponencial: R.

6. La funcidn logaritmo, al ser la inversa de la funcidn exponencial, es una funcidén biyectiva.

b 3
Problemasm
Para cada funcion escribe su funcidn inversa y graficalas en el mismo plano cartesiano.

a) f(x) = log,x b) flx) = log,x c) flx) = f(%)x Recuerda que (%)x =4

&



2.7 Ecuaciones logaritmicas, parte 1

Problema inicial
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones y comprueba las soluciones encontradas.

a) Iogzx =3 b) |0g3(x -1)=2 Verifica que el argumento del logaritmo es positivo al sustituir los valo-
c) |Og5x2 =4 d) log,(3x(x + 1)) = 2 res encontrados.
Cuando se trata con logaritmos se consideran solo las soluciones reales.
Solucién
a) Se utiliza la definicion de logaritmo: b) Se utiliza la definicion de logaritmo:
logx=3ox=2x=8. log(x—-1)=2¢ex-1=3’x-1=9 s x=10.
Como 8 > 0 entonces, x = 8 es solucion de la Se verificaque 10—-1=9>0.
ecuacion. Por lo tanto, x = 10 es solucion de la ecuacion.
c) Se utiliza la definicion de logaritmo: d) Se utiliza la definicion de logaritmo: 3x(x + 1) = 62
log.x*=4 & x*=5" Se resuelve la ecuacidn:
S x =152 3x?+3x-6’=0=3(x+4)(x-3)=0
& x =125 Sx=—40x=3

Verificando si x = -4, 3(-4)(-4 + 1) =36 > 0.
Six=3,3(3)(3+1)=36>0.

Por lo tanto, x = =4 y x = 3 son soluciones de la

ecuacion.

Se verifica que (+25)2 > 0.
Por lo tanto, x = 25 y x = =25 son soluciones
de la ecuacidn.

Conclusién
Una ecuacion logaritmica es una ecuacion en la cual aparece la variable x en el argumento del logaritmo.

Para resolver una ecuacion de la forma log M = b, donde M es una expresion algebraica de variable x, se
resuelve la ecuacién a’ = M que se obtiene al aplicar la definicién de logaritmo: log M =b < a’ =M.

Luego se verifica si las soluciones encontradas satisfacen la condicién del argumento M > 0.

Ademas, las ecuaciones exponenciales pueden resolverse aplicando logaritmos:

a=bologa*=logb < xloga=logb @x=%
Ejemplo
Observa la siguiente solucion:
B7=2 o log7°=log 2 < xlog 7 = log 2 ®x=:g%=>x=2.80735...
b d
Problemasm
1. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a)logx=4 b) log,(x+1) =5 c)log, x> =6 d) logx*=6
e)logx= -2 f)log,(2x +1) =-1 g) logx*=-2 h) log (x> +4) =3
i) log(x(20—x)) =2 i) log(x(13 —x)) =2 k) log(x(x+3))=1 ) Iog%x=%
B 2. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a)9*=15 b) 2*1=13 c) 5%*-1=1953125
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2.8 Ecuaciones logaritmicas, parte 2

Problema inicial

Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones:
a) log,x +log,(x—1)=1 b) log.(2x) = log (x + 1)

Solucién
a) Se usa la propiedad de la suma de logaritmos:  b) log.(2x) = log,(x + 1)
log,x + log,(x — 1) = log,(x(x — 1))
2x=x+1 Se utiliza la propiedad:
sustituyendo en la ecuacion se obtiene: log M =log N= M =N,
log,(x(x—1)) =1
x=1 se resuelve la ecuacion.

se debe aplicar la definicion y resolver: L )
log,(x(x—1)) =1 & (- 1)) = 2° Se ev_alua x=1en cz_ada logaritmo

o e x—2 =0 2(1)=2>0y2+1=3>0.

S (x-2)(x+1)=0

Por lo tanto, la solucién es x = 1.
= x=20x=-1

se verifica que el argumento es positivo en cada
logaritmo:

six=2,2>0,2-1=1>0,

six=-1,—1 < 0. No es solucion de la ecuacidn.

Por lo tanto, la solucién es x = 2.

Conclusién

Para resolver las ecuaciones logaritmicas se utilizan las propiedades de los logaritmos para llevar la ecua-
cion a la forma log M = b.
1. Para todo My N, nimeros positivos se cumple que

a) log M +log N = log MIN b) log M —log N = Iogaﬂ—]\/}[
c) log MP = blog M d) log M=log N & M=N
4 N\
2. Se debe comprobar que el argumento de cada En la propiedad log M = blog M, M debe ser un nime-
logaritmo es positivo al sustituir los valores en- ro positivo. Si b es par se debe tener cuidado.
contrados para verificar que son soluciones de la Ejemplo:

2 — — — — 22 —
logx’=4 & 2Iog3x—4(:>’log3x— 2©x=3=9
En este caso falta la solucién x = -9.
Asi, es mejor no utilizarla en la solucién de ecuaciones.

ecuacion.

. . J
Problemasm
Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log,x + log,(x—2) =3 b) Iog%(x2 +1)2==-2
c) log,(3x) + log,(x—2)"=1 d)log(x+1)=log(l-x)
e)log(x—-3)°=6 f) Iog%(x —2)6=-18

g) log,(x +1) +log,(x*—x+1)=2 h) log,(x* — 6x* + 16)* = 12



2.9 Logaritmo base 10 y logaritmo natural*

Problema inicial

H 2019
1. Dete:rmma fel'valor de log 2, . e Gl G
2. (Cuantos digitos tiene el numero 22°1°? n se escribe con 1 digito si y solo si 10° < n < 10*

n se escribe con 2 digitos siy solo si 10* < n < 102
n se escribe con 3 digitos siy solo si 10> < n < 10°

Solucién
1. Se calcula log 22°* = 2019log 2 = 607.77956...

2. Observa el numero de digitos de los nimeros
1,2,..,9,10, 11,12, .., 99, 100, 101, ..., 999, 1000, 1001, ..., 9999, 10000, 10001...

1 digito 2 digitos 3 d|’th05 4 digitos 5 digitos
. . . . y
Entonces se puede deducir que, si n es un numero positivo: 1
n se escribe con m digitos si y solo si 10™* < n < 10™ y=10

10™
El nimero de digitos de 22°° esta determinado
por el exponente m tal que
10m? < 220 < 10™ & log 10™ < log 22° < log 10™ "
&m-1<log2?<m

1 P R
m-1 logn m x

Del problema 1 se tiene que 607 < log 22°%° < 608.

Por lo tanto, 22°*° se escribe con 608 digitos. ) _
Observa que si 10" < n < 10™,

entoncesm—1<logn<m,
ya que la base es 10 > 1.

Conclusién
1. El logaritmo base 10 de un nimero a se denota por log a.

2. El nimero de digitos de un nimero entero positivo a es el nimero entero m inmediatamente mayor a
log a.

3. El logaritmo natural de un numero a es el logaritmo log a, la base es el nimero neperiano e =2.71828...,
y se utiliza la notacion log a = In a.
El logaritmo natural es muy util en el cdlculo infinitesimal.

<
Problemasu

1. ¢ Cuantos digitos tienen las siguientes potencias?
a) 32019 b) 51000 C) 20192019

E= 2. ¢ Cudles potencias de 2 tienen 2019 digitos?

E=3. Obtener el valor de los siguientes logaritmos:

a)In2 b)In3 En la calculadora utiliza la tecla @G
c)In10 d) In% para calcular el logaritmo natural de
) In% ) In 13_1 un numero.
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2.10 Practica lo aprendido

\
1. Calcula el valor de los siguientes logaritmos:
1
a) log 49 b) log, 2 c) Iog9§
1
d) log11 e) log\5 f) Iog%Ts
1 .
g) logn2 h) Iogz_g% i) log ;2
iV 1 1
j)log ;4 k) log 53 ) Iog@E
2. Determina el valor de las siguientes expresiones:
a) log.2 +log,3 b) log4 + log 25 c) log,99 —log,11
28 63 48 10
d) log.4 —log,500 e) Iog7? + Iog77 f) Iogg? + Iogg?
15 36 4 - 15 20
g) log, = —log,30 h) log, <> —log, = i) log ;> +log s 5~
3. Calcula el valor de las siguientes expresiones, sin usar la calculadora.
a) Ic;g 125 b) log.49 0) log 64
0g.5 log,7 log,32
E4. Encuentra el valor de los siguientes logaritmos con la propiedad del cambio de base:
1
a) log,15 b) log,6 c) Iogzg
2 1
d) logi3 e) logi> f) logs>
5. Grafica las siguientes funciones:
a) f(x) = logwx b) f(x) = logwx c) flx) = logix
6. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) logx = % b) log x(x +2) =1 c) log,x(2 — 3x) = -2
d) log,(2x —3) = log,5 + log,7 e)log(x—3)+log(5—x)=0 f)log (x—8)—log (x—9)=log 4
g) log (—x) —log (6 —x) =1 h) log (x—2) +log (x+3) =1 i) log,(x* +9) = 1 + log,(2x* - 33)
B 7. Determina la cantidad de digitos de los siguientes nimeros:
a) 2350 b) 31234 C) 498765
(ES. Encuentra la potencia de base 11 que se escribe con 100 digitos. ¢ Existe otra? )




3.1 Razones trigonométricas de cualquier angulo (repaso)

Problema inicial

&

2. ¢Las razones trigonométricas dependen del valor de r?

1. Se tiene la gréfica del dngulo 6, O es el origen, OP es el lado terminal del
angulo 6 dibujado en posicién estandar, r es la longitud del segmento OP.
Escribe las razones trigonométricas del angulo 6.

yas

"N

Solucién
1_ y o~
______ P(x, y)
r
. 0 R
A > X
yl\
______ P(x, y)
/'
. Ao X
N 0 lx
y/\
______ P(x, y)
r
. 4 S
< 0 'x
Conclusién

=Y

sen 0 = -
X
c059-7
=Y
MnG—x

siempre que x #0

2. Se elige otro punto P'(x", ') tal que OP' es también
lado terminal de 8, como muestra la figura:

A S

7~
pae)

>X

Se cumple que P es un punto del
segmento OP'.

Sea A la proyeccion de P en el
eje x y A' la proyeccion de P' en
el eje x.

Se cumple que APOA ~ AP'OA', por critero AA de
semejanza de triangulos.

Si r' = OP', entonces de la semejanza se tiene que

_JY _
sené)—r—

Y

r’

x x'
cosf====
r r

XY
y tan@—x—x..

Por lo tanto, las razones no dependen del valor de r.

1. Las razones trigonométricas no dependen de la longitud del segmento OP.
2. Las razones trigonométricas dependen Gnicamente del angulo 6.
3. Al dngulo 6 le corresponde un Unico valor de sen 6, un Gnico valor de cos 0 y un Unico valor de tan 6.
4. Las razones trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 6 son funciones del angulo 6.

De ahora en adelante se llamaran funciones trigonométricas a las razones seno, coseno y tangente.

*
Problemasv

1. Calcula las funciones trigonométricas del angulo 6 a partir del punto P(x, ).

a) <
P(1,43)

(—O X

v

b)

P(-3,3)

A

KN

<

\0
(o]

L 4

>X

3
?

c)

P(-2,-2)

v

2. Comprueba que el punto P'(cos 8, sen 6) pertenece al segmento OP en cada literal del problema 1.




3.2 Circulo trigonométrico

Problema inicial
1. Dibuja en el plano cartesiano una circunferencia centrada en el origen y de radio 1. Representa el dngulo
de 60° tomando como lado terminal un radio de la circunferencia.
2. Determina las coordenadas del punto P(x, y), que es la interseccion de la circunferencia con el lado
terminal del dngulo.

Solucién y
1. T 2. En la figura se forma el triangulo rectangulo POA,
Plx, ) P es el punto P(x, y), O es el origen y A es la pro-
: yeccién de P sobre el eje x.
Y p
50"':; Utilizando razones trigonométricas:
¢ >X x
-1 © A 1 sen60°=%=yyc0560°=T=x
1 y
Por lo que se tiene:
-} 60° ~ o N3 o 1
1 o = A y =sen 60 —Tyx—c0560 =5
o N . N
Los triangulos notables a utilizar en los angulos Por lo tanto, las coordenadas del punto P son:
de referencia en el Circulo trigonométrico son: 1 3
P(7. %)
2
1 V2
2
VA u
2
- ’ %
Conclusién
1. Se denomina Circulo trigonométrico (CT) a la circunferencia de radio 1, y
centrada en el origen O. 1
1
2. Las coordenadas de un punto P(x, y) en el circulo trigonométrico estan
determinadas por el angulo 6 dibujado en posicion estandar con lado
terminal OP. Por definicidn de las razones trigonométricas de cualquier ; /0\
2 - x ¢ cos 5
angulosetlenesen9=%=yycos¢9=T=x. 1 0 T X
1
Por lo tanto, P(x, y) = P(cos 6, sen 6). . nd
P(x, y)
3. Para todo dngulo 6 es posible determinar los valores de cos 6 y sen 6 -1

como coordenadas de un punto en el CT.

*
Problemasm

1. Para cada valor de 0 grafica el punto P(cos 6, sen 6) en el CT. Dibuja un circulo por cada literal.
a)6=120°,0=210° b) 6 = 30°, 6 = 300° c) 6 =45°,0=135°

d) 6 =-45°, 6 =-135° e) 0 =360°, O = 405° f) 6 = 495°, H = 540°

2. Obtén el seno y coseno de los siguientes angulos utilizando el circulo trigonométrico.

a)0=0° b) 6 =90° c) 6 =180° d) 6=270° Utiliza el hecho que
P(cos 6, sen 6) = P(x, y).
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3.3 Periodicidad de las funciones seno y coseno en el circulo trigonométrico

Problema inicial
Grafica los siguientes puntos en el CT y determina sus coordenadas:

a) P(cos 30°, sen 30°) b) P(cos 390°, sen 390°)
Solucién
a) y 7N
1
sen 30° = % cos 30° = ?
P(x, y)
c 30°)
"-1 0 1.
X
K Por lo tanto, P(cos 30°, sen 30°) = P(?, %)
-1
b) Y1 Se descompone el angulo 390° = 30° + 360°.

Px,y)  Eldngulo de referencia es 30°, asi se tiene que
Vs 30°

sen 390° =sen 30° = % y €os 390° =cos 30° = AL}

= 0 >
! Loor L 2
Por lo tanto, P(cos 390°, sen 390°) = P(?, %)
_1~
Conclusién
Sea 6 un angulo cualquiera y sea o = 6 + 360°. Se cumple que al dibujar los yl“
angulos 0 y a, en posicion estandar, tienen el mismo lado terminal en el CT.
Asi se cumple que P(cos 6, sen ) = P(cos(6 + 360°), sen(6 + 360°)). P
/ a 01 .
Una funcion f es periddica si existe un valor ¢ tal que para todo x se cumple =1 o\y/ e
que fix) = fix + t). Por lo que las funciones seno y coseno son periédicas pues +360
cumplen las siguientes propiedades:
cos(6 +360°) = cos 6 sen(6 +360°) =sen 6 -1

Ejemplo

Determina el valor de sen(—330°).
sen(—330°) = sen(—330° + 360°) = sen(30°) = %, aplicando la periodicidad.
Por lo tanto, sen(—330°) =% .

b 3
Problemasu

1. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores:

a) sen 405° b) cos 420° c) sen(—300°)
d) cos(—-675°) e) sen 1080° f) cos 630°
g) sen(—900°) h) cos(-630°) i) sen 540°

2. Utiliza las férmulas del seno y coseno de una suma para demostrar las siguientes propiedades:
a) cos(6 + 360°) = cos O b) sen(8 + 360°) = sen 6 cos(a+ f) = cos a cos B—sen asen
14

sen(a + f3) = sen a cos 5 + cos asen f§



3.4 Periodicidad de la tangente en el circulo trigonométrico

Problema inicial
Para cada uno de los dngulos:

Realiza lo siguiente:

b) Determina el angulo  en posicidn estandar que corresponde al punto Q.
c) Calcula el valor de tan a.

N

° R P'(—x, —y) es el punto simétrico
1.0=30 2.0=-30 de P(x, y) respecto al origen.

a) Grafica el punto Q simétrico al punto P(cos 0, sen 6) respecto al origen y escribe sus coordenadas.

Solucién L
a) Se prolonga el segmento OP hasta cortar nuevamente al CT. Este punto de
corte es Q pues OQ = OP = 1. Sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°)
p por ser simétrico al punto P.
30° /i\ > b) Sean los puntos A(1, 0) y B(—1, 0). Por angulos opuestos por el vértice se
x cumple que <BOQ = <AOP = 30°. Por lo tanto, o = 180° + 30° = 210°.
Q
c) Se tiene el punto Q(—cos 30°, —sen 30°), entonces:
-1 210° = —-sen 30° sen 30° _ 30° = 1
v tan = Z0530° ~ cos30° — tan BEVER
2. yl" a) Se grafica el punto Qy sus coordenadas son Q(—cos 30°, —sen 30°) por ser
simétrico al punto P, respecto al origen.
Q
30° o = 150° b) Sean los puntos A(1, 0) y B(-1, 0). Por angulos opuestos por el vértice se
< R 55 fx cumple que QOB = XAOP = 30°. Por lo tanto, a = 180° — 30° = 150°.
P c) Se tiene el punto Q(cos(—30°), —sen(—30°)), entonces:
- _ —sen(=30°) _sen(-30°) _ oo 1
3 tan 150° = Ze0s(=30%) ~ cos(—30°) — tan(-30°) = -5
Conclusién
Sea 6 un angulo cualquiera, entonces: y1*
Q(cos(6 + 180°), sen(6 + 180°)) = Q(—cos B, —sen 0O).
6 +180 P
, oy _—Senf senl _ ) 6\ .
Asi, tan(6 + 180 )= osF " cosg = tan 0. =i T
Q
Por lo tanto, la propiedad de periodicidad de la tangente esta dada por la
expresion: tan(6 + 180°) = tan 6. -1
b 3
Problemasm
1. Utiliza la periodicidad de la funcién tangente para calcular los siguientes valores:
a) tan 225° b) tan 210° c) tan 240° d) tan 180°
e) tan(—150°) f) tan(—135°) g) tan(—120°) h) tan(—300°)

2. Utiliza la férmula de la tangente de una suma para demostrar la propiedad tan(6 + 180°) = tan 6.

tan a+tanf

+ =—
e 4 1-tan atan S




3.5 Funcidon seno

Problema inicial
1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcion y = sen 6.

0 0° | 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 300° | 360°

sen 6

2. Determina su dominio y rango.
-

Solucic’)n
1.
0 0° 30° | 90° | 150° | 180° | 210° | 270° | 330° | 360°
1 1 1 1
senf| 0 5 1 > 0 -5 1| -3 0

>0
2. Dominio. La variable 0 puede tomar el valor de cualquier dngulo. y:LA
Por lo tanto, el dominio de la funciéon y=senfesR. ST 52“9
Rango. Del CT se tiene que el valor del seno de cualquier angulo ¢ 0 - >x
puede tomar valores en el intervalo [-1, 1].
Por lo tanto, el rango de la funcién y = sen 0 es [-1, 1]. -] y =sen 6 toma

valores en [-1, 1]

Conclusién
La funciodn f(6) = sen 6 tiene dominio D;= R y rango Ry = [-1, 1].

La funcidn f(6) = sen 6 es una funcidn periddica, es decir, existe un valor « tal que f{6 + a) = f(6) para todo
valor de 6. Se llama periodo de la funcidn f al valor mas pequefio a > 0 tal que f(6 + ) = f(6). El periodo de
la funcién seno es 360°. En general se cumple que sen (0 + 360°n) = sen 6 para todo angulo 0y para todo
n entero.

*
Problemasm

1. La siguiente figura muestra la funcion seno
graficada en el intervalo [0°, 450°]. Utiliza la 1{ R :
periodicidad de la funcidn para completar la ¢ /\ / - - - >0
grafica hasta el dngulo 720°.

2. Grafica la funcién f(0) = sen 6, en el intervalo [-360°, 0°].



3.6 Funcion coseno

Problema inicial
1. Completa la siguiente caja de valores y grafica la funcion y = cos 6.

0 0° | 60° | 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°

cos 6

2. Determina su dominio y rango.

N

Solucién
1.
0 0° 60° | 90° | 120° | 180° | 240° | 270° | 300° | 360°
1 1 1 1
CcoSs 9 1 5 0 - 5 -1 - 5 0 2 1

120° 150° 180° 210° 240° >0
_1 ..................................
v
. : : Y]
2. Dominio. La variable 6 puede tomar el valor de cualquier
angulo. Por lo tanto, el dominio de la funcién y = cos 6 es R.
N

Rango. Del CT se tiene que el valor del coseno de cualquier 7 o X

angulo puede tomar valores en el intervalo [-1, 1]. Por lo

tanto, el rango de la funcién y = cos 6 es [-1, 1]. y = cos 6 toma

valores en [-1, 1]

Conclusién
La funcidn f{6) = cos 6 tiene dominio D= Ry rango Ry = [-1, 1].

La funcién f(6) = cos 6 es una funcion periddica. El periodo de la funcidn coseno es 360°. En general se
cumple que cos (0 + 360°n) = cos 6 para todo dngulo 0y para todo n entero.

<
Problemasm

graficada en el intervalo [0°, 450°], utiliza la
periodicidad de la funcidn para completar la
grafica hasta el angulo 720°. -1

1. La siguiente figura muestra la funcién coseno I
1

'S
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—
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2. Grafica la funcion f{0) = cos 6, en el intervalo [-360°, 0°].



3.7 La tangente en el circulo trigonométrico

Problema inicial - N
Se trazalarecta x =1y se dibuja un dngulo 6 con lado terminal OP, donde

y/
L P'(a, b)
P(x, ¥) es un punto en el CT. Luego el segmento OP se prolonga hasta el P, y)
punto P' que esta en la recta x = 1.
c 0 =l
!

1. Determina las coordenadas del punto P'(a, b) en funciéon de 6.

2. ¢Para cudles valores de 6, la funcidn y = tan 6 no esta definida?

\ v J
Solucién y
1
1. Se tiene que a = 1, ya que P' es un punto de la recta x = 1. P'(1, tan 6)
Utilizando la definicion de tangente se tiene que tan 6 = % = % =b.
c 6 R
Por lo tanto, P'(a, b) = P'(1, tan 6). ‘—1\ Ol Al i

N

2. Comotan 6= l, no estd definida si x = 0. Este valor corresponde a los
angulos 6 = 90° y 0 = 270°, cuyos puntos en el CT son (0, 1) y (0, —-1)
respectivamente.

P(0, 1)

\180
1) .

-

-1] p(0,-1)
A 4

También x = 0, si se suma o resta 180° de estos angulos. Por lo tanto, -
todos estos valores se pueden escribir asi: 90° + 180°n, donde n es un
numero entero.

o
o/ N

Conclusién
La tangente de un angulo 6 puede representarse en el circulo trigonométrico

?

y 4
1
de la siguiente manera: P (Em )
1. Se dibuja el punto P correspondiente al angulo 6 en el CT. g
2. Se prolonga el segmento OP (O es el origen) hasta cortar a la recta x = 1. .
!

6
3. Se llama P' al punto de corte. La coordenada en y de P' esigualatan 6. -1 /
b
Problemasm

~
2

La funcidn tan 6 no esta definida para aquellos dngulos de la forma:
6 =90° + 180°n donde n es un nimero entero. -1

Representa el valor de la tangente de los siguientes dngulos, utilizando la figura de la conclusidn:
a)6=30° b) 6 = 60° c)0=135°

d) 6 = —45° e) B =-120° f) 6 =-150°



3.8 Grafica de la funcion tangente

Problema inicial N
E=1. ¢Qué sucede con el valor de tan 6, si 6 toma valores cercanos a 90° y —90°? Utiliza las siguientes tablas.
0 88° 89° | 89.5° | 89.9° |89.99° ] -88° | -89° | -89.5° | —89.9° |-89.99°
tan 0 tan 6

2. Completa la siguiente tabla y grafica la funcién y = tan 6 en el intervalo ]-90°, 90°[.
0 -60° | —45° | -30° 0° 30° 45° 60°
tan 6

3. Determina el dominio de la funcién y = tan 6.
4. ¢Cual es el rango de la funcién y = tan 6?

Solucién
1. Para angulos cercanos a 90°.
0 88° 89° 89.5° 89.9° 89.99°
tan 0 28.6... 57.2... 114.5... 572.9... | 5729.5...

El valor de tan 6 se vuelve cada vez mayor cuando 6 toma valores muy cercanos a 90°.

Para angulos cercanos a —90°.

0 —88° -89° —-89.5° -89.9° —-89.99°
tan 6 -28.6... -57.2... | -1145... | =572.9... |-5729.5...

El valor de tan 6 se vuelve cada vez menor cuando 6 toma valores muy cercanos a —90°.

Se observa que 6 =90°y 6 = —90° son asintotas verticales.

yax
2. Latabla queda de la siguiente manera: 4
0 | -60° | -45° | -30° | ©° 30° | 45° | 60° § }
tanf |-17..| -1 |-05..| 0 | O05. | -1 | 17. ; 2
Al graficar se obtiene la figura de la derecha. -/
¢ — = >0
3. Enla clase anterior se vio que la funcién y = tan 6, no esta definida para los 5 - 41
valores 6 = 90° + 180°n, con n entero. Por lo tanto, el dominio es: ’ ,
R -{90° + 180° n | n es entero}.
-3
4. A partir de la gréfica se obtiene que el rango de y =tan 6 es R. -4
0= !-90" v [% :!90°

Conclusién
La funcion f{6) = tan 6 tiene como dominio el conjunto R — {90° + 180°n | n es entero} y su rango es R.
Ademas, las rectas 6 = 90° + 180°n, donde n es un nimero entero, son asintotas verticales de la grafica de
la funcidn tangente.

La funcidn f(0) = tan 6 es una funcién periddica. El periodo de la funcién tangente es 180°, y por tanto, en
general, tan (6 + 180°n ) = tan 6 para todo n entero.

Problemas Z
Utiliza la periodicidad de la tangente para graficar la funcidon f(6) = tan 6 en el intervalo ]-270°, 270°].

a3



3.9 Periodo y amplitud de las funciones trigonomeétricas

Problema inicial

1. Grafica en un mismo plano cartesiano las fun- 2. a) Grafica la funcién g1(9) =cos H en el intervalo
ciones f,(6) =sen 0y f,(0) = 2sen 0 en el inter- [0°, 360°] luego, grafica g,(6) = cos 26 en el in-
valo [0°, 360°]. tervalo [0°, 180°], utiliza la siguiente tabla.

0 0° 90° 180° 270° 360° 0 0° 45° 90° 135° 180°
sen 0 20
2sen 0 cos 260
b) Comprueba que g,(6+180°) =g,(0) y completa
la grafica hasta el angulo 360°.

&

Solucién
1. Completando la tabla. 2.a) Completando la tabla.

0 0° 90° 180° 270° 360° 0 0° 45° 90° | 135° | 180°
sen 0 0 1 0 -1 0 20 0° 90° | 180° | 270° | 360°
2sen 6 0 2 0 -2 0 cos 260 1 0 -1 0 1

yas
Yy . A g,(0) = cos 6
2 . : '
1 : € 0 90 1830" 0° 36IO° )8
& y=f1(9): R -1 o<~ ‘
o 90° 18 270° 360° >0
_1 N v
o : b) g,(6 +180°) = cos(26 + 360°) = cos 26 = g,(6)
J y1
1 e .
Cada punto de f,(6) = 2sen 6 se obtiene multipli- : /
cando por 2 la coordenada en y de los puntos de la M) 90 180° 70° o 0
rafica de f,(6) =sen 6. -1 oo ‘
g fl( ) g,(0)=cos 6
Cada punto de la grafica de g,(6) = cos 26 se
obtiene multiplicando por % la coordenada en
6 de los puntos de la grafica de g,(0) = cos 6.
Definicién

Se llama amplitud de la funcidn trigonométrica f(0) = A sen 6 al valor |A| y es el méximo valor que puede
tomar la funcidn. En este caso, el rango de la funcién es [-|A|, |A|]. Esta funcidn se obtiene multiplicando
por A todas las coordenadas en y de la funcion sen 6.

La funcidn f(6) = sen B6, donde B es un nimero real diferente de 0, cumple que

sen (BO +360°) = sen B & sen B(G + %) =sen Bl & f(@ + %) = f(6).
Asi, el periodo de la funcion f(6) = sen BO es 3|6T0|° (se utiliza |B|, porque el periodo es positivo).

Estas definiciones también se aplican a las funciones f(0) = Acos 0y f(6) = cos B6.

b
Problemasm

Grafica, en el intervalo [0, 360°], las siguientes funciones utilizando la amplitud y periodicidad.
a) fl0) =3sen 6 b) f(6) =—-2cos O c) f(6) = sen 360 d) f(6) = cosg



3.10 Desplazamiento vertical de las funciones trigonométricas

Problema inicial
En cada literal grafica las funciones en un mismo plano cartesiano.

a)f,(0)=sen By f,(0)=sen 6 +1;[0°, 450°]

b) g,(0) =sen Oy g,(6) =sen 6-1; [0°, 450°]

0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450° 0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
senG+1 sen -1
.
Soluuon Observa que las funciones sen(8 + 1°)
a) Se completa la tabla. y sen @ + 1 son distintas.
0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
sen(@)+1| 1] 2| 1 0 1 2
yl\
) Cada punto de £,(6) = sen 0 + 1 es un desplazamien-
y=1,(6) to de 1 unidad hacia arriba de un punto de la grafica
1 ! .
) . . : .9 de f,(6) =sen 6.
-1
b) Se completa la tabla.
0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
senf-1 |[-1| 0| -1|-=2|-1]|0
y N
y=8,(6) .
1 /I Cada punto de g,(6) = sen 6 -1 es un desplazamien-
¢ . « 50 todelunidad hacia abajo de un punto de la grafica
0 90° 180 270° 60° 450° d 0) _ 9
A e g,(0)=senf.
-2)
Conclusién

La grafica de f(6) = sen O + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la gréafica de la funcion sen 6.
e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba.

e Sik <0 el desplazamiento es hacia abajo.

Dada la funcidn f(6) = sen 6 + k con dominio R, su rango es el intervalo [-1 + k, 1 + k].

Estas reglas también se aplican a la funcién f(60) = cos 6 + k como desplazamiento vertical de la funcion cos 6.

En general la gréfica de f(x) + k es un desplazamiento vertical de la gréfica de f(x): hacia arribasik >0y
hacia abajo si k < 0.

b 3
Problemasm

Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:
a)flf)=cosB+1

c)flB)=cos -2

b) f(6) =sen 6+ 2
d)f(0)=sen6 -3




3.11 Desplazamiento horizontal de las funciones trigonométricas

Problema inicial

En los siguientes literales grafica las funciones en un mismo plano cartesiano, en el intervalo dado.

a) £,(0) = sen Oy f,(60) = sen(6 — 90°); [0°,450°] b) g,(6) = cos Oy g,(6) = cos(6 + 90°); [0°, 450°]

0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450° 0 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450° | 540°
sen 6 cos 6
sen(6 —90°) cos(0 +90°)
-
Solucién
a) Se completa la tabla.
0 0° | 90° |180°|270°|360° | 450°
sen 6 0 1 0 -1 0 1
sen(0—90°) | -1 | ©O 1 o ™1 | o
y/\
y=f1(9) o
1 ’ / Cada punto de f,(6) = sen( — 90°) es un desplaza-
¢ : : 5@ miento de 90° hacia la derecha de un punto de la gra-
0 90° 180% 270 60° 450 .
) : ficade f,(0) = sen 6.
b) Se completa la tabla.
6 0° | 90° | 180° | 270° | 360° | 450°
cos 0 1 0 -1 0 1 0
cos( + 90°) 0| 1| o 1 0“] -1
yl\
=g,(0)
! T Cada punto de g,(0) = cos(6 + 90°) es un desplaza-
“ % 7 o s g2 0 miento de 90° hacia la izquierda de un punto de la gra-
a : ficade g (6) = cos 6.
Conclusién

La gréfica de f(0) = sen(6 — a) es un desplazamiento horizontal de o unidades de la gréfica de sen 6.
e Sia > 0el desplazamiento es hacia la derecha. e Sia <0 el desplazamiento es hacia la izquierda.

Estas reglas también se aplican a la funcién f(0) = cos(6 — a) como desplazamiento de la funcién cos 6.

En general, la grafica de f{x — h) es un desplazamiento horizontal de A unidades de la grafica de f(x):
¢ Hacia la derechasi h > 0. ¢ Hacia la izquierda si h < 0.

>
Problemasm

Grafica las siguientes funciones, en el intervalo [0, 360°], utilizando los desplazamientos:

a) f(0) = cos(6 —45°) b) f(0) = cos(6 —90°)

c) f(6) = sen(6 —(-30°)) d) f(0) = sen(6 + 90°)

143



3.12 Forma general de las funciones trigonométricas

Problema inicial
Grafica la funcion f(6) = 2sen (36 + 90°) en el intervalo [0°, 360°] realizando los siguientes pasos:

1. Considera las funciones f,(0) = sen 36, f,(0) = 2sen 30y f(0) = 2sen(36 + 90°), luego completa la Tabla 1.
2. Completa la Tabla 2.

3. Grafica en el mismo plano cartesiano las funciones f,(6) y f,(6), en el intervalo [0, 120°].

4. Utiliza la periodicidad para completar la grafica de f,(6) hasta el intervalo [0°, 360°].

5. Grafica en otro plano cartesiano las funciones f2(9) y f(6). Utiliza la Tabla 2.

Tabla 1 Tabla 2
0 0° 30° | 60° | 90° | 120° 6 0° 30° | 60° | 90° | 120°
1,(0) 1£,(0)
£,(0) f16)
. -/

Observa que

Solucién f(0) = 2sen(36 + 90°) = 2sen 3(6 — (-30°)).
1. Se completa la tabla 1. 2. Se completa la tabla 2.
0 0° | 30° | 60° | 90° | 120° 0 0° | 30° | 60° | 90° | 120°
fi6)| o 1 0 -1 0 0| o 2 0 -2 0
£,0)| o 2 0 -2 0 )| 2 0 -2 0 2
3y 4. Se grafican las funciones f, y f.. 5. Se grafican las funciones
V1 1,(0) = 2sen 360y f(60) = 2sen 3(6 - (-30°)).
2 ? Y1

-30°

1 2¢¢ 0
¢ 0 /3?0°\ 90° J20°  180°  240° 300° 360° >9 \E /\ /\ /
] _ v YiAvig
02 -2

6

[any

e
=2
7~
= O

0°
=120°. v
La grafica de f(6) es un desplazamiento de 30° hacia

la izquierda de la grafica de £,(6) = 2sen 36.

El periodo de f, es ——

Conclusién
Una funcién de la forma f{6) = Asen B(6 — ), con A # 0y B # 0, tiene las siguientes caracteristicas:

1. Tiene amplitud |A|, por lo que su rango es [—-|A|, |A]].
360°

ToT y es un desplazamiento horizontal de a unidades respecto a la funcién Asen B6.

2. Tiene periodo

Para graficar una funcion de la forma f{6) = Asen B(6 — a) se pueden realizar los siguientes pasos:
0 ]
2. Se graficala funcion Asen By se utiliza la periodicidad para completar el intervalo en el que se graficara.

1. Se grafica la funcién sen B en el intervalo

3. Se efectua el desplazamiento horizontal de o unidades para obtener f{6) = Asen B(6 — ).

Problemasm

Grafica cada funcién, en el intervalo [0, 360°] utilizando los desplazamientos, amplitud y periodo:

a) f(0) = 2sen(6 — 30°) b) f(0) = 3cos 2(0 + 45°) c) flO) =—sen(46 + 240°)



3.13 Sistema circular de angulos

Problema inicial

1. Encuentralalongitud delarco del CT cuyo angulo

central es 45°. es %_

Solucién
1. El radiodel CTes r=1. yl' 2. Sea a el angulo central tal que 21 32‘00 —%
La longitud del arco Se d T (360° .
subtendido por el 4n- I € despejaa= E( o )_ 30°.
gulo de 45° esta dado 45° . . .
45° /Zl . ¢ 5 > X Por lo tanto, el angulo que subtiende un
or: 21m(1 s =2 = .
P @) 360 8, arco de longitud % es 30°.
Por lo tanto, la longitud
-1
del arco es T. 1

4

Deﬁnicién

Ejemplo

b
Problemasu

150

En el circulo trigonométrico se define: 1 radian como el dngulo que
subtiende un arco de longitud 1.

Asi t radianes es el angulo que subtiende un arco de longitud ¢ y se
representa como ¢ rad (o solo ¢).

El dngulo 6, con 0 < 6 < 360°, subtiende un arco de longitud

)

o

180° v
Tt rad.

entonces el angulo 6, con 0 < 6 < 360°, tiene un valor de .

Esta definicidn se extiende a cualquier dngulo de la siguiente manera: si
6 es un angulo cualquiera, entonces su valor en radianes estd dado por

0
180°

Si se tiene la medida de un angulo ¢ en radianes, su valor 6 en grados
180 2
1

Tt rad.

estd dado por 0 =

2. Encuentra el angulo central del CT cuya longitud

En una circunferencia de radio r, la lon-
gitud del arco subtendido por un dngulo

central 6 esta dado por 2mtr 4

360° °

El sistema en el que se escriben los
angulos en grados se denomina siste-

ma sexagesimal de dngulos.

a) Expresar en radianes el angulo 120°.

120° _2n m _ 180°
Tl rad = 3 rad 5=

120° =

b) Escribe en grados el valor de g

)=

36°

1. Se tienen los siguientes dngulos en grados, determina su valor en radianes:

a) 60°
e) 135°

b) 15°
f) 150°

c) 10°
g) 210°

d) 270°
h) 315°

2. Se tiene los siguientes dngulos en radianes, determina su valor en grados:

a) 2m rad b) T rad c) % rad

e)1lrad f) 2—; rad g) 571[ rad

d) 2T rad
12

h) 9—5“ rad



3.14 Practica lo aprendido ~

1. Dibuja el circulo trigonométrico y grafica el punto P(cos 6, sen 6) para cada valor de 6.
a) 0 =60° b) 6 = 150° c) 6 =240° d) 6=330°

2. Utiliza la representacion del seno y coseno en el CT para demostrar la identidad sen?6 + cos?6 = 1.

3. Utiliza la periodicidad de las funciones trigonométricas para calcular los siguientes valores.
a) sen 750° b) cos 765° c) tan 600°
d) sen(—660°) e) cos(—690°) f) tan(-495)

4. Realiza lo que se pide:

a) Demuestra que la funcion f: [-90°, 90°] — [-1, 1]; 6 — sen 6, es biyectiva.

b) Restringe la funcidén coseno para que sea biyectiva. Utiliza la grafica de la clase 3.6.

5. Utiliza la representacion de la funcidn tangente en el CT para demostrar la identidad 1 + tan?6 = 5
COoS

6. Realiza los siguientes problemas:
a) Traza larecta y = 1, que es tangente al CT en el punto (0,1).
b) Sea 6 un angulo en el primer cuadrante. Dibuja los puntos R(0,1), P(cos 6, sen 8) y Q el punto de
interseccion de la recta y = 1 con la prolongacién del segmento OP.

c) Demuestra que 0Q = L
sen 8

d) Determina las coordenadas del punto Q(a, b)
1 1

e) Demuestra que 1 + = .
) g tan2 sen’f

7. Determina el periodo de las siguientes funciones y graficalas en el intervalo dado.

a) tan (0 —90°); [0, 360°] b) tan 26; [0, 270°]
8. Determina el periodo y la amplitud de las siguientes funciones, luego graficalas en el intervalo dado.
0
a) f16) = sen 56; [0°, 360°] b) /(6) = cos 3; [0°, 1080°]
¢) f(6) = 4 cos 6; [0°, 360°] d) (6) = %sen 6; [0°, 360°]

9. Grafica las siguientes funciones utilizando desplazamientos, amplitud y periodo. Ademas determina su
dominio y rango.
a) f(6) = 2cos(66 — 120°) b) (6) = 4sen(26 + 120°)

¢) 10) = —2cos(46 + 180°) d) f(6) = 3sen(36 - 2257)

10. Reescribe los angulos en el sistema sexagesimal al sistema circular y viceversa.

a) 20° b) 50° c) 140° d) 345°
e) 500° f) —150° g) 3 rad h)“—g“ rad
.\ 51T T TT

i) 3 rad i) 85 rad k) 3t rad 1) -5 rad

Eg11. Siun arco circular de 9 centimetros subtiende el angulo central de 45° en una circunferencia, écudl es
la longitud del radio de la circunferencia?

12. El radio de una circunferencia es 5 cm, determina la medida del angulo central, en radianes, que sub-
\_ tiende un arco de 12 cm. )




3.15 Problemas de la unidad

\_

8. Grafica las funciones inversas de las funciones trigonométricas utilizando

9. Demuestra que para todo angulo 8 se cumple que

1. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) log,(x*—8) =3 b) log.x=4 c)logx=—
2

d) 23x+2- 256 @e) 2% = 3x-2 @ f) Qx+5 = 3a-

2. Utiliza desplazamientos horizontales y verticales para graficar las siguientes funciones:
a) flx) = log,(x - 1) b) f(x) = log,x + 2 c) flx) =log,(x-1)-1 d) flx) = log,(x +2) -3

3. Para cada funcién del problema anterior determina: dominio, rango, asintotas y su funcién inversa.

E4. Interés compuesto. Si una cantidad de dinero C se invierte durante ¢ afios, con un interés del 7% anual,

recapitalizable (que se reinvierte) n veces al afo. El dinero que se obtiene al final de los ¢ anos esta dado

por la formula D(t) = C (1 + 1or0n)nt'

Maria realiza un depdsito a plazo de $500, en una Cooperativa de Ahorro. El interés anual del depdsito

es del 4%. El dinero se recapitaliza 4 veces al afio (cada tres meses).
r
100n

a) Sustituye los valores conocidos en la férmula D(¢) = C(l + )nt, para obtener una férmula que dé
el dinero acumulado por Maria después de ¢ afios.
b) ¢ Cuanto dinero habrd acumulado Maria después de 2 afos?

c) ¢ Cudntos afios deben transcurrir para que Maria acumule al menos $7507?

5. crecimiento poblacional. El crecimiento de una poblacidon a lo largo del tiempo estd dado por la siguiente

funcion exponencial: P(t) = C(1 + r). Donde C es la poblacién inicial, r es la tasa de crecimiento y ¢ la
cantidad de afios transcurridos. La poblacién de El Salvador para el afio 2017 se estimé en 6172011 con
una tasa de crecimiento poblacional de 0.3%. Utilizando la informacidn anterior resuelve los siguientes
problemas:

a) Si la tasa de crecimiento se mantiene igual, ¢ cudl serd, aproximadamente, la poblacién en El Salvador
en el afo 2030?
b) éEn qué afio la poblacién superara los 7 millones de habitantes?

6. Justifica la veracidad de la siguiente proposicién: para todo nimero natural n se cumple que si 2" tiene
k digitos entonces 2"*! tiene k digitos o 2"~ tiene k digitos.

7. Restringe la funcidn tangente para que sea una funcion biyectiva y graficala.

. L. . ) Utiliza los angulos en
las funciones restringidas del problema 4 del Practica lo aprendido 3.14 y el el sistema circular.

problema anterior.

Utiliza la desigualdad
a)sen’0 <1 b) |sen 8 +cos O] <2 triangular.

c) (sen 6 + cos 0)> =1 +sen 260

) 2tan 6
d) [sen 6+ cos @] <2  utiliza el literal anterior.

——-<1,6+90°+180°n, donde n es un
1 +tan?0

numero entero.

El método de exhaucion fue usado satisfactoriamente
10. Aproximacion del valor de 1. Con los siguientes po- | por Arquimedes (287-212 a. C.) para hallar la férmula

ligonos inscritos en el circulo de radio 1, calcula el | exactadelarea del circulo. El método consiste es inscribir
cociente del perimetro del poligono entre el dia- | Poligonos regulares en el circulo para aproximar su area.
metro del circulo: Con este método también realiz6 aproximaciones del co-

Oct4 | b) Dodecs | ciente del perimetro de la circunferencia por su didme-
a) Octagono regular ) Dodecégono regular tro, es decir, de la constante .

Dunham, W. (2004) Viaje a través de los genios.
.
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4.1 Practica en GeoGebra: funciones trigonométricas

Con el desarrollo de esta practica aprenderas sobre las graficas de las funciones trigonométricas en
GeoGebra y sus propiedades: amplitud, periodo y desplazamientos.

Practica
1. Cambiar la numeracion del eje.
a) Clic derecho en la Vista Gréfica. b) Selecciona Vista Grafica
c) Selecciona EjeX. d) Selecciona el cuadro Distancia.
e) Selecciona en el cuadro desplegable
/2.
7 Preferencias
"\ Vista Grafica SR e
Bésico EjeX EjeY Cuadricula
| | Ejes @I
i je-x
ﬁ Cuadncuia E4 Numeros en gradaciones
Ba"a de NaveGaCién [ Solo la rama positiva
\% Zoom A [ EDistancia: [1/2 v
EJEX : EjEY y Gl'ada:?mnes:‘\ ] = ‘
Ver todos los objetos L s !
Vlsta esta.ndar thi“‘M Cruceen: 0.0 [ Adhesion al borde
Permitir seleccionar
-+ Vista Grafica ...
2. Gréfica de funciones trigonométricas.
a) Funcidn Seno. Escribe en la barra de Entrada sen x. > Entrada: sen x

b) Evaluando valores en la funciéon seno. Cuando se evaluan
angulos en grados en las funciones trigonométricas debe co-
locarse el simbolo de grados correspondiente. Escribe en la
barra de Entrada a = f(90°), b = f(90), ¢ = f(t / 2). Observa que —————> Enfrada: f(11/2)
en b = f(90) el programa evalta 90 radianes.

3. Amplitud de las funciones trigonomeétricas.
Grafica la funcidn g(x) = 2sen x. Escribe en la barra de entrada g(x) = 2*f(x).

4. El comportamiento de la funcidn f(x) = asen(x) con a > 0.
Creacién de un deslizador.
a) En la barra de herramientas selecciona Deslizador.

b) Clic en la Vista Grafica. /
Deslizador \ x
@® Nimero

s Nombi
c) Aparecera un cuadro en el que debe colocarse el nombre al - 2
. . s . Angulo &
deslizador, en este caso a. Coloca en minimo 0 y en maximo Ot Cltbaim
5. Incremento 0.1, y clic en Ok.

Y

Intervalo Deslizador Animacion

Ml'n::O Max: 5 | Incremento: 01\

d) Dibuja la funcidn f(x) = sen x.

| OK \ Cancelar

e) Dibuja la funcion g(x) = asen x.

f) Selecciona el punto del deslizador y observa que a medida que se mueve hacia la derecha la funcién
se dilata, mientras que hacia la izquierda se contrae.

g) Haz clic derecho sobre el deslizador e inicia animacién.




5. Periodo
a) Grafica la funcién f(x)=cos x.

b) Grafica la funcidn cos 3x. Escribe en la barra de Entrada g(x)=f(3x).
¢) Grafica la funcién cos % Escribe en la barra de Entrada h(x)=f(x/3).

NNVANWAVYS

6. Desplazamientos verticales u horizontales.

a) Grafica la funcién f(x)=cos x. b) Grafica la funcién g (x) = cos (x —30°).
c) Grafica la funcién /. (x) = cos (x + 60°). d) Grafica la funcién g,(x) = cos(x) + 3.
e) Grafica la funcién A (x) = cos(x) — 2.

Para escribir subindice en GeoGebra se utiliza

. . . ., Entrada: |g_1(x} = f{x-30°)
guion bajo como se muestra a continuacion. -

Actividades

1. Grafica las funciones del problema 8 de la clase 3.14.

2. Grafica las funciones del problema 9 de la clase 3.14.

3. Crea un deslizador B, con minimo 0, maximo 5 e incremento 0.1. Luego grafica las funciones f(x) = sen x
y g(x) = sen Bx. Observa el comportamiento de la funcién g a medida que el valor de B aumenta o dis-
minuye.

4. Realiza una animacion utilizando deslizadores para desplazamiento vertical y horizontal.

J

\
®



4.2 Practica en GeoGebra: construccion de las funciones seno y coseno

Es posible construir las funciones trigonométricas observando su comportamiento en el circulo trigonomé-
trico. A continuacion se graficara la funcion seno.

Practica
1. Dibujar el circulo trigonométrico.

©

a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcion Circunferencia (centro, punto).
b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto.

€2 Vista Gréfica

0,0 5
2 18 16 14 12 §i s <& 04 02 |0 02 04 06 08 12 14 16 18 2

2. Dibujar el angulo.

a) Selecciona un punto P en el CT. iﬂ
b) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. ——> 'y
c) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El angulo se nombra automaticamente como a.

P Vista Grafica X

a=55.56° A
-18 -16 -14 -12 | -08 -06 -04 -02 0 D02 04 06 08 12 14 16 18

3. Punto de construccion. Este punto tendra como
coordenada en x el dngulo a en radianes (el pro-
grama lo convierte automaticamente) y como
coordenada en y la coordenada en y del punto P
(es decir sen a).

a) En la barra de Entrada escribe S = (o, y(P)) y

presiona Enter. ’\

Enrada: S=(a,y(P)




-~

4. Cambiar la numeracién del eje x.
a) Clic derecho en la Vista Grafica (ningun elemento debe estar seleccionado).
b) Clic en Vista Gréfica.
c) Clic en EjeX.
d) Clic en el cuadro Distancia y selecciona la opcion 1 / 2. Luego salir. : ‘

\ Vista Grafica O \
J— EjES Basico EjeX EjeY Cuadricula )
= MEjex
ﬁ CuadﬁCUla E4Numeros en gradaciones
Barra de Navegacion ek o pos
@\ Zoom > & Distancia: /2 ad
EjeX : EjeY > Gradaciones B IS
Ver todos los objetos Rt > it :
VIS’(a esféndal’ CtrI+M Cruce en: 0.0 [ Adhesin al borde
Permitir seleccionar
¢ Vista Grafica ...

5. Graficando la funcién seno.
a) Selecciona el punto Sy dar clic derecho.
rb) Clic en rastro.
c) Selecciona el punto P, clic derecho y luego inicia la animacién

Punto 5: (q, y(D)) Punto P: Punto sobre c
Coordenadas polares Coordenadas polares
“-| Objetovisible “.| DObjetovisible
An Efigueta visible As Etigueta visible
# Rasiro & Rastro
=| Objeto auxiliar ‘Animacidn
[Z| Objeto auxiliar
E| Renombra
// Bora Renombra
: // Barra
iss Propiedades ..

ws¢ Propiedades ..

|

y /2 311/2

(e

Actividades

Construye la funcién coseno a partir del circulo trigonométrico.
\_



4.3 Practica en GeoGebra: construccion de la funcion tangente

De igual manera que las funciones seno y coseno, la funcién tangente se puede dibujar a partir del circulo
. s . . oo p 31
trigonométrico. Sin embargo, se tiene la dificultad que el dngulo al recorrer los valores [—2 : 211] enelCT, la

funcion debe evaluarse en el intervalo[—%, 0 ] Para realizar esto se explicara la utilidad de la funcién Si del
bloque de ldgica.

Practica
1. Clic en el boton Ayuda de Comandos, que se encuentra a la derecha de
la barra de entrada. Se desplegara el panel de comandos.

Ayuda de Comandos

2. Selecciona la funcidn Si del bloque de légica. En este comando deben Funciones Matematicas A
. + Todos los comandos
ingresarse 2 o 3 datos separados por coma. 430

+ Algebra
3 = il - +| Conica
‘SI[ <Condicion>, <Entonces>, <Si no> | 8 tesgrania
+| Discreta
+ Estadisticas
Condicidn: Se introduce una condicion en la que esta involucrada una i
+| Funciones y Calcule
variable, puede ser una igualdad, una desiguladad, entre otras. .’;ﬁeeo@mmet;;

+| Guion {scripting)
.. o 4 Hoja de Calculo
Entonces: Es el valor que el comando devolvera si la condicion es ver- 1 Lista

= Légica
dadera. o ConsenvaSi
Cuentasi
EsEntero
EstaDefinido
EstaEnReqidn
Relacién

N

Si no: Es el valor que el comando devolvera si la condicién no es verda-
dera.

3. Se crearad un numero b a partir de un deslizador a, de tal manera
que si el valor de a es negativo entonces el valor de b serd 0 y si

el valor de a es positivo entonces b tomara el valor de a. Destzador =
(® Nimero Flombes
a) Crea un deslizador con nombre a, de -5 a 5 e incremento 1. O inguto

O Entero [ Aleatorio

b) Escribe en la barra de Entrada b =, luego pegar el comando Si il [Beskeabolivipaosn
del bloque de légica. Biere_ fwels [isceme

OK | | Cancelar |

c) Se debe evaluar si a es negativo por lo que la condicién a
ingresar es a<0. El valor que el comando devolvera es 0 si se
cumple a<O0. El valor que el comando devolverd es a si no se
cumple que a<0.

Entrada: b=Si[]

Entrada:fb=Si[a<0_, '0, a]\

En el caso que a sea negativo
b tomara el valor de 0.

» Vista Algebraica b
MNiamero
® a=-5

b=0

En el caso que a sea positivo
b tomara el valor de a.

» \ista Algebraica =

Mamera




. <

4. Dibujar el Circulo Trigonométrico:
a) Selecciona en la Barra de Herramientas la opcidn Circunferencia (centro, punto). . » @

b) Selecciona los puntos O(0, 0) como centro y A(1, 0) como punto.
c) Graficalarectax =1.

5. Dibujar el angulo:
a) Coloca el punto A(1, 0).
b) Selecciona un punto P en el CT.
c) Selecciona en la Barra de Herramientas: Angulo, tres puntos o dos rectas. 4“,
d) Selecciona los puntos A, O y P, en ese orden. El angulo se nombra automa-

ticamente como a.

6. Representacion de la tangente.

a) Traza la recta que pasa por los puntos Oy P. ,./,/
b) Nombra Q al punto de interseccion de la recta trazada y la recta x = 1. J

¢) Oculta la recta trazada.

7. Punto de construccién. Este punto tendrd como coordenada en x el angulo o en radianes (el programa lo
convierte automaticamente) y como coordenada en y la coordenada en y del punto Q (es decir tan a).

a) Construye el dngulo 8. Entrada: ¢ = Sifja>3* 1w /2,a-2 1, a]

b) Nombra T al punto de construccién.
En la barra de Entrada escribe T = (6, y(Q)) y presiona Enter. —— Entrada: T = (6, y(Q))

8. Gréfica de la funcién.
a) Cambia la numeracion del eje x en términos de . . f
b) Selecciona el punto T, clic derecho y clic en Rastro.
c) Seleciona el punto P, clic derecho y luego iniciar Animacion.

Punto F Punto P: Punto sobre ¢

Coordenadas polares

Coordenadas polares [
[1*.] Objetovisible

; - Objeto visible [

, o : i :

| At Efiqueta visible Al A 5

[ & Rastro e FEEacc g

ﬁ Rastro - o -

- Animacian

e .

|i| Renombra Bl Renombra )

. '/ Borra | 4/ Borma :

|7 Propiedades .. | %2 Propiedades ... ‘
Actividades

Construye la funcidn cotangente a partir del circulo trigonométrico.

\
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4.4 Practica en GeoGebra: el método de exhaucion

Practica

1. Construccidn del circulo trigonométrico.
El centro debe ser O(0, 0) y A(1, 0) el punto.

Minimo 3, maximo 100 e incremento 1.

Deslizader x

® Numero Lompts

n

O Angulo
O Entero [ Aleatorio
Intervalo Deslizador Animacion
Min: 3 | Méx:hoo | Incremento: I1
| OK H Cancelar

<IN ]
A:‘ Angulo

em o
/ Distancia o Longitud

Area
/ﬂ/ | Pendients

(1,2} Lsta

a=p Relacion

\Fj Inspeccién de funciones

4. Contruccion del poligono regular.

Se construird un poligono inscrito en el circulo trigonométrico para observar la aproximacion que tiene el
area del poligono, a medida que sus lados aumentan, respecto al area del circulo.

¥ Vista Grafica

3. Construccion del dngulo central a dada su amplitud.
a) Selecciona los puntos A, 0 y como amplitud 360° /n. Clic en OK.
b) Aparecera otro punto en el CT. Dar el nombre B.

2. Construir un deslizador para el numero de lados de un poligono regular con nombre n.

¥ Angulo dada su amplitud >
Angula
w607 @

(® sentido antihorario

() sentido harario

a) Selecciona la opcién Poligono regular y escoge los puntos Ay B.




©

b) En el cuadro que aparecera a continuacion, escribe el nimero de vértices n.

€7 Poligeno regular X

Vértices
n |

OK Cancelar

Aparecerd automaticamente el valor del area del poligono cons-
truido.

5. Calcular el drea del circulo, con el comando Area del bloque
de Geometria. Observa cdmo se aproxima el area del poligo-
no regular a la del circulo a medida que se incrementa el
numero de lados.

6. Determinar los perimetros del poligono y de la circunferen-
cia.
Perimetro del poligono
Perimetro de la circunferencia

Entrada: perpoligono=Perimetro[poligono1]

Entrada: percircunferenc —,~=Perimetro[c]|

7. Comparar los perimetros del poligono y la circunferencia
cuando aumenta el numero de lados del poligono.

—_—

€7 Vista Grifica - exhaucion.ggb - o

fAC~
n=3

- Poligono
@ poligono1 = 1.29904

Ayuda de Comandos
- Geometria Ll
Angufo
- ArcoCircunferencia
- ArcoTresPuntos
Area
- Baricentro
-~ BaricentroBaremado
-~ Bisectriz
- CentraTriangulo
Comprueba
- CompruebaDetalles
-~ Contorno
- Clbica
- CurvaTriangular
<l >

W

8. La constante 1 se define como el cociente del perimetro del circulo entre su radio. Utiliza la contruccion

realizada para obtener una aproximacion del valor de .

9. Construccion de un poligono regular que circunscriba al Circulo trigonométrico.

Construye un segmento 0O, de longitud dada, con longitud

X. . T COoS —

= elo)<

/ Reda [ Segmento de longitud dada K

[ Longitud

12" Segmento de longitud dada -

}( 11 cos (af2) @

,/" Semirrecta
= OK Cancelar

,:; Poligonal

|

|

‘ < | Vector

J < Equipolente €7 Angule dada su amplitud b
Angulo
o (]|

10. Construir el dngulo central B dada su amplitud.

a) Selecciona los puntos O;, O y como amplitud a. Clic en OK.
b) Cambia el nombre al punto resultante por O,.

@® sentido antihorario

O sentido horario

OK Cancelar

11. Construir el poligono regular utilizando los puntos O, y O,. El nimero de lados debe ser n.

Actividades

. El punto O, se debe colocar en el eje

Efectua las 3 aproximaciones realizadas en los problemas anteriores (area, perimetro y el valor 1) con el

\_ poligono construido en el numeral 10.

J




